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Fiir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sind 27 Punkte erforderlich.
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Punkte: Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Berechnen Sie den Grenzwert der Folgen:

_ sin(n®) +3n b |

PR LV A Ly N SR P8 \
n—+1 on—2

(b) Die Folge c,, wird gegeben durch die Rekursion:
c1=1,¢11=0Cn,q€Rsp.
Zeigen Sie durch vollstindige Induktion fiir n € N, n > 2: ¢, = ¢".
2. (a) Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

sin(2 x) G

=0 tan(3z) 20 wert —

(b) Gegeben ist die Funktion f(z) = In(e* — 1), € Ry
Zeigen Sie, dass f streng monoton wachsend ist.
Geben Sie den Wertebereich von f an, und berechnen Sie die Umkehrfunk-
tion f~1.

3. (a) Gegeben ist die Funktion: f(z) = ze " .
Besitzt f Extremalstellen?
Berechnen Sie die Taylorreihe um den Punkt 2y = 0 der Funktion f.

2.

(Hinweis: Beginnen Sie mit der Exponentialreihe e” = ) " £

(b) Berechnen Sie folgende Integrale:

@ -3
/ L , (substituieren Sie t = ) , / & dx .
eT 4 e 7 (J]—l)(l'—2)

Bitte wenden!



4. (a) Berechnen Sie den Konvergenzradius p der Potenzreihe
[e.e] 3]} ,
E —a”.
v
v=1

Konvergiert die Reihe fiir x = %?
(b) Geben Sie das Taylorpolynom vom Grad 3 der Funktion

1
(1-3z)(1—2y)

fx,y) =

um (z, %) = (0,0) an. (Hinweis: Geometrische Reihe benutzen).
5. Gegeben ist die Funktion
flz,y)=22% -3y +29°.

(a) Besitzt f Extremalstellen?
(b) Welche Punkte kommen als Extremalstellen von f unter der folgenden
Nebenbedingung infrage

glz,y) =" +y* =17

6. (a) Berechnen Sie das Integral

/ zd(z,y)

D
iiber den Bereich D C R?, der durch folgende Ungleichungen beschrieben
wird: 0<z<1,0<y< -3z+3.

(b) Berechnen Sie das Integral

/ yd(z,y)

D

iiber den Bereich D C R?, der durch folgende Ungleichungen beschrieben

wird: 1 < /22 +y2<2,2>0.

(Hinweis: Polarkoordinaten, Funktionaldeterminante= 7).



Losungen:

1.a)
. 2 sin(n?)
_sin(n®) +3n  ——+3
" n—+1 1+ % ’
(2 (2
sin(n?) < l, lim sin(n?) o,
lim a, =3.
n—oo
, 2 -1 21 27— ()
n on—2 92-29n 9—-2 ’
. 1\"
i (3) =0
lim b, = 2.
n—oo
1.b)

Ind. Anf.: ¢ zl,cgzqﬁ:ql,bgz%zl.
Ind. Ann.: Fiir ein n > 2 gelte: ¢,, = ¢".

Ind. Schluss:

> b itte
G =qcR =qq? =q'"tF
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2.a)

. sin(2x) , 2 cos(2x) 2

lim ——% = lim S

=0 tan(3z) =—03 (1 + (tan(3x))2) 3
et —x—1 . e —1 . er 1
lm—-=lm——— = lim—m—— = —.
=0 rer —x z=0xet+er —1 zo0gxet 4 2e” 2

2.b) e, x > 0, nimmt alle Werte y > 1 an.
e’ — 1, x > 0, nimmt alle Werte y > 0 an.
Wertebereich des Logarithmus ist R.

Wertebereich von f(z) = In(e® — 1) ist R.

x>0:e">1,e"—1>0, f/(x) > 0, also f streng monoton wachsend.
Umkehrfunktion:
In(e® —1) =y

ef —1=¢Y
e’ =eY+1
r =1In(e’ +1)
fHz) =In(e® +1).

051 // /

Die Funktion f(z) =
7 / In(e” — 1) und die Um-
. kehrfunktion f~!(z) =
W In(e¥ + 1)




3.a)

fa)=ze™, fla)=(1-2a"e™,
V2

f’(:z:):()(:)x:iT.

()= (—4z+ (1 =22 (=22)) e ™ =22 (=3 +22%) ™,
f” <—£> 0,Minimum, f” (?) < 0,Maximum ,
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\ /7 Die Funktion
\\/7047 f(l‘) — xe—xQ
3.b)
Substitution:

Y

1
t
z t o1 t
/e—daj:/ _ = dt :/ dt)
+

d
t:ex,len(t)7d_f:

e$

v 1 2t 1
/—6 dm = — /—dt = — hl(tQ
et +e” 2 241 e 2

1
1)jmestc = 5 In(e?“+1)+c.

Partialbruchzerlegung:
r—3 __e . b a(x—-2)+b(x—-1) (a+b)x—2a—0b
(z—1)(x-2) -1 2-2  (z—1)(@-2  (z—-1)(x-2) '

a+b=1, —2a—b=-3,
a=2,b=-1,

r—3
/(Zv—l)(x—Q) dr =2 In(|x — 1|) — In(|z — 2|) + c.



4.a)

3u 3u+1
a,,:j, @u+1zy—+1,
» 3
lim |2 — Y _3,
V—00 a, V%GDV-¥1
B 1
0—3-
Alternative: 3
lim {/|a,| = lim =3.
V—00 v—oo UV
v=1
isu <1>”_ 1
— v 3 — v

Harmonische Reihe. Divergenz.

4.b)

o - (S (E0)

= (1+3z+92°+272° +81z" +--+)
(1+2y+4y*+8y* +16y" +--+)

o v 1 1
= JH2VTH gty H < = < —.
> (e ) o< S«

v=0 \pu=0

T3(f, (2,y),(0,0) = 143 24+2y+9 2 +6 v y+4 y°+27 23 +18 2* y+12 2 > +8 1> .

Alternative:
f(z,9) ! S 3+ 2y~ 62)”
T = = T —6x
Y 1—(Bz+2y—6zy) < Y Y

= 1+ Bz +2y—62y)+Br+2y—62y)’*+Br+2y—6zy)*+---.

Alternative: partielle Ableitungen bis zur Ordnung 3 berechnen, an der Stelle
(0,0) auswerten und Taylorpolynom aufstellen.



5.a)
gradf(z,y) = (dx — 3y, -3z +4y).

gradf(z,y) = (0,0) < (z,y) = (0,0).

H(z,y) = (_43 _43>

det H(0,0) = 7
2
%(O, 0) =4, Minimum.
S.b)

() 2*+y*=1, (2)42—-3y+I2x=0, (3) —3z+4y+I2y=0.

Wire x = 0, so ergibe sich aus (2) y = 0 im Widerspruch zu (1). Wire y = 0,
so ergédbe sich aus (3) x = 0 im Widerspruch zu (1). Der Nullpunkt kommt also
nicht infrage. Wir multiplizieren (2) mit y und (3) mit x:

dry—3y* +X22y =0, —32°+4xy+I2xy=0,

bzw.
322 =392,

Hieraus folgt y = +2 und 2y* = 1. Als Extremalstellen von f unter g(z,y) = 1
kommen also folgende Punkte infrage:

27 2 27 2

27 2

2 2

(£9) (59 (£9. (49

Die Funktion f(z,y) =
222 — 32y +2y? unter
der Nebenbedingung
?+yt=1
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= (‘T y) y=0
=1 1
— /(—3x2+3x)dx: (—x3+5x2) xzozé.
Der Integrationsbereich
6.b)
5 2 5 7”3 r=2
/yd(:c,y) = / /7’2 sin(¢) dr | do = / (— sin(qﬁ))
D 7% 1 *% r=1
7 _r
2. =0

Der Integrationsbereich



