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Fangen Sie für jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blätter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Berechnen Sie den Grenzwert der Folgen:

an =
n2 + cos(n)

n2 + 1
, bn =

√
n+ 1−

√
n√

n
, n ∈ N .

(b) Zeigen Sie durch vollständige Induktion für n ∈ N:

n∑
ν=1

ν

2ν
=

2n+1 − n− 2

2n
.

2. (a) Gegeben ist die Funktion

f(x) =

{
−x , x ≤ 0 ,
x2 , x > 0 .

Begründen Sie, dass die Funktion im Punkt x0 = 0 nicht differenzierbar ist.

(b) Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

lim
x→∞

ln(ln(x))

ln(x)
, lim

x→0

(
1

x
− 1

sin(x)

)
.

3. (a) Gegeben ist die Funktion: f(x) = x
x2+1

.
Berechnen Sie die Grenzwerte: lim

x→±∞
f(x) .

Geben Sie Monotonie-Intervalle von f an, und skizzieren Sie die Funktion.
Berechnen Sie die Taylorreihe um den Punkt x0 = 0 der Funktion f .
(Hinweis: Geometrische Reihe.)

(b) Berechnen Sie die folgende Integrale mit der Substitution x = t2:∫
e−

√
x

√
x

dx ,

∫
1√

x (1 + x)
dx .

Bitte wenden!
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4. (a) Für welche x ∈ R konvergiert die folgende Potenzreihe absolut

∞∑
ν=1

(−1)ν
x2 ν

ν 2ν
?

(b) Wie lautet das Taylorpolynom der Funktion f(x, y) =
ex

1 + y
, y > −1 ,

vom Grad 3 um (x0, y0) = (0, 0)? (Hinweis: Geometrische- und Exponen-
tinentialreihe).

5. Gegeben ist die Funktion

f(x, y) = (x+ y + 1)3 − 27x y .

Besitzt f Extremalstellen?
Wie lautet das Taylorpolynom von f vom Grad 3 um den Entwicklungs-
punkt (0, 0)?

6. (a) Berechnen Sie das Integral ∫
D

y d(x, y)

über den Bereich D ⊂ R2, der durch folgende Ungleichungen beschrieben
wird: 0 ≤ x ≤ 1− y2 , 0 ≤ y ≤ 1 .

(b) Berechnen Sie das Integral ∫
D

x d(x, y)

über den Bereich D ⊂ R2, der durch folgende Ungleichungen beschrieben
wird: 0 ≤

√
x2 + y2 ≤ 1 , x ≥ 0 , y ≥ 0 , y ≥ x .

(Hinweis: Polarkoordinaten, Funktionaldeterminante= r).
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Lösungen:

1.a)

an =
n2 + cos(n)

n2 + 1
=

n2

n2 + 1
+

cos(n)

n2 + 1
=

1

1 + 1
n2

+
cos(n)
n2

1 + 1
n2

lim
n→∞

1

1 + 1
n2

= 1 ,

∣∣∣∣cos(n)n2

∣∣∣∣ < 1

n2
, lim
n→∞

cos(n)

n2
= 0 ,

lim
n→∞

an = 1 .

bn =

√
n+ 1−

√
n√

n
=

√
1 +

1

n
− 1 =⇒ lim

n→∞
bn = 0 .

Oder:

bn =

(√
n+ 1−

√
n
) (√

n+ 1 +
√
n
)

√
n
(√

n+ 1 +
√
n
) =

1
√
n
(√

n+ 1 +
√
n
) =⇒ lim

n→∞
bn = 0 .

1.b)

Ind. Anf. :
1∑

ν=1

ν

2ν
=

1

2
,
21+1 − 1− 2

21
=

1

2
.

Ind. Ann. : Für ein n ≥ 1 gelte:
∑n

ν=1
ν
2ν

= 2n+1−n−2
2n

.
Ind. Schluss:

n+1∑
ν=1

ν

2ν
=

(
n∑

ν=1

ν

2ν

)
+

n+ 1

2n+1
=

2n+1 − n− 2

2n
+

n+ 1

2n+1

=
2n+2 − 2n− 4 + n+ 1

2n+1
=

2n+2 − (n+ 1)− 2

2n+1
.
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2.a) Linksseitiger Grenzwert:

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

−x

x
= lim

x→0−
(−1) = −1 .

Rechtssseitiger Grenzwert:

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

x2

x
= lim

x→0+
x = 0 .

Der linksseitige Grenzwert des Differenzenquotienten ist ungleich dem rechts-
seitigen Grenzwert des Differenzenquotienten. Also ist f an der Stelle 0 nicht
differenzierbar.

-2 -1 1 2

1

2

3

4

Die Funktion

f(x) =

{
x , x ≤ 0 ,
x2 , x > 0 .

2.b)

lim
x→∞

ln(ln(x))

ln(x)
= lim

x→∞

1
ln(x)

1
x

1
x

= 0 .

lim
x→0

(
1

x
− 1

sin(x)

)
= lim

x→0

sin(x)− x

x sin(x)

= lim
x→0

cos(x)− 1

sin(x) + x cos(x)

= lim
x→0

− sin(x)

2 cos(x)− x sin(x)
= 0 .
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3.a)
lim

x→±∞

x

x2 + 1
= lim

x→±∞

1

2 x
= 0 .

f(x) =
x

x2 + 1
, f ′(x) =

1

x2 + 1
− 2x2

(x2 + 1)2
=

−x2 + 1

(x2 + 1)2
,

f ′(x) = 0 ⇔ x = ±1 .

f ′(x) < 0 , x < −1 ,

f ′(x) > 0 , −1 < x < 1 ,

f ′(x) < 0 , 1 < x ,
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Die Funktion
f(x) = x

x2+1

f(x) = x
∞∑
k=0

(−x2)k =
∞∑
k=0

(−1)k x2 k+1 , |x| < 1 .

3.b)
Substitution: x = t2, t > 0, t =

√
x, dx = 2 t dt:∫

e−
√
x

√
x

dx =

(∫
e−t

t
2 t dt

)
t=

√
x

=
(
−2 e−t + c

)
t=

√
x
= −2 e−

√
x + c ,

∫
1√

x (1 + x)
dx =

(∫
1

t (1 + t2)
2 t dt

)
t=

√
x

= (2 arctan(t) + c)t=√
x

= 2 arctan(
√
x) + c .
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4.a)
∞∑
ν=1

(−1)ν
x2 ν

ν 2ν
=

∞∑
ν=1

(−1)ν
(x2)ν

ν 2ν
.

Betrachte:
∞∑
ν=1

(−1)ν
yν

ν 2ν
.

aν = (−1)ν
1

ν 2ν
, lim

ν→∞

∣∣∣∣aν+1

aν

∣∣∣∣ = lim
ν→∞

ν

ν + 1

1

2
=

1

2
.

Alternative:
lim
ν→∞

ν
√

|aν | = lim
ν→∞

1

2 ν
√
ν
=

1

2
.

Also konvergiert
∑∞

ν=1(−1)ν yν

ν 2ν
absolut für |y| < 2 und divergiert für |y| > 2.∑∞

ν=1(−1)ν yν

ν 2ν
konvergiert absolut für |x| <

√
2 und divergiert für |x| >

√
2.

Was passiert für x = ±
√
2?

∞∑
ν=1

(−1)ν
(±

√
2)2 ν

ν 2ν
=

∞∑
ν=1

(−1)ν
1

ν

Alternierende harmonische Reihe ist bedingt konvergent.
4.b)

ex

1 + y
=

(
∞∑
ν=0

1

ν!
xν

) (
∞∑
µ=0

(−1)µ yµ

)
=

∞∑
ν=0

(
ν∑

µ=0

(−1)ν−µ

µ!
xµ yν−µ

)

=

(
1 + x+

x2

2
+

x3

6
+ · · ·

) (
1− y + y2 − y3 + · · ·

)
Das Taylorpolynom vom Grad 3 lautet:

T3(f, x, y, 0, 0) = 1 + x+
x2

2
+

x3

6
− y − x y − x2

2
y + y2 + x y2 − y3 .
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5)
f(x, y) = (x+ y + 1)3 − 27x y .

∂f

∂x
(x, y) = 3 (x+ y + 1)2 − 27 y ,

∂f

∂y
(x, y) = 3 (x+ y + 1)2 − 27x .

3 (x+ y + 1)2 − 27 y = 0 ,

3 (x+ y + 1)2 − 27x = 0 ,

x = y und (2x+ 1)2 − 9x = 0, also x =
1

4
, 1.

Hesse-Matrix:

H(x, y) =

(
6 (x+ y + 1) 6 (x+ y + 1)− 27

6 (x+ y + 1)− 27 6 (x+ y + 1)

)
.

Im Punkt
(
1

4
,
1

4

)
:

H

(
1

4
,
1

4

)
=

(
9 −18

−18 9

)
Determinante der Hessematrix 92 − 182 = −243 < 0. Sattelpunkt.
Im Punkt (1, 1):

H(1, 1) =

(
18 −9
−9 18

)
.

Determinate der Hessematrix: 182 − 92 = 243 > 0 und ∂2f
∂x2 (1, 1) = 18 > 0. Also

Minimalstelle.
T3(f, (x, y), (0, 0)) = f(x, y) .

Polynom vom Grad 3 stimmt mit dem Taylorpolynom überein.
Die Funktion f(x, y) =
(x+ y + 1)3 − 27x y
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6.a)

∫
D

y d(x, y) =

1∫
0

 1−y2∫
0

y dx

 dy

=

1∫
0

(x y)|x=1−y2

x=0 dy =

1∫
0

(y − y3) dy

= =

(
y2

2
− y4

4

)∣∣∣∣y=1

y=0

=
1

4
.

Der Integrationsbereich

6.b)

∫
D

x d(x, y) =

π
2∫

π
4

 1∫
0

r2 cos(ϕ) dr

 dϕ =

π
2∫

π
4

(
r3

3
cos(ϕ)

)r=1

r=0

dϕ

=
7

3


π
2∫

π
4

cos(ϕ) dϕ

 =
1

3
(sin(ϕ))

ϕ=π
2

ϕ=π
4
=

1

3

(
1−

√
2

2

)
.

Der Integrationsbereich
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