KLAUSUR
Lineare Algebra (E-Techniker/Mechatroniker/W-Ingenieure/Informatiker)
01.09.2011
(W. Koepf)

Name: Vorname: Matr.—Nr./Studiengang: | Versuch—Nr.:

Fiir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sollten 18 Punkte erreicht werden.

1y 2) 3) 4)

Punkte: Note:







Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Gegeben seien die komplexen Zahlen z; = v/2—iv/6und 2z, = —1—i.
(i) Schreiben Sie z; und 25 in Polardarstellung (Rechnen Sie in Grad.
Stellen Sie dazu Ihren Taschenrechner auf DEG ein, nicht RAD).

(ii) Bestimmen Sie w = 2928 und schreiben Sie das Ergebnis in der
Form w = = + iy, (z,y € R).

(iii) Wie lauten die Losungen der Gleichung 2% 4 4iz = 2y + 4 (mit 2,
wie oben)?

(b) Durch die Gleichung
—2r+3y—2+1=0

wird eine Ebene E gegeben. Durch die Punkte A = (1,2,3) und
B = (3,3,2) geht eine Gerade g;. Sei go, die Gerade deren Para-

meterdarstellung
1 3
g: =10 ]+s| 1 (s € R)
2 -3
ist.

(i) Man gebe eine Parameterdarstellung der Ebene F.
(i1)) Man bestimme den Abstand zwischen g; und g,.

2. (a) Die Vektoren @ und b erfiillen folgende Gleichungen,

- —,

(1) (@—2b) - (@+b) = —17

-,

2 (@—0b)-(@—b) =T

wobei 2 die Linge des Vektors @ sei (d. h. ||d|| = 2).
Berechnen Sie die Lénge von b, das Skalarprodukt a - b sowie den von
a und b eingeschlossenen Winkel o (wiederum in Grad).



(b) Die drei Punkte A = (1,1,2), B = (—1,1,-2),
C = (2,c,24) spannen im R? ein Dreieck auf
(¢ € R). Verschiebt man2 dieses Dreieck durch
1—c
den Vektor v = 0 , so liberstreicht es
1+e¢
ein Prisma im Raum.

(1) Wie grof3 ist das Volumen V' dieses Prismas?

(i1) Bestimmen Sie c so, dass V' = 0 wird. Was bedeutet dies geome-

trisch fiir die Vektoren A@, AC und 7

3. Gegeben sei die folgende Matrix

4 0 -6
A= -3 -2 3
3 0 =5

Bestimmen Sie

(a) das charakteristische Polynom sowie die Eigenwerte von A.

(b) die Eigenvektoren von A.

(c) eine Matrix B, so dass B~'AB eine Diagonalmatrix D ist. Geben Sie

auch D an.

4. (a) Gegeben sei das lineare Gleichungssystem fiir die Unbekannten z, y

und 2
Q 1 —« T 0
3 -2 2 Y = 0
—a 2 —« z 15}

(v und S seien beliebige reelle Zahlen).

Unter welcher Bedingung ist das System
(1) nicht Iosbar?

(11) eindeutig losbar?

(ii1) losbar, aber nicht eindeutig l6sbar?



(b) Die lineare Abbildung f : R* — R? wird durch die folgende Matrix
A von f beziiglich der kanonischen Basen des R? und R? (d.h. die
Matrix A mit der Eigenschaft f(Z) = A - 7 fiir alle # € R®) gegeben:

Bestimmen Sie eine Basis des Kerns sowie eine Basis des Bildes von
f, und bestitigen Sie die Dimensionsformel.



Losungen
1a (i)

. ) S B -6\
2 =V2—iv6 |z = \/(\/5) +(vV6)2 =2v2, ;= 2arctan (m) = —60

=z = 2\/56760% — 2\/56300%

m=—l—ii |al= (-1 + (-1 = V2

9 = 2arctan (ﬁ) = —135° = 2, = V2e 137 = /2271
1a (ii)
w= 288 = (2\/5630007;>6 <\/§6225°i>8 — (20236300°76) (94¢225°18) — 918¢i8000° _ 8199 47
1a (iii) Losungen der Gleichung 22 4 4iz = 2, + 4
Pdiz = zp+d = (2420)2—(20)? = 20+4 <= (24+2i)°+4 = 20+4 <= (24+2i)* = 2
= (24 20)2 = V2P = s 1 2i = + (\/56225Oi>%

112.5°% 112.5°¢

— 2 = 2i + 2i¢ oder 2= 2i —2ie

1b

(i) Parameterdarstellung der Ebene E der Gleichung: —2x + 3y — 24+ 1 = 0.
Man setze z = u, y = A und erhalte -2z + 3\ —u+1 = 0,dh. z =
%)\ — % W+ % somit erhalten wir

1 3 1
X 2 2 2
E: 7=y |l=|0]4+X]1]+u 0 (A, 1 €R)
z 0 0 1
(i) Abstand zwischen g; und gs.
Sei d(g1, g2)
d(g1,92) = (2 —7i) - (a3 x @b)] , wobei

(a1 x a3)]



m=0A=[2 ], m=|0].ai=AB=[ 1 und day= [ 1
3 2 —1 -3
2 3 1-(=3)—(=1)-1 —2
nxaz=1 1 |Ix| 1 |=(3-(-1)—-2-(=3) |=[ 3 ),FF —2
—1 —3 2.1—-1-3 ~1
0 —2
—2 3
d(g1. g0) — —1 1/ _[=2-(=3)+ (=1 (-1 _ V14
’ V(=22 +32 4 (-1)2 4+9+1 2

2a

(@—2b)-(@+b) = —17 = ||@|[>+a@-b—2b-a—2||b||> = —17 = —a-b—2|b||> = —21 (1)

(@—b)-(a@—b) = 7 < ||d@||>—2a-b+||b]|> = 3 <= —2d-b+||b]|> = 3 (2)
@ b+ 2|b]|2 =21
—2d-b+ [|p])> =3

- . - a-b
— a-b=3 und |[|b|| =3 = cos(a) = cos(d,b) = - 5

2b

A= (1,1,2), B=(-1,1,-2), C = (2,c,24) spannen im R? ein Dreieck auf
1—c?

(¢ € R). Verschiebt man dieses Dreieck durch den Vektor v = 0 , SO
1+4+¢

tiberstreicht es ein Prisma im Raum.

(1) Volume des Prismas:

vz%(ABxAbyﬁ



o —2 1 Ac—1)
AB x AC = 0 X c—1 = —44
—4 22 —2(c—1)

4(c—1) 1—c?
44 N -
—2(c—1) l+c¢

(4c—1)1 =) =2(c=1)(c+1)) .

N | —
N | —

= V=(c—1)(c+1)(—2c+1).
(i1) Bestimmen Sie ¢ so, dass V' = 0 ist.

1
V=0«<=c=1 oder ¢=—1 oder C:§'

Geometrische Bedeutung von V' = 0: Die Vektoren AB, AC und ¥ sind
coplanar (d.h. liegen auf der gleichen Ebene).

3
4 0 -6
A= -3 -2 3
3 0 =5

3a Charakteristisches Polynom von A .

4— A 0 —6
Xa(\) =det(A—AE)=| -3 —2-A 3 |[=-(A-1(\+2?.
3 0 —5—-A

Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen von X4(A). D.h. A\; = 1 und Ay = —2.

3b Eigenvektoren von A.

Die Eigenvektoren von A sind die Losungen des folgenden Gleichungssystems
(A= \E)i = 0 fiir \; = 1 und \y = —2.

Fiir )\1 =1

3 0 —6 x 0
(A—AE)i=0<= (A-E)i=0«<— | -3 -3 3 y |=10
3 0 —6 z 0



Mit dem GauB3-Algorithmus hat man

3.0 —6]0\ (1) 3.0 —6]0)\ (1)
3 -3 30| @ ~[0-3=3]0] @=0+(@)
3.0 —6|0/ (3 00 01]0/) @)=@1)-03)

Dass das Gleichungssystem ist unterbestimmt. Man setze z = p

T 20 2
z " 1
2
Daraus folgt, dass man fiir den Eigenwert A\ = 1 die Eigenvektorenu; = | —1
1
erhilt . Genauso erhélt man fiir den Eigenwert A\ = —2 die Eigenvektoren u; =
1 0
0O Junduz =1 1
1 0

3c

Eine Matrix B, so dass B~!AB eine Diagonalmatrix ist, wird spaltenweise ge-
bildet aus den Eigenvektoren. Die entsprechende Diagonalmatrix D enthilt die
Eigenwerte in der Diagonalen.

2 10 1 0 0
B=| -1 01 und D=| 0 -2 0
1 10 0 0 -2

4a
Gleichungssystem fiir die Unbekannten z, y und z
a 1 -« x 0
3 =2 2 y |=120
—a 2 —« z 15}

(v und S seien beliebige reelle Zahlen)



Mit dem GauB3-Algorithmus erhélt man

a 1 —a| 0 (1) a 1 —a | 0 (1)
3 2 2 0] @ ~[03+20 —5a|0 | @)=301)-a@)
—a 2 —a| B ) (3 0 3 —2a | ) (3)=(1)+(3)
a 1 — 0 (17)
~ |1 0 342 —ba 0 (2")

0 0 al9—4a) | B(B3+2a) —3(2') + (34 2a)(3)

Das Gleichungssystem ist

~—~
w
<
I
N

(1) nicht l6sbar, wenn
(9 — 4o) = 0 und 5(3 + 2a) # 0. D.h. wenn (@ = 0 oder o = ) und

B #0.

(i1) eindeutig losbar, wenn
(9 — 4a) # 0 D.h. wenn o # O und o # 2.

(i11) Losbar, aber nicht eindeutig l6sbar, wenn
a(9 —4a) = 0 und S(3 + 2a) = 0 D.h. wenn (o = 0 und S = 0) oder
(=2 und 8 = 0).

4b
Die lineare Abbildung f : R* — R3 wird durch die folgende Matrix A(mit der
Eigenschaft f(7) = A - 7 fiir alle # € R?) gegeben:

1 -2 3 -1
A= 2 3 0 1
-2 4 -6 2

Bestimmung einer Basis des Kerns von f.

T o 0
=1 "¢ Kern(f) < A- 20— 0 |.Mitdem GauB-Algorithmus
T3 I3 0
T4 Ty
erhilt man
1 -2 3 =110 (1) 1 -2 3 —-1]0 (1)
3 0 1 0 2) ~ 0 7 -6 3 0 (2" =—-2(1)+
-2 4 -6 2 0 (3) 0 0 0 O 0 (3 =2(1)+ (3)



Man setze v, = A und x3 = pu.

6 3
1
1 =—=u+=A
( )le 7# 7
n\ [ e -2 %
B I I S O I B N
R o Bl o1 0
Ty A 0 1
Daraus folgt, dass eine Basis des Kerns von f ist
_9 1
6" s
Bi=Sai=| T |.@=| 7 |p. DimKem(f)=2
0 1

Bestimmung einer Basis des Bildes von f.
Die lineare unabhingigen Spalten von A bilden eine Basis des Bildes von f. Mit
Spaltenumformungen erhélt man

1 -2 3 -1 _12 g _42
A= 2 3 0 1 |~A"=
-2 4 -6 2 500
-1 1 2
Mit dem GauB3-Algorithmus erhélt man
(1) 3 _02 1 000
AT = ~Ar=| 2 700
000 -2 0 00
00 0
Daraus folgt, dass eine Basis des Bildes von f ist
. 1 . 0
By = (b1 = 2 02=17 , Dim (Bild (f)) =2
—2 0

Bestiitigung der Dimensionsformel.

Dim(R*) = Dim(Kern (f)) + Dim(Bild (f)) <>
4 = 242



