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Fiir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sollten 18 Punkte erreicht werden.
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Punkte: Note:







Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Durch die Gleichung 4x + 3y + z = —1 wird eine Ebene im R?® ge-
geben. Bestimmen Sie den Abstand der Ebene vom Nullpunkt. Geben
Sie eine Parameterdarstellung der Ebene an.

(b) Seia > 0 eine reelle Zahl. Geben Sie die komplexe Zahl zyp = —a+ai
in Polardarstellung an.
Wie lauten die Losungen der Gleichung

224+ 2iz=1+ 2.

(c) Auf welcher Kurve in der GauBlschen Ebene liegen die komplexen
Zahlen z, die durch folgende Gleichung gegeben werden

| z+1i|°= Re(z+1)? (Re = Realteil).

Hinweis: Setzen Sie z = x + iy, z,y € R.
2. Gegeben sei die Matrix

A= , a,b,ceR.

— = Q
—_ O
QO = =

(a) Berechnen Sie die Determinante von A durch Entwickeln nach der
zweiten Zeile.

(b) Kann man a, b, ¢ so wihlen, dass die Zeilenvektoren
21 = (a,l,l), ZQ = (1,[),1), _)3 = (1,170)
paarweise senkrecht stehen: 2125 = 0, 2123 = 0und 2525 =07

(c) Wie groB ist der Rang von A im Fall ¢ = 1?

Bitte wenden!



3. Die lineare Abbildung f : R® — R? wird gegeben durch

fé) =¢;, f(é3) = —é1+é3+é3, f(é3) =és.

1 0 0
Dabeisinde; = [0 | ,e3= [ 1] ,e3 = [ 0| die kanonischen Basisvek-
0 0 1

toren des R?.
(a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von f beziiglich der kanoni-
schen Basis des R3.

(b) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns sowie eine Basis des Bildes von
f und bestitigen Sie die Dimensionsformel.

(c) Wie lautet die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Basis

1 1 —1
bl - O ,bg - —1 ,bg - 1
~1 0 1
4. Sei A die reelle Matrix
0 -1 1
A=1|-3 -2 3
—2 -2 3

(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom sowie alle Eigenwerte
von A und geben Sie fiir jeden Eigenwert den zugehorigen Eigenraum
in moglichst einfacher Form an (ganzzahlig).

(Zwischenergebnis: Y 4(A) = —A3 + A2+ X —1).

(b) Ist A diagonalisierbar? Wenn ja, bestimmen Sie eine Matrix B, so dass
B~ AB eine Diagonalmatrix D ist. Geben Sie auch D an.



Losungen
1.a
Ein normierter Normalenvektor der Ebene ist:

QO >~

daraus folgt folgende Hessesche Normalform:

4 3 1 -1
b=t == —,
V26 V26 V26 V26

1
wobei — ist der Abstand der Ebene vom Nullpunkt.

V26
1 3 1
dor + 3y + 2 = —1, y:S’Z:t’x:_Z_ZS_Zt’
1 3 1
x - — - — - —
yl| = 04 + s 14 4+t 04 , S,teR.
& 0 0 1
1.b
Die Zahl
Zo=—a+ai, a>0

liegt im zweiten Quadranten der GauB3-Eebene:
V) 3 ‘
|Z(]’ = 2052 = \/50[, arg (ZO) = Zﬂ-’ 2o = \/50[ e%wz'

22+2i221+20‘:’22+2i2—1:Zo(:’(2+i)2=zo=\/§ae%“.

Also ergeben sich folgende Losungen:
21 = —1+ {l/iﬁegm, 29 = —1 — \4/5\/562”.

1.c
Wir setzen z = x + yi, x,y € R. Die Gleichung

|z +i]> =R(z+1)



nimmt dann die Gestalt an:
P+ (y+1)?=c+1

Nur x > —1 ist sinnvoll. Umformen ergibt sich:

1 1
xQ—x—l——vL(y—i—l)Q:l—i-Z

4
bzw. ) .
—-)? 1)?=-.
(@=5) " +y+1)° =
Die Zahlen liegen auf einem Kreis in der Gauf3schen Ebene mit dem Mittelpunkt
1 )
2y = 3~ 7 und dem Radius R = g
2.a
a 1 1
det |1 b 1] = (=1)det b +bdet (¢ ! +(—1)det ¢ :
1 ¢ 1 ¢ 11
11 ¢
= —(c—=1)4+blac—1)—(a—1)=2—a—b—c+ abec.
2.b

Die Bedingungen 7| - 2, = 0, 21 - Z3 = 0, 25 - Z3 = 0, nehmen folgende Gestalt:
a+b+1=0, a+c+1=0, b+c+1=0,

bzw.
at+b=-1, a+c=-1, b+c=-1.

Dieses System ist eindeutig losbar:

1
a=b=c=——.
2
2.c
Die Matrix
1 11
1 b 1), bceR
1 1 ¢



wird umgeformt:

1 1 1
0 b—1 0
0 0 c—1

(i) Der Rang betragt 3 fiir b # 1 und ¢ # 1.
(ii) Der Rang betrégt 2 fiir b # 1 und ¢ = 1 oder b = 1 und ¢ # 1.
(iii) Der Rang betrdgt 1 fiirb =1 und c = 1.

3.a
Die Darstellungsmatrix von f beziiglich der kanonischen Basis £ = {é}, é,, €3}
des R? lautet:

0 -1 0
A=10 1 0
1 1 1
3bBestimmung einer Basis des Kerns von f.
T
Der Kern von f ist die Losungsmenge des LGS A% = 0, wobei Z = |
T3
Mit dem Gauf3 Algorithmus erhélt man:
0 -1 0]0 1 1 110 1 1 10\ (1)
0 1 0|0~ [0 1 0|0~ |01 O0[0] (2.
1 1 110 0 -1 010 0000/ (3

Man setze x3 = A € R. Aus der Gleichung (2) folgt 23 = 0 und aus (1) folgt
xr1 = —A\, d.h

il —1
= \|za| = A 0 , AeR
XT3 1
-1
Eine Basis des Kerns von f besteht aus dem Vektor | 0
1

Bestimmung einer Basis des Bildes von f.
Da Rg(A) = dim(Bild(f)) = 2 bilden je zwei linear unabhéngige Spalten von
-1 0
A eine Basis von Bild(f). Z.B. sind die Vektoren [ 1 |, | O | eine Basis von
1 1



Bild(f) .

Bestitigung der Dimensionsformel.

dim(R?) dim(Kern(f)) + dim(Bild(f))
3 1+ 2.
3c 3 b o o
Sei A die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Basis B = {by, by, by} des R3.
Dann gilt:
A = ME(id) A ME(i )
= B 'AB, B= 1
1
110 0 -1 0 1 1 -1
= 1 01 0 1 0 0o -1 1
1 11 1 1 1 -1 0 1
0 00
= 010
0 01
Alternative:
=6 —6, by=¢ —¢c, by=—6+é+6é
D.h.
fb) = f(é) = f(é)
= é3—e3
= 6,
f(ba) = flé1) — f(e3)
= e3—(—€1+é+€3)
= €1 —6
= by,
fbs) = f(—e1+ex+¢€3)

= —é3+e+éyt+e3—e3
€1+ €3+ €3
bs.



Daraus folgt

) 000
A=ME(f)=[0 1 0
0 01
4.a
Wir berechnen zunichst das charakteristische Polynom.
-2 -1 1
xa(A) = |-3 =2—X 3
-2 -2  3-=A
= A4+ A-1

Die Eigenwerte sind die Nullstellen von x 4 (). Durch Einsetzen sieht man sofort
eine Nullstelle A = 1. Polynomdivision durch den Linear Faktor (A — 1) fiirt zu:

XAA) = (=2 +1D)A=1) =N —=1)*(A+1).

Also haben wir den Eigenwert \; = —1 der algebraischen Vielfachheit 1 und den
Eigenwert \; = 1 der algebraischen Vielfachheit 2.

Bestimmen wir zuerst die Eigenvektoren zu \; = —1. Dazu 16sen wir das LGS
AZ = —7 mit dem Gaul3-Algorithmus:
1 -1 1/0 1 -1 10
-3 -1 3|0~ 1|0 —4 60
-2 =2 410 0 0 010
1
Also folgt, dass | 3 | eine Basis dieses Eigenraums ist.
2

Bestimmen wir jetzt die Eigenvektoren zu s = 1. Dazu 16sen wir analog das LGS
Ax =

-1 -1 1]0 -1 -1 1]0
-3 -3 3|0l ~{(0 0 0/O0
-2 =2 210 0 0 00

-1 1
Somit besteht eine Basis dieses Eigenraums aus den Vektoren [ 1 | und | O
0 1



4.b

Im ersten Teil haben wir gesehen, dass die algebraische und geometrische Viel-
fachheit der Eigenwerte iibereinstimmen. daher ist A diagonalisierbar.

Die Matrix B ergibt sich durch Aneinanderreihen gefundenen Basisvektoren:

1 -1 1
B=|3 1 0
2 0 1
Die Diagonalmatrix ist:
-1 0 0
D=0 10
0 01



