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Unterschrift:
Fiir jede der Aufgaben gibt es 10 Punkte.
Zum Bestehen der Klausur sind 22 Punkte erforderlich.
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Punkte: Note:







Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. Man I6se fiir x € [—2, 0] das Anfangswertproblem

2y (x) +y(z) = ay(z),
y(=1) = %

und skizziere die Losung.

2. Die Ellipsenschar sei durch die Gleichung

2

LA =1 (4>0)

gegeben. Man Bestimme die Gleichung der zugehorigen Orthogonaltrajek-
torien. Man skizziere die beiden Kurvenscharen.

3. Man I6se die inhomogene Differentialgleichung
y' (1) — 3y (z) + 2y(x) = da® — 4z + 2.
Man 16se das Anfangswertproblem mit (0) = 5 und y/(0) = —4.
4. (a) Gegeben sei die komplexe Funktion
iz?
f(z) =
(i) Man bestimme der Realteil u(x, y) sowie der Imaginirteil v(z, y)
von f(z). (Hiw: z =z +iy)
(1) Sei
g(l’,y) = u(x,y) ’ ’U(‘Ta y) et

Man berechne g, + g,,, und entscheide ob g(x, y) harmonisch ist.

1
/ dz
1+ 2

T

(b) Man berechne das Integral

wobei [' die geschlossene Kreislinie mit dem Radius 2 um den Ur-
sprung sei.

(bitte wenden)



5.

(a) Gegeben sei die Funktion

_cos(2®) —1

f(z) =

29

(i) Man entwickle cos(z?) in eine Potenzreihe um 2, = 0 und leite
hieraus eine Entwicklung ine iene Laurentreihe von f auch um

20 = 0.
. x L2k
( Hiw: cos(z) = kz_:o(—l)km ).
(ii) Man benutze (i) um das Residuum von f(z) an z = 0 zu bestim-
men.

(iii) Man bestimme das Integral [, f(z)dz wobei I' die Kreislinie um
den Nullpunkt von Radius 1 sei.

(b) Man berechne das Integral fr 22dz wobei I' die Kreislinie um den
Nullpunkt von Radius 3 sei.



Losungen:
1.

2%y (2) +y(2) = 21/ (2) <= (2" —2)y'(2) = —y(2)
Bei der Differentialgleichung (2% — x)y/(x) = —y(x) lassen sich die Variablen
trennen. Wir erhalten mit einer Partialbruchzerlegung:
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/—dy:/ dm:/—dm—/ dr
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:>1ny:1n|x]—ln\x—l\—l—lnC:ln(C‘ - D

r—1
T
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Die Gleichung y(—1) = ; liefert C' = 1, somit ist die gesuchte Losung

also wegen z € [—2, 0]

sl Skizze von y(x) = auf [-2, 0]

r—1

2.
Ableiten der Gleichung
2

x

Ay =1

T
der Ellipsenschar liefert

g +2yy’A=0.
Durch Elimination von A in der beiden Gleichungen erhélt man
T 4 — 2?

dyy 4y



Die Auflosung nach 3/ liefert
y = —TY
4 — x?

Die Orthogonaltrajektorien erfiillen also die Differentialgleichung

Trennung der Variablen liefert

4
/ydy:—/xdx—l—/—dx.
x

Dies liefert die Gleichung der zugehorigen Orthogonaltrajektorien

2

2
%:—%+4ln|x|+0.

Skizze der beiden Kurvenscharen

3.

Zunichst 16sen wir das homogene System y”(z) — 3y/(z) + 2y(z) = 0. Das
charakteristische Polynom ist A> —3A+2 = (A —1)(A —2) mit Nullstellen \; = 1
und )\2 = 2.

Somit erhalten wir laut Vorlesung die Losungsbasis y; (z) = €®, y»(x) = 2.

Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung erhalten wir
durch den Ansatz y(z) = ax® + bz + c. Bs gilt ¢/ (z) = 2az + bund y"(z) = 2a.



Einsetzen in die Differentialgleichung liefert 2a — 6 a x — 3 b+ 2a 2% + 2bx + 2¢ =
4x? — 4 + 2. Koeffizientenvergleich ergibt: a = 2,b = 4, ¢ = 5.

Alsoisty(z) = Ae*+Be**+22x?+4x+5und ¢/ (z) = Ae*+2B e** +4 x+4.
Somit ist y(0) = 5 <= A+ B = 0,also A = —B, und ¥/'(0) = —4 <=
A+2B = -8 = A = 8, B = —8. Die gesuchte Losung des AWP ist also
y(z) = 8e” — 8% + 222 + 4x + 5.

(@) @

;2 ; )2 (2224 o (2 a2) (2 22)
f(Z) — o — ez(a:-l—zy) _ ez(a: Yy +2izy) ez(r y?)—2zy _ ez(x y )6 2xy

= f(z) = (cos(z® — y*) +isin(z® — y°)) e
Damit haben wir
u(z,y) = e *¥cos(z® —y*) und v(z,y) = e *¥sin(z® — y?) .
(i)

g(z,y) =u-v-e* = e cos(x? — y?) - e ¥ sin(a? — y?) - Y

1
= g(z,y) = cos(2® — y?) - sin(2® — 3?) = B sin(22” — 27) .
Ge = 2708(22% — 2y%),  Gpo = —877sin(22* — 2¢°) .
gy, = —2ycos(2x* — 2y%), g,, = —8y’sin(22? — 2y%) .
Goz + Gyy = 8(2° + y?) sin(22? — 2y%) .
Da g, + gy, # 0ist, ist g(x, y) nicht harmonisch.

1
/ dz = 2mi ,
142
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(b)

da die Funktion H(z) = Z—Jlrl einen einfachen Pol bei 2 = —1 in inneren der

Kreislinie hat, mit dem Residuum 1. Nach dem Residuumsatz ergibt sich
das Resultat. (Alternativ ist der Cauchyscher Integralsatz.)



(a) (i) Potenzreihe um 2y = 0 von cos(z2?).

cos(=?) = S (1 R oy 2
B (2k)! (2k)!
k=0 k=0
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Laurentreihe um zy = 0 von f(2).
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z ZS z
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(ii) Man kann in (i) ablesen, dass das Residuum von f(z) an z = 0 der
Koeffizient von % ist. D.h. das gesuchte Residuum ist 2—14.

(Res f(2) = 5).

(iii)) Berechnung von
1 1 s

z=0€l :>/1+Zdz:2m-fzi_628f(z):2m-—:—z.
T

24 12
/szz.
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(b) Berechnung von

f(z) = 2? ist eine holomorphe Funktion, I ist eine geschlossene Jordan-
Kurve (Cauchyscher Integralsatz)
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