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Aufgabe 1

Sei Veck die Kategorie der K-Vektorrdume. Sei nun der kontravariante Funktor D :
Vecig — Vecgk wie folgt definiert:

e D(V)=V*=Homg(V, K) (der Dualraum von V) fiir ein V' € Vecg,
e D(f):W* = V* A= Ao f, fiir f:V — W (die duale Abbildung zu f)

Zeige, dass ein T : lyec, — DD existiert, welches eine natiirliche Transformation mit
folgenden Eigenschaften bildet:

e Ty ist injektiv fiir alle V € Vecg.

e Wird nur die Kategorie der endlichdimensionalen K-Vektorrdume betrachtet so
bildet 7 den natiirlichen Isomorphismus zwischen DD und lvecy -

Aufgabe 2

(i) Sei F eine Prigarbe und G eine Garbe auf X. Zeige, dass zwei Morphismen
o, F—=G

genau dann iibereinstimmen, wenn die induzierte Abbildungen auf den Halmen
Pz, Wy fiir alle z € X {ibereinstimmen.

(ii) Zeige, dass in jeder Garbe von Ringen Halme existieren und dass die Halme selbst
wieder Ringe bilden.

Aufgabe 3

Sei X ein topologischer Raum und F, G zwei Garben von abelschen Gruppen auf X. Fiir
eine offene Menge U C X sei Fyy die Einschriankung von F auf U, d.h.

Fu(V)=F(V)

fiir alle offenen V' C U. Weiter sei Hom(Fy,Gyr) die Menge der Garbenmorphismen
® : Fy — Gy. Zeige, dass die Zuordnung

U — Hom(Fy, Gy)

eine Garbe von abelschen Gruppen auf X ist. Sie heifit die Hom-Garbe und wird mit
Hom(F,G) bezeichnet.
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Aufgabe 4

Sei X ein topologischer Raum, x € X ein Punkt und A € Ab eine abelsche Gruppe.
Man definiere nun fiir offene Mengen U C X

A fallsxeU

FU) = {E sonst
Weiter sei V' C U eine offene Menge. Falls x € V' gilt, setze pg =1idg4.
(i) Zeige, dass F eine Garbe ist.
(ii) Berechne den Halm von F fiir jeden Punkt von X.
(iii) Sei G eine beliebige Garbe. Gib eine bijektive Abbildung
¢ : Hom(G, F) — Hom(G,, F)
an.

Die Garbe F nennt man Wolkenkratzer-Garbe (engl.: Skyscraper sheaf).



