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Algebraische (Geometrie 11

Blatt 6

Aufgabe 1

Sei (X, Ox) ein Schema und f € Ox(X). Weiter sei Ox , der lokale Ring in x mit dem
maximalen Ideal m,. Wir definieren folgende Menge:

Xp={ze X | fi=I[(},X)] ¢ ms}

a) Sei (U,Ox|v) ein offenes Unterschema von (X, Ox) mit (U, Ox|v) = (Spec(B), Op)
fiir einen Ring B. Nach Korollar 3.21 ist Op(Spec(B)) & B, so dass 0.B.d.A. B =
Ox(U). Weiter sei f := p?]((f) € B gegeben. Zeige, dass U N Xy = D(f) gilt und
folgere, dass X eine offene Teilmenge von X ist.

b) Sei X nun kompakt. Weiter sei a € Ox(X) mit p§f (a) = 0. Zeige, dass ein n > 0

existiert mit f"a = 0. (Hinweis: Benutze eine offene affine Uberdeckung von X.)

¢) Sei {U;} eine endliche offene affine Uberdeckung von X, so dass fiir alle 4, j die Schnitte
U; N U; kompakt sind. Zeige, dass fiir jedes b € Ox(Xy) ein n > 0 existiert, so dass
[ = p§f (@) fir ein @ € Ox(X).

d) SchlieBe unter den Annahmen von c), dass Ox(Xy) = (Ox(X))s .

Aufgabe 2

Es seien B = P 45¢ Ba und C = P4 Ca graduierte Ringe und ¢ : B — C ein gradu-
ierter Homomorphismus, d.h. es gibt ein r > 1 mit ¢(By) C Cyq fiir alle d > 0. Es sei I
das homogene Ideal I = (¢(B4))¢ in C. Zeige:

a) ¢ induziert einen Morphismus von Schemata

f:Proj(C)\ V(I) — Proj(B).

b) Fiir jedes homogene b € B, gilt f~1(D, (b)) = Dy (p(b)).

c) flp +(¢(v)) ist gerade der Morphismus affiner Schemata, der durch den Ringhomomor-
phismus
By = Cep)

a/tF = p(a)/p(d)*

induziert wird.
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Aufgabe 3

Sei R ein graduierter Ring und f € R,.
a) Zeige, dass die Abbildung

¢: Di(f) — Spec(R)
I — IRf N R(f)
ein Homo6omorphismus ist.

deg(f)

b) Zeige fiir Dy(g) € D4 (f), dass p(Dy(g)) = D(a) mit o = G

gilt.

c) Zeige, dass (D4 (f), Oproj(R)‘D+(f)) als lokal geringter Raum isomorph zu Spec(Ry))
ist.

Aufgabe 4

Sei K ein Korper und R = Kz, ..., z,] ein Polynomring. Fiir i € {0,...,n} sei

X,; = Spec <K [%,...xi_l,miﬂ,...,%}).

Dies definiert affine Schemata A?{’i = (X;, Ox,). Zeige, dass man durch verkleben von
{A% s, Ak, } das projektives Schema (Proj(R), O)) erhilt.



