Fachbereich Mathematik und Informatik WiSe 2004/2005 Prof. Dr. Andreas Meister Fil. mag. Philipp Birken

Numerik II

Aufgabenblatt 2

Aufgabe 1 Gegeben sei das Gleichungssystem A x = b mit A = ( 0.78 0.563 0.913 0.659 ) , b = ( 0.217 0.254 )

a) Wie lautet die exakte Lösung?

b) Berechnen Sie für die beiden Näherungslösungen u = (0.999, −1.001)^T und v = (0.341, −0.087)^T die Residuen r(u) und r(v) . Hat die ” genauere“ Lösung u das kleinere Residuum? Erklären Sie die Diskrepanz durch Betrachtung der Residuenfunktion r . (Das Residuum r(z) einer Näherungslösung z der Gleichung A x = b ist durch r(z) = ‖b − A z‖_2 definiert.)

(4 P)

Aufgabe 2 Sei A ∈ C^{n×n} Hermitesch und positiv definit, b ∈ C^n und

F (x) := 1 2 (Ax, x)_2 − Re ((b, x)_2) .

Zeigen Sie:

a) F : C^n → R , d.h. F ist reellwertig. b) Re ((b, x^∗)_2) = (b, x^∗)_2 für x^∗ = A^{−1}b .

c) F (x) =^1_2 {(A(x − x^∗), x − x^∗)_2 − (b, x^∗)_2} für x^∗ = A^{−1}b . d) F (x) = F (x̃) + Re ((Ax̃ − b, x − x̃)_2) +^1_2 (A(x − x̃), x − x̃)_2 für alle x̃ ∈ C^n . e) Seien x ∈ C^n , p ∈ C^n \{0} gegeben, dann hat das Minimum der Funktion f : R → R λ → F (x + λp) die Darstellung λ = Re ((r, p)_2) (Ap, p)_2 mit r = b − Ax. (4 P)

Aufgabe 3 Betrachten Sie das Verfahren der konjugierten Richtungen und konstruieren Sie eine Matrix A ∈ R^{4×4} sowie 4 A -orthogonale Suchrichtungen p_0, . . . , p_3 derart, daß für gegebene rechte Seite b = (10, 9, 8, 7)^T und Startvektor x_0 = (1, 2, 3, 4)^T der durch das Verfahren ermittelte Fehlervektor e_m = x_m − A^{−1}b

die Bedingung ‖e_m‖_2 ≥ 2, 749 für m = 0, 1, 2, 3

erfüllt. (4 P)

Aufgabe 4 Programmieren Sie in MATLAB das Verfahren des steilsten Abstiegs und der konjugierten Gradienten. Vergleichen Sie die Verfahren anhand folgender Beispiele:

Die Funktionen a) f(x) = cos(x), x ∈ [0, π/2] und b) f(x) = e^x, x ∈ [0, 1] sollen durch Polynome n -ten Grades p_n(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + ... + a_nx^n für n = 2, 4, 8 approximiert werden, so dass die Summe der Quadrate der Residuen an N = 10, 20 äquidistanten Stützstellen minimal ist. Geben Sie jeweils die Kondition der Normalgleichungsmatrix bezüglich der Frobenius-Norm aus und erklären sie das beobachtete Verhalten der Verfahren.

Die m-Files an numerikabgabe@mathematik.uni-kassel.de schicken, zusätzlich bitte einen Ausdruck des Programms und der Ergebnisse schriftlich abgeben. Für diese Aufgabe haben Sie 2 Wochen Zeit. (8 P)

Abgabe: Freitag, 5.11.2004 vor der Vorlesung