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Aufgabenblatt 6

Aufgabe 1
Fiir eine Zahl © € C definiert man das Richardson-Verfahren (siehe auch Meister, Nu-
merik linearer Gleichungssysteme, Seite 82) zur Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax = b mittels:

Xmi1 = (I—OA)x,, + OIb.

Beweisen Sie:

a) Wenn A mindestens einen positiven und einen negativen reellen Eigenwert besitzt,
divergiert das Richardson-Verfahren fiir jede Wahl von © € C.

b) Wenn A unter anderem zwei komplexe Eigenwerte A;, Ao mit entgegengesetztem
Vorzeichen besitzt (A1/|\| = —Xa/|A2]), so divergiert das Richardson-Verfahren
fiir jede Wahl von © € C.

c¢) Das Spektrum von A liege in einem abgeschlossenen Kreis um p € C\{0} mit dem
Radius r < |u|, dann fiihrt die Wahl © = 1/p zur Konvergenz des Richardson-
Verfahrens mit
pI—0A) <r/lul <1.

(4 P)
Aufgabe 2
Bestimmen Sie fiir das System
4 0 2 I 4
0 5 2 o | =1 -3

die Spektralradien der Iterationsmatrizen fiir das Gesamtschritt- und das Einzelschritt-
verfahren und schreiben Sie beide Verfahren in Komponenten. Zeigen Sie, dafl die Matrix
konsistent geordnet ist und bestimmen Sie den optimalen Relaxationsparameter fiir das
Einzelschrittverfahren. (4 P)

Aufgabe 3

a) Stellen Sie fiir ein zweidimensionales kartesisches Gitter mit konstanter Maschen-
weite h Prolongations- und Restriktionsmatrizen auf, die die in der Vorlesung fiir
das eindimensionale Gitter angegebenen Matrizen sinnvoll iibertrigt.
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b) Bestimmen Sie den sogenannten Abschneidefehler

Ugy + Uyy + (_u(xi—la yj) - u(xi—l—la y]) + 411,(1'1, y]) - U(.Ti, yj—l) - ’LL(.IZ', yj+1))/h2

als Potenz von h. Stellen Sie also fest, ob der Fehler mit h, h?, h3 oder ... wiichst.
(4P)

Aufgabe 4

Programmieren Sie das Mehrgitterverfahren als V-Zyklus. Benutzen Sie als Glétter das
relaxierte Gauf-Seidel-Verfahren (jeweils nur ein Vor- und Nachglidttungsschritt). Ver-
gleichen Sie das Verfahren mit dem CG-Verfahren. Testen Sie es an dem linearen Glei-
chungssystem von Zettel 5, Aufgabe 2 mit ug = 0 und f = 1. Fangen Sie hierzu mit
einem Gitter der Maschenweite h an und halbieren Sie dann sukzessive die Maschenweite.
Schauen Sie sich auch die Kondition der Matrix an. (8 P)
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