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Teil I.

Grundlegende Begriffe
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1. Mengen

Bevor wir mit der Analysis anfangen, brauchen wir ein paar Grundbegriffe, um
Mathematik sauber aufzuschreiben. Die in diesem Abschnitt eingeführten Kon-
zepte haben also nicht primär etwas mit Analysis zu tun, sondern bilden das
Grundvokabular, in dem eigentlich jeder mathematische Text geschrieben ist.
Wir beginnen mit folgender Übereinkunft zur Verwendung des Gleichheitszei-
chens:

• Das Zeichen
”
:=“ bedeutet

”
per Definition gleich“.

• Das Zeichen
”
=“ steht in der Gleichheits-Aussage.

Den Begriff der Menge definieren wir hier nicht, sondern legen ihn naiv zu Grun-
de. Wir stellen uns damit auf den Standpunkt der naiven (und nicht der axio-
matischen) Mengenlehre. Dazu dient die folgende, von Georg Cantor gegebene,
Definition:

”
Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-

stimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Den-
kens (welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.“
Wenn wir Mengen bilden, ist unser Ausgangspunkt immer eine gegebene, unter
Umständen sehr große Grundmenge G, aus der Elemente ausgesondert und zu
neuen Mengen zusammengefasst werden.
Mengen kann man, solange sie klein genug sind, einfach durch das Aufzählen ihrer
Elemente angeben, z. B.

M1 := {1, 2, 3, 4, 5}.
Es ist jedoch häufig angenehmer, sie durch die Angabe einer definierenden Ei-
genschaft, die genau für die Elemente der Menge, und nur für diese, wahr ist, zu
beschreiben. Für unsere Menge M1 könnte das so aussehen:

M1 = {x ∈ Z : 1 ≤ x < 6} oder M1 = {x ∈ Z : x(x− 6) < 0}.
Allgemein schreibt man

M = {x ∈ G : E(x)}.
Dabei ist G die Grundmenge, aus der die Elemente der Menge M ausgesondert
werden sollen und E(x) ist eine Aussageform, die durch Einsetzen eines Elements
aus G zu einer Aussage wird, d. h. zu einem Satz, der entweder wahr oder falsch
ist. M enthält dann genau die Elemente, für die E(x) eine wahre Aussage ist.
Betrachtet man das weitere Beispiel

M2 := {n ∈ N : n ist gerade},
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1. Mengen

so sieht man schnell den Vorteil dieser Methode gegenüber der reinen Aufzählung.
Für die weiteren Betrachtungen in diesem Abschnitt ist stets eine Grundmenge
G als gegeben anzunehmen.

Definition 1.1. Es seien M und N Mengen. Dann verwenden wir die folgenden
Notationen:

(a) a ∈M : a ist in M enthalten;

a 6∈M : a gehört nicht zu M .

(b) N ⊆M : N ist eine Teilmenge von M , d. h. jedes Element von N ist auch
in M enthalten. Eine solche Teilmengenbeziehung nennt man auch eine
Inklusion.

(c) N ⊇M : N ist Obermenge von M , d. h. M ist eine Teilmenge von N .

(d) N = M : Beide Mengen enthalten genau die gleichen Elemente.

(e) ∅: Dieses Symbol bezeichnet die leere Menge, d. h. eine Menge, die kein
Element enthält.

Bemerkung 1.2. Man beachte, dass zwei Mengen M und N gleich sind, wenn
sowohl M ⊆ N als auch M ⊇ N gilt.

Definition 1.3. Es seien M und N Mengen. Dann heißt

(a) M ∪N := {x ∈ G : x ∈M oder x ∈ N} die Vereinigung von M und N .

(b) M ∩ N := {x ∈ G : x ∈ M und x ∈ N} der Durchschnitt oder auch nur
Schnitt der Mengen M und N .

(c) M c := {x ∈ G : x 6∈M} das Komplement von M (in G).

(d) M \N := {x ∈M : x 6∈ N} die Mengendifferenz von M und N .

(e) M × N := {(m,n) : m ∈ Mund n ∈ N} das kartesische Produkt von M
und N .

Mit diesen Begriffen können wir nun schon etwas Mathematik betreiben. Wir
sammeln die wichtigsten Regeln für obige Mengenoperationen in folgendem Satz.

Satz 1.4. Es seien A, B und C Mengen. Dann gelten

(a) A ∪B = B ∪ A und A ∩B = B ∩ A (Kommutativgesetze),

(b) (A∪B)∪C = A∪(B∪C) und (A∩B)∩C = A∩(B∩C) (Assoziativgesetze),

(c) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) und A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)
(Distributivgesetze),
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(d) (A ∪B)c = Ac ∩Bc und (A ∩B)c = Ac ∪Bc (Regeln von De Morgan).

Beweis. Wir behandeln hier das erste Distributivgesetz und die erste Regel von
De Morgan, die weiteren verbleiben als Übungsaufgabe. Für das Distributivgesetz
zeigen wir zuerst (vgl. Bemerkung 1.2)

A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C),

und zwar folgendermaßen: Sei x ∈ A ∪ (B ∩ C). Dann ist also x ∈ A oder
x ∈ B ∩ C. Betrachten wir zunächst den Fall x ∈ A. Dann gilt auch x ∈ A ∪ B
und x ∈ A ∪ C, denn diese Mengen enthalten A. Also ist x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C)
und wir sind fertig. Betrachten wir also den Fall x ∈ B ∩C. Dann ist x ∈ B und
x ∈ C, also gilt wieder x ∈ A ∪ B und x ∈ A ∪ C, dieses Mal, weil x sowohl in
B als auch in C liegt. Daraus folgt wieder x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪C) und wir haben
A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C) gezeigt.
Um die im ersten Distributivgesetz behauptete Gleichheit zu zeigen, müssen wir
nun noch die umgekehrte Inklusion

A ∪ (B ∩ C) ⊇ (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

zeigen. Dazu sei x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Dann ist x sowohl in A ∪ B als auch in
A∪C. Wir betrachten die beiden Fälle x ∈ A und x 6∈ A. Man beachte, dass wir
dann alle möglichen Fälle berücksichtigt haben! Ist x ∈ A, so haben wir sofort
auch x ∈ A∪ (B ∩C), was unser Ziel war. Es bleibt also der Fall x 6∈ A. Da dann
x in A∪B ist, ohne in A zu sein, muss x zwangsläufig in B sein, denn wie sollte
es sonst da hineinkommen? Genauso folgt x ∈ C aus x ∈ A ∪ C. Also ist x in
B ∩C und damit auch x ∈ A∪ (B ∩C) und wir haben auch die zweite Inklusion
und damit die Gleichheit

(A ∪B) ∩ (A ∪ C) = A ∪ (B ∩ C)

gezeigt.

Für die erste Regel von De Morgan zeigen wir wieder zuerst

(A ∪B)c ⊆ Ac ∩Bc.

Sei dazu x ∈ (A∪B)c. Dann ist x 6∈ A∪B, d. h. x ist nicht in der Vereinigung von
A und B enthalten. Damit kann x weder in A noch in B sein, denn sonst würde
es ja in dieser Vereinigung liegen. Es ist also x 6∈ A und x 6∈ B, d. h. x ∈ Ac und
x ∈ Bc, was schließlich x ∈ Ac ∩Bc nach sich zieht.
Die zweite Inklusion

(A ∪B)c ⊇ Ac ∩Bc

zeigt man folgendermaßen: Es sei x ∈ Ac∩Bc. Dann ist x ∈ Ac und x ∈ Bc. Also
ist x nicht in A und nicht in B, es ist also auch nicht in der Vereinigung von A
und B, was genau x ∈ (A ∪B)c bedeutet.
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1. Mengen

Definition 1.5. Ist I eine Menge (Man nennt I in diesem Zusammenhang In-
dexmenge) und ist für jedes i ∈ I eine Menge Mi gegeben, so ist

⋃

i∈I

Mi := {x ∈ G : es gibt ein j ∈ I mit x ∈Mj} und

⋂

i∈I

Mi := {x ∈ G : x ∈Mj für alle j ∈ I}.

Ist I = N, so schreibt man auch oft
⋃∞
n=1Mn bzw.

⋂∞
n=1Mn statt

⋃
n∈NMn und⋂

n∈NMn.
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2. Logische Symbole

Für die mathematischen Aussagen hier in der Vorlesung gilt, dass sie entweder
wahr oder falsch sind. Ein Zwischending oder eine andere Möglichkeit gibt es
nicht (außer das wird explizit dazugesagt). In diesem Kapitel geht es einerseits
um vereinfachende Schreibweisen für Ausdrücke, die in Aussagen oft vorkommen
(zum Beispiel Quantoren) und andererseits um logische Operationen, mit denen
wir gegebene Aussagen zu neuen Aussagen verknüpfen können (Beispiel: Impli-
kation).

2.1. Negation

Jede mathematische Aussage A kann auch verneint werden. Man schreibt dann
¬A und spricht “nicht A”. Die Aussage ¬A heißt die Negation der Aussage A.
Dann gilt natürlich: ist A wahr, dann ist ¬A falsch. Ist A falsch, dann ist ¬A
wahr.
Beispiel: Die Aussage

”
5 = 2 + 3“ ist wahr und ihre Negation

”
¬(5 = 2 + 3)“ ist

falsch. Man kann in diesem Fall für die Verneinung auch schreiben:
”
5 6= 2 + 3“.

2.2. Quantoren

Oft werden in mathematischen Texten die folgenden Symbole verwendet:

• Der Allquantor ∀ bedeutet
”
für alle“.

Beispiel:
”
∀n ∈ N : 2n ist eine gerade Zahl“ ist eine wahre Aussage.

• Der Existenzquantor ∃ steht für
”
es existiert“.

Beispiel:
”
∃x ∈ R : x2 = −1“ ist eine falsche Aussage.

Beispiel 2.1. Für ein Beispiel, das die beiden Quantoren kombiniert, definieren
wir S als die Menge aller Städte und W als die Menge aller Wege auf der Erde
und betrachten die bekannte Aussage

∃s ∈ S ∀w ∈ W : w führt nach s. (2.1)

Übersetzung: Es gibt eine Stadt (meist Rom genannt), zu der alle Wege hinführen.
Gesucht ist jetzt die Verneinung dieser Aussage, die also genau dann wahr ist,
wenn (2.1) falsch ist und genau dann falsch ist, wenn (2.1) wahr ist.
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2. Logische Symbole

Es gilt die folgende Regel zum Verneinen von Aussagen mit Quantoren:

Jedes ∃ wird ein ∀, jedes ∀ ein ∃ und die Bedingung am Ende wird verneint.

Im obigen Beispiel also

∀s ∈ S ∃w ∈ W : w führt nicht nach s,

d. h. für jede Stadt gibt es einen Weg, der nicht zu ihr führt. Für den Spezialfall
Rom ergibt sich: Es gibt einen Weg, der nicht nach Rom führt.

2.3. Implikation und Äquivalenz

Sind A und B zwei Aussagen, so bezeichnet man mit

•
”
A =⇒ B“ die Aussage

”
Aus A folgt B“ oder

”
A impliziert B“ (Implikati-

on).

•
”
A ⇐⇒ B“ die Aussage

”
A gilt genau dann, wenn B gilt“ oder

”
A ist

äquivalent zu B“ (Äquivalenz ).

Die Wahrheitswerte solcher zusammengesetzter Aussagen kann man durch eine
Wahrheitstafel angeben. Für den Wahrheitsgehalt der Aussagen A und B gibt
es vier verschiedene Fälle (beide wahr, A wahr und B falsch, A falsch und B
wahr sowie beide falsch). Eine Wahrheitstafel gibt nun in jedem dieser Fälle
den Wahrheitsgehalt der zusammengesetzten Aussage an. Für Implikation und
Äquivalenz ergibt das:

A B A =⇒ B A ⇐⇒ B

w w w w
w f f f
f w w f
f f w w

Oft hat man in Beweisen die Äquivalenz zweier Aussagen A und B nachzuweisen.
Dazu ist es meist von Vorteil, diese Aufgabe in die beiden Teilprobleme

”
A =⇒ B“

und
”
B =⇒ A“ aufzuteilen und diese beiden Implikationen getrennt zu beweisen.

Übungsaufgabe 2.2. Machen Sie sich anhand einer Wahrheitstafel klar, dass
die beiden Aussagen

”
A ⇐⇒ B“ sowie

”
A =⇒ B und B =⇒ A“ tatsächlich die

gleichen Wahrheitswerte haben.

Hat man sogar
”
A ⇐⇒ B ⇐⇒ C ⇐⇒ D ⇐⇒ . . . ⇐⇒ Q“ zu beweisen, so

hilft das Prinzip des Ringschlusses : Man zeigt
”
A =⇒ B, B =⇒ C, . . . , P =⇒ Q

und Q =⇒ A“. Machen Sie sich auch hier klar, dass damit wirklich die obige
Aussage gezeigt ist!
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2.4. Und und Oder

Warnung 2.3. Hüten Sie sich vor dem Umkehrschluss: Wenn die Aussage
”
A =⇒

B“ wahr ist, kann man daraus nicht folgern, dass auch
”
B =⇒ A“ stimmt. Dieser

Fehlschluss wird auch oft in folgender Version gemacht: Aus
”
A =⇒ B“ wird

gefolgert, dass, wenn A falsch ist, auch B falsch sein muss. Ein Blick in obige
Wahrheitstafel zeigt sofort, dass das nicht stimmt. Trotzdem passiert es immer
wieder.

Bemerkung 2.4. Eine zur Implikation
”
A =⇒ B“ äquivalente Aussage ist da-

gegen die Kontraposition
”
nicht B =⇒ nicht As“, wie man der folgenden Wahr-

heitstafel entnehmen kann:

A B A =⇒ B nicht B nicht A nicht B =⇒ nicht A

w w w f f w
w f f w f f
f w w f w w
f f w w w w

Im sogenannten Beweis durch Kontraposition wird dieser Zusammenhang ge-
nutzt.

2.4. Und und Oder

Weitere Möglichkeiten, aus bestehenden mathematischen Aussagen A,B neue
Aussagen zu machen, sind die

• Konjunktion A ∧B (A
”
und “ B), und die

• Disjunktion A ∨B (A
”
oder “ B).

Das funktioniert auf ganz natürliche Weise: A ∧ B ist genau dann wahr, wenn
die Aussage A und die Aussage B wahr sind. A ∨ B ist genau dann wahr, wenn
mindestens eine der beiden Aussagen A oder B wahr ist. Zu beachten ist hier
also nur, dass die Disjunktion nicht exklusiv ist: A ∨ B ist auch wahr, wenn
sowohl A als auch B wahr sind. Das entspricht nicht unbedingt dem alltäglichen
Sprachgebrauch.

Übungsaufgabe 2.5. Stellen Sie die Wahrheitstafeln für Konjunktion, Disjunk-
tion, und die Ausdrücke (¬A)∨B, ¬(A∧B) und ¬(A∨B) auf. Wozu ist (¬A)∨B
äquivalent?
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3. Abbildungen

Wir betrachten nun den für alle Teilbereiche der Mathematik wichtigen Begriff
der Abbildung (oder auch Funktion).

Definition 3.1. Es seien D und Z Mengen und es sei jedem Element d aus D
genau ein Element f(d) in Z zugeordnet. Diese Zuordnung nennt man dann eine
Abbildung oder auch Funktion f und schreibt

f : D → Z, d 7→ f(d) oder f :

{
D → Z

d 7→ f(d).

Dabei heißt D die Definitionsmenge und Z die Zielmenge von f .
Weiter nennt man ein Element d ∈ D auch Argument von f , f(d) das Bild von
d unter f und ist z ∈ Z, so heißt jedes d ∈ D mit f(d) = z ein Urbild von z.
Schließlich ist für jedes A ⊆ D das Bild, auch Bildmenge genannt, von A unter
f gegeben durch

f(A) := {f(a) : a ∈ A}
und für jede Teilmenge B von Z ist

f−1(B) := {d ∈ D : f(d) ∈ B}

das Urbild bzw. die Urbildmenge der Menge B.

Beispiel 3.2. Im weiteren Verlauf werden wir es vor allem mit Funktionen zu
tun haben, die zwischen Mengen von Zahlen definiert sind. Beispiele wären hier
das Potenzieren mit zwei in den reellen Zahlen:1

f : R→ R, x 7→ x2

oder die Wurzelfunktion

√
: {x ∈ R : x ≥ 0} → R, x 7→ √x.

Im Folgenden definieren wir die Verkettung, d. h. die Nacheinanderausführung
von Abbildungen.

1Rein formal betrachtet können wir diese Beispiele hier noch nicht betrachten, da wir die
reellen Zahlen noch nicht eingeführt haben. Es sei also vorübergehend an Ihr Schulwissen
appeliert.
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3. Abbildungen

Definition 3.3. Es seien A, B und C Mengen und f : A→ B sowie g : B → C
Funktionen. Dann heißt die Funktion g ◦ f (lies

”
g nach f“), gegeben durch

g ◦ f : A→ C, a 7→ (g ◦ f)(a) := g(f(a)),

die Verkettung oder auch Komposition von g mit f .

Wir wollen einigen besonders schönen Eigenschaften von Funktionen einen Namen
geben.

Definition 3.4. Es seien D und Z Mengen sowie f : D → Z eine Funktion.
Dann heißt f

(a) surjektiv, wenn f(D) = Z gilt.

(b) injektiv, wenn für alle x, y ∈ D mit f(x) = f(y) stets x = y gilt.

(c) bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Bijektive Abbildungen sind deshalb besonders wichtig, weil sie sich rückgängig
machen lassen. Das konkretisieren wir im folgenden Satz.

Satz 3.5. Es seien D, Z Mengen und f : D → Z eine Funktion. Dann ist
f genau dann bijektiv, wenn es für jedes b ∈ Z genau ein a ∈ D gibt, sodass
f(a) = b gilt. In diesem Fall existiert eine Abbildung f−1 : Z → D mit

f−1(f(a)) = a für alle a ∈ D und f(f−1(b)) = b für alle b ∈ Z.

Beweis. 1. Schritt: Wir zeigen: f bijektiv =⇒ für alle b ∈ Z existiert genau ein
a ∈ D mit f(a) = b.

Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem b ∈ Z mindestens ein a ∈ D mit f(a) = b.
Sind a1, a2 ∈ D mit f(a1) = b = f(a2) gegeben, so folgt aus der Injektivität von
f sofort a1 = a2, es kann also nur genau ein solches a ∈ D geben.

2. Schritt: Wir zeigen: Für alle b ∈ Z existiert genau ein a ∈ D mit f(a) =
b =⇒ f bijektiv.

Nach Voraussetzung sind alle b ∈ Z in f(D) enthalten, also ist f surjektiv. Seien
nun a1, a2 ∈ D mit f(a1) = f(a2) gegeben. Da jedes b ∈ Z nur genau ein Urbild
hat, muss dann a1 = a2 sein, d. h. f ist auch injektiv.

3. Schritt: Wir zeigen: f bijektiv =⇒ es existiert f−1 : Z → D mit f−1(f(a)) = a
für alle a ∈ D und f(f−1(b)) = b für alle b ∈ Z.

Für jedes b ∈ Z definieren wir f−1(b) := a, wobei a ∈ D das nach dem ersten
Schritt eindeutig bestimmte Element mit f(a) = b ist. Dann ist f−1(f(a)) das
Element von D, das in f eingesetzt f(a) ergibt, also f−1(f(a)) = a für alle a ∈ D.
Sei nun b ∈ Z. Dann ist f−1(b) das Element von D mit f(f−1(b)) = b und wir
sind fertig.
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Definition 3.6. Es seien D,Z zwei Mengen und f : D → Z bijektiv. Dann heißt
die Abbildung f−1 : Z → D aus Satz 3.5 Umkehrfunktion von f .

Beispiel 3.7. Betrachten wir noch einmal die beiden Abbildungen aus Bei-
spiel 3.2, so ist die erste Funktion

f : R→ R, x 7→ x2

weder injektiv (denn f(1) = f(−1), aber 1 6= −1) noch surjektiv (denn −1 6∈
f(R)). Betrachten wir dagegen

f̃ : R→ {x ∈ R : x ≥ 0}, x 7→ x2,

so ist diese nun surjektiv, denn jede positive reelle Zahl ist das Quadrat einer
reellen Zahl, aber weiterhin nicht injektiv, denn das Problem mit f̃(1) = f̃(−1)
bleibt bestehen. Das können wir lösen, indem wir nun noch den Definitionsbereich
einschränken, d. h. wir betrachten

f̂ : {x ∈ R : x ≥ 0} → {x ∈ R : x ≥ 0}, x 7→ x2.

Nun ist f̂ tatsächlich bijektiv und die oben erwähnte Wurzelfunktion ist die
Umkehrabbildung.

Wie in obigem Beispiel will man oft eine gegebene Funktion nur auf einem Teil
ihres Definitionsbereiches untersuchen. Dazu vereinbaren wir die folgende Nota-
tion.

Definition 3.8. Seien D,Z Mengen, f : D → Z eine Funktion und M ⊆ D.
Dann ist f |M die Einschränkung von f auf M , d. h. f |M : M → Z ist gegeben
durch f |M(x) = f(x) für x ∈M .
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4. Reelle Zahlen

Die Grundmenge der Analysis ist die Menge der reellen Zahlen, geschrieben R.
Diese führen wir axiomatisch ein, d. h. wir postulieren eine gewisse Anzahl von
Grundannahmen, genannt Axiome, deren Gültigkeit wir ohne Beweis zu Grunde
legen. Aus diesen Axiomen für die reellen Zahlen können wir dann den gesam-
ten weiteren Stoff der Vorlesung herleiten (eventuell von wenigen Ausnahmen
abgesehen). In späteren Vorlesungen oder Seminaren werden Sie vielleicht die
Konstruktion der reellen Zahlen sehen: die Herleitung der Existenz einer Menge,
die die Eigenschaften (A1) – (A15) erfüllt, basierend auf noch grundlegenderen
Axiomen.
Die Axiome für die reellen Zahlen teilen sich in drei Typen, die in den folgenden
Abschnitten eingeführt werden:

1) die Körperaxiome, oder wie man mit
”
+“ und

”
·“ rechnet, (A1) – (A9),

2) die Anordnungsaxiome, oder wie man mit
”
≤“ umgeht, (A10) – (A14), und

3) das Vollständigkeitsaxiom, oder warum R erstmal alle Zahlen enthält, die
wir benötigen (A15).

4.1. Körperaxiome

In R sind zwei Abbildungen (
”
Verknüpfungen“) + : R×R→ R und · : R×R→ R

gegeben, genannt Addition und Multiplikation, die jedem Paar von Elementen
a, b ∈ R ein a + b ∈ R, bzw. ein a · b ∈ R zuordnen. Dabei sollen die folgenden
Axiome gelten.

(A1) a+ (b+ c) = (a+ b) + c für alle a, b, c ∈ R (Assoziativgesetz der Addition).

(A2) Es gibt ein Element 0 ∈ R, sodass a+0 = a für alle a ∈ R ist (Nullelement).

(A3) Für jedes a ∈ R gibt es ein −a ∈ R, sodass a + (−a) = 0 gilt (additives
inverses Element).

(A4) a+ b = b+ a für alle a, b ∈ R (Kommutativgesetz der Addition).

(A5) a · (b · c) = (a · b) · c für alle a, b, c ∈ R (Assoziativgesetz der Multiplikation).

(A6) Es gibt ein Element 1 ∈ R mit 1 6= 0, sodass a · 1 = a für alle a ∈ R ist
(Einselement).
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4. Reelle Zahlen

(A7) Für jedes a ∈ R \ {0} gibt es ein a−1 ∈ R, sodass a · a−1 = 1 gilt (multipli-
katives inverses Element).

(A8) a · b = b · a für alle a, b ∈ R (Kommutativgesetz der Multiplikation).

(A9) a · (b+ c) = a · b+ a · c für alle a, b, c ∈ R (Distributivgesetz ).

Bemerkung 4.1. Allgemeiner heißt jede Menge, auf der zwei Verknüpfungen
definiert sind, die die Eigenschaften (A1) – (A9) haben, ein Körper. Insbesondere
ist das Tripel (R,+, ·) also ein Körper. Eine Menge, auf der eine Verknüpfung
definiert ist, die (A1) – (A4) erfüllt, heißt Abel’sche Gruppe. Das Paar (R,+)
bildet also eine Abel’sche Gruppe, und das Paar (R \ {0}, ·) ebenfalls (Übung:
warum?).

Bemerkung 4.2. Alle bekannten Rechenregeln für
”
+“ und

”
·“ lassen sich aus

(A1) – (A9) ableiten.

Wir betrachten die folgenden Aussagen als Beispiele:

Satz 4.3. (a) Es gibt genau ein Nullelement in R.

(b) a · 0 = 0 für alle a ∈ R.

(c) Gilt a · b = 0 für zwei reelle Zahlen a, b, so ist a = 0 oder b = 0.

Beweis. (a) Sei 0̃ ∈ R ein weiteres Nullelement, d. h. für alle a ∈ R gilt a+ 0̃ =
a. Insbesondere gilt also für a = 0 damit 0 + 0̃ = 0. Mit (A2) für a = 0̃
haben wir außerdem 0̃ + 0 = 0̃. Also können wir mit Hilfe von (A4) folgern:

0̃ = 0̃ + 0 = 0 + 0̃ = 0.

(b) Nach (A2) gilt 0 + 0 = 0. also ist auch für jedes a ∈ R unter Zuhilfenahme
von (A9)

a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0.
Daraus folgt nun

0
(A3)
= a · 0 +

(
−(a · 0)

)
= (a · 0 + a · 0) +

(
−(a · 0)

)

(A1)
= a · 0 +

(
a · 0 + (−(a · 0))

) (A3)
= a · 0 + 0

(A2)
= a · 0,

also a · 0 = 0.

(c) Es seien a, b ∈ R mit a · b = 0. Im Falle a = 0 sind wir fertig, wir betrachten
also den Fall a 6= 0. Dann gibt es nach (A7) ein Element a−1 ∈ R mit
a · a−1 = 1. Also ist in diesem Fall

b
(A6)
= b · 1 = b · (a · a−1)

(A5)
= (b · a) · a−1 (A8)

= (a · b) · a−1 = 0 · a−1 (b)
= 0,

d. h. b = 0. Damit folgt die Behauptung.
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4.2. Anordnung

Definition 4.4. (a) Den
”
·“ für die Multiplikation lassen wir meist weg und

schreiben einfach
”
ab“ statt

”
a · b“.

(b) Wir setzen a− b := a+ (−b) für a, b ∈ R (Subtraktion).

(c) Sind a, b ∈ R und gilt b 6= 0, so schreiben wir a
b

:= a · b−1 (Division).

4.2. Anordnung

Auf R ist eine Relation ≤ gegeben durch mit den folgenden Eigenschaften gege-
ben.

(A10) Für jede Wahl von a, b ∈ R gilt stets a ≤ b oder b ≤ a (Totalität).

(A11) Gelten für zwei Zahlen a, b ∈ R die beiden Aussagen a ≤ b und b ≤ a, so
ist a = b (Antisymmetrie).

(A12) Wenn für drei Zahlen a, b, c ∈ R sowohl a ≤ b als auch b ≤ c gilt, so ist
auch a ≤ c (Transitivität).

(A13) Sind a, b, c ∈ R und gilt a ≤ b, so ist auch a+ c ≤ b+ c.

(A14) Sind a, b, c ∈ R und gilt a ≤ b und 0 ≤ c, so ist auch ac ≤ bc.

Bemerkung 4.5. Allgemeiner heißt eine Menge, auf der es eine Relation gibt,
die (A10) – (A12) erfüllt, total geordnet und die Relation heißt dann Ordnungs-
relation. Die Axiome (A13) und (A14) sagen hier etwas über die Verträglichkeit
von Addition und Multiplikation mit ≤.

Definition 4.6. Seien a, b ∈ R. Wir setzen

(a) a ≥ b, wenn b ≤ a ist,

(b) a < b, wenn a ≤ b und a 6= b ist,

(c) a > b, wenn b < a ist.

Definition 4.7. Eine reelle Zahl a heißt

(a) positiv, falls a ≥ 0 und strikt positiv, wenn a > 0 gilt.

(b) negativ, falls a ≤ 0 und strikt negativ, wenn a < 0 gilt.

Bemerkung 4.8. Alle Regeln für Ungleichungen lassen sich aus den Axiomen
(A1) – (A14) ableiten.

Wir betrachten wieder einige Beispiele.
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4. Reelle Zahlen

Satz 4.9. Seien a, b, c ∈ R. Dann gilt

(a) Ist a ≤ b, so gilt −a ≥ −b.

(b) Sind a ≤ b und c ≤ 0, so folgt ac ≥ bc.

(c) 1 > 0.

Beweis. (a) Nach (A13) mit c := −a bekommen wir aus a ≤ b die Ungleichung
0 = a+(−a) ≤ b+(−a). Wenden wir auf diese Ungleichung dasselbe Axiom
mit c := −b an, erhalten wir

−b ≤ b+ (−a) + (−b) = −a

und sind fertig.

(b) Nach Teil (a) gilt −c ≥ −0 = 0, also liefert (A14)

−ac = a · (−c) ≤ b · (−c) = −bc.

Eine erneute Anwendung von Teil (a) ergibt dann

ac = −(−ac) ≥ −(−bc) = bc.

(c) Die Annahme 1 ≤ 0 führt nach Teil (b) mit a := c := 1 und b := 0 sofort
auf den Widerspruch 1 = ac ≥ bc = 0.

Wir verwenden die Anordnung von R, um Intervalle von reellen Zahlen zu defi-
nieren.

Definition 4.10. Es seien zwei Zahlen a, b ∈ R mit a < b gegeben. Dann heißen

• (a, b) := {x ∈ R : a < x < b} offenes Intervall,

• [a, b] := {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} abgeschlossenes Intervall,

• (a, b] := {x ∈ R : a < x ≤ b} und

• [a, b) := {x ∈ R : a ≤ x < b} halboffene Intervalle.

Um auch die Fälle von Halbstrahlen abzudecken, definieren wir weiter:

• [a,∞) := {x ∈ R : a ≤ x},

• (a,∞) := {x ∈ R : a < x},

• (−∞, a] := {x ∈ R : x ≤ a},

• (−∞, a) := {x ∈ R : x < a},

• (−∞,∞) := R.
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4.3. Vollständigkeit

4.3. Vollständigkeit

Als Vorbereitung für das 15. Axiom führen wir einige Schreibweisen und Begriffe
ein, die bei der Untersuchung von Teilmengen von R nützlich sind.

Definition 4.11. Es sei M eine nicht-leere Teilmenge von R.

(a) M heißt nach oben beschränkt, wenn ein C ∈ R existiert, sodass x ≤ C
für alle x ∈M gilt.

In diesem Fall heißt C eine obere Schranke von M .

(b) M heißt nach unten beschränkt, wenn ein C ∈ R existiert, sodass x ≥ C
für alle x ∈M gilt.

In diesem Fall heißt C eine untere Schranke von M .

(c) M heißt beschränkt, wenn M nach oben und nach unten beschränkt ist.

(d) Ist C eine obere Schranke von M und für jede weitere obere Schranke C̃

von M gilt C ≤ C̃, so heißt C Supremum von M . Wir bezeichnen es mit
supM .

(e) Ist C eine untere Schranke von M und für jede weitere untere Schranke

C̃ von M gilt C ≥ C̃, so heißt C Infimum von M . Wir bezeichnen es mit
inf M .

Wir überlegen uns kurz, dass das Supremum und das Infimum einer Menge, wenn
es denn existiert, eindeutig bestimmt ist.

Satz 4.12. Eine Teilmenge von R hat höchstens ein Supremum und höchstens
ein Infimum.

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur für das Supremum, das Argument für das
Infimum geht analog.
Es sei M ein Teilmenge von R mit zwei Suprema C1 und C2. Dann sind sowohl
C1 als auch C2 obere Schranken von M . Da also C1 ein Supremum und C2 eine
obere Schranke von M ist, gilt nach der Definition des Supremums C1 ≤ C2.
Umgekehrt ist aber auch C2 ein Supremum und C1 eine obere Schranke von M .
Also gilt C2 ≤ C1. Damit ist C2 = C1.

Das ermöglicht die nachstehende Definition.

Definition 4.13. Es sei M ⊆ R und M 6= ∅.

(a) Existiert supM und gilt supM ∈ M , so heißt supM das Maximum von
M . Wir bezeichnen es mit maxM .
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4. Reelle Zahlen

(b) Existiert inf M und gilt inf M ∈ M , so heißt inf M das Minimum von M .
Wir bezeichnen es mit minM .

Beispiel 4.14. (a) Wir betrachten M = (0, 1]. Dann ist M nach oben und
nach unten beschränkt, also beschränkt. Eine obere Schranke ist 17, eine
untere ist 0. Weiter gilt supM = maxM = 1 und inf M = 0. M hat aber
kein Minimum, denn 0 6∈M !

(b) Nun sei M = (−∞,−1). Dann ist M nach oben aber nicht nach unten
beschränkt. Weiter gilt supM = −1, aber M hat kein Maximum. Da M
kein Infimum hat, erübrigt sich die Suche nach einem Minimum.

Wir kommen nun zum letzten Axiom der reellen Zahlen.

(A15) Jede Teilmenge M von R mit M 6= ∅, die nach oben beschränkt ist, besitzt
ein Supremum.

Wir können damit die entsprechende Aussage über das Infimum beweisen.

Satz 4.15. Ist M ⊆ R, M 6= ∅ und M nach unten beschränkt, so existiert inf M .

Beweis. Wir setzen M̃ := {−x : x ∈ M}. Nach Voraussetzung existiert eine
untere Schranke C∗ von M . Für diese gilt also C∗ ≤ x für alle x ∈ M . Damit
ist −x ≤ −C∗ für alle x ∈ M , also ist −C∗ eine obere Schranke von M̃ . Nach
Axiom (A15) existiert also s := sup M̃ . Weiter gilt −x ≤ s für alle x ∈ M , also
ist −s ≤ x für alle diese x. Das bedeutet, dass −s eine untere Schranke von M
ist. Wir müssen noch zeigen, dass −s die größte untere Schranke von M ist. Sei
also σ eine weitere untere Schranke von M . Dann ist wie oben −σ eine obere
Schranke von M̃ . Da s das Supremum von M̃ ist, muss also s ≤ −σ, und damit
σ ≤ −s gelten. Also ist −s = inf M .

Wir sammeln einige elementare Eigenschaften von Supremum und Infimum.

Satz 4.16. (a) Ist M ⊆ R nicht-leer und beschränkt, so gilt inf M ≤ supM .

(b) Ist M ⊆ R nach oben (bzw. unten) beschränkt und N ⊆ M nicht-leer, so
ist auch N nach oben (bzw. unten) beschränkt und es gilt supN ≤ supM
(bzw. inf N ≥ inf M).

Beweis. Zum Beweis von (a) sei x ∈ M beliebig gewählt. Man beachte dazu,
dass M 6= ∅ vorausgesetzt ist. Nun gilt x ≥ inf M und x ≤ supM . Also ist
inf M ≤ x ≤ supM .
Wir wenden uns dem Beweis von (b) zu. Für jedes x ∈ N gilt x ∈M und damit
x ≤ supM (bzw. x ≥ inf M). Also ist N nach oben (bzw. unten) beschränkt und
supM (bzw. inf M) ist eine obere (bzw. untere) Schranke von N . Das impliziert
supN ≤ supM (bzw. inf N ≥ inf M).
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4.4. Betragsfunktion

Zum Abschluss dieses Kapitels beweisen wir noch einen Satz, der es oft ermög-
licht, die Qualität, dass eine Zahl ein Supremum (oder Infimum) ist, in einem
Beweis gewinnbringend umzuformulieren.

Satz 4.17. Ist M ⊆ R nicht-leer und C eine obere (bzw. untere) Schranke von
M , so ist C = supM (bzw. C = inf M) genau dann, wenn für jedes ε > 0 ein
x ∈M existiert, für das x > C − ε (bzw. x < C + ε) gilt.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage nur für den
”
sup“-Fall.

”
⇒“ Sei C = supM und ε > 0. Dann ist C − ε kleiner als das Supremum von

M , also keine obere Schranke von M . Damit existiert ein x ∈ M , sodass
x > C − ε ist.

”
⇐“ Wir müssen zeigen, dass für jede andere obere Schranke C̃ von M gilt

C ≤ C̃. Sei also C̃ eine weitere solche Schranke und wir nehmen an, es
gelte C > C̃. Dann ist ε := C − C̃ > 0. Nach Voraussetzung existiert zu
diesem ε nun ein x ∈ M , sodass x > C − ε ist. Wir haben aber C − ε =
C− (C− C̃) = C̃, also x > C̃. Dann kann aber C̃ keine obere Schranke von
M sein. Widerspruch.

4.4. Betragsfunktion

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels über die reellen Zahlen definieren wir nun
die Betragsfunktion, ein fundamentales Hilfsmittel in der gesamten Analysis.

Definition 4.18. Sei a ∈ R. Dann ist der Betrag von a, symbolisiert durch |a|,
gegeben durch

|a| :=
{
a, falls a ≥ 0,

−a, falls a < 0.

Wir zeigen jetzt einige Eigenschaften der Betragsfunktion, die wir aus den Axio-
men (A1) – (A15) ableiten können.

Satz 4.19. Für alle a, b ∈ R gilt

(a) |a| ≥ 0

(b) |a| = |−a|,

(c) ±a ≤ |a|,

(d) |ab| = |a| · |b|,

(e) |a| = 0 genau dann, wenn a = 0,
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4. Reelle Zahlen

(f) |a+ b| ≤ |a|+ |b| (Dreiecksungleichung),

(g) |a− b| ≥
∣∣|a| − |b|

∣∣ (umgekehrte Dreiecksungleichung).

Beweis. Die Teile (a) bis (d) verbleiben als Übungsaufgabe.

(e) Zu zeigen ist: |a| = 0 ⇐⇒ a = 0. Die Implikation
”
⇐=“ folgt direkt aus

der Definition des Betrages. Für die umgekehrte Implikation beobachten
wir, dass für alle a > 0 auch |a| = a > 0 ist und dass für alle a < 0 genauso
|a| = −a > 0 ist. Also gilt |a| = 0 nur für a = 0.

(f) Wir betrachten zunächst den Fall a+ b ≥ 0. Dann gilt nach Definition des
Betrags |a+ b| = a+ b und mit Hilfe von (c) ist |a+ b| = a+ b ≤ |a|+ |b|.
Ist dagegen a + b < 0, so gilt |a + b| = −(a + b) = −a + (−b), woraus mit
(c) wieder |a+ b| ≤ |a|+ |b| folgt.

(g) Mit Hilfe von (f) gilt |a| = |a− b + b| ≤ |a− b| + |b| und damit haben wir
|a| − |b| ≤ |a− b|. Analog erhält man durch Vertauschen der Rollen von a
und b die Ungleichung |b|− |a| ≤ |b− a| = |a− b|. Da |b|− |a| = −(|a|− |b|)
ist, sehen wir damit |a| − |b| ≤ |a − b| und −(|a| − |b|) ≤ |a − b|, woraus
nach der Definition des Betrages die Behauptung folgt.

Übungsaufgabe 4.20. Beweisen Sie die folgende Aussage: Eine Teilmenge M
von R mit M 6= ∅ ist genau dann beschränkt, wenn es ein C > 0 gibt, sodass
|x| ≤ C für alle x ∈M gilt.
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5. Natürliche Zahlen

In diesem Kapitel wird die Menge der natürlichen Zahlen N definiert und mit
deren Hilfe auch die Menge der ganzen Zahlen Z. Wir nutzen dabei aus, dass wir
die reellen Zahlen R schon haben. Die Definition der natürlichen Zahlen ist so
gewählt, dass wir das wichtige Beweisverfahren der vollständigen Induktion leicht
daraus ableiten können. Als Hilfskonstrukt definieren wir zunächst den Begriff der
Induktionsmenge.

5.1. Induktionsmengen und Definition der
natürlichen Zahlen

Definition 5.1. Eine Menge A ⊆ R heißt Induktionsmenge, falls gilt

(a) 1 ∈ A und

(b) ist x ∈ A, so ist auch stets x+ 1 ∈ A.

Beispiel 5.2. Beispiele von Induktionsmengen sind R oder {1} ∪ [2,∞).

Satz 5.3. Ist I eine Indexmenge und ist für jedes i ∈ I eine Induktionsmenge
Ai ⊆ R gegeben, so ist auch deren Durchschnitt A :=

⋂
i∈I Ai eine Induktions-

menge.

Beweis. Da die Eins in jeder Induktionsmenge liegt, muss sie in jedem Ai lie-
gen und damit auch in deren Durchschnitt A. Damit ist Bedingung (a) aus der
Definition einer Induktionsmenge gezeigt.
Für den Nachweis der zweiten Bedingung sei x ∈ A. Nach Definition von A gilt
dann x ∈ Ai für jedes i ∈ I. Da die Mengen Ai alle Induktionsmengen sind, muss
dann aber für jedes i ∈ I auch x + 1 ∈ Ai gelten. Damit erhalten wir schließlich
x+ 1 ∈ A und sind fertig.

Definition 5.4. Den Durchschnitt aller Induktionsmengen bezeichnen wir mit
N. Das ist die Menge der natürlichen Zahlen.
Weiter setzen wir

N0 := N ∪ {0} und

Z := N0 ∪ {−n : n ∈ N} (ganze Zahlen).

25
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Wir sammeln ein paar grundlegende Eigenschaften von N.

Satz 5.5. (a) N ist eine Induktionsmenge.

(b) Ist A eine Induktionsmenge und A ⊆ N, so ist A = N (Prinzip der voll-
ständigen Induktion).

(c) N ist nicht nach oben beschränkt (Satz von Archimedes).

(d) Für alle x ∈ R gibt es ein n ∈ N mit x < n.

(e) Für alle x ∈ R mit x > 0 gibt es ein n ∈ N, sodass 1/n < x ist.

Beweis. (a) Das folgt sofort aus Satz 5.3.

(b) Sei A ⊆ N eine Induktionsmenge. Da N der Schnitt aller Induktionsmengen
ist, gilt N ⊆ A. Zusammen mit der Voraussetzung A ⊆ N gilt also A = N.

(c) Wir nehmen an, N wäre nach oben beschränkt. Nach dem Vollständig-
keitsaxiom existiert also das Supremum s := supN in R. Dann liefert
Satz 4.17 ein n ∈ N mit n > s − 1. (Wähle dort ε = 1.) Wir haben damit
n+ 1 > s und da N nach (a) eine Induktionsmenge ist, gilt n+ 1 ∈ N. Das
heißt wiederum, dass n+ 1 ≤ supN = s gelten muss, sodass wir bei einem
Widerspruch enden.

(d) Wir nehmen an, es gäbe ein x ∈ R mit x ≥ n für alle n ∈ N. Dann wäre x
eine obere Schranke von N, was im Widerspruch zu (c) steht.

(e) Sei x > 0. Dann gibt es nach (d) ein n ∈ N mit 1/x < n. Für dieses n gilt
1/n < x.

Dieses Wissen können wir nun nutzen, um zu zeigen, dass die so definierte Menge
N mit unserer Vorstellung der natürlichen Zahlen übereinstimmt.

Satz 5.6. (a) Für alle n ∈ N gilt n ≥ 1.

(b) Für jedes n ∈ N ist die Menge An := (N ∩ [1, n]) ∪ [n+ 1,∞) eine Indukti-
onsmenge.

(c) Es seien n ∈ N und x ∈ R mit n < x < n+ 1 gegeben. Dann gilt x 6∈ N.

Beweis. (a) Wir setzen A := {n ∈ N : n ≥ 1}. Dann gilt 1 ∈ A und wenn
n ∈ A ist, so gilt wegen n ≥ 1 auch n + 1 ≥ 1 + 1 ≥ 1, also ist auch
n + 1 ∈ A und damit A eine Induktionsmenge. Wegen A ⊆ N gilt wegen
Satz 5.5 (b) sofort A = N.
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(b) Wir setzen A := {n ∈ N : An ist eine Induktionsmenge}. Der Beweis
verläuft nun in drei Schritten:

Induktionsanfang (1 ist in A): Nach Beispiel 5.2 ist A1 = {1} ∪ [2,∞) eine
Induktionsmenge. Also ist 1 ∈ A.

Induktionsvoraussetzung: Es sei n ∈ A, d. h. wir wählen ein n ∈ N, sodass
An eine Induktionsmenge ist.

Induktionsschritt (zeige, dass auch n+1 ∈ A gilt): Es ist An+1 = (N∩[1, n+
1])∪ [n+ 2,∞). Also ist 1 ∈ An+1. Sei nun x ∈ An+1. Es können dann zwei
Fälle auftreten. Im ersten Fall ist x ≥ n+2. Dann gilt x+1 ≥ n+3 ≥ n+2,
also haben wir sofort x+ 1 ∈ An+1.

Im zweiten Fall ist x ∈ N mit 1 ≤ x ≤ n+1. Dann machen wir uns zunutze,
dass An eine Induktionsmenge ist (Induktionsvoraussetzung!) und deshalb
N ⊆ An gilt. Das liefert uns, dass x ∈ An ist. Damit ist entweder 1 ≤ x ≤ n
oder x ≥ n+1, d. h. entweder wir haben 2 ≤ x+1 ≤ n+1 oder x+1 ≥ n+2.
Also ist x+ 1 ∈ An+1.

Wir haben also gezeigt, dass A auch eine Induktionsmenge ist, also N ⊆ A.
Per Definition ist auch A ⊆ N, also zusammen A = N. Die Behauptung
über An gilt also für alle n ∈ N.

(c) Wir nehmen an, es wäre doch x ∈ N. Da nach (b) N ⊆ An gilt, hätten wir
dann x ∈ An. Das impliziert aber x ≤ n oder x ≥ n+ 1. Widerspruch.

Im nächsten Satz zeigen wir, dass N eine sogenannte wohlgeordnete Menge ist,
d. h. jede nicht-leere Teilmenge besitzt ein Minimum.

Satz 5.7 (Wohlordnungsprinzip). Ist M 6= ∅ eine Teilmenge von N, so existiert
minM .

Beweis. Nach Satz 5.6 (a) ist eins eine untere Schranke von N und damit auch
von M . Also ist

1 ∈ A := {ν ∈ N : ν ist untere Schranke von M}.

und diese Menge damit nicht leer. Andererseits ist A durch jedes Element von M
(beachte M 6= ∅) nach oben beschränkt, also ist A nach Satz 5.5 (c) eine echte
Teilmenge von N und damit insbesondere keine Induktionsmenge. Da 1 ∈ A gilt,
bedeutet dies, dass es ein ν0 ∈ A geben muss, für das ν0 + 1 6∈ A gilt. Nach der
Definition von A sind ν0 und damit auch ν0 + 1 in N, ν0 ist eine untere Schranke
von M , aber ν0 + 1 ist keine. Es gibt also ein n0 ∈ M mit ν0 ≤ n0 < ν0 + 1.
Da aber alle drei beteiligten Zahlen in dieser Ungleichungskette in N liegen, gilt
nach Satz 5.6 (c) sogar n0 = ν0. Damit ist n0 = ν0 eine untere Schranke von M ,
die in M liegt, also das Minimum von M .
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5. Natürliche Zahlen

5.2. Induktionsbeweise und Folgerungen

Die Menge A wird üblicherweise bei einem Induktionsbeweis nicht mehr erwähnt,
da die Methode immer die gleiche ist. Wir wollen uns das an einem weiteren, sehr
typischen Beispiel für einen Induktionsbeweis anschauen.

Satz 5.8. Für alle n ∈ N gilt

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Beweis.
Induktionsanfang: Es gilt 1 = 1·(1+1)/2, also ist die Aussage für n = 1 richtig.
Induktionsvoraussetzung: Die Aussage des Satzes sei für ein bestimmtes n ∈ N
richtig.
Induktionsschritt: Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung gilt

1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ n+ 1 =

n(n+ 1) + 2(n+ 1)

2

=
(n+ 1)(n+ 2)

2
=

(n+ 1)((n+ 1) + 1)

2
.

Also stimmt die Aussage auch für n+ 1.
Wir haben also gezeigt, dass die Menge aller n, für die die Aussage richtig ist,
eine Induktionsmenge ist. Daraus folgt, dass die Aussage insbesondere für alle
n ∈ N richtig ist, weil N ja in jeder Induktionsmenge enthalten ist.

Bemerkung 5.9. (a) Die Pünktchen-Schreibweise im obigen Beweis für die
Summation von n Zahlen ist reichlich schwerfällig und führt oft zu unpräzi-
sen Formulierungen. Deshalb hat sich dafür eine sehr praktische Schreibwei-
se eingebürgert. Sind n,N ∈ Z mit n ≤ N und reelle Zahlen an, an+1, . . . , aN
gegeben, so schreiben wir

N∑

k=n

ak := an + an+1 + · · ·+ aN−1 + aN

mit dem sogenannten Summenzeichen. Die Aussage von Satz 5.8 lässt sich
damit z. B. so hinschreiben:

n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2
.

(b) Analog verwendet man das Produktzeichen

N∏

k=n

ak := an · an+1 · . . . · aN−1 · aN

mit n,N ∈ Z und an, an+1, . . . , aN ∈ R wie oben.
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5.2. Induktionsbeweise und Folgerungen

Zum Abschluss dieses Kapitels führen wir noch ein paar wichtige Schreibweisen
und Rechenoperationen, wie z. B. das Potenzieren mit ganzzahligen Exponenten,
ein und beweisen einige wichtige Ungleichungen und Identitäten.

Definition 5.10. (a) Für a ∈ R und n ∈ N schreiben wir für die Potenzen

an := a · a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n Faktoren

=
n∏

k=1

a.

Weiter setzen wir a0 := 1.

Ist außerdem a 6= 0, so schreiben wir

a−n :=
1

an
.

(b) Für n ∈ N definieren wir die Fakultät von n als

n! := 1 · 2 · 3 · . . . · n =
n∏

k=1

k

und wir vereinbaren 0! := 1.

(c) Schließlich ist für k, n ∈ N0 mit 0 ≤ k ≤ n der Binomialkoeffizient gegeben
durch (

n

k

)
:=

n!

k!(n− k)!
.

Satz 5.11. (a) Ist x ≥ −1 und n ∈ N so gilt

(1 + x)n ≥ 1 + nx (Bernoullische Ungleichung).

(b) Für die Binomialkoeffizienten gelten für alle n ∈ N und alle k ∈ N mit
1 ≤ k ≤ n die folgenden Identitäten:

(
n

0

)
= 1 =

(
n

n

)
,

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

(
n+ 1

k

)
.

(c) Für alle a, b ∈ R und alle n ∈ N0 gilt

an+1 − bn+1 = (a− b)
n∑

k=0

an−kbk.

(d) Für alle a, b ∈ R und alle n ∈ N gilt die Binomialformel

(a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk.
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5. Natürliche Zahlen

Beweis. (a) Wir führen einen Induktionsbeweis.

Induktionsanfang: Für n = 1 lautet die behauptete Ungleichung 1 + x ≥
1 + x und ist offensichtlich wahr.

Induktionsvoraussetzung: Für ein n ∈ N gelte (1 + x)n ≥ 1 + nx für alle
x ≥ −1.

Induktionsschritt: Für x ≥ −1 gilt 1 + x ≥ 0, also können wir mit Hilfe der
Induktionsvoraussetzung folgern

(1 + x)n+1 = (1 + x)(1 + x)n ≥ (1 + x)(1 + nx).

Multiplizieren wir nun aus und lassen den (positiven!) Term mit x2 weg, so
erhalten wir

(1 + x)n+1 ≥ 1 + x+ nx+ nx2 = 1 + (n+ 1)x+ nx2 ≥ 1 + (n+ 1)x

und sind fertig.

(b) Es gilt

(
n

0

)
=

n!

0!(n− 0)!
=

n!

1 · n!
= 1 und

(
n

n

)
=

n!

n!(n− n)!
=

n!

n! · 1 = 1

sowie

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

n!

k!(n− k)!
+

n!

(k − 1)!(n− k + 1)!

=
n!(n− k + 1)

k!(n− k + 1)!
+

n!k

k!(n− k + 1)!
=

n!(n+ 1)

k!(n+ 1− k)!

=
(n+ 1)!

k!(n+ 1− k)!
=

(
n+ 1

k

)
.

(c) Es gilt

(a− b)
n∑

k=0

an−kbk = a
n∑

k=0

an−kbk − b
n∑

k=0

an−kbk

=
n∑

k=0

an−k+1bk −
n∑

k=0

an−kbk+1.

Schreibt man beide Summen aus:

= an+1 + anb+ an−1b2 + · · ·+ a2bn−1 + abn

−
(
anb+ an−1b2 + · · ·+ a2bn−1 + abn + bn+1

)
,
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5.2. Induktionsbeweise und Folgerungen

so erkennt man, dass sich die meisten Summanden wegheben. Das kann
man auch mit dem Summenzeichen herausarbeiten. Dazu schreiben wir

(a− b)
n∑

k=0

an−kbk =
n∑

k=0

an−k+1bk −
n∑

k=0

an−kbk+1

= an+1 +
n∑

k=1

an−k+1bk −
n−1∑

k=0

an−kbk+1 − bn+1. (5.1)

Wir machen nun einen sogenannten Indexshift . In der ersten Summe erset-
zen wir ` := k − 1. Wenn k von 1 bis n gezählt wird, läuft also ` von 0 bis
n− 1 und wir bekommen

= an+1 +
n−1∑

`=0

an−`b`+1 −
n−1∑

k=0

an−kbk+1 − bn+1 (5.2)

= an+1 − bn+1.

(Eine solche Summe, bei der sich jeweils aufeinanderfolgende Summanden
so wegheben, dass nur am Anfang und am Ende etwas übrigbleibt, nennt
man Teleskopsumme.)

(d) Wir verwenden wieder vollständige Induktion.

Induktionsanfang (n = 1):

1∑

k=0

(
1

k

)
a1−kbk = a+ b = (a+ b)1.

Induktionsvoraussetzung: Für ein n ∈ N gelte

(a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk.

Induktionsschritt: Es gilt

(a+ b)n+1 = (a+ b)(a+ b)n

I.V.
= (a+ b)

n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk

=
n∑

k=0

(
n

k

)
an+1−kbk +

n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk+1

=

(
n

0

)
an+1 +

n∑

k=1

(
n

k

)
an+1−kbk +

n−1∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk+1 +

(
n

n

)
bn+1.
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5. Natürliche Zahlen

Erneut machen wir einen Indexshift. Dieses Mal ersetzen wir in der zweiten
Summe ` := k + 1. Das liefert

=

(
n

0

)
an+1 +

n∑

k=1

(
n

k

)
an+1−kbk +

n∑

`=1

(
n

`− 1

)
an+1−`b` +

(
n

n

)
bn+1.

Nun können wir die Zählvariable in der zweiten Summe auch wieder k
nennen und erhalten

=

(
n

0

)
an+1 +

n∑

k=1

(
n

k

)
an+1−kbk +

n∑

k=1

(
n

k − 1

)
an+1−kbk +

(
n

n

)
bn+1.

Damit können wir die beiden Summen zu einer zusammenfassen und mit
Hilfe der Formeln aus (b) folgt

=

(
n

0

)
an+1 +

n∑

k=1

((n
k

)
+

(
n

k − 1

))
an+1−kbk +

(
n

n

)
bn+1

=

(
n+ 1

0

)
an+1 +

n∑

k=1

(
n+ 1

k

)
an+1−kbk +

(
n+ 1

n+ 1

)
bn+1

=
n+1∑

k=0

(
n+ 1

k

)
an+1−kbk.

Das ist genau die behauptete Formel für n+ 1 statt n.

Satz 5.12 (Geometrische Summenformel). Es sei q ∈ R \ {1}. Dann gilt für alle
n ∈ N

n∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− q .

Beweis. Es gilt für alle n ∈ N und q 6= 1

(1− q)
n∑

k=0

qk =
n∑

k=0

qk −
n∑

k=0

qk+1 = q0 +
n∑

k=1

qk −
n−1∑

k=0

qk+1 − qn+1

= 1− qn+1 +
n∑

k=1

qk −
n∑

k=1

qk = 1− qn+1.

Da q 6= 1 ist, liefert Division durch 1− q die Behauptung.
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6. Rationale Zahlen

Nun, da wir die natürlichen Zahlen im Griff haben, können wir ohne weitere Um-
schweife die rationalen Zahlen definieren. Wir diskutieren, wie sich die rationalen
Zahlen zu den reellen Zahlen verhalten. Ein weiteres Thema dieses Abschnitts
wird dann sein, das Potenzieren auf rationale Exponenten auszuweiten, d. h.
Wurzeln einzuführen.

Definition 6.1. Wir definieren die rationalen Zahlen Q als die Teilmenge der
reellen Zahlen mit

Q :=
{m
n
∈ R : m ∈ Z, n ∈ N

}
.

Bemerkung 6.2. Jede rationale Zahlen lässt sich auf viele unterschiedliche Wei-
sen als Bruch darstellen. Es ist ja zum Beispiel 1

2
= 2

4
= 3

6
= . . . . Dass diese

Brüche tatsächlich alle die gleiche Zahl sind, ist in Definition 6.1 dadurch ko-
diert, dass Q eine Teilmenge von R ist, wo wir schon wissen, dass Erweitern und
Kürzen den Wert nicht verändert.

6.1. Wie verhält sich Q zu R?

Per Definition ist Q eine Teilmenge von R. Darüber hinaus lässt sich aber auch
noch Einiges sagen. Wir werden dieses Thema hier nicht erschöpfend behandeln,
aber einige wichtige Punkte herausarbeiten bzw. diskutieren:

• Die Menge Q erfüllt zusammen mit den Verknüpfungen + und · ebenfalls
die Axiome (A1) – (A14) aus dem letzten Kapitel. Um das plausibel zu
machen, können Sie als Übungsaufgabe prüfen, dass man beim Addieren
und Multiplizieren von rationalen Zahlen immer wieder eine rationale Zahl
herausbekommt.

• Insbesondere ist Q eine echte Teilmenge von R, oder: es gibt irrationale
Zahlen. Das war schon in der Antike bekannt. Wir geben mit Satz 6.3
den Euklidischen Beweis dafür, dass

√
2 irrational ist. Weitere wichtige

irrationale Zahlen wie π und e lernen wir im Verlauf der Vorlesung noch
näher kennen.

• Wir wollen dann natürlich zeigen, dass diese irrationalen Zahlen, also ins-
besondere

√
2, in R enthalten sind. Das gelingt mit Hilfe des Vollständig-

keitsaxioms (A15). Wir verallgemeinern diese Überlegung dann gleich und
definieren das Potenzieren mit rationalen Exponenten in Abschnitt 6.2.
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6. Rationale Zahlen

• Auch wenn R tatsächlich viel mehr Elemente hat als Q, liegt Q noch dicht
in R. Das bedeutet, dass jede reelle Zahl durch rationale Zahlen beliebig
gut approximiert werden kann. Diese nützliche Eigenschaft beweisen wir in
Satz 6.4. Es ist damit dann auch einfach, zu zeigen, dass Q das Vollständig-
keitsaxiom (A15) nicht erfüllt, s. Bemerkung 6.9.

• Die Dezimaldarstellungen der Zahlen in Q sind genau die, die entweder ab-
brechen, oder irgendwann periodisch werden (wobei

”
Abbrechen“ der Dezi-

maldarstellung ja ein Spezialfall von
”
periodisch werden“ ist). Die Men-

ge der reellen Zahlen R enthält dagegen auch alle irrationalen Zahlen,
deren Dezimaldarstellung nie periodisch wird. Das folgt auch sofort aus
dem Vollständigkeitsaxiom. Hier im Skript wird die Notation dazu erst viel
später eingeführt, aber im Video zu diesem Abschnitt wird das Thema dis-
kutiert.

Wir starten mit einem ersten Beweis, dass irrationale Zahlen keine
”
irrationale“

Erfindung sind – sie tauchen in ganz natürlicher Weise auf.

Satz 6.3. Es gibt keine rationale Zahl q ∈ Q mit q2 = 2.

Beweis. (Euklid) Wir nehmen an, es gäbe ein q ∈ Q mit q2 = 2. Dann wäre auch
(−q)2 = 2 und wir können deshalb auch q > 0 annehmen. Aus Definition 6.1 und
q > 0 folgt, dass es natürliche Zahlen m,n ∈ N gibt, sodass q = m

n
gilt und m,n

teilerfremd sind. Dann folgt auch

2 = q2 =
m2

n2
, also 2n2 = m2,

also ist m2 eine gerade Zahl. Dann ist aber auch m selbst gerade, da 2 ein Faktor
in seiner Primfaktorzerlegung sein muss. Es gibt also ein k ∈ N mit m = 2k und
daraus folgt

2 = q2 =
4k2

n2
, also n2 = 4k2,

und damit, dass auch n gerade ist. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass m,n
als teilerfremd vorausgesetzt waren. Wir haben aus der Annahme q ∈ Q mit
q2 = 2 also eine falsche Aussage abgeleitet und können folgern, dass es keine
rationale Zahl gibt, die die Wurzel aus 2 ist.

In Abschnitt 6.2 unten zeigen wir, dass
√

2 ∈ R existiert. Tatsächlich gibt es viel
mehr irrationale Zahlen als rationale Zahlen, aber natürlich von beiden unend-
lich viele. Genauer gesagt kann man zeigen, dass es keine surjektive Funktion
von Q nach R \ Q gibt. Trotzdem kommen wir mit Hilfe der rationalen Zahlen
beliebig nah an die irrationalen Zahlen dran. Das wollen wir im folgenden Satz
herausarbeiten.

Satz 6.4. Für jedes x ∈ R und jedes ε > 0 existiert ein q ∈ Q mit |x− q| < ε.
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6.2. Wurzeln und rationale Exponenten

Beweis. 1. Fall x ≥ 0: Nach dem Satz von Archimedes 5.5 (e) gibt es ein m ∈ N
mit 0 < 1/m < ε. Weiter hat dank des Wohlordnungsprinzips aus Satz 5.7 die
Menge M := {k ∈ N : k/m > x} ein Minimum n := minM . Wegen n ∈ M haben
wir n/m > x und, da n− 1 nicht mehr zu M gehört, gilt n−1/m ≤ x. Das liefert

−ε < 0 ≤ x− n− 1

m
<

n

m
− n− 1

m
=

1

m
< ε,

wir können also q := n−1/m setzen und erhalten |x− q| < ε.

2. Fall x < 0: Da |x| > 0 ist, gibt es nach den Überlegungen im 1. Fall ein q ∈ Q
mit 0 ≤ |x| − q < ε. Nun gilt für q̃ = −q ∈ Q

x− q̃ = −|x|+ q = −(|x| − q) ∈ (−ε, 0], d. h. |x− q̃| < ε.

Diese Eigenschaft bekommt auch einen eigenen Namen.

Definition 6.5. Eine Menge M ⊆ R heißt dicht in R, wenn für jedes x ∈ R und
jedes ε > 0 ein y ∈M existiert mit |x− y| < ε.

Q ist also dicht in R.

6.2. Wurzeln und rationale Exponenten

Zur Definition von Wurzeln benötigen wir zunächst den folgenden Hilfssatz.

Lemma 6.6. Sind x, y ≥ 0 und n ∈ N, so gilt x ≤ y genau dann, wenn xn ≤ yn

ist.

Beweis. Für alle n ∈ N haben wir nach Satz 5.11 (c)

xn − yn = (x− y)
n−1∑

k=0

xn−1−kyk.

Da x, y ≥ 0 sind, ist die Summe auf der rechten Seite positiv, also gilt

x ≤ y ⇐⇒ x− y ≤ 0 ⇐⇒ xn − yn ≤ 0 ⇐⇒ xn ≤ yn.

Wir beweisen nun zuerst die Existenz und Eindeutigkeit einer positiven n-ten
Wurzel von positiven reellen Zahlen.

Satz 6.7. Es sei a ≥ 0 und n ∈ N. Dann gibt es genau ein x ∈ [0,∞), sodass
xn = a gilt.

35



6. Rationale Zahlen

Beweis. Wir zeigen zunächst die Eindeutigkeit. Seien also x, y ≥ 0 gegeben, so-
dass xn = a = yn gilt. Dann gilt insbesondere xn ≤ yn und yn ≤ xn und mit
Lemma 6.6 folgt dann x ≤ y und y ≤ x, also x = y.
Für die Existenz stellen wir zunächst fest, dass die Sache für a = 0 durch x = 0
gelöst wird. Sei also a > 0. Wir betrachten die Menge

Ma := {x ∈ [0,∞) : xn ≤ a}.

Dann ist in jedem Fall 0 ∈Ma, alsoMa 6= ∅. Da n ∈ N ist, gilt a ≤ na ≤ 1+na und
daher mit der Bernoullischen Ungleichung, vgl. Satz 5.11 (a), auch a ≤ (1 + a)n.
Damit folgern wir nun für alle x ∈ Ma die Abschätzung xn ≤ a ≤ (1 + a)n, aus
der mit Lemma 6.6 sofort x ≤ 1 + a folgt. Also ist Ma nach oben beschränkt.
Nach dem Vollständigkeitsaxiom existiert damit s := supMa. Wir nehmen an, es
wäre sn 6= a und unterscheiden zwei Fälle.
1. Fall sn < a: Für jedes m ∈ N gilt mit der Binomialformel aus Satz 5.11 (d)

(
s+

1

m

)n
=

n∑

k=0

(
n

k

)
sn−k

1

mk
= sn +

n∑

k=1

(
n

k

)
sn−k

1

mk︸︷︷︸
≤1/m

≤ sn +
1

m

n∑

k=1

(
n

k

)
sn−k =: sn +

1

m
r. (6.1)

Man beachte, dass das so definierte r in jedem Fall größer null ist, wegen Lemma
6.6.
Nach dem Satz von Archimedes (Satz 5.5 (e)) und da nach Annahme a− sn > 0
gilt, existiert ein m0 ∈ N mit 1/m0 < a−sn/r. Dann gilt sn + r/m0 < a, also ist mit
Hilfe von (6.1), wobei wir m = m0 wählen,

(
s+

1

m0

)n
≤ sn +

1

m0

r < a.

Das liefert uns s + 1/m0 ∈ Ma, und da s das Supremum dieser Menge war, gilt
s+ 1/m0 ≤ s, d. h. 1/m0 ≤ 0. Widerspruch!
2. Fall sn > a: Wir rechnen für jedes m ∈ N (man beachte, dass s 6= 0 sein muss,
da sonst sn = 0 < a wäre)

(
s− 1

m

)n
=
[
s
(

1− 1

ms

)]n
= sn

(
1− 1

ms

)n
.

Nach dem Satz von Archimedes können wir ein m ∈ N mit 1/m ≤ s finden.
Dann gilt −1/ms ≥ −1, wir können folglich die Bernoullische Ungleichung aus
Satz 5.11 (a) anwenden und erhalten

≥ sn
(

1− n

ms

)
. (6.2)
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Wir machen nun bei Bedarf unser m noch einmal größer, damit 1/m ≤ s und
1/m < s(sn−a)/nsn gilt. Da nach Annahme sn − a > 0 ist, haben wir für ein solches
m

1

m
<
s(sn − a)

nsn
=⇒ nsn

ms
< sn − a =⇒ a < sn − nsn

ms
= sn

(
1− n

ms

)

und nehmen wir dies mit (6.2) zusammen, so folgt

(
s− 1

m

)n
≥ sn

(
1− n

ms

)
> a.

Da s das Supremum von Ma ist, gibt es nach Satz 4.17 ein x0 ∈ Ma mit x0 >
s− 1/m. Nach Lemma 6.6 gilt dann auch

xn0 ≥
(
s− 1

m

)n
> a,

was im Widerspruch zu x0 ∈Ma steht.

Definition 6.8. Zu gegebenen a ≥ 0 und n ∈ N bezeichnen wir die nach obigem
Satz eindeutig existierende Zahl x, für die xn = a gilt, als n-te Wurzel von a und
schreiben

n
√
a := a

1/n := x.

Ist n = 2, so sagt man einfach Wurzel von a und schreibt kurz
√
a.

Außerdem setzen wir für a > 0 wieder

a
−1/n :=

1

a1/n
.

Bemerkung 6.9. Als kleinen Einschub können wir nun sofort beschränkte Teil-
mengen von Q angeben, die kein Supremum in Q haben: zur Zahl

√
2 ∈ R \ Q

betrachten wir zum Beispiel die Menge

M2 := {q ∈ Q : q2 < 2}.

Dann ist M2 nach oben beschränkt, besitzt aber kein Supremum in Q (Übung!).
Die Menge Q erfüllt das Axiom (A15) also nicht.

Die Grundidee dieses Approximationsverfahrens verallgemeinern wir jetzt weiter
für die Definition von Potenzen mit rationalen Exponenten.
Wir wissen für a > 0, was a±n und a±1/n ist. Für q = m/n mit m,n ∈ N ist
die naheliegende Definition aq := ( n

√
a)m. Damit das wohldefiniert ist, muss aber

zunächst geklärt werden, dass dieser Wert nicht von der speziellen Darstellung
von q als Bruch abhängt.
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6. Rationale Zahlen

Seien also m,n, p, r ∈ N, sodass q = m/n = p/r ist. Dann gilt mr = np und es folgt
für jedes a ≥ 0

(
( n
√
a)m
)r

= ( n
√
a)mr = ( n

√
a)np =

(
( n
√
a)n
)p

= ap und(
( r
√
a)p
)r

= ( r
√
a)pr =

(
( r
√
a)r
)p

= ap.

Also ist dank der Eindeutigkeit der Wurzel ( n
√
a)m = ( r

√
a)p. Damit ist die fol-

gende Definition gerechtfertigt.

Definition 6.10. Es sei a ≥ 0, q ∈ Q mit q > 0 und q = m/n (m,n ∈ N). Dann
setzen wir

aq := ( n
√
a)m.

Falls a > 0 gilt, definieren wir für q ∈ Q mit q < 0,

aq :=
1

a−q
.

Übungsaufgabe 6.11. Es gelten die bekannten Rechenregeln für rationale Ex-
ponenten, d. h. für alle a, b ≥ 0 und alle p, q ∈ Q gilt

• apaq = ap+q

• apbp = (ab)p

• (ap)q = apq

• ap

aq
= ap−q

• ap

bp
=
(
a
b

)p

Übungsaufgabe 6.12. Überlegen Sie, wie die Exponenten ax für allgemeine
x ∈ R definiert werden könnten (passiert später in der Vorlesung).
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Teil III.

Konvergenz
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7. Folgen

Der Begriff der Folge ist für das Folgende fundamental.

Definition 7.1. Sei X eine nicht-leere Menge. Eine Funktion a : N → X heißt
eine Folge in X.
Bei Folgen schreibt man traditionell an statt a(n), n ∈ N, für das n-te Folgenglied.
Die gesamte Folge wird üblicherweise mit (an)n oder manchmal mit (an)∞n=1 oder
(an)n∈N oder (an)n≥1 oder (a1, a2, a3, . . . ) bezeichnet.

Beispiel 7.2. (a) Ist X = R, so spricht man von einer reellen Folge. Ein Bei-
spiel einer solchen Folge ist gegeben durch die Vorschrift

an :=
1

n
, ∀n ∈ N,

bzw.

(an)n =
( 1

n

)
n

=
(

1,
1

2
,
1

3
, . . .

)
.

(b) FürX = {0, 1} sind (an)n = (1, 0, 1, 0, 1, 0, . . . ) oder (bn)n = (1, 1, 1, 1, 1, . . . )
Beispiele für Folgen in {0, 1}. Dabei können wir (an)n und (bn)n natürlich
auch als reelle Folgen auffassen (warum?).

7.1. Konvergenz von reellen Folgen

Wir wollen uns nun dem zentralen Thema der Analysis zuwenden, der mathe-
matisch exakten Behandlung des unendlich Kleinen und unendlich Großen. Dazu
führen wir den für alles Weitere zentralen Begriff der Konvergenz ein. Insbeson-
dere kann dadurch die Approximation von reellen Werten mathematisch exakt
gefasst werden.

Definition 7.3. Eine Folge (an)n in R heißt konvergent gegen a ∈ R, wenn für
alle ε > 0 ein n0 = n0(ε) ∈ N existiert mit

|an − a| < ε für alle n ≥ n0.

In diesem Fall heißt a Grenzwert oder Limes der Folge (an)n. Man schreibt dafür

a = lim
n→∞

an oder an → a (n→∞).

Ist eine Folge nicht konvergent, so heißt sie divergent.
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7. Folgen

Für eine Umformulierung dieser Definition benötigen wir die folgenden Begriffe.

Definition 7.4. (a) Seien x0 ∈ R und ε > 0 gegeben. Dann heißt die Menge

Uε(x0) := {x ∈ R : |x− x0| < ε} = (x0 − ε, x0 + ε)

ε-Umgebung von x0.

(b) Es sei A(n) eine für jedes n ∈ N definierte Aussage. Wir sagen, A(n) gilt
für fast alle n ∈ N, wenn es ein m ∈ N gibt, sodass A(n) für alle n ≥ m
richtig ist.

Damit können wir nun sagen, dass limn→∞ an = a ist, genau dann wenn

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 |an − a| < ε,

oder, genauso gut,

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 an ∈ Uε(a),

bzw. in Worte gefasst:

Für alle ε > 0 gilt an ∈ Uε(a) für fast alle n ∈ N.

Aus der letzten Formulierung ist gut ersichtlich, dass es für die Konvergenz einer
Folge auf endlich viele Folgenglieder nicht ankommt. Das formalisieren wir in der
folgenden Bemerkung.

Bemerkung 7.5. (a) Sind (an)n und (bn)n reelle Folgen mit an = bn für fast
alle n ∈ N, dann ist (an)n konvergent genau dann, wenn (bn)n konvergiert,
und in diesem Fall gilt limn→∞ an = limn→∞ bn.

(b) Eine konvergente Folge mit Grenzwert null wird auch oft kurz eine Nullfolge
genannt.

Beispiel 7.6. (a) Sei an := 1/n, für alle n ∈ N.

Behauptung: (an)n ist konvergent und es gilt limn→∞ an = 0.

Beweis. Sei ε > 0. Nach dem Satz von Archimedes (Satz 5.5 (e)) gibt es
ein n0 ∈ N mit 1/n0 < ε. Damit ist für alle n ≥ n0

|an − a| = |an − 0| = |an| =
1

n
≤ 1

n0

< ε.

(b) Sei an := (−1)n/n, für alle n ∈ N.

Behauptung: (an)n ist konvergent und limn→∞ an = 0.
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7.1. Konvergenz von reellen Folgen

Beweis. Es gilt |an − 0| = |(−1)n/n| = 1/n. Wir können also ab jetzt den
Beweis aus (a) übernehmen.

(c) Sei an :=
2n2 − n+ 5

n2 + 1
, für alle n ∈ N.

Behauptung: (an)n konvergiert und limn→∞ an = 2.

Beweis. Es gilt für alle n ∈ N

|an − 2| =
∣∣∣2n

2 − n+ 5− 2n2 − 2

n2 + 1

∣∣∣ =
|3− n|
n2 + 1

≤ |3− n|
n2

≤ n+ 3

n2
, (7.1)

wobei wir bei der letzten Abschätzung die Dreiecksungleichung angewendet
haben. Nun verwenden wir noch, dass für alle n ∈ N gilt n+3 ≤ n+3n = 4n
und erhalten damit

|an − 2| ≤ 4n

n2
=

4

n
. (7.2)

Sei nun ε > 0. Nach dem Satz von Archimedes existiert ein n0 ∈ N, sodass
1/n0 < ε/4 gilt. Dann haben wir nach obiger Abschätzung für alle n ≥ n0

|an − 2| ≤ 4

n
≤ 4

n0

< 4 · ε
4

= ε.

(d) Sei an := (−1)n, für alle n ∈ N.

Behauptung: Die Folge (an)n divergiert.

Beweis. Wir nehmen an, es gäbe ein a ∈ R mit an → a (n→∞). Dann gibt
es zu ε = 1 ein n0 ∈ N, sodass für jedes n ≥ n0 die Ungleichung |an−a| < 1
gilt. Für n ≥ n0 gilt dann aber mit Hilfe der Dreiecksungleichung

2 = |an − an+1| = |an − a+ a− an+1| ≤ |an − a|+ |a− an+1| < 1 + 1 = 2.

Also folgt 2 < 2, ein Widerspruch.

Satz 7.7. Jede Folge in R hat höchstens einen Grenzwert.

Beweis. Wir nehmen an, es gäbe eine Folge (an)n in R und a, b ∈ R mit a 6= b,
sodass (an)n sowohl gegen a als auch gegen b konvergiert. Wir setzen jetzt ε :=
|a−b|/2 > 0, sodass insbesondere Uε(a) ∩ Uε(b) = ∅ gilt. Nach der Definition des
Grenzwertes existiert aber ein n0 ∈ N, sodass an ∈ Uε(a) für alle n ≥ n0 gilt.
Also gilt an ∈ Uε(b) nur für höchstens endlich viele n ∈ N. Damit kann (an)n
nicht gegen b konvergieren.
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7. Folgen

Definition 7.8. Eine reelle Folge (an)n heißt beschränkt, wenn die Menge der
Folgenglieder {an ∈ R : n ∈ N} = {a1, a2, a3, . . . } beschränkt ist. Diese Menge
besitzt dann ein Infimum und ein Supremum. Wir schreiben dafür

sup
n∈N

an := sup{an ∈ R : n ∈ N},

inf
n∈N

an := inf{an ∈ R : n ∈ N}.

Beachten Sie, dass eine Folge (an)n genau dann beschränkt ist, wenn ein C ≥ 0
existiert, sodass |an| ≤ C für alle n ∈ N gilt, vgl. Übungsaufgabe 4.20.

Satz 7.9. Jede konvergente Folge in R ist beschränkt.

Beweis. Es sei (an)n eine konvergente Folge in R und a := limn→∞ an. Nach
Definition der Konvergenz existiert zu ε = 1 ein n0 ∈ N, sodass |an − a| < 1 für
alle n ≥ n0 gilt. Wir setzen

C := max{|a1|, |a2|, |a3|, . . . , |an0−1|, 1 + |a|}.

Dann gilt zum einen für alle n < n0 sofort |an| ≤ C und zum anderen auch für
alle n ≥ n0, denn für diese Indizes gilt

|an| = |an − a+ a| ≤ |an − a|+ |a| < 1 + |a| ≤ C. (7.3)

Zusammengenommen gilt |an| ≤ C für alle n ∈ N und somit die Behauptung.

Warnung 7.10. Die Umkehrung von Satz 7.9 ist falsch! Es gibt durchaus be-
schränkte Folgen, die nicht konvergieren, beispielsweise die Folge ((−1)n)n aus
Beispiel 7.6 (d).

7.2. Grenzwertsätze

In diesem Abschnitt wollen wir die Berechnung von komplizierteren Grenzwer-
ten angehen. Dabei werden wir auch einige wichtige Beispiele von konvergenten
Folgen sehen, die im weiteren Verlauf immer wieder benötigt werden.

Satz 7.11. Sei (an)n eine Folge in R.

(a) Die Folge (an)n konvergiert gegen a ∈ R genau dann, wenn die Folge (|an−
a|)n∈N gegen null konvergiert.

(b) Ist a ∈ R und (βn)n eine Nullfolge mit |an− a| ≤ βn für fast alle n ∈ N, so
ist limn→∞ an = a.

Beweis. (a) Der Beweis ist enthalten in Hausaufgabe H 3.3 a)
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7.2. Grenzwertsätze

(b) Nach Voraussetzung gibt es ein m ∈ N, sodass |an− a| ≤ βn für alle n ≥ m
gilt. Sei nun ε > 0. Dann existiert dank der Konvergenz von (βn)n ein
n1 ∈ N mit 0 ≤ βn < ε für alle n ≥ n1. Wir wählen n0 := max{m,n1}.
Dann gilt für alle n ≥ n0 die Abschätzung |an − a| ≤ βn < ε.

Die folgenden sogenannten Grenzwertsätze enthalten äußerst wichtige Rechen-
regeln für Grenzwerte von Folgen. Mit ihnen ist es oft möglich, die Frage nach
Konvergenz einer komplizierten Folge auf die Untersuchung von mehreren, aber
dafür einfacheren Folgen zurückzuführen.

Satz 7.12 (Grenzwertsätze). Es seien (an)n und (bn)n konvergente Folgen mit
a := limn→∞ an und b := limn→∞ bn. Dann gilt:

(a) limn→∞ |an| = |a|.

(b) limn→∞(an + bn) = a+ b.

(c) limn→∞(λan) = λa für alle λ ∈ R.

(d) limn→∞(an · bn) = a · b.

(e) Ist zusätzlich an 6= 0 für alle n ∈ N und a 6= 0, so ist limn→∞ 1/an = 1/a.

Beweis. (a) Nach der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt

∣∣|an| − |a|
∣∣ ≤ |an − a| =: βn.

Da (an)n gegen a konvergiert, konvergiert nach Satz 7.11 (a) die Folge (βn)n
gegen null. Also können wir mit Satz 7.11 (b) folgern, dass (|an|)n gegen |a|
konvergiert.

(b)-(d) Übungsaufgabe

(e) Nach Teil (a) konvergiert die Folge (|an|)n gegen |a| und nach Voraussetzung
ist |a| > 0. Also gibt es zu ε := |a|/2 > 0 ein m ∈ N mit ||an| − |a|| < |a|/2

für alle n ≥ m. Damit gilt für alle diese n auch

|an| = |a| −
(
|a| − |an|

)
≥ |a| −

∣∣|a| − |an|
∣∣ > |a| − |a|

2
=
|a|
2
.

Also ist 1/|an| < 2/|a| für alle n ≥ m und wir können für diese n abschätzen:

∣∣∣ 1

an
− 1

a

∣∣∣ =
∣∣∣a− an
ana

∣∣∣ =
|an − a|
|an||a|

≤ 2|an − a|
|a|2 =

2

a2
|an − a| =: βn. (7.4)

Nach (c) und Satz 7.11 (a) gilt nun wieder βn → 0 (n → ∞) und damit
folgt mit Hilfe von Satz 7.11 (b) die Behauptung.
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7. Folgen

Das folgende Beispiel zeigt, wie mit Hilfe dieses Satzes schon ein bisschen kom-
pliziertere Grenzwerte angegangen werden können.

Beispiel 7.13. (a) Sei p ∈ N fest gewählt und an := 1/np für n ∈ N. Wir wissen
aus Beispiel 7.6 (a), dass die Folge (1/n)n gegen null konvergiert. Also gilt
mit p-maliger Anwendung von Satz 7.12 (d)

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1

np
= lim

n→∞

( 1

n

)p
=
(

lim
n→∞

1

n

)p
= 0p = 0.

(b) Wir untersuchen

an :=
n2 + 2n+ 3

n2 + 3
, n ∈ N.

Dazu kürzen wir den Bruch mit der höchsten auftretenden Potenz:

an =
n2 + 2n+ 3

n2 + 3
=

1 + 2
n

+ 3
n2

1 + 3
n2

.

Nun gilt limn→∞ 2/n = 0 nach Beispiel 7.6 (a) und Satz 7.12 (c) sowie
limn→∞ 3/n2 = 0 dank (a) mit p = 2 und wieder Satz 7.12 (c). Das bedeutet
für die Folge im Zähler mit Hilfe von Satz 7.12 (b)

lim
n→∞

(
1 +

2

n
+

3

n2

)
= lim

n→∞
1 + lim

n→∞

2

n
+ lim

n→∞

3

n2
= 1 + 0 + 0 = 1

und genauso für die Folge im Nenner limn→∞(1 + 3/n2) = 1. Damit sind die
Voraussetzungen von Satz 7.12 (e) erfüllt und es gilt

lim
n→∞

an =
limn→∞(1 + 2

n
+ 3

n2 )

limn→∞(1 + 3
n2 )

=
1

1
= 1.

Dieses Kürzen mit der höchsten auftretenden Potenz ist bei allen Grenz-
werten der Form

”
Polynom in n geteilt durch Polynom in n“ Erfolg ver-

sprechend.

Ein weiteres wichtiges Werkzeug für Konvergenzuntersuchungen von reellen Fol-
gen ist der folgende Satz, der zeigt, dass sich die Grenzwertbildung gut mit der
Ordnungsrelation auf R verträgt.

Satz 7.14. Es seien (an)n, (bn)n und (cn)n reelle Folgen und (an)n und (bn)n
seien konvergent.

(a) Ist an ≤ bn für fast alle n ∈ N, so folgt limn→∞ an ≤ limn→∞ bn.

(b) Ist an ≤ cn ≤ bn für fast alle n ∈ N und gilt limn→∞ an = limn→∞ bn = a,
so ist auch die Folge (cn)n konvergent und es gilt limn→∞ cn = a (Sandwich-
Theorem).
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7.2. Grenzwertsätze

Beweis. (a) Wir nehmen an, es wäre limn→∞ an =: a > b := limn→∞ bn und
setzen ε := a−b/2 > 0. Dank der Konvergenz von (an)n und (bn)n gibt es ein
n0 ∈ N, sodass sowohl bn ∈ Uε(b) = (b − ε, b + ε) als auch an ∈ Uε(a) =
(a− ε, a+ ε) für alle n ≥ n0 gilt. Da

b+ ε = b+
a− b

2
=
a

2
+
b

2
= a− a− b

2
= a− ε

gilt, haben wir also für diese n auch bn < b+ε = a−ε < an im Widerspruch
zur Voraussetzung.

(b) Sei ε > 0. Dann gibt es ein n0 ∈ N, sodass für alle n ≥ n0 sowohl an ≤ cn ≤
bn als auch |an − a| < ε und |bn − a| < ε gilt. Hieraus folgern wir für alle
diese n

a− ε < an ≤ cn ≤ bn < a+ ε.

Also ist a− ε < cn < a+ ε oder, anders ausgedrückt, −ε < cn−a < ε, d. h.
|cn − a| < ε für alle n ≥ n0 und damit konvergiert die Folge (cn)n gegen
a.

Satz 7.15. Es sei (an)n eine konvergente reelle Folge mit an ≥ 0 für alle n ∈ N.
Dann gilt für alle p ∈ N

lim
n→∞

p
√
an = p

√
lim
n→∞

an.

Beweis. Sei p ∈ N beliebig und a := limn→∞ an. Wir betrachten zunächst den
Fall a = 0. Sei dazu ε > 0 gegeben. Dann gilt auch εp > 0, also gibt es ein n0 ∈ N,
sodass an < εp für alle n ≥ n0 gilt. Damit ist nach Lemma 6.6 für diese n auch
p
√
an < ε, also | p√an − 0| < ε und wir sind fertig.

Ab jetzt sei also a > 0. Dann gilt für alle n ∈ N nach Satz 5.11 (c) (setze dort
n := p− 1)

|an − a| =
∣∣( p
√
an)p − ( p

√
a)p
∣∣ =

∣∣∣
(
p
√
an − p

√
a
) p−1∑

k=0

( p
√
an)p−1−k( p

√
a)k
∣∣∣

=
∣∣ p√an − p

√
a
∣∣
p−1∑

k=0

( p
√
an)p−1−k( p

√
a)k.

Beachten Sie, dass wir bei der Summe die Beträge weglassen können, da alle
Summanden positiv sind, die Summe also in jedem Fall positiv ist. Da auch
unser Gesamtausdruck dank des Betrages positiv ist, können wir diesen kleiner
machen, indem wir in der Summe alle Summanden bis auf den letzten für k = p−1
weglassen. Das ist zugegebenermaßen eine grobe Abschätzung, aber, wie wir sehen
werden, reicht das aus. Damit erhalten wir

|an − a| ≥
∣∣ p√an − p

√
a
∣∣( p
√
a)p−1.
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7. Folgen

Setzen wir c := ( p
√
a)p−1, so haben wir für alle n ∈ N

∣∣ p√an − p
√
a
∣∣ ≤ 1

c
|an − a| =: βn. (7.5)

Man beachte, dass c > 0 ist, sodass diese Umformung erlaubt ist.
Die Folge (|an−a|)n konvergiert nach Satz 7.11 (a) gegen null. Also ist (βn)n dank
Satz 7.12 (c) eine Nullfolge. Damit folgt limn→∞ p

√
an = p

√
a aus Satz 7.11 (b).

Beispiel 7.16. (a) Wir betrachten

an :=
√
n+ 1−√n, n ∈ N.

Für alle n ∈ N gilt mit Hilfe der dritten binomischen Formel

an =
(
√
n+ 1−√n)(

√
n+ 1 +

√
n)√

n+ 1 +
√
n

=
n+ 1− n√
n+ 1 +

√
n

=
1√

n+ 1 +
√
n
.

Kürzen mit
√
n und anschließende Anwendung der Grenzwertsätze zusam-

men mit Satz 7.15 liefert

an =

1√
n√

n+1
n

+ 1
=

√
1
n√

1 + 1
n

+ 1
−→ 0

1 + 1
= 0 (n→∞).

(b) Wir wandeln (an)n leicht ab und betrachten

bn :=
√
n
(√

n+ 1−√n
)

=
√
n · an, n ∈ N.

Dann gilt wie oben

bn =

√
n√

n+ 1 +
√
n

=
1√

n+1
n

+ 1
−→ 1

1 + 1
=

1

2
(n→∞).

Im folgenden Satz betrachten wir Folgen mit n-ten Wurzeln.

Satz 7.17. Es ist limn→∞
n
√
n = 1 und für jedes c > 0 gilt limn→∞

n
√
c = 1.

Beweis. Für alle n ∈ N gilt 1n = 1 ≤ n und damit 1 ≤ n
√
n nach Lemma 6.6.

Also ist n
√
n = 1 + an mit einer Folge (an)n, für die an ≥ 0 für alle n ∈ N gilt.

Wir untersuchen nun die Folge (an)n auf Konvergenz und erledigen damit sofort
auch ( n

√
n)n. Es ist für n ≥ 2 mit Hilfe der Binomialformel

n = ( n
√
n)n = (1 + an)n =

n∑

k=0

(
n

k

)
akn ≥

(
n

2

)
a2
n =

n!

2!(n− 2)!
a2
n =

n(n− 1)

2
a2
n.
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7.2. Grenzwertsätze

Dabei haben wir alle Summanden, bis auf den mit k = 2, weggelassen. Wir formen
um und erhalten a2

n ≤ 2/n−1 für alle n ≥ 2. Damit gilt für diese n

0 ≤ an ≤
√

2

n− 1
.

Da limn→∞ 2/n−1 = 0 ist, konvergiert nach Satz 7.15 mit p = 2 die rechte Seite
obiger Ungleichungskette ebenfalls gegen null. Das Sandwich-Theorem 7.14 (b)
liefert damit an → 0 (n→∞) und daher n

√
n→ 1 (n→∞).

Bei der Betrachtung des zweiten Grenzwertes unterscheiden wir zwei Fälle. Ist
c ≥ 1, so wählen wir ein m ∈ N mit m ≥ c (dieses existiert nach dem Satz von
Archimedes 5.5 (c)). Dann gilt nach Lemma 6.6

1 ≤ n
√
c ≤ n
√
m ≤ n

√
n

für alle n ≥ m. Da wir den Grenzwert von n
√
n oben schon zu 1 bestimmt haben,

liefert das Sandwich-Theorem n
√
c→ 1 (n→∞).

Ist hingegen 0 < c < 1, so ist 1/c > 1, wofür wir eben

1
n
√
c

=
n

√
1

c
−→ 1 (n→∞)

gezeigt haben. Mit Hilfe von Satz 7.12 (e) ist damit limn→∞
n
√
c = 1.

Einen weiteren wichtigen Grenzwert behandelt der folgende Satz.

Satz 7.18. Sei q ∈ R beliebig. Dann ist die Folge (qn)n genau dann konvergent,
wenn q ∈ (−1, 1] ist und es gilt

lim
n→∞

qn =

{
1, falls q = 1,

0, falls q ∈ (−1, 1).

Beweis. Wir betrachten zunächst die einfachen Fälle q ∈ {−1, 0, 1}. Ist q = 0, so
ist qn = 0 für alle n ∈ N, die Folge konvergiert also gegen null. Im Falle q = 1
findet man genauso wegen qn = 1 für alle n ∈ N Konvergenz gegen eins. Für
q = −1 erhalten wir die schon aus Beispiel 7.6 (d) bekannte divergente Folge
((−1)n).
Als Nächstes wollen wir die Divergenz der Folge im Fall |q| > 1 zeigen. Wir setzen
dazu p := |q| − 1 > 0 und schätzen mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung ab:

|qn| = |q|n = (1 + p)n ≥ 1 + np ≥ np.

Damit ist die Folge (qn)n nicht beschränkt, denn gäbe es ein M ≥ 0 mit |qn| ≤M
für alle n ∈ N, so wäre n ≤ |qn|/p ≤ M/p für alle n ∈ N, also N beschränkt. Nach
Satz 7.9 kann damit (qn)n nicht konvergieren.
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7. Folgen

Schließlich zeigen wir Konvergenz für 0 < |q| < 1. Dann ist 1/|q| > 1, also haben
wir wieder 1/|q| = 1 + p für ein p > 0. Die Bernoullische Ungleichung zeigt uns

1

|qn| =
( 1

|q|
)n

= (1 + p)n ≥ 1 + np ≥ np.

Also ist |qn| ≤ 1/np für alle n ∈ N und da (1/np)n eine Nullfolge ist, konvergiert
nach Satz 7.11 (b) die Folge (qn)n gegen null.

7.3. Bestimmte Divergenz

Man ist zuweilen versucht zu sagen, dass eine Folge
”
gegen unendlich geht“. Das

ist mit unserem bisherigen Konvergenzbegriff aus gutem Grunde nicht möglich.
Wir können aber die folgende Sprechweise einführen.

Definition 7.19. Eine reelle Folge (an)n

(a) divergiert bestimmt gegen ∞, falls für jedes C > 0 ein n0 = n0(C) ∈ N
existiert, sodass an ≥ C für alle n ≥ n0 gilt.

In diesem Fall schreiben wir analog zum Grenzwert

lim
n→∞

an =∞ oder an →∞ (n→∞).

(b) divergiert bestimmt gegen −∞, falls für jedes C > 0 ein n0 = n0(C) ∈ N
existiert, sodass an ≤ −C für alle n ≥ n0 gilt.

Auch hier schreiben wir

lim
n→∞

an = −∞ oder an → −∞ (n→∞).

Übungsaufgabe 7.20. (a) Zeigen Sie: Ist (an)n eine bestimmt divergente Fol-
ge gegen plus oder minus unendlich, so gilt an 6= 0 für fast alle n ∈ N.
Außerdem ist die Folge (1/an+k)n für ein geeigenetes k ∈ N eine Nullfolge.

(b) Achtung: ist (bn)n eine Nullfolge mit bn 6= 0 für alle n ∈ N, so ist (1/bn)n im
Allgemeinen nicht bestimmt divergent. Geben Sie hierzu ein Beispiel an.

(c) Beweisen Sie, dass für jede Nullfolge (bn)n mit bn 6= 0 für alle n ∈ N die
Folge (1/|bn|)n bestimmt gegen ∞ divergiert.

(d) Untersuchen Sie, ob oder inwiefern sich die Grenzwertsätze aus dem vorigen
Abschnitt auf bestimmt divergente Folgen übertragen lassen.
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7.4. Monotonie von Folgen

In diesem Abschnitt definieren wir die nötigen Begriffe, um über das Monotonie-
Verhalten von Folgen zu sprechen. Damit werden wir ein neues wichtiges Kon-
vergenzkriterium herleiten, mit dem wir am Ende die Eulersche Zahl e definieren
können.

Definition 7.21. Eine reelle Folge (an)n heißt

(a) monoton wachsend, wenn an+1 ≥ an für alle n ∈ N gilt.

(b) monoton fallend, wenn an+1 ≤ an für alle n ∈ N gilt.

(c) streng monoton wachsend, wenn an+1 > an für alle n ∈ N gilt.

(d) streng monoton fallend, wenn an+1 < an für alle n ∈ N gilt.

(e) (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) mo-
noton fallend ist.

Damit können wir folgendes Konvergenzkriterium beweisen.

Satz 7.22 (Monotonie-Kriterium). Eine monotone reelle Folge (an)n ist genau
dann konvergent, wenn sie beschränkt ist. In diesem Fall gilt

lim
n→∞

an =

{
supn∈N an, wenn an monoton wachsend ist,

infn∈N an, wenn an monoton fallend ist.

Beweis. Da jede konvergente Folge nach Satz 7.9 beschränkt ist, müssen wir
für die behauptete Äquivalenz nur zeigen, dass jede monotone und beschränkte
Folge konvergent ist. Dazu betrachten wir den Fall, dass (an)n monoton wächst,
der Beweis für monoton fallende Folgen geht dann analog.
Sei ε > 0 und wir setzen a := supn∈N an. Dann existiert nach Satz 4.17 ein
n0 ∈ N mit an0 > a− ε. Damit gilt für alle n ≥ n0 wegen der Monotonie und der
Beschränktheit von (an)n

a− ε < an0 ≤ an ≤ a < a+ ε.

Das bedeutet |an − a| < ε für alle n ≥ n0 und damit genau die Konvergenz von
(an)n gegen a.

Beispiel 7.23. Wir betrachten eine rekursiv definierte Folge, die gegeben ist
durch

a1 :=
3
√

6 und an+1 := 3
√

6 + an, n ≥ 1.

Bei einer in dieser Weise gegebenen Folge ist keine explizite Rechenvorschrift für
das n-te Folgenglied gegeben, sondern nur ein Startwert a1 und dann eine Formel,
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7. Folgen

wie man aus einem Folgenglied das jeweils nächste berechnen kann. Auch dadurch
ist die Folge eindeutig bestimmt.
Hier erhält man für die ersten Folgenglieder

a2 =
3

√
6 +

3
√

6, a3 =
3

√
6 +

3

√
6 +

3
√

6, a4 =
3

√

6 +
3

√
6 +

3

√
6 +

3
√

6, . . . .

Um das Monotoniekriterium anzuwenden, prüfen wir die Voraussetzungen nach,
d. h. wir zeigen, dass (an)n nach oben beschränkt und monoton wachsend ist.
Genauer gesagt beweisen wir

(a) an < 2 und an+1 > an für alle n ∈ N,

(b) (an)n konvergiert und limn→∞ an = 2.

Beweis. (a) Wir gehen induktiv vor.

Induktionsanfang: Es gilt a1 = 3
√

6 < 3
√

8 = 2 und a2 = 3
√

6 + a1 >
3
√

6 = a1,
da a1 ≥ 0 ist. Also ist die Aussage für n = 1 richtig.

Induktionsvoraussetzung: Für ein n ∈ N gelte an < 2 und an+1 > an.

Induktionsschritt: Es ist mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung

an+1 = 3
√

6 + an <
3
√

6 + 2 =
3
√

8 = 2

und
an+2 = 3

√
6 + an+1 >

3
√

6 + an = an+1.

(b) Nach Satz 7.22 wissen wir nun, dass (an)n konvergiert, und dass limn→∞ an =
supn∈N an ≤ 2 ist, denn 2 ist eine obere Schranke der Folge. Außerdem wis-
sen wir, dass a3

n+1 = 6 + an für alle n ∈ N gilt. Nach den Rechenregeln für
Grenzwertbildung aus Satz 7.12 konvergieren bei dieser Gleichung die Fol-
gen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens. Gehen wir zum Limes über,
erhalten wir für a := limn→∞ an die Beziehung a3 = 6+a bzw. a3−a−6 = 0.

Eine Lösung dieser Gleichung ist a = 2. Polynomdivision liefert (a−2)(a2 +
2a + 3) = 0 und a2 + 2a + 3 = (a + 1)2 + 2 = 0 hat keine weiteren reellen
Lösungen. Also muss a = 2 sein.

Wir wenden uns nun zwei besonders wichtigen Folgen zu, die harmlos aussehen,
aber viel Zündstoff enthalten:

an :=
(

1 +
1

n

)n
, n ∈ N,

bn :=
n∑

k=0

1

k!
= 1 + 1 +

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
, n ∈ N.
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Warnung 7.24. Die Folge (an)n bietet eine gute Gelegenheit, vor einem ver-
breiteten Fehler bei der Bestimmung von Grenzwerten zu warnen. Man könnte
auf die Idee kommen, die Stellen, an denen das n vorkommt, nacheinander zu
bearbeiten. Dazu benennen wir z. B. das n im Exponenten in k um und lassen
zunächst das n und danach dann das k gegen unendlich laufen. Das liefert

lim
k→∞

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)k
= lim

k→∞
1k = 1.

Wenn das ein gültiges Verfahren wäre, sollte es aber natürlich auch andersherum
funktionieren. Bilden wir zunächst den Grenzwert für k gegen unendlich und dann
den für n, so finden wir, dass

lim
n→∞

lim
k→∞

(
1 +

1

n

)k

nicht existiert. Wir werden gleich sehen, dass der Grenzwert von (an)n existiert
und nicht 1 ist. Beide Betrachtungen führen also in die Irre.

Das ist ein Beispiel für eine Grundschwierigkeit in der Analysis und führt gleich
zu einer weiteren Warnung: Grenzwerte lassen sich im Allgemeinen nicht ver-
tauschen! Das gilt sogar, wenn alle beteiligten Grenzwerte existieren, wie das
folgende Beispiel zeigt:

lim
n→∞

lim
k→∞

( k

k + 1

)n
= lim

n→∞

(
lim
k→∞

k

k + 1

)n
= lim

n→∞
1n = 1,

lim
k→∞

lim
n→∞

( k

k + 1

)n
= lim

k→∞
0 = 0.

Nach diesen Vorbemerkungen wenden wir uns jetzt der Behandlung der beiden
oben angegebenen Folgen zu.

Satz 7.25. Die Folgen (an)n und (bn)n konvergieren und limn→∞ an = limn→∞ bn.

Beweis. Wir beginnen damit, die Konvergenz von (bn)n mit Hilfe des Monoto-
niekriteriums zu beweisen. Da m! > 0 für jedes m ∈ N gilt, sehen wir für jedes
n ∈ N

bn+1 =
n+1∑

k=0

1

k!
=

n∑

k=0

1

k!
+

1

(n+ 1)!
= bn +

1

(n+ 1)!
> bn.

Die Folge (bn)n ist also streng monoton wachsend und es bleibt noch Beschränkt-
heit zu zeigen. Ein Beweis dazu ist auf dem zweiten Übungsblatt, Hausaufgabe
2.3: Insbesondere gilt bn ≤ 3 für alle n ∈ N. Also ist mit Hilfe des Monotonie-
kriteriums aus Satz 7.22 die Folge (bn)n konvergent und für b := limn→∞ bn gilt
b ≤ 3.
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Wir wenden uns der Folge (an)n zu. Um für diese Folge Monotonie nachzuweisen,
betrachten wir den Quotienten zweier benachbarter Folgenglieder. Es gilt

an+1

an
=
(

1 +
1

n+ 1

)n+1(
1 +

1

n

)−n
=
(

1 +
1

n+ 1

)(
1 +

1

n+ 1

)n(n+ 1

n

)−n

=
(

1 +
1

n+ 1

)(n+ 2

n+ 1
· n

n+ 1

)n
=
(

1 +
1

n+ 1

)(n2 + 2n+ 1− 1

(n+ 1)2

)n

=
(

1 +
1

n+ 1

)(
1− 1

(n+ 1)2

)n
.

Mit der Bernoullischen Ungleichung finden wir dafür die Abschätzung

≥
(

1 +
1

n+ 1

)(
1− n

(n+ 1)2

)
= 1 +

1

n+ 1
− n

(n+ 1)2
− n

(n+ 1)3

= 1 +
n2 + 2n+ 1− n2 − n− n

(n+ 1)3
= 1 +

1

(n+ 1)3
> 1

für alle n ∈ N. Daraus folgt, da alle Folgenglieder positiv sind, sofort an < an+1

für alle n ∈ N, also ist auch die Folge (an)n streng monoton wachsend. Die
Beschränktheit dieser Folge spielen wir nun auf die Beschränktheit von (bn)n
zurück. Nach der Binomialformel gilt

an =
(

1 +
1

n

)n
=

n∑

k=0

(
n

k

)
1

nk

= 1 + 1 +
n∑

k=2

n!

k!(n− k)!
· 1

nk

= 1 + 1 +
n∑

k=2

1

k!
· n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

nk
.

Im hinteren Bruch können wir nun ein n kürzen. Dann bleiben sowohl im Zähler
als auch im Nenner genau k − 1 Faktoren übrig:

= 1 + 1 +
n∑

k=2

1

k!

n− 1

n
· n− 2

n
· · · n− k + 1

n
. (7.6)

Schließlich beobachten wir, dass jeder dieser Faktoren kleiner als 1 ist und erhalten

< 1 + 1 +
n∑

k=2

1

k!
= bn.

Also haben wir für jedes n ∈ N nun an < bn < 3 und damit ist auch die Folge
(an)n beschränkt und zusammen mit der oben gezeigten Monotonie folgt damit
die Konvergenz. Wir setzen a := limn→∞ an.

54
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Es bleibt nun noch a = b zu zeigen. Da wir schon an ≤ bn für alle n ∈ N gezeigt
haben, wissen wir bereits a ≤ b. Es bleibt also nur die umgekehrte Ungleichung
zu zeigen. Sei dazu ein j ∈ N mit j ≥ 2 fest gewählt und n ≥ j. Dann gilt wegen
(7.6)

an = 1 + 1 +
n∑

k=2

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− k − 1

n

)

≥ 1 + 1 +

j∑

k=2

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− k − 1

n

)
.

Wir gehen nun in dieser Ungleichung auf beiden Seiten zum Grenzwert n → ∞
über. Man beachte, dass wir es dabei nicht mit Schwierigkeiten wie unendlicher
Summierung oder unendlichen Produkten zu tun bekommen. Wir haben

”
ledig-

lich“ eine endliche Summe von einem endlichen Produkt von Folgen, die alle
konvergieren, Satz 7.12 ist also hier anwendbar.
Da jeder einzelne Klammerausdruck gegen 1 strebt, geht jeder Summand gegen
1/k! und damit strebt der gesamte Ausdruck auf der rechten Seite genau gegen 1+
1 +
∑j

k=2
1/k! = bj. Wir erhalten somit aus unserer Ungleichung a = limn→∞ an ≥

bj für jedes j ∈ N mit j ≥ 2. Nun können wir schließlich den Grenzübergang
j →∞ durchführen und erhalten a ≥ limj→∞ bj = b.

Der Grenzwert dieser beiden Folgen ist so wichtig, dass wir ihm einen eigenen
Namen verpassen.

Definition 7.26. Die Zahl

e := lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

heißt Eulersche Zahl.

7.5. Teilfolgen und Häufungswerte

Auch divergente Folgen enthalten unter Umständen so etwas wie konvergente
Anteile. Die zu deren Beschreibung nützlichen Begriffe wollen wir in diesem Ab-
schnitt herausarbeiten.

Definition 7.27. Sei (an)n eine Folge, ϕ : N → N eine streng monoton wach-
sende Funktion und bn := aϕ(n), n ∈ N. Dann heißt die Folge (bn)n Teilfolge von
(an)n.

Diese Definition sieht etwas sperrig aus, tut aber genau das, wonach der Name sich
anhört: Einen Teil der Folge herauspicken. Man sucht eine gewisse (unendliche)
Auswahl von Folgengliedern heraus, ohne deren Reihenfolge zu ändern. Um diesen
zweiten Punkt zu gewährleisten, muss ϕ streng monoton wachsend sein. Wir
betrachten zwei Beispiele.
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Beispiel 7.28. (a) Für ϕ(k) := 2k, k ∈ N, haben wir bk = a2k, also (bn)n =
(a2, a4, a6, a8, . . . ) und wir haben so die Teilfolge der Folgenglieder mit ge-
radem Index ausgewählt.

(b) Ist ϕ(k) := k2 für k ∈ N, so ist (bn)n = (a1, a4, a9, a16, . . . ).

Bemerkung 7.29. Zur Notation von Teilfolgen wird oft statt der Funktions-
notation wieder die Indexnotation wie bei Folgen üblich verwendet. Man setzt
nk := ϕ(k) für k ∈ N und schreibt für die Teilfolge (ank)k∈N oder einfach (ank)k.
Diese entsteht also aus (an)n, indem die Indizes n1 < n2 < n3 < . . . ausgewählt
werden.

Definition 7.30. Es sei (an)n eine reelle Folge. Eine Zahl α ∈ R heißt Häufungs-
wert von (an)n, wenn für jedes ε > 0 die Menge {n ∈ N : an ∈ Uε(α)} unendlich
viele Elemente enthält.
Weiter definieren wir die Menge aller Häufungswerte der Folge als

HW(an) :=
{
α ∈ R : α ist Häufungswert von (an)n

}
.

Bemerkung 7.31. Diese Definition sieht unserer Umformulierung der Konver-
genz-Definition aus Kapitel 7.1 ähnlich. Wir stellen die beiden gegenüber:

• Es ist limn→∞ an = a, falls

für alle ε > 0 gilt an ∈ Uε(a) für fast alle n ∈ N.

• Es ist a ∈ HW(an), falls

für alle ε > 0 gilt an ∈ Uε(a) für unendlich viele n ∈ N.

Nun sieht man deutlich, dass die Anforderung an einen Häufungswert schwächer
ist als an einen Grenzwert.

Beispiel 7.32. (a) Wir zeigen, dass (an)n = ((−1)n)n genau zwei Häufungs-
werte hat, nämlich 1 und −1.

Für jedes gerade n ∈ N gilt an = 1, also liegen für jedes ε > 0 alle Folgen-
glieder mit geradem Index in Uε(1) und da das unendlich viele sind, ist 1
ein Häufungswert. Genauso sieht man durch Betrachtung der Folgenglieder
mit ungeradem Index, dass −1 ein Häufungswert ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass alle anderen reellen Zahlen keine Häufungs-
werte sind. Sei dazu β ∈ R mit β 6= 1 und β 6= −1. Wähle dann ε0 > 0 so
klein, dass 1,−1 6∈ Uε0(β) gilt. Das geht, da β sowohl von 1 als auch von
−1 einen echt positiven Abstand hat. Dann gilt an ∈ Uε0(β) für gar kein
n ∈ N. Also kann β kein Häufungswert sein.
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(b) Die Folge (an)n = (n)n hat gar keinen Häufungswert, denn für jedes β ∈ R
gilt an > β + 1 für fast alle n ∈ N.

(c) Wie Sie in den “Grundlagen der Mathematik” sehen oder gesehen haben,
ist Q abzählbar. Es gibt also eine Folge (an)n, sodass Q = {an ∈ R :
n ∈ N} gilt. Sei nun α ∈ R beliebig und ε > 0. Dann liegen im Intervall
(α− ε, α+ ε) unendlich viele rationale Zahlen, d. h. α ist ein Häufungswert
der Folge (an)n. Wir haben eine Folge gefunden, für die jede reelle Zahl ein
Häufungswert ist.

Der folgende Satz befasst sich mit den Zusammenhängen zwischen Teilfolgen,
Häufungswerten und Konvergenz.

Satz 7.33. Es sei (an)n eine reelle Folge. Dann gilt

(a) Eine Zahl α ∈ R ist Häufungswert von (an)n, genau dann wenn eine Teil-
folge (ank)k∈N von (an)n existiert, die gegen α konvergiert.

(b) Ist (an)n konvergent und (ank)k∈N eine Teilfolge von (an)n, so ist auch
(ank)k∈N konvergent und es gilt limk→∞ ank = limn→∞ an.

(c) Ist (an)n konvergent, so hat (an)n genau einen Häufungswert, nämlich den
Grenzwert limn→∞ an.

Beweis. (a) Wir zeigen zunächst die Richtung von links nach rechts. Sei also
α ein Häufungswert von (an)n. Dann existiert für ε = 1 ein n1 ∈ N mit
|an1−α| < 1. Da es auch für ε = 1/2 unendlich viele Folgenglieder von (an)n
in der 1/2-Umgebung von α gibt, muss es auch ein n2 ∈ N mit n2 > n1 geben,
sodass |an2 − α| < 1/2 gilt. Genauso finden wir ein n3 ∈ N mit n3 > n2,
sodass |an3 − α| < 1/3 gilt.

Verfahren wir so immer weiter, erhalten wir schließlich eine Folge von Indi-
zes n1, n2, n3, . . . mit n1 < n2 < n3 < . . . , sodass

|ank − α| ≤
1

k
für alle k ∈ N. (7.7)

Damit ist (ank)k∈N, eine Teilfolge von (an)n, von der noch zu zeigen ist, dass
sie gegen α konvergiert. Sei dazu ε > 0. Dann gibt es ein k0 ∈ N, sodass
1/k0 < ε ist und mit (7.7) gilt für alle k ≥ k0

|ank − α| ≤
1

k
≤ 1

k0

< ε.

Wir wenden uns nun der Richtung von rechts nach links zu. Sei also (ank)k∈N
eine Teilfolge von (an)n mit ank → α (k →∞). Zu gegebenem ε > 0 existiert
dann ein k0 ∈ N, sodass |ank − α| < ε für alle k ≥ k0 gilt. Damit ist aber
ank ∈ Uε(α) für alle k ≥ k0, also für unendlich viele Indizes. D. h. α ist ein
Häufungswert von (an)n.
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(b) Wir setzen a := limn→∞ an und geben ein ε > 0 vor. Dann gibt es ob der
Konvergenz von (an)n ein n0 ∈ N, sodass |an − a| < ε für alle n ≥ n0 gilt.
Nun wählen wir k0 ∈ N so groß, dass nk0 ≥ n0 gilt. Dann ist für alle k ≥ k0

nämlich nk ≥ nk0 ≥ n0, weshalb |ank − a| < ε für alle k ≥ k0 folgt.

(c) Zunächst ist a := limn→∞ an ein Häufungswert von (an)n, denn in jeder ε-
Umgebung liegen fast alle (also insbesondere unendlich viele) Folgenglieder.
Wir zeigen, dass es keine weiteren Häufungswerte geben kann. Sei dazu
β ∈ R ein Häufungswert von (an)n. Dann gibt es wegen (a) eine Teilfolge
(ank)k∈N von (an)n, die gegen β konvergiert. Nach (b) gilt dann aber β =
limk→∞ ank = a, also ist a der einzige mögliche Häufungswert.

Übungsaufgabe 7.34. Es sei (an)n eine reelle Folge und λ ∈ R\{0}. Zeigen Sie

HW(λan) = {λα : α ∈ HW(an)}.

7.6. Beschränkte Folgen

Beschränkte reelle Folgen sind im Allgemeinen nicht konvergent, aber mit den
im letzten Abschnitt eingeführten Werkzeugen

”
Teilfolge“ und

”
Häufungswert“

haben wir gute Mittel in der Hand, sie genauer zu untersuchen. Zunächst zeigen
wir, dass beschränkte Folgen zumindest immer einen Häufungswert und damit
auch eine konvergente Teilfolge besitzen.

Satz 7.35 (Satz von Bolzano-Weierstraß). Jede beschränkte Folge in R hat min-
destens einen Häufungswert.

Beweis. Sei (an)n eine beschränkte Folge in R und C ≥ 0 so gewählt, dass |an| ≤
C für alle n ∈ N gilt. Wir betrachten die Menge

M := {x ∈ R : an ≤ x für fast alle n ∈ N}.

Diese ist wegen C ∈ M nicht-leer. Ist außerdem x < −C, so gibt es gar keinen
Index n mit an ≤ x, also kann ein solches x nicht in M liegen. Das zeigt uns,
dass M durch −C nach unten beschränkt ist. Damit existiert α := inf M nach
Satz 4.15. Wir zeigen nun, dass α ein Häufungswert von (an)n ist.
Sei dazu ε > 0. Dann gibt es nach Satz 4.17 ein xε ∈ [α, α + ε), das in M liegt,
d. h. für fast alle n ∈ N gilt an ≤ xε ≤ α + ε. Damit liegen höchstens endlich
viele Folgenglieder oberhalb von α + ε. Andererseits ist α − ε nicht in M , d. h.
es gibt unendlich viele an, die oberhalb von α− ε liegen.
Zusammengenommen bedeutet das, dass unendlich viele Folgenglieder im Inter-
vall (α− ε, α + ε) liegen müssen und wir sind fertig.

Satz 7.33 ermöglicht sofort die folgende Umformulierung des Satzes von Bolzano-
Weierstraß.
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7.6. Beschränkte Folgen

Korollar 7.36 (Satz von Bolzano-Weierstraß). Jede beschränkte Folge in R hat
eine konvergente Teilfolge.

Man kann über die Häufungswerte einer beschränkten Folge sogar noch mehr
sagen.

Satz 7.37. Es sei (an)n eine beschränkte Folge in R.

(a) Für alle α ∈ HW((an)n) gilt infn∈N an ≤ α ≤ supn∈N an.

(b) Die Menge HW((an)n) hat ein Minimum und ein Maximum.

Beweis. (a) Sei α > supn∈N an. Dann ist ε := α − supn∈N an > 0 und für alle
n ∈ N gilt

|α− an| = α− an ≥ α− sup
n∈N

an = ε.

Also liegt kein Folgenglied unserer Folge in Uε/2(α) und damit kann α kein
Häufungswert von (an)n sein.

Analog zeigt man, dass jedes α < infn∈N an kein Häufungswert ist.

(b) Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß ist HW((an)n) 6= ∅ und nach Teil (a)
ist diese Menge auch beschränkt. Also hat sie ein Supremum und ein In-
fimum. Wir zeigen, dass auch α := sup HW((an)n) ein Häufungswert von
(an)n und damit das Maximum dieser Menge ist. Ein analoges Argument
für das Infimum liefert dann die Behauptung.

Sei ε > 0. Nach Satz 4.17 gibt es ein β ∈ HW((an)n) mit α − ε < β ≤ α.
Wählen wir nun ein δ ∈ (0, ε− (α− β)), so gilt Uδ(β) ⊆ Uε(α). (Malen Sie
sich ein Bild!) Da β ein Häufungswert der Folge ist, liegen unendlich viele
Folgenglieder in Uδ(β) und damit auch in Uε(α). Also ist α ein Häufungswert
von (an)n.

Das ermöglicht uns die folgende Definition.

Definition 7.38. Es sei (an)n eine beschränkte Folge in R. Dann heißt

lim sup
n→∞

an := max HW((an)n) oberer Limes oder Limes superior von (an)n,

lim inf
n→∞

an := min HW((an)n) unterer Limes oder Limes inferior von (an)n.

Beispiel 7.39. In Beispiel 7.32 haben wir gesehen, dass die Folge ((−1)n)n genau
die Häufungswerte 1 und −1 hat. Also gilt hier

lim inf
n→∞

(−1)n = −1 und lim sup
n→∞

(−1)n = 1.
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7. Folgen

Bemerkung 7.40. (a) Etwas allgemeiner als in Definition 7.38 kann man den
Limes superior einer Folge auch definieren, wenn die Folge nur nach oben
beschränkt ist und für den Limes inferior reicht Beschränkheit nach unten
aus.

(b) Für jede konvergente Folge (an)n ist HW((an)n) nach Satz 7.33 (c) einele-
mentig. Also ist in diesem Fall

lim sup
n→∞

an = lim inf
n→∞

an = lim
n→∞

an.

Für beschränkte Folgen gilt in Teil (b) sogar die Umkehrung. Das ist ein Teil des
folgenden Satzes, der einige unserer Erkenntnisse aus diesem und dem vorigen
Kapitel für beschränkte Folgen zusammenfasst.

Satz 7.41. Es sei (an)n eine beschränkte Folge in R. Dann sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

(a) (an)n ist konvergent.

(b) (an)n hat genau einen Häufungswert.

(c) lim supn→∞ an = lim infn→∞ an.

Ist eine dieser Aussagen erfüllt, so gilt

lim
n→∞

an = lim sup
n→∞

an = lim inf
n→∞

an.

Beweis. Die Äquivalenz
”
(b)⇔(c)“ ergibt sich direkt aus der Definition von Limes

inferior und Limes superior. Außerdem ist die Implikation
”
(a)⇒(b)“ die Aussage

von Satz 7.33 (c). Es bleibt uns also nur noch die Implikation
”
(b)⇒(a)“ zu zeigen.

Sei dazu (an)n eine beschränkte Folge mit genau einem Häufungswert α und
wir nehmen an, diese sei nicht konvergent. Da dann (an)n insbesondere nicht
gegen α konvergiert, gibt es ein ε > 0, für das außerhalb von Uε(α) unendlich
viele Folgenglieder liegen. Fassen wir diese zu einer Teilfolge (ank)k∈N zusammen,
so ist diese als Teilfolge der beschränkten Folge (an)n ebenfalls beschränkt. Sie
besitzt also nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß 7.35 eine konvergente Teilfolge
(ank` )`. Da (ank` )` insbesondere eine Teilfolge der ursprünglichen Folge (an)n ist,
ist ihr Grenzwert nach Satz 7.33 (a) ein Häufungswert von (an)n. Also muss
lim`→∞ ank` = α sein. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass ank` 6∈ Uε(α) für
alle ` ∈ N gilt.

Man beachte, dass eine Folge durchaus einmal größer als der Limes superior oder
kleiner als der Limes inferior werden kann. Es gibt dabei aber Grenzen. Das
formulieren wir exakter im folgenden Satz.
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7.6. Beschränkte Folgen

Satz 7.42. Ist (an)n eine beschränkte Folge in R und sind a, b ∈ R mit a <
lim infn→∞ an und b > lim supn→∞ an, so gilt an ∈ (a, b) für fast alle n ∈ N.

Beweis. Wir nehmen an, es gäbe unendlich viele Folgenglieder, die größer oder
gleich b sind. Dann können wir diese als eine Teilfolge von (an)n auffassen.
Dank der Beschränktheit der gesamten Folge ist diese Teilfolge ebenfalls be-
schränkt, sodass sie nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß 7.35 wiederum eine
konvergente Teilfolge hat. Diese Teilfolge der Teilfolge ist weiterhin eine Teilfol-
ge der Ausgangsfolge (an)n und wir bezeichnen sie mit (ank)k. Der Grenzwert
β := limk→∞ ank ist zum einen nach Satz 7.33 (a) ein Häufungswert der Fol-
ge (an)n, zum anderen haben wir durch unsere Konstruktion sichergestellt, dass
ank ≥ b für jedes k ∈ N gilt. Damit erhalten wir dank der Monotonie des Grenz-
werts, vgl. Satz 7.14 (a),

β = lim
k→∞

ank ≥ b.

Das führt aber auf den Widerspruch

lim sup
n→∞

an = max HW((an)n) ≥ β ≥ b > lim sup
n→∞

an.

Die Annahme, es gäbe unendlich viele Folgenglieder, die kleiner oder gleich a
sind, führt man analog zu einem Widerspruch.

Wir beweisen nun die den Grenzwertsätzen entsprechenden Aussagen für Limes
superior und inferior.

Satz 7.43. Es seien (an)n und (bn)n beschränkte Folgen in R. Dann gilt

(a) lim inf
n→∞

an ≤ lim sup
n→∞

an.

(b) Ist an ≤ bn für fast alle n ∈ N, so gilt

lim sup
n→∞

an ≤ lim sup
n→∞

bn und lim inf
n→∞

an ≤ lim inf
n→∞

bn.

(c) lim sup
n→∞

(an + bn) ≤ lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn und

lim inf
n→∞

(an + bn) ≥ lim inf
n→∞

an + lim inf
n→∞

bn.

(d) Ist λ ≥ 0, so gilt

lim sup
n→∞

(λan) = λ lim sup
n→∞

an,

lim inf
n→∞

(λan) = λ lim inf
n→∞

an.

(e) lim sup
n→∞

(−an) = − lim inf
n→∞

an und lim inf
n→∞

(−an) = − lim sup
n→∞

an.
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7. Folgen

Beweis. Wir beweisen in (b) und (c) jeweils nur die Aussagen für den Limes
superior. Die Beweise von

(d),(e) sind Übungsaufgabe.

(a) Nach der Definition des oberen und unteren Limes gilt

lim inf
n→∞

an = inf HW(an) ≤ sup HW(an) = lim sup
n→∞

an.

(b) Sei α := lim supn→∞ an. Dann ist α ∈ HW((an)n). Also gibt es nach
Satz 7.33 (a) eine Teilfolge (ank)k, die gegen α konvergiert. Betrachten wir
die analog gebildete Teilfolge (bnk)k von (bn)n, so ist diese ebenfalls be-
schränkt, hat also nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß 7.35 wiederum
eine konvergente Teilfolge (bnk` )`, deren Grenzwert β nach Satz 7.33 (a) ein
Häufungswert von (bn)n ist. Da nach Voraussetzung ank` ≤ bnk` für fast alle
` ∈ N gilt, folgt mit Hilfe von Satz 7.33 (b) und Satz 7.14 (a)

α = lim
k→∞

ank = lim
`→∞

ank` ≤ lim
`→∞

bnk` = β.

Also ist

lim sup
n→∞

an = α ≤ β ≤ max HW((bn)n) = lim sup
n→∞

bn.

(c) Sei α := lim supn→∞(an + bn) und ε > 0. Da α ein Häufungspunkt von
(an + bn)n ist, gibt es nach Satz 7.33 (a) eine Teilfolge (ank + bnk)k von
(an + bn)n, die gegen α konvergiert. Weiter gilt nach Satz 7.42 für fast alle
k ∈ N

ank ≤ lim sup
n→∞

an +
ε

2
und bnk ≤ lim sup

n→∞
bn +

ε

2
.

Damit können wir aus der Monotonie des Grenzwertes in Satz 7.14 (a)

α = lim
k→∞

(ank + bnk) ≤ lim
k→∞

(
lim sup
n→∞

an +
ε

2
+ lim sup

n→∞
bn +

ε

2

)

= lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn + ε

folgern. Insbesondere gilt damit für jedes ` ∈ N mit der Wahl ε = 1/`

α ≤ lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn +
1

`
.

Die Ausdrücke auf beiden Seiten dieser Ungleichung konvergieren für ` →
∞, also liefert uns Satz 7.14 (a)

lim sup
n→∞

(an + bn) = α = lim
`→∞

α ≤ lim
`→∞

(
lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn +
1

`

)

= lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn.
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Wir verdeutlichen durch ein Beispiel, dass in (c) im Allgemeinen nicht
”
=“ gilt.

Beispiel 7.44. Für jedes n ∈ N setzen wir an := (−1)n und bn := (−1)n+1. Dann
gilt an + bn = 0 für jedes n ∈ N, also ist auch der Limes superior und der Limes
inferior der Summenfolge 0. Aber es gilt lim supn→∞ an + lim supn→∞ bn = 2 und
lim infn→∞ an + lim infn→∞ bn = −2.

Übungsaufgabe 7.45. Es seien (an)n eine beschränkte und (bn)n eine konver-
gente Folge in R mit limn→∞ bn ≥ 0. Zeigen Sie

lim sup
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

bn · lim sup
n→∞

an und

lim inf
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

bn · lim inf
n→∞

an.

Gilt für zwei beschränkte Folgen (an)n und (bn)n in R auch

lim sup
n→∞

(an · bn) = lim sup
n→∞

an · lim sup
n→∞

bn?

7.7. Cauchy-Folgen

Als weitere Anwendung des Satzes von Bolzano-Weierstraß können wir nun das
Cauchy-Kriterium beweisen. Sein entscheidender Vorteil ist, dass es die Konver-
genz einer reellen Folge nur anhand der Abstände der Folgenglieder untereinan-
der, d. h. insbesondere auch ohne Kenntnis des Grenzwerts, charakterisiert.

Um ein solches Kriterium herzuleiten, beginnen wir andersherum und überlegen
uns, wie sich der Abstand zweier weit draußen liegender Folgenglieder bei einer
konvergenten Folge verhält.

Sei also (an)n eine konvergente Folge in R mit Grenzwert a. Dann gibt es für
jedes ε > 0 ein n0 ∈ N, sodass |an− a| ≤ ε/2 für alle n ≥ n0 gilt. Wählen wir nun
einen weiteren beliebigen Index m ≥ n0, so gilt mit der Dreiecksungleichung

|an − am| = |an − a+ a− am| ≤ |an − a|+ |am − a| <
ε

2
+
ε

2
= ε. (7.8)

Diese wichtige Eigenschaft gießen wir nun in eine Definition.

Definition 7.46. Eine reelle Folge (an)n heißt Cauchy-Folge, wenn für jedes
ε > 0 ein Index n0 ∈ N existiert, sodass gilt

|an − am| < ε für alle n,m ≥ n0. (7.9)

Satz 7.47 (Cauchy-Kriterium). Eine Folge in R ist genau dann konvergent, wenn
sie eine Cauchy-Folge ist.
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Beweis. Den Beweis, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist, haben
wir schon in obiger Vorüberlegung erbracht. Wir wenden unser Augenmerk also
der anderen Beweisrichtung zu.
Sei dazu (an)n eine Cauchy-Folge. Wir überlegen uns zunächst, dass diese Folge
beschränkt sein muss. Nach der Definition einer Cauchy-Folge gibt es ein n0 ∈ N,
sodass |an − am| < 1 für alle n,m ≥ n0 ist. Insbesondere haben wir für den
Spezialfall m = n0 die Ungleichung |an − an0| < 1 für alle n ≥ n0. Also gilt für
alle n ≥ n0

|an| = |an − an0 + an0| ≤ |an − an0|+ |an0| < 1 + |an0 |.

Damit haben wir alle bis auf endlich viele Folgenglieder beschränkt, d. h. es gilt

|an| ≤ max{|a1|, |a2|, |a3|, . . . , |an0−1|, 1 + |an0|} für alle n ∈ N,

womit die gesamte Folge (an)n beschränkt ist. Nach dem Satz von Bolzano-Weier-
straß 7.35 hat die Folge (an)n einen Häufungswert α. Wir zeigen, dass dieser sogar
der Grenzwert der Folge ist, und geben dafür ein ε > 0 vor. Da (an)n eine Cauchy-
Folge ist, gibt es ein n0 ∈ N mit |an − am| < ε/2 für alle n,m ≥ n0. Außerdem
liegen in Uε/2(α) unendlich viele Folgenglieder von (an)n, also gibt es ein n∗ ≥ n0

mit |an∗ − α| < ε/2. Für alle n ≥ n0 gilt damit

|an − α| ≤ |an − an∗ |+ |an∗ − α| <
ε

2
+
ε

2
= ε

und das bedeutet, dass (an)n gegen α konvergiert.

Bemerkung 7.48. (a) Man kann das Cauchy-Kriterium auch folgendermaßen
umformulieren: Eine reelle Folge (an)n ist eine Cauchy-Folge, genau dann
wenn

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 ∀k ∈ N : |an − an+k| < ε.

(b) Die Richtigkeit der Aussage, dass jede Cauchy-Folge konvergiert, ist eng mit
dem Vollständigkeitsaxiom verknüpft. So ist diese Aussage z. B. in Q falsch!
Machen Sie sich das anhand einer Folge in Q, die gegen eine irrationale Zahl
strebt, klar.

Ein erstes Anwendungsbeispiel für das Cauchy-Kriterium bietet der folgende Satz.

Satz 7.49 (Prinzip der Intervallschachtelung). Seien In, n ∈ N, abgeschlossene
und nicht-leere Intervalle in R mit I1 ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ . . . , sodass die Länge von In
für n gegen unendlich gegen null strebt. Dann ist

⋂
n∈N In = {x∗} für ein x∗ ∈ R.

Beweis. Für jedes n ∈ N bezeichnen wir den linken Randpunkt des Intervalls In
mit an und den rechten mit bn, sodass In = [an, bn] ist. Dann gilt nach Voraus-
setzung limn→∞(bn − an) = 0.
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Zunächst überlegen wir uns, dass der Schnitt aller Intervalle höchstens einen
Punkt enthalten kann. Sind x, y ∈ ⋂n∈N In, so sind beide in jedem Intervall In,
also gilt für alle n ∈ N

|x− y| ≤ bn − an −→ 0 (n→∞).

Damit ist |x− y| = 0, d. h. es gilt x = y.
Es bleibt noch auszuschließen, dass der betrachtete Schnitt leer ist. Dazu zeigen
wir als Erstes, dass (an)n eine Cauchy-Folge ist.
Sei ε > 0. Da die Länge der Intervalle In gegen null konvergiert, gibt es ein
n0 ∈ N mit bn0 − an0 < ε. Wählen wir nun n,m ≥ n0, so gilt nach Voraussetzung
an ∈ In ⊆ In0 und am ∈ Im ⊆ In0 . Der Abstand von an zu am kann also nicht
größer werden als die Länge des Intervalls In0 und das bedeutet

|an − am| ≤ bn0 − an0 < ε.

Folglich ist (an)n eine Cauchy-Folge und damit nach Satz 7.47 konvergent. Wir
nennen den Grenzwert a und zeigen, dass a ∈ ⋂k∈N Ik gilt.
Sei k ∈ N beliebig. Dann gilt für alle n ≥ k nach Voraussetzung In ⊆ Ik und
deshalb ak ≤ an ≤ bn ≤ bk. Dank der Konvergenz von (an)n und der Monotonie
des Grenzwerts folgt ak ≤ limn→∞ an ≤ bk, also gilt a ∈ Ik.
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Will man unendlich viele Zahlen addieren, bekommt man es wieder mit einem
Grenzwert zu tun. Das führt auf den Begriff einer Reihe, mit dem wir uns in
diesem Abschnitt beschäftigen.

Definition 8.1. Es sei (an)n eine Folge in R.

(a) Wir setzen sn :=
∑n

k=1 ak, n ∈ N, und nennen sn die n-te Partialsumme.
Dann heißt die Folge (sn)n der Partialsummen (unendliche) Reihe.

(b) Dass die Reihe (
∑n

k=1 ak)n konvergiert bzw. bestimmt divergiert, bedeu-
tet also einfach, dass sie als Folge der Partialsummen konvergiert bzw. be-
stimmt divergiert. Wir schreiben dann auch

∞∑

k=1

ak := lim
n→∞

n∑

k=1

ak = lim
n→∞

sn

für den Grenzwert oder Reihenwert.

Diskussion:

(a) Eine Reihe ist eine Folge mit einer speziellen Darstellung. Andererseits kann
man auch auch jede reelle Folge als Reihe schreiben (vgl. Übungsblatt 5).
Insofern setzen wir in diesem Kapitel nur die Diskussion des Konzepts

”
Fol-

ge“ fort. Wir nutzen im Folgenden immer wieder aus, dass wir zwischen den
Perspektiven

”
Folge“ und

”
Reihe“ beliebig wählen können.

(b) Sie kennen Reihen vielleicht schon aus der Definition des (Riemann-)Inte-
grals über Ober- und Untersummen. Dort treten sie typischerweise auf und
dort werden sie uns auch wieder begegnen. Später sehen wir außerdem über
den Begriff der Potenzreihe und mit Hilfe des Satzes von Taylor, sowie bei
den trigonometrischen Funktionen, dass sich viele reelle Funktionen gut
durch Reihen darstellen und analysieren lassen.

(c) In vielen Lehrbüchern und anderer mathematischer Literatur wird die Be-
zeichnung

∑∞
n=1 an oft gleichzeitig für den Grenzwert und für die Reihe

selbst verwendet. Das passiert selbst dann, wenn die Reihe gar nicht kon-
vergiert oder bestimmt divergiert. Diese potentiell verwirrende Notation
wollen wir hier vermeiden. Sie sollen aber vorgewarnt sein, dass sie im All-
gemeinen oft vorkommt.
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8. Reihen

Bei der Behandlung von Reihen ist es unpraktisch, dass wir durch unsere Defini-
tion einer Folge darauf festgelegt sind, die Summation immer mit eins als Index
zu beginnen. Insbesondere ist der Start bei Null oft nützlich. Deshalb erweitern
wir unseren Folgenbegriff ein wenig.

Definition 8.2. Es sei p ∈ Z und X 6= ∅ eine Menge. Eine Abbildung

a : {p+ n : n ∈ N0} −→ X

nennen wir in Erweiterung von Definition 7.1 ebenfalls Folge in X und bezeichnen
diese mit (an)∞n=p. Ist p = 1, so schreiben wir weiterhin (an)n für (an)∞n=1.

Bemerkung 8.3. (a) Für eine Folge (an)∞n=p können wir durch bn := an+p−1,
n ∈ N, eine Folge (bn)n konstruieren, die unserer alten Definition entspricht.
Alle Erkenntnisse aus den letzten Kapiteln lassen sich damit problemlos auf
diesen verallgemeinerten Folgenbegriff übertragen (vgl. auch Übungsblatt
5).

(b) Ist p ∈ Z und (an)∞n=p eine Folge, so definiert man für die Reihe über diese
Folge entsprechend die Folge der Partialsummen als sn :=

∑n
k=p ak für alle

n ≥ p und schreibt für die Folge (sn)∞n=p wieder
(∑n

k=p ak

)
n

und für den

Reihenwert
∑∞

k=p ak, wenn er exisitert.

Auch im Folgenden werden Definitionen und Sätze immer für den Fall p = 1
angeben, um nicht zu viele Notationen zu produzieren. Diese gelten dann
stets in diesem Sinne auch für allgemeines p ∈ Z.

Beispiel 8.4. Wir betrachten einige wichtige Reihen, untersuchen diese auf Kon-
vergenz und bestimmen die Reihenwerte.

(a) Wir haben in Kapitel 7.4 bereits eine Reihe kennengelernt, nämlich (sn)n
mit

sn =
n∑

k=0

1

k!
.

In Satz 7.25 haben wir gesehen, dass limn→∞ sn = e ist. Also ist dieses nach
Definition eine konvergente Reihe mit Reihenwert

∞∑

k=0

1

k!
= e.

(b) Die geometrische Reihe ist für x ∈ R gegeben durch

(
n∑

k=0

xk

)

n

(geometrische Reihe).
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In Satz 5.12 haben wir schon gesehen, dass für die Partialsummen dieser
Reihe

sn =
n∑

k=0

xk =





1− xn+1

1− x , falls x 6= 1,

n+ 1, falls x = 1

gilt.

Für x = 1 konvergiert diese Folge offensichtlich nicht und nach Satz 7.18
konvergiert die Folge (xn+1)n genau dann, wenn x ∈ (−1, 1] ist und dann ist
der Grenzwert 0, falls x 6= 1 ist. Fazit: Die geometrische Reihe konvergiert,
genau dann wenn |x| < 1 ist und in diesem Fall gilt

∞∑

k=0

xk = lim
n→∞

sn = lim
n→∞

1− xn+1

1− x =
1

1− x.

(c) Um die Reihe (
n∑

k=1

1

k(k + 1)

)

n

zu untersuchen, beobachten wir, dass für jedes k ∈ N gilt

1

k(k + 1)
=
k + 1− k
k(k + 1)

=
1

k
− 1

k + 1
.

Also bekommen wir für die zugehörigen Partialsummen für alle n ≥ 2

sn =
n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n∑

k=1

(1

k
− 1

k + 1

)
= 1 +

n∑

k=2

1

k
−

n−1∑

k=1

1

k + 1
− 1

n+ 1

= 1− 1

n+ 1

dank einer freundlichen Teleskopsumme. Für n → ∞ folgt sn → 1 und
damit haben wir auch hier eine konvergente Reihe mit Reihenwert 1, in
Formeln

∞∑

k=1

1

k(k + 1)
= 1.

(d) Abschließend betrachten wir die harmonische Reihe
(

n∑

k=1

1

k

)

n

(harmonische Reihe).

Für diese Reihe gilt

s2n =
2n∑

k=1

1

k
= sn +

2n∑

k=n+1

1

k︸︷︷︸
≥1/2n

≥ sn +
2n∑

k=n+1

1

2n
= sn + n · 1

2n
= sn +

1

2
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8. Reihen

für alle n ∈ N. Nehmen wir an, die Folge (sn)n, und damit die harmonische
Reihe, wäre konvergent, so existiert s := limn→∞ sn. Da dann aber nach
Satz 7.33 (b) auch die Teilfolge (s2n)n gegen s konvergiert, liefert uns obige
Ungleichung den Widerspruch s ≥ s + 1/2. Also ist die harmonische Reihe
divergent. Man kann aber bestimmte Divergenz gegen ∞ zeigen (Übungs-
aufgabe) und erhält in diesem Sinne

∞∑

k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ . . . =∞.

8.1. Konvergenzkriterien für Reihen

Wir beweisen nun die ersten Aussagen über Konvergenz von Reihen. Dazu be-
trachten wir zuerst nur einige unserer Konvergenzkriterien für Folgen im Fall der
Darstellung als Reihe.

Satz 8.5. Es sei (an)n eine reelle Folge und sn :=
∑n

k=1 ak, n ∈ N. Dann gilt

(a) Ist an ≥ 0 für alle n ∈ N und die Folge (sn)n nach oben beschränkt, dann
ist (sn)n konvergent. (Monotonie-Kriterium)

(b) Die Reihe (sn)n ist genau dann konvergent, wenn für jedes ε > 0 ein n0 =
n0(ε) ∈ N existiert, sodass

∣∣∣
m∑

k=n+1

ak

∣∣∣ < ε für alle n,m ∈ N mit m > n > n0

gilt. (Cauchy-Kriterium)

Beweis. (a) Da alle an positiv sind, gilt für jedes n ∈ N

sn+1 =
n∑

k=1

ak + an+1 = sn + an+1 ≥ sn,

die Folge (sn)n ist also monoton wachsend. Da sie nach Voraussetzung auch
beschränkt ist, folgt die Behauptung direkt aus dem Monotonie-Kriterium
für Folgen, Satz 7.22.

(b) auf Übungsblatt 5.

Auch die Linearität des Grenzwerts überträgt sich auf Reihen.

Satz 8.6. Es seien (
∑n

k=1 ak)n und (
∑n

k=1 bk)n zwei konvergente Reihen in R
sowie α, β ∈ R. Dann konvergiert auch die Reihe (

∑n
k=1(αak + βbk))n mit

∞∑

k=1

(αak + βbk) = α

∞∑

k=1

ak + β

∞∑

k=1

bk.
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Beweis. Für n ∈ N setzen wir sn :=
∑n

k=1 ak und tn :=
∑n

k=1 bk sowie rn :=∑n
k=1(αak + βbk). Dann gilt für jedes n ∈ N

rn =
n∑

k=1

(αak + βbk) = α
n∑

k=1

ak + β
n∑

k=1

bk = αsn + βtn. (8.1)

Also ist

∞∑

k=1

(αak + βbk) = lim
n→∞

rn = α lim
n→∞

sn + β lim
n→∞

tn = α

∞∑

k=1

ak + β

∞∑

k=1

bk

nach den Grenzwertsätzen für Folgen in Satz 7.12.

Außerdem gelten für konvergente Reihen die folgenden Aussagen.

Satz 8.7. Es sei (
∑n

k=1 ak)n eine konvergente Reihe in R. Dann gilt:

(a) Für jedes ν ∈ N ist die Reihe (
∑n

k=ν ak)n ebenfalls konvergent.

(b) Die Folge gegeben durch rν :=
∑∞

k=ν ak, ν ∈ N, ist eine Nullfolge.

(c) Die Folge (an)n konvergiert gegen 0.

Beweis. Wir setzen wieder sn :=
∑n

k=1 ak, n ∈ N, und s := limn→∞ sn =
∑∞

k=1 ak.

(a) Sei ν ∈ N. Für jedes m ∈ N mit m ≥ ν betrachten wir die Partialsummen
σm =

∑m
k=ν ak. Dann gilt

σm =
m∑

k=1

ak −
ν−1∑

k=1

ak = sm − sν−1.

Die Folge auf der rechten Seite der Gleichung ist für m → ∞ konvergent,
also konvergiert auch (σm)m mit σm → s− sν−1 (m→∞).

(b) Nach dem vorherigen Punkt gilt rν = s − sν−1 für jedes ν ∈ N. Da
limν→∞ sν−1 = s gilt, ist damit (rν)ν eine Nullfolge.

(c) Hierzu beobachten wir, dass an = sn − sn−1 für jedes n ∈ N gilt. Daraus
folgt limn→∞ an = limn→∞(sn − sn−1) = s− s = 0.

Warnung 8.8. In (c) im obigen Satz gilt die Umkehrung nicht, wie das Beispiel
der harmonischen Reihe, vgl. Beispiel 8.4 (d), zeigt.
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8. Reihen

8.2. Absolute Konvergenz und der Riemannsche
Umordnungssatz

Im Folgenden betrachten wir insbesondere Reihen, deren Summanden teils positi-
ves und teils negatives Vorzeichen haben. Diese haben es leichter zu konvergieren
als Reihen, deren Summanden ein konstantes Vorzeichen haben, da sich Bei-
träge der positiven und der negativen Summanden gegenseitig wegheben können.
Dabei können allerdings Überraschungen passieren. Diese guten und schlechten
Eigenschaften solcher Reihen wollen wir in diesem Abschnitt beleuchten.
Als Modellfall betrachten wir zuerst sogenannte alternierende Reihen, bei denen
die Summanden abwechselnd positiv und negativ sind.

Beispiel 8.9. Durch Einbauen von alternierenden Vorzeichen in die harmoni-
schen Reihe, s. Beispiel 8.4 (d), ergibt sich die alternierende harmonische Reihe
mit Werten,

sn :=
n∑

k=1

(−1)k+1

k
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− . . . (−1)n+1 1

n
.

Abbildung 8.1 zeigt die ersten Partialsummen dieser Reihe. Das sieht sehr konver-
gent aus und wir wollen im Folgenden zeigen, dass die alternierende harmonische
Reihe im Gegensatz zur harmonischen Reihe tatsächlich konvergent ist.

Abbildung 8.1.: Die ersten dreißig Partialsummen der alternierenden harmoni-
schen Reihe.

Wir setzen dazu an := (−1)n+1/n für jedes n ∈ N.
Betrachten wir nur die geraden n, so finden wir

sn+2 = sn + an+1 + an+2 = sn +
1

n+ 1
− 1

n+ 2︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ sn.
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Die Teilfolge (s2n)n von (sn)n ist also monoton wachsend. Analog erkennen wir,
dass die Teilfolge (s2n−1)n der ungeraden Folgenglieder monoton fällt. Außerdem
gilt für jedes n ∈ N

s2n+1 = s2n + a2n+1 = s2n +
1

2n+ 1
≥ s2n,

d. h. die ungeraden Folgenglieder liegen immer oberhalb des vorhergehenden ge-
raden Folgenglieds. Setzen wir diese beiden Einsichten zusammen, bekommen wir
für alle n ∈ N.

s2 ≤ s4 ≤ . . . ≤ s2n ≤ s2n+1 ≤ . . . ≤ s3 ≤ s1.

Somit sind beide Teilfolgen auch beschränkt, die der geraden Folgenglieder nach
oben durch s1 und die der ungeraden nach unten durch s2. Nach dem Monotonie-
Kriterium sind daher beide Teilfolgen konvergent. Wir setzen s := limn→∞ s2n

und σ := limn→∞ s2n−1.
Nehmen wir uns noch einmal die Identität s2n+1 = s2n + a2n+1 vor und lassen
darin n nach∞ streben, so gelangen wir wegen limn→∞ an = 0 zu der Erkenntnis
σ = s+ 0, also σ = s.
Sei nun ε > 0 gegeben. Dann gilt für fast alle k ∈ N sowohl s2k ∈ Uε(s) als auch
s2k−1 ∈ Uε(s). Da aber jede natürliche Zahl entweder gerade oder ungerade ist,
liegt damit sk ∈ Uε(s) für fast alle k ∈ N und wir haben gezeigt, dass die Reihe
konvergent ist.

Schaut man sich die Argumentation in obigem Beispiel an, so stellt man fest,
dass die konkrete Formel für die Folgenglieder an gar nicht verwendet wurde,
sodass diese Vorgehensweise ohne Mühe auf viele andere alternierende Reihen
übertragen werden kann. In diesem Sinne können Sie den Beweis des folgenden
Konvergenzkriteriums für Reihen mit alternierenden Vorzeichen selbst führen.

Satz 8.10 (Leibniz-Kriterium). Es sei (an)n eine monotone Folge und es gelte
limn→∞ an = 0. Dann ist die Reihe

(∑n
k=1(−1)kak

)
n

konvergent.

Als Nächstes wollen wir untersuchen, ob und wie sich das Umordnen von Folgen-
gliedern auf die Konvergenz einer Folge und der zugehörigen Reihe auswirkt. Wir
definieren zunächst, was mit Umordnen gemeint ist.

Definition 8.11. Es sei (an)n eine reelle Folge und ϕ : N → N eine bijekti-
ve Abbildung. Wir setzen bn := aϕ(n) für jedes n ∈ N. Dann heißt die Folge
(bn)n eine Umordnung von (an)n und die Reihe (

∑n
k=1 bk)n eine Umordnung von

(
∑n

k=1 ak)n.

Bemerkung 8.12. Wegen der Bijektivität der Abbildung ϕ existiert die Um-
kehrabbildung ϕ−1 mit ϕ(ϕ−1(n)) = n für jedes n ∈ N und sie ist ebenfalls
bijektiv. Damit lässt sich jede Umordnung rückgängig machen. Außerdem ist
bϕ−1(n) = aϕ(ϕ−1(n)) = an, d. h. wann immer (bn)n eine Umordnung von (an)n ist,
ist auch (an)n eine Umordnung von (bn)n.

73



8. Reihen

An der Konvergenz von Folgen ändert Umsortieren nichts, wie der folgende Satz
zeigt.

Satz 8.13. Es sei (an)n eine konvergente reelle Folge und (bn)n eine Umordnung
von (an)n. Dann ist auch (bn)n konvergent und es gilt limn→∞ bn = limn→∞ an.

Beweis. Es sei ϕ : N→ N die zur Umordnung gehörige bijektive Abbildung, d. h.
es gilt bn = aϕ(n) für alle n ∈ N. Wir setzen a := limn→∞ an und geben ein ε > 0
vor. Dann gibt es ein n∗ ∈ N, sodass |an − a| < ε für alle n ≥ n∗ gilt.

Nun muss es ein n0 ∈ N geben mit ϕ(n) ≥ n∗ für alle n ≥ n0, denn wäre das
nicht der Fall, so gäbe es unendlich viele n ∈ N mit ϕ(n) ∈ {1, 2, . . . , n∗− 1} und
das stünde im Widerspruch zur Bijektivität von ϕ. Nehmen wir uns ein solches
n0 her, so haben wir für alle n ≥ n0, dass ϕ(n) ≥ n∗ ist, und damit ist für alle
n ≥ n0

|bn − a| = |aϕ(n) − a| < ε.

Also konvergiert (bn)n ebenfalls gegen a.

Bei Reihen ist die Situation komplizierter. Wir geben Reihen, deren Konvergenz
von der Reihenfolge der Summanden unabhängig ist, eine eigene Bezeichnung.

Definition 8.14. Eine konvergente Reihe heißt unbedingt konvergent, wenn jede
ihrer Umordnungen auch konvergent ist und alle Umordnungen denselben Reihen-
wert besitzen.

Ist eine konvergente Reihe nicht unbedingt konvergent, so heißt sie bedingt kon-
vergent.

Wir werden gleich sehen, dass es bedingt konvergente Reihen gibt. Zuerst defi-
nieren und untersuchen wir noch einen dazu ganz verwandten Begriff.

Definition 8.15. Eine Reihe (
∑n

k=1 ak)n heißt absolut konvergent, wenn die
Reihe (

∑n
k=1 |ak|)n konvergiert.

Es ist wenig überraschend, dass absolute Konvergenz ist ein stärkerer Begriff ist
als Konvergenz:

Satz 8.16. Es sei (
∑n

k=1 ak)n eine absolut konvergente Reihe. Dann ist sie kon-
vergent und es gilt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

∣∣∣
∞∑

k=1

ak

∣∣∣ ≤
∞∑

k=1

|ak|. (8.2)

Beweis. Wir verwenden das Cauchy-Kriterium aus Satz 8.5. Sei dazu ε > 0
gegeben. Dann gibt es dank der absoluten Konvergenz ein n0 ∈ N, sodass für alle
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8.2. Absolute Konvergenz und der Riemannsche Umordnungssatz

n,m ∈ N mit m > n > n0 gilt
∑m

k=n+1 |ak| < ε. Mit der Dreiecksungleichung gilt
dann sofort für alle m > n > n0 auch

∣∣∣
m∑

k=n+1

ak

∣∣∣ ≤
m∑

k=n+1

|ak| < ε.

Also ist die Reihe nach dem Cauchy-Kriterium konvergent.
Setzen wir sn :=

∑n
k=1 ak und σn :=

∑n
k=1 |ak| für jedes n ∈ N, so erhalten wir wie

oben mit der Dreiecksungleichung |sn| ≤ σn für alle n und damit im Grenzwert
n→∞ ∣∣∣

∞∑

k=1

ak

∣∣∣ =
∣∣ lim
n→∞

sn
∣∣ = lim

n→∞
|sn| ≤ lim

n→∞
σn =

∞∑

k=1

|ak|.

Bemerkung 8.17. (a) Jede absolut konvergente Reihe in R ist konvergent,
aber die Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel der alternierenden harmo-
nischen Reihe zeigt.

(b) Ist (an)n eine Folge mit an ≥ 0 für alle n ∈ N und ist die Reihe über (an)n
konvergent, so ist sie auch absolut konvergent.

Der nächste Satz zeigt uns, dass absolut konvergente Reihen auch unbedingt
konvergent sind. Ihr Konvergenzverhalten ist also gegen Umordnen immun.

Satz 8.18. Eine absolut konvergente Reihe ist auch unbedingt konvergent.

Beweis. Sei (
∑n

k=1 ak)n eine absolut konvergente Reihe und (bn)n eine Umord-
nung von (an)n. Wir behandeln zunächst den Spezialfall, dass an ≥ 0 für alle
n ∈ N gilt und betrachten die Partialsummen σn :=

∑n
k=1 bk, n ∈ N. Ist j ∈ N

vorgegeben, so können wir uns dazu wie im Beweis von Satz 8.13 ein N ∈ N ver-
schaffen, für das {b1, b2, . . . , bj} ⊆ {a1, a2, . . . , aN} gilt. Da alle Folgenglieder von

(an)n positiv sind, folgern wir daraus, dass σj ≤
∑N

k=1 ak ist. Wir machen diesen
Ausdruck noch größer, indem wir weitere positive Summanden dazu addieren,
und erhalten für alle j ∈ N

σj ≤
N∑

k=1

ak ≤
∞∑

k=1

ak =: s. (8.3)

Damit ist die Partialsummen-Folge (σn)n beschränkt und wegen der Positivität
der Summanden konvergiert die Reihe (

∑n
k=1 bk)n nach dem Monotonie-Kriterium,

vgl. Satz 8.5 (a). Somit gilt dank (8.3)

∞∑

n=1

bn = lim
n→∞

σn ≤ s.
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Nun ist aber wegen Bemerkung 8.12 auch (
∑n

k=1 ak)n eine Umordnung der Reihe
über (bn)n. Man kann damit obigen Beweis mit vertauschten Rollen von (an)n
und (bn)n noch einmal führen und erhält dann die umgekehrte Ungleichung s ≤∑∞

n=1 bn. Also sind die beiden Reihenwerte gleich.
Es bleibt noch der Fall einer Folge (an)n zu betrachten, deren Folgenglieder belie-
bige Vorzeichen haben. Da nach Voraussetzung (

∑n
k=1 |ak|)n konvergent ist und

alle Summanden dieser Reihe positiv sind, ist nach dem ersten Teil dieses Bewei-
ses die Reihe (

∑n
k=1 |bk|)n konvergent und es gilt

∑∞
n=1 |bn| =

∑∞
n=1 |an|. Also ist

die Reihe über (bn)n absolut konvergent.
Es bleibt noch die Gleichheit der Reihenwerte für die Reihen ohne Betragsstriche
zu zeigen. Dazu setzen wir

ãn := an + |an|, b̃n := bn + |bn|, n ∈ N.

Dann gilt ãn ≥ 0 und b̃n ≥ 0 für alle n ∈ N und (b̃n)n ist eine Umordnung
von (ãn)n (mit der gleichen Funktion ϕ). Außerdem ist wegen der absoluten
Konvergenz von (

∑n
k=1 ak)n die Reihe (

∑n
k=1 ãk)n konvergent, ja sogar absolut

konvergent, denn alle Folgenglieder von (ãn)n sind positiv. Nun können wir für

die Reihe
(∑n

k=1 b̃k

)
n

wieder den schon bewiesenen Fall von oben verwenden und

wissen hiermit, dass auch diese Reihe absolut konvergiert und
∑∞

n=1 ãn =
∑∞

n=1 b̃n
gilt. Damit ergibt sich schließlich mit Satz 8.6,

∞∑

n=1

bn =
∞∑

n=1

(b̃n − |bn|) =
∞∑

n=1

b̃n −
∞∑

n=1

|bn| =
∞∑

n=1

ãn −
∞∑

n=1

|an|

=
∞∑

n=1

(ãn − |an|) =
∞∑

n=1

an.

Wir wollen jetzt zuerst zeigen, dass es Reihen gibt, die nur bedingt konvergent
sind, und dann, dass das genau diejenigen sind, die nicht absolut konvergieren.
Dazu benötigen wir eine Vorüberlegung.

Lemma 8.19. Es sei (
∑n

k=1 ak)n eine konvergente Reihe, die nicht absolut kon-
vergent ist. Setzen wir an,+ := max{an, 0} und an,− := min{an, 0} für jedes n ∈ N,
so divergiert (

∑n
k=1 ak,+)n bestimmt gegen ∞ und (

∑n
k=1 ak,−)n bestimmt gegen

−∞.

Beweis. Wir beobachten zuerst, dass für alle n ∈ N gilt

an − an,+ =

{
0, falls an ≥ 0,
an, falls an < 0,

}
= an,− (8.4)
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und

an,+ − an,− =

{
an, falls an ≥ 0,
−an falls an < 0,

}
= |an|. (8.5)

Wir nehmen an, dass die Reihe (
∑n

k=1 ak,+)n nicht bestimmt gegen∞ divergiert.
Da alle Summanden positiv sind, ist sie monoton wachsend. Die Annahme sagt
uns dann, dass diese beschränkt ist, sodass das Monotoniekriterium für Reihen
aus Satz 8.5 (a) die Konvergenz dieser Reihe liefert.
Nach Satz 8.6 ist dann wegen der Konvergenz von (

∑n
k=1 ak)n und dank (8.4)

auch (
∑n

k=1 ak,−)n konvergent mit

∞∑

k=1

ak,− =
∞∑

k=1

ak −
∞∑

k=1

ak,+. (8.6)

Nochmals Satz 8.6 zusammen mit (8.5) liefert die Konvergenz von (
∑n

k=1 |ak|)n
mit

∞∑

k=1

ak,+ −
∞∑

k=1

ak,− =
∞∑

k=1

|ak|, (8.7)

aber das war in der Voraussetzung ja gerade ausgeschlossen. Also divergiert
(
∑n

k=1 ak,+)n bestimmt gegen ∞.
Nimmt man an, dass die Reihe (

∑n
k=1 ak,−)n nicht bestimmt gegen−∞ divergiert,

kommt man analog zu einem Widerspruch.

Der folgende Satz liefert jetzt das verblüffende Verhalten von nicht absolut kon-
vergenten Reihen unter Umordnung.

Satz 8.20 (Riemannscher Umordnungssatz). Es sei (
∑n

k=1 ak)n eine konvergente
Reihe, die nicht absolut konvergiert. Dann gibt es für jedes S ∈ R ∪ {∞,−∞}
eine Umordnung (bn)n von (an)n mit

∑∞
n=1 bn = S.

Bemerkung 8.21. (a) Der Satz besagt nicht nur, dass man beim betrachteten
Typ von Reihen durch Umordnen den Reihenwert ändern kann, sondern
dass man allein durch Umordnen jeden beliebigen Reihenwert ansteuern
kann, ja sogar eine divergente Reihe erzeugen kann. Außerdem bedeutet
dieser Satz, dass es bedingt konvergente Reihen gibt, z. B. die alternierende
harmonische Reihe aus Beispiel 8.9.

(b) Der Satz kommt mit der Beweisidee:

Wir wollen die konvergente Reihe (
∑n

k=1 ak)n so umordnen, dass als Grenz-
wert S herauskommt und konzentrieren uns auf den Fall S ∈ [0,∞). Wegen
Lemma 8.19 muss unsere Reihe sowohl unendlich viele positive als auch un-
endlich viele strikt negative Summanden haben. Dementsprechend können
wir die Teilfolge (ank)k∈N aller positiven Summanden und die Teilfolge
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(am`)`∈N der strikt negativen Summanden betrachten. Nach Lemma 8.19
divergieren die zugehörigen Reihen bestimmt gegen ∞ bzw. −∞, mit

∞∑

k=1

ank =
∞∑

n=1

an,+ und
∞∑

`=1

am` =
∞∑

n=1

an,−.

Insbesondere können wir also jede beliebige positive Zahl durch Addition
endlich vieler positiver Summanden übertreffen, sowie jede beliebige nega-
tive Zahl durch Addition endlich vieler negativer Summanden unterbieten.

Das machen wir uns zu Nutze, um genau den Grenzwert S zu erreichen.
Man addiert zunächst die ersten positiven Summanden, solange bis S zum
ersten Mal überboten ist. Dann addiert man die ersten negativen Sum-
manden so lange, bis man zum ersten Mal wieder unterhalb von S ist.
Wir haben schon endlich viele positive Summanden verbraucht, aber auch
die verbliebene Restreihe der noch nicht verwendeten positiven Summan-
den muss noch bestimmt gegen ∞ divergieren, denn sonst wäre auch die
gesamte Reihe (

∑n
k=1 ak,+)

n
konvergent gewesen. Also haben wir noch be-

liebig viel positives
”
Baumaterial“ übrig und können wieder solange davon

addieren, bis wir zum ersten Mal wieder über S liegen. Auch das ist nach
endlich vielen Summanden der Fall.

So wechselt man immer Blöcke von positiven und negativen Summanden ab
und pendelt sich dabei immer näher auf S ein. Letzteres liegt daran, dass
nach Satz 8.7 (c) die Folge (an)n eine Nullfolge sein muss. Da im Verlauf
unserer Umordnerei die Summanden also betragsmäßig immer kleiner wer-
den, wird der Wert, um den wir S in jedem Block über- bzw. unterbieten,
immer näher an null rutschen.

Will man die Reihe so umordnen, dass sie bestimmt gegen ∞ divergiert,
so behält man die Grundkonstruktion bei. Man summiert aber in jedem
Schritt nicht, bis man über bzw. unter S ist, sondern man verschiebt diese
Marke im Verlauf der Zeit nach oben. Beispielsweise kann man addieren,
bis man über zwei ist, dann abziehen bis unter eins, addieren bis über drei,
abziehen bis unter zwei, addieren bis über vier, usw.

Beispiel 8.22. Wir betrachten die Umordnung der alternierenden harmonischen
Reihe, die man bekommt, wenn man immer einen positiven und zwei negative
Summanden abwechseln lässt, also

1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+

1

5
− 1

10
− 1

12
+ . . . .

Das Schöne an dieser speziellen Umordnung ist, dass man
”
nachrechnen“ kann,

wie der Reihenwert dadurch modifiziert wird. Jeder Dreierblock ist von der Form

1

2k − 1
− 1

2(2k − 1)
− 1

2(2k − 1) + 2
=

1

2

( 1

2k − 1
− 1

2k

)
(8.8)
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8.3. Kriterien für absolute Konvergenz

für k ∈ N. Damit bekommen wir für diese Umordnung

∞∑

k=1

( 1

2k − 1
− 1

2(2k − 1)
− 1

2(2k − 1) + 2

)
=
∞∑

k=1

1

2

( 1

2k − 1
− 1

2k

)

=
1

2

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ . . .

)
=

1

2

∞∑

n=1

(−1)n+1 1

n
.

Durch diese spezielle Umordnung wird der Wert der alternierenden harmonischen
Reihe damit halbiert.

Zum Schluss noch die abstrakte Zusammenfassung der Ergebnisse dieses Ab-
schnitts:

Korollar 8.23. Eine Reihe ist genau dann unbedingt konvergent, wenn sie absolut
konvergent ist.

Beweis. Jede konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe ist nach dem
Riemannschen Umordnungssatz bedingt konvergent. Die Kontraposition dieser
Erkenntnis liefert, dass jede unbedingt konvergente Reihe absolut konvergent ist.
Dass jede absolut konvergente Reihe unbedingt konvergiert, war der Inhalt von
Satz 8.18.

8.3. Kriterien für absolute Konvergenz

Die Untersuchung einer Reihe auf Konvergenz kann ein verzwicktes Problem dar-
stellen. In diesem Abschnitt wollen wir weitere Kriterien beweisen, die dabei
helfen können.

Satz 8.24. Es seien (an)n und (bn)n zwei reelle Folgen.

(a) Ist |an| ≤ bn für fast alle n ∈ N und konvergiert die Reihe (
∑n

k=1 bk)n, so
ist die Reihe (

∑n
k=1 ak)n absolut konvergent. (Majorantenkriterium)

Man nennt (bn)n dann eine konvergente Majorante von (an)n.

(b) Ist an ≥ bn ≥ 0 für fast alle n ∈ N und divergiert die Reihe (
∑n

k=1 bk)n, so
divergiert auch die Reihe (

∑n
k=1 ak)n. (Minorantenkriterium)

Man nennt (bn)n dann eine divergente Minorante von (an)n.

Beweis. (a) Nach Voraussetzung gibt es ein k ∈ N, sodass |an| ≤ bn für alle
n ≥ k gilt. Seien nun n,m ∈ N mit m > n > k gegeben. Dann gilt, da (bn)n
nach Voraussetzung positive Folgenglieder hat,

m∑

j=n+1

|aj| ≤
m∑

j=n+1

bj =
∣∣∣

m∑

j=n+1

bj

∣∣∣.
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8. Reihen

Zu gegebenem ε > 0 wird nach dem Cauchy-Kriterium der Ausdruck rechts
für hinreichend große n,m kleiner als ε. Damit ist für diese n,m auch der
Ausdruck links kleiner als ε und die Behauptung folgt aus dem Cauchy-
Kriterium.

(b) Den Beweis des Minorantenkriteriums können wir einfach auf das Majo-
rantenkriterium zurückspielen. Wenn wir annehmen, dass (

∑n
k=1 ak)n kon-

vergent ist, so wäre (an)n eine konvergente Majorante von (bn)n und so-
mit die Reihe (

∑n
k=1 bk)n konvergent, was ja nicht sein soll. Also divergiert

(
∑n

k=1 ak)n.

Wir wollen diese sehr nützlichen Kriterien an zwei Beispielen erproben.

Beispiel 8.25. (a) Es sei α ∈ Q mit 0 < α ≤ 1. Wir betrachten die Reihe

(
n∑

k=1

1

kα

)

n

.

Für alle n ∈ N gilt nα ≤ n und damit 1/nα ≥ 1/n. Da die Reihe (
∑n

k=1
1/k)

n

divergiert, ist (1/n)n eine divergente Minorante für unsere Reihe und diese
damit auch divergent.

Sobald die allgemeine Potenz nx für alle x ∈ R definiert ist, verallgemeinert
sich auch dieser Beweis sofort und die Aussage bleibt richtig für alle α ∈
(0, 1].

(b) Nun stellt sich die Frage, wie das Konvergenzverhalten der Reihe aus (a)
für Exponenten α aussieht, die größer als eins sind. Um eine Intuition zu
bekommen, untersuchen wir die Reihe

(
n∑

k=1

1

k2

)

n

der Quadratkehrwerte. Dazu zeigen wir mit Hilfe des Majorantenkriteriums,
dass die Reihe (

n∑

k=0

1

(k + 1)2

)

n

konvergiert. Dann konvergiert auch
(∑n

k=1
1
k2

)
n

(Indexverschiebung). Wir
beobachten dazu, dass für jedes n ∈ N gilt

1

(k + 1)2
≤ 1

k(k + 1)
.

Wir wissen aber seit Beispiel 8.4 (c), dass die Reihe über (1/k(k+1)) konver-
giert, also haben wir mit dieser Folge eine konvergente Majorante gefunden.
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8.3. Kriterien für absolute Konvergenz

Ein vollständiges Bild liefert der folgende Satz.

Satz 8.26. Ist α ∈ Q mit α > 1, so konvergiert die Reihe
(

n∑

k=1

1

kα

)

n

.

Beweis. Da alle Summanden der Reihe positiv sind, reicht es nach dem Mo-
notoniekriterium aus Satz 8.5 (a) aus, die Beschränktheit der Partialsummen
sn :=

∑n
k=1

1/kα, n ∈ N, zu zeigen. Zu gegebenem n ∈ N sei dazu j ∈ N mit
2j − 1 ≥ n gewählt. Damit ist

sn ≤ s2j−1 = 1 +
1

2α
+

1

3α︸ ︷︷ ︸
≤2· 1

2α

+
1

4α
+ · · ·+ 1

7α︸ ︷︷ ︸
≤4· 1

4α

+
1

8α
+ · · ·+ 1

15α︸ ︷︷ ︸
≤8· 1

8α

+ . . .

+
1

(2j−1)α
+ · · ·+ 1

(2j − 1)α︸ ︷︷ ︸
≤2j−1· 1

(2j−1)α

≤
j−1∑

k=0

2k

(2k)α
=

j−1∑

k=0

( 1

2α−1

)k
.

Setzt man q := 1/2α−1, so ist wegen α > 1 der Exponent positiv und deshalb 0 <
q < 1. Damit können wir mit Hilfe der geometrischen Reihe weiter abschätzen:

sn ≤
j−1∑

k=0

qk ≤
∞∑

k=0

qk =
1

1− q

und sind fertig.

Wir haben gesehen, dass es für die Konvergenz der Reihe notwendig ist, dass
über eine Nullfolge summiert wird, aber dass dies alleine kein hinreichendes Kri-
terium darstellt. Die Folgenglieder müssen sich in einem gewissen Sinne

”
schnell

genug“ der Null annähern. Wir brauchen also Techniken, um diese Annäherungs-
geschwindigkeit zu messen. Die zwei folgenden Sätze basieren auf dieser Idee.

Satz 8.27 (Wurzelkriterium). Es sei (an)n eine reelle Folge und

wn := n
√
|an|, n ∈ N.

(a) Ist die Folge (wn)n beschränkt und α := lim supn→∞wn, so ist die Reihe
(
∑n

k=1 ak)n absolut konvergent, wenn α < 1 ist, und divergent, falls α > 1
gilt.

(b) Ist die Folge (wn)n unbeschränkt, so divergiert die Reihe (
∑n

k=1 ak)n.
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8. Reihen

Bemerkung 8.28. Beachten Sie, dass dieser Satz im Falle α = 1 keine Aussage
trifft. Das ist kein Versehen, sondern nicht zu ändern, denn mit α = 1 gibt
es sowohl Folgen, für welche die Reihe konvergiert, als auch Folgen, für die sie
divergiert. Spuckt die Überprüfung dieses Kriteriums also α = 1 aus, muss man
sich etwas Neues einfallen lassen.

Beweis von Satz 8.27. Wir betrachten zunächst den Fall, dass die Folge ( n
√
|an|)n

beschränkt und α < 1 ist. Sei q ∈ (α, 1) fest gewählt. Dann gilt n
√
|an| ≤ q für fast

alle n ∈ N nach Satz 7.42, d. h. wir haben |an| ≤ qn für fast alle n ∈ N. Nun ist
aber wegen 0 < q < 1 die geometrische Reihe (

∑n
k=1 qk)n konvergent, und damit

haben wir eine konvergente Majorante für unsere Reihe gefunden. Das sichert die
absolute Konvergenz.
Ist α > 1 oder die Folge ( n

√
|an|)n sogar unbeschränkt, dann gibt es unendlich

viele n ∈ N, für die n
√
|an| ≥ 1 gilt. Das heißt aber, dass für diese n auch

|an| ≥ 1n = 1 gilt. Damit konvergiert die Folge (an)n sicher nicht gegen null, was
aber nach Satz 8.7 (c) eine notwendige Voraussetzung für die Konvergenz der
Reihe ist. Also divergiert die Reihe (

∑n
k=1 ak)n in diesen Fällen.

Wir betrachten wieder einige Beispiele für die Anwendung dieses Satzes, bei denen
wir auch sehen werden, dass im Fall α = 1 tatsächlich sowohl Konvergenz als auch
Divergenz der Reihe auftreten können.

Beispiel 8.29. (a) Für die harmonische Reihe ist an = 1/n und damit n
√
|an| =

1/ n√n. Diese Folge konvergiert gegen 1. Also ist für diese Reihe α = 1 und
sie ist nach Beispiel 8.4 (d) divergent.

(b) Für die Reihe (
∑n

k=1
1/k2)n gilt wegen limn→∞

n
√
n2 = limn→∞( n

√
n)2 = 12 =

1 genauso α = 1, aber wie wir bereits gesehen haben, ist die Reihe in diesem
Fall konvergent, vgl. Beispiel 8.25 (b).

(c) Wir betrachten die Reihe
(∑n

k=1
3k

k2+1

)
n
.

Es gilt 1 = n
√

1 ≤ n
√
n2 + 1 ≤ n

√
2n2 = n

√
2 n
√
n

2
. Mit Hilfe von Satz 7.17 und

dem Sandwich-Theorem aus Satz 7.14 erhalten wir also limn→∞
n
√
n2 + 1 =

1. Das impliziert mit an = 3n

n2+1

lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞

n
√

3n

n
√
n2 + 1

=
limn→∞ 3

limn→∞
n
√
n2 + 1

= 3.

Also ist α = 3 > 1 und damit die Reihe divergent.

(d) Wir untersuchen schließlich die Reihe (
∑n

k=1 ak)nmit

an :=





(1

2

)n
, falls n gerade,

(1

3

)n
, falls n ungerade.
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8.3. Kriterien für absolute Konvergenz

Dann gilt n
√
|an| = 1/2 für alle geraden n und n

√
|an| = 1/3 für alle ungeraden.

Der größte Häufungswert dieser Folge ist 1/2, also ist α = 1/2 < 1 und unsere
Reihe damit absolut konvergent.

Satz 8.30 (Quotientenkriterium). Es sei (an)n eine reelle Folge mit an 6= 0 für
alle n ∈ N und

qn :=
∣∣∣an+1

an

∣∣∣, n ∈ N.

Dann gilt:

(a) Ist die Folge (qn)n beschränkt und gilt

α := lim sup
n→∞

qn < 1,

so konvergiert die Reihe (
∑n

k=1 ak)n absolut.

(b) Ist qn ≥ 1 für fast alle n ∈ N, so divergiert die Reihe (
∑n

k=1 ak)n.

Beweis. (a) Wie im Beweis des Wurzelkriteriums wählen wir ein q ∈ (α, 1) und
folgern, dass qn ≤ q für fast alle n ∈ N gilt. Sei also n0 ∈ N so gewählt,
dass für alle n ≥ n0 gilt qn ≤ q. Für all diese n haben wir dann

|an+1|
|an|

=
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = qn ≤ q.

Also ist |an+1| ≤ q|an| für alle n ≥ n0 und wir bekommen

|an| ≤ q|an−1| ≤ q2|an−2| ≤ · · · ≤ qn−n0|an0 |.

Wegen qn−n0|an0 | =
|an0 |
qn0

qn konvergieren die zugehörigen Partialsummen als
geometrische Reihe mit Grenzwert

∞∑

n=1

qn−n0|an0| =
|an0|
qn0

1

1− q .

Damit haben wir eine konvergente Majorante gefunden und die Reihe über
(an)n konvergiert absolut nach dem Majorantenkriterium.

(b) Sei k ∈ N so groß, dass qn = |an+1|/|an| ≥ 1 für alle n ≥ k gilt. Dann ist

|ak+1| ≥ |ak|, |ak+2| ≥ |ak+1| ≥ |ak|, |ak+3| ≥ |ak+2| ≥ |ak|, . . .

und allgemein |ak+j| ≥ |ak| > 0 für alle j ∈ N. Damit kann (an)n wieder
keine Nullfolge sein, d. h. die Reihe über (an)n ist divergent.

Bemerkung 8.31. Ist (an)n eine reelle Folge, für die die Folge (qn)n aus dem
Quotientenkriterium konvergiert und gilt limn→∞ qn > 1, so ist die Reihe über
(an)n divergent. Warum?
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8. Reihen

Beispiel 8.32. Als Beispielanwendung für das Quotientenkriterium untersuchen
wir für jedes x ∈ R die Reihe (

n∑

k=0

xk

k!

)

n

.

Für x = 0 besteht die Reihe nur aus einem Summanden und ist daher offensicht-
lich konvergent. Weiterhin ist die Konvergenz für x = 1 nach Satz 7.25 schon
bekannt. Sei x 6= 0. Dann ist jeder Summand von null verschieden, sodass wir
das Quotientenkriterium anwenden können. In diesem Fall ist an = xn/n! und wir
erhalten

qn =
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ =
∣∣∣ xn+1

(n+ 1)!
· n!

xn

∣∣∣ =
|x|
n+ 1

−→ 0 (n→∞).

Damit ist lim supn→∞ qn = 0, d. h. die Reihe ist absolut konvergent und zwar für
jedes beliebige x ∈ R.

Das Ergebnis des vorhergehenden Beispiels ermöglicht die folgende Definition.

Definition 8.33. Wir nennen die Reihe
(∑n

k=0
xk/k!

)
n
. Exponentialreihe und

definieren die Exponentialfunktion exp : R→ R durch

exp(x) :=
∞∑

n=0

xn

n!
, x ∈ R.

Im weiteren Verlauf werden wir zeigen, dass der Name dieser Funktion insofern
gerechtfertigt ist, als er = exp(r) für alle r ∈ Q gilt. Die Setzung ex := exp(x) für
beliebiges x ∈ R liefert uns also eine Option (nicht unbedingt die naheliegende),
um mit Hilfe des noch zu definierenden Logarithmus allgemeine Potenzen mit
reellen Exponenten zu definieren.

8.4. Das Cauchyprodukt

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit dem Produkt von Reihen. Dabei
werden unsere Überlegungen zu Umordnungen von Reihen ihre Macht entfalten.
Sollen zwei Reihen (

∑n
k=0 ak)n und (

∑n
k=0 bk)n multipliziert werden, so erhält

man

1) zuerst eine Folge (Sn)n, die aus den Produkten der Partialsummen entsteht:

Sn :=

(
n∑

k=0

ak

)(
n∑

k=0

bk

)
=

n∑

j=0

n∑

k=0

ajbk.

Insbesondere ist noch nicht ganz klar, inwiefern es sich bei diesem Produkt
auch um eine Reihe handelt. Sind beide Reihen konvergent, dann ist es auch
(Sn)n nach Satz 7.12, mit Grenzwert

lim
n→∞

Sn =
( ∞∑

n=0

an

)( ∞∑

n=0

bn

)
. (8.9)
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8.4. Das Cauchyprodukt

2) Multipliziert man die
”
unendlichen Summen“ formal aus, so erhält man die

Produkte der Form ajbk mit j, k ∈ N0 je genau einmal. Ordnet man all
diese Produkte in einer Folge (pn)n≥0 an, wobei jedes einzelne ajbk genau
einmal vorkommt, so erhält man eine sogenannte Produktreihe (

∑n
k=0 pk)n

von (
∑n

k=0 ak)n und (
∑n

k=0 bk)n. Präziser formuliert bekommt man eine
solche Produktreihe, indem man eine bijektive Abbildung Φ : N0×N0 → N0

wählt und pΦ(j,k) = ajbk für alle Paare j, k ∈ N0 setzt. Die Funktion Φ kann
man oft nicht gut explizit angeben, aber das folgende Beispiel zeigt zwei
Möglichkeiten am Bild.

Beispiel 8.34. Wir geben zwei Beispiele für die Anordnungen der Produkte. Da-
zu schreiben wir uns die zu nummerierenden Summanden in ein Matrix-Schema
und nummerieren auf verschiedenen Wegen:

(a) Anordnung nach Diagonalen:

a0b0 a0b1 a0b2 . . .

↙ ↙ ↙
a1b0 a1b1 a1b2 . . .

↙ ↙
a2b0 a2b1 a2b2 . . .

...↙ ...
...

Wir wählen also

p0 = a0b0, p1 = a0b1, p2 = a1b0, p3 = a0b2, p4 = a1b1, p5 = a2b0, . . .

(b) Anordnung nach Quadraten:

a0b0 a0b1 a0b2 . . .

↓ ↓
a1b0 ← a1b1 a1b2 . . .

↓
a2b0 ← a2b1 ← a2b2 . . .

...
...

...

Wir wählen also

p0 = a0b0, p1 = a0b1, p2 = a1b1, p3 = a1b0, p4 = a0b2, p5 = a1b2, . . .

Dank Satz 8.23 können wir hoffen, dass es zumindest für absolut konvergente
Reihen egal ist, wie die Summanden im Produkt angeordnet werden. Tatsächlich
gilt das folgende Resultat.
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8. Reihen

Satz 8.35. Es seien (
∑n

k=0 ak)n und (
∑n

k=0 bk)n zwei absolut konvergente Reihen
und (

∑n
k=0 pk)n irgendeine ihrer Produktreihen. Dann konvergiert auch (

∑n
k=0 pk)n

absolut und es gilt
∞∑

n=0

pn =
( ∞∑

n=0

an

)( ∞∑

n=0

bn

)
.

Beweis. In einem ersten Schritt zeigen wir die Behauptung für den speziellen Fall
der Anordnung nach Quadraten wie oben in (b). So anzufangen ist logisch, weil
das dem Produkt 1), für das wir aus 8.9 schon den Grenzwert kennen, am meisten
entspricht, denn es ist ja

Sn =
n∑

j=0

n∑

k=0

ajbk =
n2+2n∑

k=0

pk,

wenn die Anordnung (pn)n wie in (b) gewählt ist. Das liegt daran, dass das
Quadrat bis zum n-ten Index von ak und bk genau die (n + 1)2 = n2 + 2n + 1
Einträge p0, p1, . . . , pn2+2n hat. Wir setzen sn :=

∑n
k=0 pk und σn :=

∑n
k=0 |pk|.

Wir wählen ein n ∈ N0 fix und betrachten alle Summanden von σn. Dann gilt
wegen n ≤ n2+2n, der Positivität der Summanden und der absoluten Konvergenz
der Reihen:

σn =
n∑

k=0

|pk| ≤
( n∑

k=0

|ak|
)( n∑

k=0

|bk|
)
≤
( ∞∑

k=0

|ak|
)( ∞∑

k=0

|bk|
)
.

Also ist die Folge (σn)n beschränkt. Nach dem Monotoniekriterium für Reihen ist
damit die Reihe (

∑n
k=0 pk)n = (sn)n absolut konvergent und insbesondere auch

konvergent. Da (sn2+2n)n eine konvergente Teilfolge von (sn)n ist, hat auch (sn)n
den Grenzwert

∞∑

n=0

pn =
( ∞∑

n=0

an

)( ∞∑

n=0

bn

)
.

Wäre schließlich eine andere Produktreihe von (
∑n

k=0 ak)n und (
∑n

k=0 bk)n gege-
ben, so wäre diese eine Umordnung von (

∑n
k=0 pk)n und die Behauptung folgt

aus Satz 8.23.

Die Bedeutung von Satz 8.35 liegt darin, dass wir jetzt alternativ aufsummieren
können, um Aufschluss über den Grenzwert zu erhalten. Insbesondere hat die
Summation über die Diagonalen, etwa wie oben in (a), eine schöne Struktur und
einen eigenen Namen:

Definition 8.36. Es seien zwei Reihen (
∑n

k=0 ak)n und (
∑n

k=0 bk)n gegeben.
Dann heißt die Reihe

( n∑

k=0

k∑

j=0

ajbk−j

)
n

das Cauchy-Produkt von (
∑n

k=0 ak)n und (
∑n

k=0 bk)n.
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8.4. Das Cauchyprodukt

Satz 8.37. Sind (
∑n

k=0 ak)n und (
∑n

k=0 bk)n zwei absolut konvergente Reihen, so
ist das Cauchy-Produkt der beiden ebenfalls absolut konvergent mit Reihenwert

∞∑

n=0

n∑

k=0

akbn−k =
( ∞∑

n=0

an

)( ∞∑

n=0

bn

)
.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich sofort aus Satz 8.35 und dem folgenden
Lemma über stückweises Aufsummieren, weil die Summanden

∑k
j=0 ajbk−j des

Cauchy-Produkts ja die Summen über die Diagonalen im Bild in (a) sind.

Lemma 8.38. Es sei (
∑n

k=0 ak)n konvergent und (n1, n2, n3, . . . ) eine streng mo-
noton wachsende Folge in N0. Setzen wir

b0 :=

n1∑

k=0

ak

und für jedes j ∈ N

bj =

nj+1∑

nj+1

ak,

so ist auch die Reihe (
∑n

k=0 bk)n konvergent und es gilt

∞∑

n=0

bn =
∞∑

n=0

an.

Beweis. Für jedes n ∈ N setzen wir sn :=
∑n

j=0 aj, σn :=
∑n

j=0 bj und s :=
limn→∞ sn. Dann gilt für jedes j ∈ N

σj =

nj+1∑

k=0

ak = snj+1
.

Also ist (σj)j eine Teilfolge von (sn)n und da diese konvergiert, gilt insbesondere
auch σn → s (n→∞), was die Behauptung beweist.

Wir wollen das Cauchy-Produkt nun verwenden, um einen weiteren Grenzwert
zu bestimmen:

Beispiel 8.39. Für jedes q ∈ (−1, 1) ist die geometrische Reihe
(∑∞

k=0 q
k
)
n

absolut konvergent, also erhalten wir für diese q auch:

lim
n→∞

n∑

k=0

(k + 1)qk = lim
n→∞

n∑

k=0

qk
k∑

j=0

1 = lim
n→∞

n∑

k=0

k∑

j=0

qk = lim
n→∞

n∑

k=0

k∑

j=0

qjqk−j

Cauchy−Produkt
=

( ∞∑

n=0

qn
)( ∞∑

n=0

qn
)

=
( 1

1− q
)2
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8. Reihen

Abschließend verwenden wir das Cauchyprodukt, um die folgenden grundlegeden
Eigenschaften der Exponentialfunktion zu zeigen.

Satz 8.40. (a) Es ist exp(0) = 1 und exp(1) = e.

(b) Für alle x, y ∈ R gilt exp(x) exp(y) = exp(x+ y). (Funktionalgleichung der
Exponentialfunktion)

(c) Für alle x ∈ R ist exp(x) > 0 und exp(x)−1 = exp(−x).

(d) Für alle r ∈ Q gilt exp(r) = er.

(e) Die Funktion exp : R → R ist streng monoton wachsend, d. h. für alle
x, y ∈ R mit x < y gilt exp(x) < exp(y).

Beweis. (a) exp(0) = 1 ist klar und exp(1) = e ergibt sich aus der Definition
der Eulerzahl in Definition 7.26 und Satz 7.25.

(b) Es seien x, y ∈ R. Dann sind die Werte exp(x) und exp(y) der Exponen-
tialfunktion durch absolut konvergente Reihen gegeben. Wir erhalten also
mit dem Cauchyprodukt, vgl. Satz 8.37:

exp(x) exp(y) =
( ∞∑

n=0

xn

n!

)( ∞∑

n=0

yn

n!

)
=
∞∑

n=0

cn,

wobei

cn =
n∑

k=0

xk

k!
· yn−k

(n− k)!

ist. Mit Hilfe der Binomialformel gilt

cn =
1

n!

n∑

k=0

n!

k!(n− k)!
xkyn−k =

1

n!

n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k =

1

n!
(x+ y)n

Setzen wir das wieder oben ein, erhalten wir

exp(x) exp(y) =
∞∑

n=0

cn =
∞∑

n=0

1

n!
(x+ y)n = exp(x+ y).

(c) Mit Hilfe der ersten beiden Punkte gilt für alle x ∈ R

1 = exp(0) = exp(x− x) = exp(x) exp(−x).

Also gilt exp(x) 6= 0 und exp(−x) = exp(x)−1. Um die Positivität von
exp(x) nachzuweisen, betrachten wir zunächst den Fall x ≥ 0. Dann gilt

exp(x) = 1 +
∞∑

n=1

xn

n!
≥ 1 > 0.

Ist x < 0, so ist exp(x) = exp(−x)−1 > 0, da −x > 0 ist.
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8.5. Potenzreihen

(d) Zunächst ist exp(0) = 1 = e0. Sei nun n ∈ N. Dann gilt mit der Funktio-
nalgleichung

exp(n) = exp(1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n Stück

) = (exp(1))n = en

und genauso

e = exp(1) = exp
(
n · 1

n

)
=
(

exp
( 1

n

))n
.

Also ist exp(1/n) = e1/n. Somit gilt für strikt positive rationale Zahlen r :=
m/n mit n,m ∈ N die Gleichung

exp(r) = exp

(
1

n
+ · · ·+ 1

n︸ ︷︷ ︸
m Stück

)
=
(

exp
( 1

n

))m
=
(
e
1/n
)m

= e
m/n = er.

Ist r ∈ Q kleiner als null, so ist −r > 0 und es gilt exp(r) = exp(−r)−1 =
(e−r)−1 = er.

(e) Es seien x, y ∈ R mit x < y gegeben. Dann ist y−x > 0 und damit gilt wie
im den Beweis von (c) exp(y − x) > 1. Damit ist

1 < exp(y − x) = exp(y) exp(−x) =
exp(y)

exp(x)
,

also exp(y) > exp(x).

Wir definieren die Werte von ex für nichtrationale Exponenten nun mit Hilfe der
Exponentialfunktion.

Definition 8.41. Für alle x ∈ R schreiben wir ex := exp(x).

8.5. Potenzreihen

Definition 8.42. Es sei (an)n≥0 eine Folge in R und x0 ∈ R. Eine Reihe der
Form (

n∑

k=0

ak(x− x0)k

)

n

heißt Potenzreihe in R mit Entwicklungspunkt x0.

Hier ist zu beachten, dass wieder auch der Grenzwert, wenn er existiert,

∞∑

n=0

an(x− x0)n = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + a3(x− x0)3 + . . . , x ∈ R,
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8. Reihen

Potenzreihe genannt wird. Für alle x ∈ R, für die dieser Grenzwert existiert, wird
durch

x 7→
∞∑

n=0

an(x− x0)n (8.10)

die zugehörige reelle Funktion definiert.

Zwei Beispiele von Potenzreihen mit Entwicklungspunkt null sind durch die Ex-
ponentialfunktion (Beispiel 8.32) und die geometrische Reihe (Beispiel 8.4 (b))
gegeben. Wir wollen eine allgemeine Theorie solcher Reihen entwickeln. Jede Po-
tenzreihe konvergiert an ihrem Entwicklungspunkt, also für x = x0. Zur weiteren
Untersuchung der Konvergenz einer Potenzreihe dient der folgende Satz, der sich
aus dem Wurzelkriterium ableitet.

Satz 8.43 (Satz von Hadamard). Es sei
(∑n

k=0 ak(x− x0)k
)
n

eine Potenzreihe.
Dann gilt:

(a) Ist die Folge ( n
√
|an|) unbeschränkt, so konvergiert die Potenzreihe nur für

x = x0.

(b) Ist die Folge ( n
√
|an|) beschränkt und % := lim supn→∞

n
√
|an| = 0, so kon-

vergiert die Potenzreihe für alle x ∈ R absolut.

(c) Ist die Folge ( n
√
|an|) beschränkt und % > 0, so ist die Potenzreihe für

alle x ∈ R mit |x − x0| < 1/% absolut konvergent und für alle x ∈ R mit
|x− x0| > 1/% divergent.

Beweis. Wir zeigen zunächst (a). Dazu nehmen wir uns ein x 6= x0. Dann ist
n
√
|an(x− x0)n| = |x − x0| n

√
|an| für jedes n ∈ N und diese Folge ist nach Vor-

aussetzung unbeschränkt. Damit folgt die Divergenz der Reihe aus dem Wurzel-
kriterium (Satz 8.27).

Auch (b) und (c) ergeben sich aus dem Wurzelkriterium, denn hier gilt

lim sup
n→∞

n
√
|an(x− x0)n| = lim sup

n→∞
|x− x0| n

√
|an| = |x− x0| · %.

Ist % = 0, so ist dieser Wert immer null und damit kleiner als eins und wir
bekommen die Aussage in (b). Ist % > 0, so ist der betrachtete Limes superior, je
nachdem, ob |x− x0| < 1/% oder |x− x0| > 1/% gilt, größer oder kleiner als 1, was
nach dem Wurzelkriterium genau absolute Konvergenz von Divergenz der Reihe
trennt. Das liefert (c).

Die Zahl 1/% aus obigem Satz enthält also wesentliche Informationen zur Konver-
genz der Potenzreihe. Sie ist damit eine charakteristische Größe, die einen Namen
verdient hat.
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8.5. Potenzreihen

Definition 8.44. Es sei
(∑n

k=0 ak(x− x0)k
)
n

eine Potenzreihe und im Falle,

dass ( n
√
|an|) beschränkt ist, % wie in Satz 8.43. Dann heißt die Zahl

r :=





0, falls in obigem Satz (a) gilt,

∞, falls in obigem Satz (b) gilt,

1

%
, falls in obigem Satz (c) gilt,

der Konvergenzradius der Potenzreihe.

Die Funktion in 8.10 ist also nach Satz 8.43 nur auf {x0}, auf ganz R, oder auf
einem Intervall I mit

(x0 − r, x0 + r) ⊆ I ⊆ [x0 − r, x0 + r]

definiert. Insbesondere zeigt der Satz von Hadamard auch, dass r der eindeuti-
ge maximale Wert ist, für den das gilt. Der Konvergenzradius kann oft wie im
Satz von Hadamard durch das Wurzelkriterium bestimmt werden, aber alternativ
natürlich auch durch andere Argumente, die die Struktur der Reihe nutzen.
Wir betrachten einige Beispiele, die verdeutlichen, dass am Rand des Konver-
genzintervalls alles passieren kann. Dazu betrachten wir, der Übersichtlichkeit
halber, Reihen mit Entwicklungspunkt null.

Beispiel 8.45. (a) Wir beginnen mit an := 1, n ∈ N0, d. h. der Potenzreihe

(
n∑

k=0

xk

)

n

.

Das ist die geometrische Reihe aus Beispiel 8.4 (b) und insofern ist es auch
nicht verwunderlich, dass hier wegen lim supn→∞

n
√
|an| = lim supn→∞ 1 = 1

der Konvergenzradius 1 ist. D. h. diese Potenzreihe konvergiert, wie wir
schon wissen, absolut für |x| < 1 und divergiert für |x| > 1. Über das
Konvergenzverhalten am Rand des Konvergenzintervalls gibt der Konver-
genzradius keine Auskunft. Aber wir wissen schon, dass diese sowohl für
x = −1 als auch für x = 1 divergiert.

(b) Nun sei an = 1/n, n ∈ N, wir betrachten also

(
n∑

k=1

xk

k

)

n

.

Auch hier ist der Konvergenzradius 1, denn

lim sup
n→∞

n

√
1

n
= lim sup

n→∞

1
n
√
n

=
1

limn→∞
n
√
n

= 1.
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8. Reihen

Damit konvergiert diese Reihe für x ∈ (−1, 1) absolut und divergiert für
|x| > 1. An den Rändern des Intervalls (−1, 1) erhalten wir für x = 1
genau die harmonische Reihe (divergent) und für x = −1 die alternierende
harmonische Reihe (konvergent, aber nicht absolut konvergent), sodass wir
Konvergenz für alle x ∈ [−1, 1) und Divergenz für alle anderen x haben.

(c) Schließlich nehmen wir an = 1/n2, d. h. die Potenzreihe

(
n∑

k=1

xk

k2

)

n

.

Für diese ist ebenso der Konvergenzradius 1, aber diese Reihe konvergiert
an beiden Randpunkten des Konvergenzintervalls, denn für x = 1 erhalten
wir die nach Beispiel 8.25 (b) konvergente Reihe über 1/n2 und für x = −1
die nach dem Leibniz-Kriterium konvergente Reihe

∑∞
n=1

(−1)n/n2. Also ist in
diesem Fall das Konvergenzintervall der Potenzreihe [−1, 1] und wir haben
Divergenz für alle x ∈ R mit |x| > 1.

Beispiel 8.46. Es kommt immer mal wieder vor, dass in einer Potenzreihe nicht
alle Potenzen vorkommen, wie z. B. in

(
n∑

k=0

2k+1

3k
x3k

)

n

.

Will man dann den Satz von Hadamard zur Bestimmung des Konvergenzradius
anwenden, muss man zunächst dafür sorgen, dass die Reihe die dort behandelte
Form hat. Das erreicht man hier durch die Substitution y := x3. Diese liefert die
Reihe mit Gliedern

n∑

k=0

2k+1

3k
yk = 2

n∑

k=0

(2

3

)k
yk.

Der Konvergenzradius dieser Reihe berechnet sich nach Hadamard als Kehrwert
von

lim sup
n→∞

n

√(2

3

)n
=

2

3
,

zu 3/2. Weiter ist

|x|3 = |x3| = |y| < 3

2
⇐⇒ |x| < 3

√
3

2
.

Wir bekommen für die ursprünglich betrachtete Reihe also den Konvergenzradius
3
√

3/2 heraus.

Bemerkung 8.47. Der Satz von Hadamard kann uns auch noch zu einer an-
deren, eher unerwarteten Erkenntnis verhelfen. Wir haben in Beispiel 8.32 mit
Hilfe des Quotientenkriteriums gesehen, dass der Grenzwert der Exponentialreihe
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8.5. Potenzreihen

∑∞
n=0

xn/n! für alle x ∈ R existiert. Nach dem Satz von Hadamard bedeutet dies,
dass lim supn→∞ 1/ n

√
n! = 0 sein muss. Da diese Folge außerdem positiv ist, kann

sie keinen weiteren Häufungswert haben, denn der müsste wegen der Positivität
größer oder gleich null sein. Beachten wir nun noch, dass diese Folge beschränkt
ist, so konvergiert sie nach Satz 7.41 und es gilt

lim
n→∞

1
n
√
n!

= lim sup
n→∞

1
n
√
n!

= 0.

Natürlich kann man auch mit dem Quotientenkriterium Konvergenzuntersuchun-
gen bei Potenzreihen anstellen. Wir führen das exemplarisch an einem prominen-
ten Beispiel durch.

Beispiel 8.48. Wir betrachten die Potenzreihe
(

n∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k

)

n

und untersuchen diese mit dem Quotientenkriterium für Reihen aus Satz 8.30.
Für den dort betrachteten Quotienten gilt

∣∣∣∣∣∣

(−1)n+1

(2n+2)!
x2n+2

(−1)n

(2n)!
x2n

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣ x2n+2

(2n+ 2)!
· (2n)!

x2n

∣∣∣ =
x2

(2n+ 2)(2n+ 1)
,

und dieser Ausdruck geht für jedes x ∈ R gegen null für n→∞. Also konvergiert
die Potenzreihe

(∑n
k=0

(−1)k/(2k)! x2k
)
n

für jedes x ∈ R absolut. Der Konvergenz-
radius ist damit unendlich.

Was war daran nun prominent? Wie bei der Exponentialfunktion ist durch diese
Potenzreihe eine Funktion auf ganz R gegeben, der wir einen Namen geben.

Definition 8.49. Für jedes x ∈ R nennen wir die Zahl

cos(x) :=
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . .

den Cosinus von x.

Ganz ähnlich wie in obigem Beispiel kann man für die Reihe in der folgenden
Definition absolute Konvergenz für alle x ∈ R zeigen.

Definition 8.50. Für jedes x ∈ R nennen wir die Zahl

sin(x) :=
∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .

den Sinus von x.
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8. Reihen

Wir wollen uns nun dem Cauchyprodukt zweier Potenzreihen zuwenden. Wie im
Beispiel der Exponentialfunktion können wir damit durch Potenzreihen gegebene
Funktionen gegebenenfalls leichter multiplizieren.

Satz 8.51. Es seien
(∑n

k=0 ak(x− x0)k
)
n

und
(∑n

k=0 bk(x− x0)k
)
n

Potenzreihen
mit demselben Entwicklungspunkt x0 ∈ R und zugehörigen Konvergenzradien ra >
0 bzw. rb > 0 (dabei sind ra =∞ oder rb =∞ zugelassen). Wir setzen

cn :=
n∑

k=0

akbn−k, n ∈ N0, und R := min{ra, rb}.

Dann ist das Cauchyprodukt der beiden Potenzreihen gegeben durch die Potenz-
reihe

∑∞
n=0 cn(x − x0)n, deren Konvergenzradius beträgt mindestens R, und es

gilt für alle x ∈ R mit |x− x0| < R

∞∑

n=0

cn(x− x0)n =
( ∞∑

n=0

an(x− x0)n
)( ∞∑

n=0

bn(x− x0)n
)
.

Der Beweis des Satzes ist auf Übungsblatt 6 gefragt. Dort wird auch mit Hilfe
des Cauchyprodukts bewiesen, dass für alle x ∈ R die Formel

sin2(x) + cos2(x) = 1

gilt.
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Wir wollen nun noch einmal unseren Zahlenraum erweitern und die komplexen
Zahlen einführen. Betrachten wir die bisherigen Zahlenraumerweiterungen, so
erlauben diese jeweils die Lösung weiterer Gleichungen: in N kann man die Glei-
chung x+ 3 = 5, aber nicht x+ 5 = 3 lösen. Diese zweite ist aber in Z lösbar, wo
wiederum 3x = 5 nicht lösbar ist. Die Lösung dieser Gleichung findet sich in Q,
wo aber x3 = 5 nicht lösbar ist. So kommt man schließlich nach R.
Die Gleichung, die uns nun in R Kopfzerbrechen macht, ist x2 = −1. Um diese
Gleichung zu lösen, müssen wir offensichtlich nicht-reelle Zahlen bemühen, eben
die komplexen. Sie werden dann in den Algebra-Vorlesungen sehen, dass man in
den komplexen Zahlen jede polynomiale Gleichung lösen kann.
Vieles, was wir in Teil III der Vorlesung über und mit Konvergenz von reellen
Folgen und Reihen bewiesen haben, überträgt sich ganz analog für komplexe
Folgen und Reihen und wird in diesem Kapitel zusammengefasst.

Definition 9.1. Wir betrachten die Menge

C := R2 = {(x, y) : x, y ∈ R}

der komplexen Zahlen aller geordneten Paare von reellen Zahlen mit der Addition

(x1, y1)⊕ (x2, y2) := (x1 + x2, y1 + y2) für alle (x1, y1), (x2, y2) ∈ C

und der Multiplikation

(x1, y1)� (x2, y2) := (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1) für alle (x1, y1), (x2, y2) ∈ C.

Ist z = (x, y) ∈ C, so heißt x der Realteil (Notation x = Re(z)) und y der
Imaginärteil (Notation y = Im(z)) von z.

Beispiel 9.2. Wir berechnen einige wichtige Produkte:

(0, 1)2 = (0, 1)� (0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = (−1, 0)

(x, y)� (1, 0) = (x · 1− y · 0, x · 0 + y · 1) = (x, y) für alle x, y ∈ R
(y, 0)� (0, 1) = (y · 0− 0 · 1, y · 1 + 0 · 0) = (0, y) für alle y ∈ R.

Üblicherweise wird eine andere Schreibweise für die komplexen Zahlen verwendet,
die wir auch im Folgenden verwenden wollen. Dazu definiert man die imaginäre
Einheit

i := (0, 1)
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9. *Komplexe Zahlen

und interpretiert die komplexen Zahlen als Erweiterung der reellen, indem man
die reelle Zahl x mit der komplexen Zahl (x, 0) identifiziert (deshalb auch die
Bezeichung als Realteil). Das ergibt mit den Rechnungen aus obigem Beispiel für
alle x, y ∈ R

(x, y) = (x, 0)⊕ (0, y) = (x, 0)� (1, 0)⊕ (y, 0)� (0, 1) = x · 1 + y · i = x+ iy.

Bemerkung 9.3. (a) Nun können wir auch die Gleichung z2 = −1 lösen, denn
es gilt nach der ersten Berechnung in Beispiel 9.2

i2 = (0, 1)� (0, 1) = (−1, 0) = −1,

genauso wie übrigens auch (−i)2 = (0,−1)� (0,−1) = −1 gilt.

(b) Der Vorteil davon, die komplexe Zahl z = (x, y) ∈ C mit x, y ∈ R als
x+ iy zu schreiben, ist, dass man damit rechnen kann wie gewohnt, solange
man immer i2 = −1 beachtet. Denn für alle x1, x2, y1, y2 ∈ R gilt nach den
gewohnten Rechenregeln

(x1 + iy1) + (x2 + iy2) = x1 + x2 + i(y1 + y2),

was mit der Definition von i und der Identifikation der reellen Zahlen mit
dem Realteil genau der Definition der Addition oben entspricht.

Für die Multiplikation sieht man

(x1 + iy1) · (x2 + iy2) = x1x2 + ix1y2 + iy1x2 + i2y1y2

= x1x2 + i(x1y2 + x2y1)− y1y2

= x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + x2y1),

was wieder genau zur Definition passt.

(c) Im Folgenden verwenden wir nicht weiter die schwerfälligen Bezeichnungen
⊕ und � für die Verknüpfungen in C, sondern schreiben auch zwischen
komplexen Zahlen wieder + bzw. ·, da wir nach obigen Überlegungen mit
den komplexen Zahlen wie gewohnt weiter rechnen können.

Satz 9.4. Die Menge C mit den eingeführten Verknüpfungen Plus und Mal ist
im algebraischen Sinne ein Körper, d. h. sie erfüllt die Axiome (A1) bis (A9) aus
Kapitel 4.

Beweis. Das Axiom (A6) haben wir bereits in Beispiel 9.2 nachgerechnet und
auch fast alle anderen Aussagen des Satzes kann man schlicht nachrechnen. Wir
behandeln hier nur noch (A7). Sei z = x + iy ∈ C \ {0} mit x, y ∈ R. Da z 6= 0
ist, muss x 6= 0 oder y 6= 0 gelten. Insbesondere ist x2 + y2 > 0. Wir setzen

z−1 :=
x

x2 + y2
+ i

−y
x2 + y2

=
x− iy

x2 + y2
.
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Dann gilt unter anderem mit dem Distributivgesetz (A9)

zz−1 = (x+ iy)
x− iy

x2 + y2
=
x2 + iyx− ixy − i2y2

x2 + y2
=
x2 + y2

x2 + y2
= 1,

wir haben damit also ein multiplikativ-inverses Element zu z angegeben.

Veranschaulichen kann man sich die komplexen Zahlen am besten in der komple-
xen Zahlenebene (auch Gaußsche Zahlenebene genannt), s. Abbildung 9.1.

Definition 9.5. Ist z = x+ iy mit x, y ∈ R eine komplexe Zahl, so heißt

z := x− iy die zu z konjugiert komplexe Zahl,

|z| :=
√
x2 + y2 der Betrag von z.

z

Re(z)

Im(z)

i |z|

1

z
_

Abbildung 9.1.: Die Gaußsche Zahlenebene

Offensichtlich gilt z = z für alle z ∈ C. Einige weitere bemerkenswerte Eigen-
schaften der komplexen Konjugation sammeln wir im folgenden Satz.

Satz 9.6. Sind z, z1, z2 ∈ C, so gilt

(a) z1 + z2 = z1 + z2 und z1z2 = z1 · z2.

(b) z + z = 2 · Re(z) und z − z = 2 i · Im(z).

Beweis. (a) Es gilt für z1 = x1 + iy1 und z2 = x2 + iy2

z1 + z2 = x1 + x2 + i(y1 + y2) = x1 + x2 − i(y1 + y2)

= x1 − iy1 + x2 − iy2 = z1 + z2

und

z1z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1) = (x1x2 − y1y2)− i(x1y2 + x2y1)

= x1x2 − ix1y2 − ix2y1 − y1y2 = (x1 − iy1)(x2 − iy2) = z1 · z2.
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(b) z + z = Re(z) + iIm(z) + Re(z)− iIm(z) = 2 · Re(z) und

z − z = Re(z) + iIm(z)− Re(z) + iIm(z) = 2i · Im(z).

Für den Betrag sehen wir sofort, dass |z| = |z| für alle z ∈ C ist. Außerdem gelten
die folgenden Aussagen.

Satz 9.7. Für alle komplexen Zahlen z = x+ iy mit x, y ∈ R und z1, z2 ∈ C gilt

(a) z · z = |z|2,

(b) |Re(z)| ≤ |z| und |Im(z)| ≤ |z|,

(c) |z| ≥ 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0,

(d) |z1z2| = |z1||z2|,

(e) |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| (Dreiecksungleichung).

Beweis. (a) Es gilt zz = (x + iy)(x − iy) = x2 + iyx − iyx − i2y2 = x2 + y2 =
(
√
x2 + y2)2 = |z|2.

(b) Diese Aussage folgt für den Realteil sofort aus |x| =
√
x2 ≤

√
x2 + y2 = |z|

und genauso für den Imaginärteil.

(c) Ist |z| = 0, so ist
√
x2 + y2 = 0 und damit auch x2+y2 = 0. Diese Gleichung

(in R!) hat nur die Lösung x = y = 0, also ist in diesem Fall z = 0.

(d) Nachrechnen.

(e) Nach (a) und Satz 9.6 ist

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = (z1 + z2)(z1 + z2)

= z1z1 + z1z2 + z1z2 + z2z2 = |z1|2 + |z2|2 + z1z2 + z1z2

= |z1|2 + |z2|2 + 2 · Re(z1z2)

Nach (b) und (d) gilt nun Re(z1z2) ≤ |Re(z1z2)| ≤ |z1z2| = |z1||z2|. Also ist

|z1 + z2|2 ≤ |z1|2 + |z2|2 + 2|z1||z2| = (|z1|+ |z2|)2.

Da alle beteiligten Größen positiv sind, kann man auf beiden Seiten der
Ungleichung die Wurzel ziehen und erhält die Behauptung.

Eine natürliche Frage ist nun: Welche Erkenntnisse, die wir bisher in R gewonnen
haben, gelten auch in C weiter? Zunächst schauen wir uns aber an, was nicht
geht.

Satz 9.8. Es gibt auf C keine Relation
”
≤“, die die Axiome (A10) bis (A14)

erfüllt.
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Beweis. Nehmen wir an, es ginge doch, so muss nach (A10) entweder i ≥ 0 oder
i ≤ 0 gelten. Wäre i ≥ 0, so ist wegen (A14) auch −1 = i · i ≥ 0 und mit
Satz 4.9 (a) folgt 1 ≤ 0, was ein Widerspruch zu (c) desselben Satzes ist.
Nehmen wir dagegen an, dass i ≤ 0 ist, so bekommen wir mit Satz 4.9 (b) die
Ungleichung −1 ≥ 0, was zum selben Widerspruch führt.

Es ist also nicht möglich, zwei komplexe Zahlen der Größe nach zu vergleichen.
Man kann aber Beträge von komplexen Zahlen vergleichen, denn das sind reelle
Zahlen. Das werden wir uns oft zu Nutze machen. So kann man z. B. unsere
Schreibweise Uε(x0) für eine ε-Umgebung sofort nach C ziehen: Für ε > 0 und
z0 ∈ C setzen wir

Uε(z0) := {z ∈ C : |z − z0| < ε}.
Wir wollen im Rest dieses Abschnitts einen Schnelldurchlauf durch die komplexen
Folgen und Reihen machen und die Exponentialfunktion in C definieren. Wir
werden dabei feststellen, dass viele Dinge in C genauso wie in R funktionieren. Um
nicht immer mühsam

”
in R oder C“ schreiben zu müssen, wird im weiteren Skript

der Buchstabe K verwendet, wann immer man sowohl R als auch C einsetzen
kann.
Wir übertragen zunächst den Begriff der Konvergenz. Diesen können wir auf
Konvergenz in R zurückspielen, vgl. Satz 7.11 (a).

Definition 9.9. Es sei (zn)n eine Folge in C.

(a) Die Folge (zn)n konvergiert gegen z0 ∈ C, wenn die reelle Folge (|zn− z0|)n
in R gegen Null konvergiert.

(b) Wir nennen (zn)n beschränkt, wenn es ein C ≥ 0 gibt mit |zn| ≤ C für alle
n ∈ N.

(c) Wir nennen (zn)n Cauchy-Folge in C, wenn für jedes ε > 0 ein n0 ∈ N
existiert mit |zn − zm| < ε für alle n,m ≥ n0.

(d) Eine Reihe (
∑n

k=1 zk)n mit komplexen Summanden heißt absolut konver-
gent, falls die zugehörige (reelle) Reihe über die Beträge (

∑n
k=1 |zk|)n kon-

vergiert.

Satz 9.10. Es sei (zn)n eine Folge in C.

(a) Die Folge (zn)n konvergiert genau dann gegen z0 ∈ C, wenn die beiden
Folgen (Re(zn))n und (Im(zn))n in R konvergieren und

lim
n→∞

Re(zn) = Re(z0) sowie lim
n→∞

Im(zn) = Im(z0)

gilt.

Insbesondere ist der Limes einer in C konvergenten Folge eindeutig be-
stimmt.
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9. *Komplexe Zahlen

(b) Eine Folge in C ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn sie konvergiert.
(Cauchy-Kriterium)

Beweis. (a) Wir setzen xn := Re(zn) und yn := Im(zn) für alle n ∈ N0. Nun
gilt für jedes n ∈ N

|xn − x0| =
√

(xn − x0)2 ≤
√

(xn − x0)2 + (yn − y0)2 = |zn − z0|

und genauso |yn − y0| ≤ |zn − z0|. Wenn also (zn)n gegen z0 konvergiert, so
haben wir auch limn→∞ xn = x0 und limn→∞ yn = y0. Haben wir umgekehrt
diese beiden Grenzwertbeziehungen, so gilt

|zn − z0| =
√

Re(zn − z0)2 + Im(zn − z0)2

=
√

(xn − x0)2 + (yn − y0)2 −→ 0 (n→∞),

wegen Satz 7.15.

(b) Dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist, zeigt man genauso wie
im Kapitel 7.6 in R. Für die umgekehrte Implikation schätzt man mit Hilfe
von Satz 9.7 (b) folgendermaßen ab:

|Re(zn)− Re(zm)| = |Re(zn − zm)| ≤ |zn − zm|, n,m ∈ N.

Ist nun (zn)n eine Cauchyfolge in C, so liefert diese Abschätzung, dass die
reelle Folge (Re(zn))n eine Cauchyfolge in R ist. Dank Satz 7.47 ist diese
also konvergent. Eine analoge Argumentation liefert die Konvergenz von
(Im(zn))n und damit liefert Teil (a) die Behauptung.

Mit Hilfe der Überlegungen aus dem vorhergehenden Satz lassen sich viele Re-
sultate über reelle Folgen ins Komplexe übertragen. Als prominentes Beispiel
beweisen wir eine komplexe Version des Satzes von Bolzano-Weierstraß.

Satz 9.11. Jede beschränkte Folge in C besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (zn)n eine beschränkte Folge in C und C ≥ 0 so, dass |zn| ≤ C für alle
n ∈ N ist. Es gilt |Re(zn)| ≤ |zn| ≤ C für alle n ∈ N, also ist auch die reelle Folge
(Re(zn))n beschränkt. Nach dem reellen Satz von Bolzano-Weierstraß in Satz 7.35
hat diese eine konvergente Teilfolge (Re(znk))k. Mit einem analogen Argument ist
(Im(znk))k beschränkt in R und wir bekommen eine erneute Teilfolge (znk` )`, so
dass (Im(znk` ))` konvergent ist. Als Teilfolge der konvergenten Folge (Re(znk))k ist
auch die Folge (Re(znk` ))` konvergent. Schließlich bedeutet das mit Satz 9.10 (a),
dass (znk` )` eine in C konvergente Folge ist und wir haben unsere konvergente
Teilfolge von (zn)n gefunden.

Viele Sätze gelten wortwörtlich wie im Reellen. Dazu gehören auch das Cauchy-
Kriterium, die Dreiecksungleichung und die Kriterien für absolute Konvergenz
von komplexe Reihen. Das fassen wir in den folgenden beiden Sätzen zusammen.
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Satz 9.12. Es sei (zn)n eine komplexe Folge. Dann gilt:

(a) Die Reihe (
∑n

k=1 zk)n konvergiert genau dann, wenn für jedes ε > 0 ein
n0 ∈ N existiert mit

∣∣∣
m∑

k=n+1

zk

∣∣∣ < ε für alle m > n ≥ n0.

(Cauchy-Kriterium)

(b) Ist (
∑n

k=1 zk)n absolut konvergent, so ist die Reihe (
∑n

k=1 zk)n konvergent
und es gilt

∣∣∣
∞∑

n=1

zn

∣∣∣ ≤
∞∑

n=1

|zn|. (verallgemeinerte Dreiecksungleichung)

Satz 9.13. Es sei (zn) eine Folge in C und (an) eine reelle Folge.

(a) Ist
∑∞

n=1 zn konvergent, so gilt limn→∞ zn = 0.

(b) Gilt |zn| ≤ an für fast alle n ∈ N und ist
∑∞

n=1 an konvergent, so konvergiert∑∞
n=1 zn absolut. (Majorantenkriterium)

(c) Ist die Folge ( n
√
|zn|) unbeschränkt, so divergiert

∑∞
n=1 zn. Ist ( n

√
|zn|) be-

schränkt, so ist die Reihe absolut konvergent, wenn lim supn→∞
n
√
|zn| < 1

ist und divergent, wenn lim supn→∞
n
√
|zn| > 1 ist. (Wurzelkriterium)

(d) Gilt zn 6= 0 für alle n ∈ N und ist die Folge (|zn+1/zn|) beschränkt und gilt
lim supn→∞ |zn+1/zn| < 1, so ist die Reihe

∑∞
n=1 zn absolut konvergent. Gilt

dagegen |zn+1/zn| ≥ 1 für fast alle n ∈ N, so divergiert die Reihe
∑∞

n=1 zn.
(Quotientenkriterium)

Die Beweise lassen sich entweder direkt auf die entsprechenden Resultate über
reelle Reihen zurückspielen oder direkt aus dem Reellen übertragen. Gleiches gilt
für den folgenden Satz über das wie in R definierte Cauchy-Produkt.

Definition 9.14. Es seien (
∑n

k=0 zk)n und (
∑n

k=0wk)n zwei komplexe Reihen.
Dann heißt die Reihe mit den n-ten Gliedern

n∑

k=0

k∑

j=0

zjwk−j

das Cauchy-Produkt dieser beiden Reihen.
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Satz 9.15. Es seien (
∑n

k=0 zk)n und (
∑n

k=0 wk)n absolut konvergente Reihen in
C. Dann ist auch das Cauchy-Produkt der beiden Reihen absolut konvergent und
es gilt

( ∞∑

n=0

zn

)( ∞∑

n=0

wn

)
=
∞∑

n=0

n∑

k=0

zkwn−k.

Da sich also herausstellt, dass unsere Ergebnisse über Reihen in großen Teilen
auch im Komplexen gelten, ist es natürlich, auch über Potenzreihen mit kom-
plexen Variablen und Koeffizienten nachzudenken. Das wird sich als eine sehr
fruchtbare Idee – auch für zukünftige Semester – erweisen. So können wir z. B.
problemlos die Exponentialfunktion für komplexe Zahlen definieren. Tatsächlich
kann man leicht feststellen, dass der Satz von Hadamard 8.43 genauso in C funk-
tioniert.

Beispiel 9.16. (a) Wir betrachten zunächst die komplexe geometrische Reihe,
also die Potenzreihe (

n∑

k=0

zk

)

n

, z ∈ C.

Für z = 1 ist diese Reihe bekanntermaßen nicht konvergent und wie in
Satz 5.12 gilt für alle z ∈ C \ {1} und alle n ∈ N

n∑

k=0

zk =
1− zn+1

1− z

und dieser Ausdruck konvergiert für n → ∞, falls |z| < 1. In diesem Fall
ist

∞∑

n=0

zn =
1

1− z , |z| < 1.

Die komplexen Zahlen mit |z| < 1 sind genau die, die innerhalb des Kreises
mit Radius 1 um den Ursprung in der komplexen Zahlenebene liegen. Nun
wird auch der bisher u.U. eher verwirrende Begriff Konvergenzradius klar.

(b) Der Kandidat für die Definition einer komplexen Exponentialfunktion ist
natürlich

∞∑

n=0

zn

n!
, z ∈ C.

Tatsächlich wissen wir schon, dass die Reihe
(∑n

k=0
|z|k/k!

)
n

für alle z ∈ C
konvergiert, denn |z| ist ja reell. Also ist die Reihe

(∑n
k=0

zk/k!
)
n

für alle z ∈
C sogar absolut konvergent. Das rechtfertigt die nun folgende Definition.
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Definition 9.17. Die Funktion

ez :=
∞∑

n=0

zn

n!
, z ∈ C,

heißt (komplexe) Exponentialfunktion.

Wir sammeln einige Eigenschaften dieser Funktion.

Satz 9.18. (a) Für alle z1, z2 ∈ C gilt ez1+z2 = ez1 · ez2.

(b) Für alle z ∈ C gilt ez 6= 0 und 1/ez = e−z.

(c) Für alle t ∈ R gilt eit = cos(t) + i sin(t). (Euler-Formel)

(d) Ist z = x+ iy ∈ C mit x, y ∈ R, so gilt ez = ex cos(y) + iex sin(y).

(e) Für alle t ∈ R und alle n ∈ N gilt die Formel von De Moivre:

cos(nt) + i sin(nt) =
(
cos(t) + i sin(t)

)n
.

Beweis. (a) Genau wie im Beweis von Satz 8.40 (b) berechnet man dies über
das Cauchy-Produkt.

(b) Aus (a) folgt sofort für jedes z ∈ C

1 = e0 = ez−z = eze−z,

und damit ez 6= 0 sowie e−z = 1
ez

.

(c) Für alle t ∈ R können wir wegen der absoluten Konvergenz der Exponen-
tialreihe die Summation umordnen und zunächst über alle geraden n und
dann über alle ungeraden n summieren:

eit =
∞∑

n=0

intn

n!
=
∞∑

k=0

i2kt2k

(2k)!
+
∞∑

k=0

i2k+1t2k+1

(2k + 1)!

=
∞∑

k=0

(−1)kt2k

(2k)!
+ i

∞∑

k=0

(−1)kt2k+1

(2k + 1)!
= cos(t) + i sin(t).

(d) Es ist mit (a) und (c)

ez = ex+iy = exeiy = ex cos(y) + iex sin(y).

(e) Auch dieses folgt sofort aus (c) und (a), denn

cos(nt) + i sin(nt) = eint =
(
eit
)n

=
(
cos(t) + i sin(t)

)n
.
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Auf gleiche Weise kann man auch den Sinus und den Cosinus für komplexe Ar-
gumente definieren, denn auch deren Reihen haben Konvergenzradius unendlich.

Definition 9.19. Für alle z ∈ C definieren wir den Cosinus und den Sinus durch

cos(z) :=
∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!
z2k und sin(z) :=

∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1.
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Reelle Funktionen
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10. Stetigkeit

In diesem Abschnitt übertragen wir Begriffe, die wir im Kontext von Folgen und
Reihen kennen gelernt haben, auf Funktionen von D ⊆ R nach R.

10.1. Definition von Stetigkeit

Wir sagen, dass eine Funktion f : R ⊇ D → R im Punkt x0 stetig ist, wenn
sich die Konvergenz gegen x0 jeder Folge (xn)n ⊆ D auf die Konvergenz der
Funktionswertfolge (f(xn))n gegen f(x0) überträgt:

Definition 10.1. Es sei D ⊆ R und x0 ∈ D. Eine Funktion f : D → R heißt
stetig in x0, wenn für jede Folge (xn)n in D, die gegen x0 konvergiert, auch die
Folge (f(xn))n konvergiert und limn→∞ f(xn) = f(x0) gilt. Ansonsten nennt man
f unstetig in x0. .

Weiter heißt f stetig auf D, wenn f in jedem Punkt x0 ∈ D stetig ist. Wir setzen

C(D,R) = C(D) := {f : D → R : f stetig auf D}.

Die Stetigkeit reeller Funktionen kann man tatsächlich genauso gut über das fol-
gende ε-δ-Kriterium definieren, das die Konvergenz im Wertebereich (Parameter
ε) über die Konvergenz im Definitionsbereich (Parameter δ) quantifiziert:

Satz 10.2. Es sei D ⊆ R und x0 ∈ D. Eine Funkion f : D → R ist stetig in x0

genau dann, wenn gilt:

(∀ε > 0) (∃δ > 0) (∀x ∈ D) : |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Beweis. Sei zunächst das ε-δ-Kriterium im Satz für f in x0 erfüllt, (xn)n eine
Folge inD, die gegen x0 konvergiert und ε > 0. Dann existiert nach Voraussetzung
ein δ > 0 mit |f(x)− f(x0)| < ε für alle x ∈ D mit |x− x0| < δ. Da (xn)n gegen
x0 konvergiert, gibt es nun weiter ein n0 ∈ N mit |xn − x0| < δ für alle n ≥ n0.
Also gilt für all diese n auch |f(xn)− f(x0)| < ε und wir haben Konvergenz der
Folge (f(xn))n gegen f(x0) gezeigt.
Es bleibt die umgekehrte Implikation per Kontraposition zu zeigen. Dazu nehmen
wir an, f würde das ε-δ-Kriterium in x0 nicht erfüllen. Das bedeutet (vgl. Kapi-
tel 2 über Logik): es gibt ein ε0 > 0, so dass es für jedes δ > 0 ein x = x(δ) ∈ D
gibt mit |x−x0| < δ, aber |f(x)−f(x0)| ≥ ε0. Insbesondere gilt das für alle δ der
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Form 1/n mit n ∈ N. Also gibt es für jedes n ∈ N ein xn ∈ D mit |xn−x0| < 1/n und
|f(xn)− f(x0)| ≥ ε0. Wir betrachten nun die Folge (xn)n. Wegen |xn − x0| < 1/n
für alle n ∈ N konvergiert diese Folge gegen x0. Andererseits bleibt die Folge
(f(xn))n aber immer mindestens ε0 von f(x0) entfernt, also konvergiert (f(xn))n
nicht gegen f(x0) und f ist per Definition in x0 nicht stetig.

Für die Stetigkeit von Funktionen gelten auch Grenzwertsätze:

Satz 10.3. Es sei D ⊆ R, λ ∈ R und f, g : D → R seien stetig in x0 ∈ D. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

(a) Die Funktionen λf , f + g, fg und |f | sind stetig in x0.

(b) Ist x0 ∈ D̃ := {x ∈ D : g(x) 6= 0}, so ist die Funktion f/g : D̃ → R stetig in
x0.

(c) Ist h : f(D)→ R stetig in f(x0), so ist h ◦ f : D → R stetig in x0.

Beweis. Die Beweise von (a) und (b) ergeben sich direkt aus den entsprechenden
Aussagen im Grenzwertsatz 7.12 für reelle Folgen. Wir führen das nur exempla-
risch für die Summe f+g aus. Sei (xn)n eine Folge in D, die gegen x0 konvergiert.
Da f und g in x0 stetig sind, konvergieren dann auch die Folgen (f(xn))n und
(g(xn))n und es gilt

lim
n→∞

f(xn) = f(x0) und lim
n→∞

g(xn) = g(x0).

Damit ist nach Satz 7.12(b) auch die Folge (f(xn) + g(xn))n konvergent und es
gilt

lim
n→∞

(
f(xn) + g(xn)

)
= lim

n→∞
f(xn) + lim

n→∞
g(xn) = f(x0) + g(x0),

womit die Stetigkeit von f + g in x0 bewiesen ist.
Zum Nachweis von (c) sei (xn)n eine Folge in D mit xn → x0 (n → ∞). Dann
folgt aus der Stetigkeit von f wieder f(xn)n → f(x0) (n → ∞). Die Stetigkeit
von h in f(x0) liefert uns dann weiter h(f(xn)) → h(f(x0)) (n → ∞). Also ist
die Funktion h ◦ f stetig in x0.

Wir wollen nun die Stetigkeit einer ganzen Klasse von Funktionen auf einmal zei-
gen, nämlich all derer, die durch eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius
gegeben sind. Das liefert uns insbesondere, dass alle Polynome, die Exponential-
funktion, Sinus und Cosinus jeweils auf ganz R stetige Funktionen sind.

Satz 10.4. Es sei
(∑n

k=0 akx
k
)
n

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0
(dabei ist r = ∞ zugelassen). Setzen wir D := {x ∈ R : |x| < r}, bzw. D := R,
falls r =∞, so ist die Funktion f : D → R mit f(x) =

∑∞
n=0 anx

n, x ∈ D, stetig
auf D.
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Beweis. Es sei x0 ∈ D beliebig und % ∈ R sei so gewählt, dass |x0| < % < r gilt.
Ist x ∈ R mit |x| ≤ %, so ist

f(x)− f(x0) =
∞∑

n=1

an(xn − xn0 ) (10.1)

und für jedes n ∈ N ist (vgl. Satz 5.11 (c))

∣∣an(xn − xn0 )
∣∣ =

∣∣∣an(x− x0)
n−1∑

k=0

xkxn−1−k
0

∣∣∣ ≤ |an||x− x0|
n−1∑

k=0

|x|k|x0|n−1−k

≤ |an||x− x0|
n−1∑

k=0

%n−1 = |an||x− x0|n%n−1, (10.2)

da sowohl |x| ≤ % als auch |x0| ≤ % gilt.
Wir zeigen als nächstes, dass die Reihe

(∑n
k=1 |ak|k%k−1

)
n

konvergiert. Zur An-
wendung des Wurzelkriteriums berechnen wir

lim sup
n→∞

n
√
|an|n%n−1 = lim sup

n→∞

n
√
|an| n
√
n%

n
√
%

= % lim sup
n→∞

n
√
|an|.

Dabei haben wir im letzten Schritt Übungsaufgabe 7.45 verwendet und dabei
ausgenutzt, dass limn→∞

n
√
n = limn→∞ n

√
% = 1 gilt.

Aus dem Satz von Hadamard folgern wir im Fall r =∞, dass lim supn→∞
n
√
|an| =

0 ist und für r <∞ erhalten wir lim supn→∞
n
√
|an| = 1/r. Zusammen ist

lim sup
n→∞

n
√
|an|n%n−1 ≤ %

r
< 1,

die Reihe ist also nach dem Wurzelkriterium konvergent. Wir setzen

s :=
∞∑

n=1

|an|n%n−1.

Damit ist die Reihe über an(xn − xn0 ) aufgrund der Abschätzung in (10.2) und
mit Hilfe des Majorantenkriteriums absolut konvergent und wir können mit der
verallgemeinerten Dreiecksungleichung abschätzen:

|f(x)− f(x0)| =
∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

an(xn − xn0 )

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=1

|an(xn − xn0 )| (10.3)

≤
∞∑

n=1

|an||x− x0|n%n−1 = |x− x0|s.
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Um die Stetigkeit in x0 zu folgern, sei jetzt ε > 0 und 0 < δ = min(%− |x0|, ε/s).
Dann folgt für alle x ∈ D mit |x− x0| < δ, dass auch |x| < δ + |x0| < % gilt und
wir deshalb (10.3) anwenden können, sodass auch

|f(x)− f(x0)| ≤ s|x− x0| < sδ ≤ ε

gilt. Wir haben also in jedem x0 ∈ D das ε-δ-Kriterium nachgewiesen und so
nach Satz 10.2 gezeigt, dass f auf ganz D stetig ist.

Nachdem wir so schon viele Funktionen kennengelernt haben, die stetig sind,
sollten wir uns auch Funktionen ansehen, welche es nicht sind.

Beispiel 10.5. (a) Wir setzen D = (0, 1] und

f(x) =





x2, 0 < x <
1

2
,

1, falls
1

2
≤ x < 1,

7, x = 1.

Aus Satz 10.4 folgt, dass die Funktion f auf den offenen Intervallen, auf de-
nen sie durch eine Potenzreihe darstellbar ist, auch stetig ist. Insbesondere
ist sie also als Polynom zweiten Grades stetig auf (0, 1

2
) und als konstante

Funktion stetig auf (1
2
, 1). Was gilt aber an den Stellen 1

2
und 1?

• Die Folge (1
2
− 1

n
)n konvergiert gegen 1

2
und liegt ab n = 3 zwischen 0

und 1
2
, also innerhalb von D. Gleichzeitig gilt für die Folge der Funk-

tionswerte

lim
n→∞

f(1/2−1/n) = lim
n→∞

(1/2−1/n)2 = lim
n→∞

1/4−1/n+1/n2 = 1/4 6= 1 = f(
1

2
),

also ist f nach dem Folgenkriterium aus Definition 10.1 an der Stelle
1
2

nicht stetig.

• Wir zeigen mit Hilfe von Satz 10.2, dass f in 1 unstetig ist: Wir setzen
dazu zum Beispiel ε = 1. Dann gilt für alle δ > 0: ist x ∈ D und
|x− 1| < δ, dann ist wegen 0 ≤ f(x) ≤ 1 für alle x ∈ D jedenfalls

|f(x)− f(1)| ≥ ||f(x)| − |f(1)|| ≥ |1− 7| = 6 ≥ ε,

also das ε-δ-Kriterium verletzt.

(b) Die Dirichlet-Funktion ϕ : R→ R ist gegeben durch

ϕ(x) :=

{
1, x ∈ Q,
0, x ∈ R \Q.

Sie ist in keinem Punkt stetig (Übungsaufgabe).
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10.2. Grenzwerte bei Funktionen

(c) Vorerst noch ein Positiv-Beispiel: Ohne es so zu nennen, haben wir für
alle p ∈ N die Stetigkeit der Funktion p

√· : [0,∞) → R in Satz 7.15 schon
gezeigt. Mit Satz 10.3 folgt daraus auch die Stetigkeit der nicht-negativen
rationalen Potenzen x 7→ x

n
m mit n,m ∈ N.

10.2. Grenzwerte bei Funktionen

Ist f : D → R eine Funktion und (xn)n ⊆ D eine Folge, die gegen x0 ∈ R konver-
giert, dann muss der Limes limn→∞ f(xn) einerseits nicht unbedingt existieren,
andererseits kann er existieren, aber einen anderen Wert als f(x0) annehmen (f
ist in x0 unstetig oder gar nicht erst definiert). Diese Situation wollen wir in
diesem Abschnitt genauer auflösen. Zuerst einige Vorberlegungen.

Definition 10.6. Es sei D ⊆ R eine Menge. Eine Zahl x0 ∈ R heißt Häufungs-
punkt von D, wenn für jedes ε > 0 ein x ∈ D existiert mit

x ∈ Uε(x0) \ {x0}.

Um ein bisschen mehr Vorstellung von diesem Begriff zu bekommen, betrachten
wir zwei äquivalente Formulierungen dieser Definition. Der Beweis ist eine gute
Übungsaufgabe.

Satz 10.7. Es sei D ⊆ R und x0 ∈ R. Dann sind die folgenden Aussagen äqui-
valent.

(a) Die Zahl x0 ist ein Häufungspunkt von D.

(b) Für alle ε > 0 ist die Menge D ∩ Uε(x0) unendlich.

(c) Es existiert eine Folge (xn)n in D mit xn 6= x0 für alle n ∈ N, die gegen x0

konvergiert.

Mit Hilfe dieser Umformulierungen kann man sich leicht die folgenden Beispiele
veranschaulichen.

Beispiel 10.8. (a) Ist D endlich, so hat D keinen Häufungspunkt.

(b) Ist D = (0, 1], so ist die Menge aller Häufungspunkte von D genau das
Intervall [0, 1].

(c) Ist D = {1/n : n ∈ N}, so ist genau 0 ein Häufungspunkt von D.

Hat eine Menge D ⊆ R einen Häufungspunkt, dann können wir sagen, was es
bedeutet, dass eine Funktion f : D → R an dieser Stelle einen Grenzwert besitzt.
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10. Stetigkeit

Definition 10.9. Es sei D ⊆ R, f : D → R eine Funktion sowie a ∈ R. Ist x0

ein Häufungspunkt von D, so sagen wir, dass f für x gegen x0 den Grenzwert a
hat, wenn für jede Folge (xn)n in D, die gegen x0 konvergiert und für die xn 6= x0

für alle n ∈ N gilt, die Folge (f(xn))n gegen a konvergiert. Wir schreiben dafür

lim
x→x0

f(x) = a.

Manchmal is es praktisch, zu unterscheiden, ob der Grenzwert nur
”
von rechts

kommend“ oder nur
”
von links kommend“ definiert ist.

Definition 10.10. (a) Ist D ⊆ R und x0 ein Häufungspunkt von D+ := {x ∈
D : x > x0}, so hat f für x gegen x0 den rechtsseitigen Grenzwert a, wenn
für jede Folge (xn)n in D+, die gegen x0 konvergiert, die Folge (f(xn))n
gegen a konvergiert. Wir schreiben

lim
x→x0+

f(x) = a.

(b) Ist D ⊆ R und x0 ein Häufungspunkt von D− := {x ∈ D : x < x0}, so hat f
für x gegen x0 den linksseitigen Grenzwert a, wenn für jede Folge (xn)n in
D−, die gegen x0 konvergiert, die Folge (f(xn))n gegen a konvergiert. Wir
schreiben

lim
x→x0−

f(x) = a.

Bemerkung 10.11. (a) Eine besondere Betonung beim Lesen dieser Defini-
tionen sollte wie bei der Definition von Stetigkeit jeweils auf den Worten

”
jede Folge“ liegen.

(b) Wie bei den Grenzwerten für Folgen gibt es auch hier die alternativen
Schreibweisen

f(x)→ a (x→ x0), f(x)→ a (x→ x0+) bzw. f(x)→ a (x→ x0−).

(c) In den folgenden Sätzen und Definitionen werden wir alle Aussagen jeweils
nur für Grenzwerte von Funktionen machen. Diese gelten dann sinngemäß
auch für den rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert, wenn dieser sinnvoll
ist.

Wichtig ist der Zusammenhang dieser Definitionen zur Stetigkeit:

Übungsaufgabe 10.12. Es sei D ⊆ R und f : D → R eine Funktion sowie
x0 ∈ D ein Häufungspunkt von D. Dann ist f in x0 genau dann stetig, wenn
limx→x0 f(x) = f(x0) gilt.

Wir betrachten auch noch einmal das Beispiel 10.5 aus dem vorigen Abschnitt.
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10.2. Grenzwerte bei Funktionen

Beispiel 10.13. Wir setzen D = (0, 1] und

f(x) =





x2, 0 < x <
1

2
,

1, falls
1

2
≤ x < 1,

7, x = 1.

Wie wir schon im vorherigen Beispiel gesehen haben, ist jedes x ∈ [0, 1] ein
Häufungspunkt von D. Wir können also Grenzwertbetrachtungen in allen diesen
Punkten anstellen. Wir untersuchen das Verhalten in den interessanten Stellen
0, 1/2 und 1.

• Es gilt
lim
x→0

f(x) = 0 und lim
x→1

f(x) = 1.

Wir begründen die erste Aussage. Es sei (xn)n eine beliebige Nullfolge in D
(xn 6= 0 gilt sowieso, da 0 6∈ D). Dann gibt es ein n0 ∈ N, so dass xn < 1/2 für
alle n ≥ n0 gilt. Für diese n ist dann f(xn) = x2

n. Nach den Grenzwertsätzen
für Folgen konvergiert die Folge (x2

n)n gegen Null, womit limx→0 f(x) = 0
gezeigt ist. Den zweiten Limes bestimmt man analog. Dabei ist zu beachten,
dass hier der Grenzwert limx→1 f(x) = 1 von f an der Stelle 1 nichts mit
dem Wert f(1) = 7 von f an der Stelle 1 zu tun hat, der, anders als beim
Häufungspunkt 0, ebenfalls existiert. Wie wir schon gesehen hatten, ist die
Funktion in 1 nicht stetig.

• Was ist mit limx→1/2 f(x)? Dieser Grenzwert existiert nicht, da die Funk-
tion hier unstetig ist. Das Problem tritt hier insbesondere auf, weil die
Annäherung an 1/2 von links und von rechts im Funktionswert etwas un-
terschiedliches liefert. Genau dafür haben wir die Begriffe des links- bzw.
rechtsseitigen Grenzwertes. Tatsächlich zeigt man wie oben, dass diese exis-
tieren und dass gilt

lim
x→1/2+

f(x) = 1 und lim
x→1/2−

f(x) =
1

4
.

Wie die Stetigkeit kann auch die Existenz eines Grenzwerts für eine Funktion
auf ein ε-δ-Kriterium zurückgeführt werden. Der Beweis des folgenden Satzes
funktioniert ganz analog zum Beweis von Satz 10.2.

Satz 10.14. Es sei D ⊆ R und x0 ein Häufungspunkt von D sowie f : D → R
eine Funktion und a ∈ R. Dann gilt limx→x0 f(x) = a genau dann, wenn für jedes
ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass für alle x ∈ D gilt:

|x− x0| < δ =⇒ |f(x)− a| < ε. (10.4)
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10. Stetigkeit

Tatsächlich genügt es, dass die Grenzwerte der Funktionswertfolgen in Definiti-
on 10.9 existieren, um zu zeigen, dass sie übereinstimmen.

Satz 10.15. Es sei D ⊆ R, f : D → R eine Funktion und x0 ein Häufungspunkt
von D. Weiter sei für jede Folge (xn)n in D, die gegen x0 konvergiert und für
die xn 6= x0 für alle n ∈ N gilt, die Folge (f(xn))n konvergent. Dann existiert
limx→x0 f(x).

Beweis. Es seien (xn)n und (yn)n Folgen in D, welche die Voraussetzungen des
Satzes erfüllen. Wir müssen nur zeigen, dass dann

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

f(yn)

gilt. Dazu definieren wir eine Folge (zn)n durch z2n−1 = xn und z2n = yn für alle
n ∈ N, d. h. es ist

(z1, z2, z3, . . . ) = (x1, y1, x2, y2, x3, y3, . . . ).

Dann gilt auch bei dieser Folge zn ∈ D und zn 6= x0 für alle n ∈ N und zn konver-
giert gegen x0. Also existiert nach Voraussetzung der Limes a := limn→∞ f(zn).
Die Folgen (f(xn))n und (f(yn))n sind aber Teilfolgen von (f(zn))n, also konver-
gieren diese nach Satz 7.33 (b) gegen den selben Grenzwert, d. h.

lim
n→∞

f(xn) = a = lim
n→∞

f(yn).

Für Grenzwerte von Funktionen können wir auch wieder Grenzwertsätze formu-
lieren.

Satz 10.16. Es sei D ⊆ R und x0 ein Häufungspunkt von D. Desweiteren seien
drei Funktionen f, g, h : D → R gegeben, so dass die Grenzwerte

a := lim
x→x0

f(x) und b := lim
x→x0

g(x)

existieren. Dann gilt:

(a) Die Grenzwerte für x→ x0 von f + g, fg und |f | existieren und es gilt

lim
x→x0

(
f(x) + g(x)

)
= a+ b, lim

x→x0

(
f(x)g(x)

)
= ab, lim

x→x0
|f(x)| = |a|.

(b) Ist b 6= 0, so existiert ein δ > 0, so dass |g(x)| ≥ |b|/2 für alle x ∈ (D ∩
Uδ(x0)) \ {x0} ist. Wir können also die Funktion

f

g
:
(
D ∩ Uδ(x0)

)
\ {x0} → R mit

f

g
(x) :=

f(x)

g(x)

definieren. Für diese existiert dann der Limes für x gegen x0 mit

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

limx→x0 f(x)

limx→x0 g(x)
=
a

b
.
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10.2. Grenzwerte bei Funktionen

(c) Gibt es ein δ > 0, so dass für alle x ∈ (D ∩Uδ(x0)) \ {x0} die Ungleichung
f(x) ≤ g(x) gilt, so folgt a ≤ b.

(d) Gilt a = b und gibt es ein δ > 0 mit

f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) für alle x ∈ (D ∩ Uδ(x0)) \ {x0},

so existiert auch der Limes von h für x→ x0 und es gilt limx→x0 h(x) = a.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ergibt sich direkt aus den Grenzwertsätzen für
Folgen in Satz 7.12. Nur die erste Aussage in (b) wollen wir kurz beweisen.
Es sei ε := |b|/2 > 0. Da limx→x0 g(x) = b gilt, existiert dann nach Satz 10.14 ein
δ > 0 mit |g(x)− b| < ε = |b|/2 für alle x ∈ (D ∩ Uδ(x0)) \ {x0}. Also gilt für alle
diese x mit der Dreiecksungleichung

|b| = |b− g(x) + g(x)| ≤ |b− g(x)|+ |g(x)| ≤ |b|
2

+ |g(x)|,

d. h. |g(x)| ≥ |b|/2.

Beispiel 10.17. (a) Es gilt

lim
x→0

sin(x)

x
= 1.

Zum Nachweis dieser Aussage überlegen wir uns, dass für x 6= 0 gilt

sin(x)

x
=

1

x

∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 =

∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n =: g(x)

und die Potenzreihe, die g definiert, hat den Konvergenzradius unendlich
(nachrechnen!). Also ist diese Funktion in 0 stetig und es gilt, da g mit der
von uns untersuchten Funktion für alle x 6= 0 übereinstimmt,

lim
x→0

sin(x)

x
= lim

x→0
g(x) = g(0) = 1.

Die Funktion f : R→ R, gegeben durch

f(x) =





sin(x)

x
, falls x 6= 0,

1, falls x = 0,

ist also auf ganz R stetig. Man nennt f die stetige Fortsetzung der Funktion
x 7→ sin(x)/x.

(b) Genauso wie eben kann man den Grenzwert

lim
x→0

ex − 1

x
= 1
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bestimmen, denn es ist für alle x 6= 0

ex − 1

x
=

1

x

( ∞∑

n=0

xn

n!
− 1
)

=
1

x

∞∑

n=1

xn

n!
=
∞∑

n=1

xn−1

n!
=
∞∑

n=0

xn

(n+ 1)!

und auch diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius ∞.

Zum Abschluss dieses Abschnittes können wir aus der Stetigkeit der Funktionen,
die durch Potenzreihen gegeben sind, noch einen wichtigen, überraschenden Satz
folgern. Er besagt, dass zwei Funktionen, die durch Potenzreihen gegeben sind
und die auf einer Nullfolge von Punkten übereinstimmen, schon identisch sein
müssen.

Satz 10.18 (Identitätssatz für Potenzreihen). Gegeben seien zwei Potenzreihen(∑n
k=0 akx

k
)
n

und
(∑n

k=0 bkx
k
)
n

mit Konvergenzradien ra > 0, bzw. rb > 0. Wir
setzen R := min{ra, rb} > 0 und

f(x) :=
∞∑

n=0

anx
n, |x| < ra, und g(x) :=

∞∑

n=0

bnx
n, |x| < rb.

Gibt es dann eine Folge (xk)k in UR(0) mit limk→∞ xk = 0, sowie xk 6= 0 und
f(xk) = g(xk) für alle k ∈ N, so gilt an = bn für alle n ∈ N0, d. h. es ist
f(x) = g(x) für alle |x| < R.

Beweis. Wir führen den Nachweis, dass an = bn für alle n ∈ N0 gilt, induktiv.
Für den Induktionsanfang (n = 0) überlegen wir uns, dass f nach Satz 10.4 in
0 stetig ist, also gilt limk→∞ f(xk) = f(0) = a0. Dasselbe folgt für g und da
f(xk) = g(xk) für alle k ∈ N ist, beobachten wir

a0 = f(0) = lim
k→∞

f(xk) = lim
k→∞

g(xk) = g(0) = b0.

Als Induktionsvoraussetzung gelte im Folgenden aj = bj für alle j ∈ {0, . . . , n}.
Damit gilt für alle |x| < R

f(x)− g(x) =
∞∑

j=n+1

(aj − bj)xj.

Also ergibt sich für alle k ∈ N

0 = f(xk)− g(xk) =
∞∑

j=n+1

(aj − bj)xjk

= (an+1 − bn+1)xn+1
k + (an+2 − bn+2)xn+2

k + . . .
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10.3. Verhalten von Funktionen im Unendlichen

und da xk 6= 0 für alle k ∈ N ist, dürfen wir diese Gleichung durch xn+1
k teilen.

Das ergibt
∞∑

j=0

(an+1+j − bn+1+j)x
j
k = 0

für alle k ∈ N. Setzen wir

ϕ(x) :=
∞∑

j=0

(an+1+j − bn+1+j)x
j,

so ist das eine Potenzreihe mit Konvergenzradius größer oder gleich R > 0
(nachrechnen!) und somit ist ϕ wieder dank Satz 10.4 stetig in 0. Außerdem
gilt ϕ(xk) = 0 für alle k ∈ N. Daraus folgt

an+1 − bn+1 = ϕ(0) = lim
k→∞

ϕ(xk) = lim
k→∞

0 = 0,

also an+1 = bn+1.

10.3. Verhalten von Funktionen im Unendlichen

Wir wollen im Folgenden auch untersuchen, wie sich Funktionen
”
im Unendli-

chen“, also insbesondere für sehr große (bzw. kleine) x verhalten. Um den dazu
erforderlichen

”
limx→∞“ zu definieren, greifen wir auf den Begriff einer bestimmt

divergenten Folge aus Definition 7.19 zurück. Dieser ermöglicht es außerdem zu
formulieren, dass f(x) für x → x0 gegen unendlich geht. Wir führen beides in
den folgenden zwei Definitionen sauber ein.

Definition 10.19. Es sei D ⊆ R, f : D → R eine Funktion und x0 ein Häufungs-
punkt von D. Wir schreiben

lim
x→x0

f(x) =∞
(
bzw. lim

x→x0
f(x) = −∞

)
,

wenn für jede Folge (xn)n in D, die gegen x0 konvergiert und für die xn 6= x0 für
alle n ∈ N gilt, die Folge (f(xn))n bestimmt gegen ∞ (bzw. −∞) divergiert.

Definition 10.20. Es sei D ⊆ R nicht nach oben (bzw. unten) beschränkt, f :
D → R eine Funktion und a ∈ R ∪ {∞,−∞}.Wir sagen

lim
x→∞

f(x) = a
(
bzw. lim

x→−∞
f(x) = a

)
,

wenn für jede Folge (xn)n in D, die bestimmt gegen ∞ (bzw. −∞) divergiert,
limn→∞ f(xn) = a gilt.
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Beispiel 10.21. (a) Es gilt

lim
x→∞

1

x
= 0, lim

x→0+

1

x
=∞, lim

x→0−

1

x
= −∞.

(b) Wir untersuchen abermals die Exponentialfunktion und interessieren uns
für ihr Verhalten für sehr große und sehr kleine x ∈ R. Sei zunächst x > 0
und p ∈ N beliebig. Da x > 0 ist, gilt unter Weglassen aller Summanden
bis auf einen:

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
≥ xp+1

(p+ 1)!
.

Das liefert
ex

xp
≥ x

(p+ 1)!
, d. h. lim

x→∞

ex

xp
=∞.

Das bedeutet, dass die Exponentialfunktion schneller wächst als jede Po-
tenz. Insbesondere gilt also

lim
x→∞

ex =∞.

Wir untersuchen noch das Verhalten für x gegen minus unendlich. Sei dazu
(xn)n eine bestimmt gegen −∞ divergente Folge. Dann divergiert die Folge
(−xn)n bestimmt gegen ∞. Da für jedes n ∈ N

exn =
1

e−xn

gilt, und die Folge (e−xn)n nach unseren obigen Überlegungen bestimmt
nach ∞ divergiert, folgt mit Hilfe der Übungsaufgabe 7.20 sofort

lim
x→−∞

ex = 0.

10.4. Eigenschaften stetiger Funktionen

Dieser Abschnitt enthält einen wichtigen Satz über stetige, reellwertige Funktio-
nen nach dem anderen. Wir werden später immer wieder auf die hier entwickelten
Ergebnisse zurückgreifen.

Satz 10.22 (Zwischenwertsatz). Es seien a, b ∈ R mit a < b und f : [a, b]→ R sei
stetig auf [a, b]. Ist y0 eine Zahl zwischen f(a) und f(b), so gibt es ein x0 ∈ [a, b]
mit f(x0) = y0.
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x

f(b)
y
0

f(a)

a x
0

b

f(x)

Abbildung 10.1.: Der Zwischenwertsatz

Beweis. Ist y0 = f(a) oder y0 = f(b), so sind wir bereits fertig. Wir können
also annehmen, dass y0 6= f(a) und y0 6= f(b) gilt. Weiter nehmen wir an, dass
f(a) < f(b) ist, denn im Fall f(a) = f(b) muss y0 = f(a) = f(b) sein, und den
Fall f(a) > f(b) kann man analog behandeln. Wir haben also f(a) < y0 < f(b).
Setze

M := {x ∈ [a, b] : f(x) ≤ y0}.
Dann gilt a ∈M , also ist M 6= ∅. Außerdem ist M durch b nach oben beschränkt,
d. h. x0 := supM existiert. In einem nächsten Schritt existiert für jedes n ∈ N
nach Satz 4.17 ein xn ∈M mit

x0 −
1

n
< xn ≤ x0.

Die so entstandene Folge (xn)n konvergiert nach dem Sandwich-Theorem gegen
x0 und da für jedes Folgenglied a ≤ xn ≤ b gilt, haben wir damit auch gleich
x0 ∈ [a, b].
Nun folgern wir aus der Stetigkeit von f , dass die Folge (f(xn))n konvergiert
und limn→∞ f(xn) = f(x0) gilt. Da außerdem jedes xn in M gewählt war, gilt
f(xn) ≤ y0 für alle n ∈ N, also ist im Grenzwert f(x0) ≤ y0. Es bleibt noch die
umgekehrte Ungleichung f(x0) ≥ y0 zu zeigen.
Dazu beobachten wir zunächst, dass sogar x0 ∈ [a, b) gelten muss, denn x0 = b
kann wegen f(x0) ≤ y0 und f(b) > y0 nicht sein. Nun nehmen wir an, es wäre
f(x0) < y0. Dann ist ε := y0 − f(x0) > 0. Nach der Definition der Stetigkeit gibt
es zu diesem ε ein δ > 0, so dass

|f(z)− f(x0)| < ε für alle z ∈ [a, b] ∩ Uδ(x0)

gilt. Sei nun ein z ∈ [a, b] mit x0 < z < x0 + δ gewählt. Das geht, da x0 < b ist.
Dann gilt

f(z)− f(x0) ≤ |f(z)− f(x0)| < ε = y0 − f(x0).

Also ist f(z) < y0 und damit z ∈M . Da x0 das Supremum von M ist, muss dann
z ≤ x0 gelten, was ein Widerspruch ist.
Zusammen ist damit f(x0) = y0.
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Eine wichtige Folgerung aus diesem Satz ist die folgende.

Satz 10.23 (Nullstellensatz von Bolzano). Es seien a, b ∈ R mit a < b und
f ∈ C([a, b],R) mit f(a)f(b) < 0 gegeben. Dann gibt es ein x0 ∈ (a, b) mit
f(x0) = 0.

Beweis. Wir müssen uns nur klarmachen, dass die Voraussetzung f(a)f(b) < 0
bedeutet, dass entweder f(a) > 0 und f(b) < 0 oder f(a) < 0 und f(b) > 0 ist.
Dann folgt die Behauptung sofort aus Satz 10.22.

Wir können dieses Ergebnis nun anwenden, um das Bild der reellen Exponenti-
alfunktion zu bestimmen.

Beispiel 10.24. Wir zeigen, dass für die Exponentialfunktion gilt:

exp(R) = {ex : x ∈ R} = (0,∞).

Wir wissen schon (vgl. Satz 8.40 (c)), dass ex > 0 für alle x ∈ R gilt, d. h. es ist
exp(R) ⊆ (0,∞). Es bleibt die umgekehrte Inklusion zu zeigen.
Sei dazu y0 ∈ (0,∞). Wir wissen aus Beispiel 10.21 (b), dass

lim
x→−∞

ex = 0 und lim
x→∞

ex =∞

gilt. Also gibt es ein a ∈ R, so dass ea < y0 gilt und ein b ∈ R mit eb > y0. Da
damit zwangsläufig ea < eb gilt, muss wegen Satz 8.40 (e) auch a < b gelten. Da
die Exponentialfunktion nach Satz 10.4 auch auf ganz R stetig ist, sind nun alle
Voraussetzungen von Satz 10.22 erfüllt. Es gibt also ein x0 ∈ (a, b) mit ex0 = y0.
Damit ist y0 ∈ exp(R) und wir sind fertig.

Wir führen nun schnell den folgenden intuitiv klaren Begriff ein.

Definition 10.25. Es sei D ⊆ R. Eine Funktion f : D → R heißt beschränkt,
falls die Menge f(D) beschränkt ist, d. h. falls ein C ≥ 0 existiert, so dass
|f(x)| ≤ C für alle x ∈ D gilt.

x Wir kommen nun zu der Eigenschaft stetiger Funktionen, in bestimmten Si-
tuationen immer ein Maximum und ein Minimum zu besitzen. Dazu führen wir
zuerst den für die Anlaysis fundamentalen Begriff der Kompaktheit ein.

Definition 10.26. (a) Eine Teilmenge D von R heißt abgeschlossen, wenn für
jede Folge (xn)n in D, die in R konvergiert, limn→∞ xn ∈ D gilt.

(b) Eine Teilmenge von R heißt kompakt, wenn sie abgeschlossen und be-
schränkt ist.

Wir betrachten jetzt stetige Funktionen auf kompakten Mengen.
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Satz 10.27. (Satz von Weierstraß) Es sei K ⊆ R kompakt und nicht-leer sowie
f : K → R stetig. Dann gibt es x∗, x

∗ ∈ K, so dass

f(x∗) ≤ f(x) ≤ f(x∗) für alle x ∈ K

gilt. Insbesondere ist f beschränkt und es existieren max f(K) = f(x∗) und
min f(K) = f(x∗).

Dass dabei jede der Voraussetzungen des Satzes zwingend nötig ist, veranschau-
lichen die folgenden Beispiele.

Beispiel 10.28. (a) Ist K = [0, 1] und

f(x) =




x, falls x ∈ (0, 1),

1

2
, falls x = 0 oder x = 1,

so ist f(K) = (0, 1), d. h. es gibt keine x∗, x
∗ ∈ [0, 1] mit f(x∗) = 0 und

f(x∗) = 1. Ohne die Stetigkeit von f kann der Satz also schiefgehen.

(b) Ist K = (0, 1] und f(x) = 1/x für x ∈ K, so ist f auf K stetig, aber die
Menge f(K) ist nicht nach oben beschränkt, da limx→0+ f(x) = ∞ ist.
Ohne die Abgeschlossenheit von K kann der Satz also schiefgehen.

(c) Ist schließlich K = R und f(x) = ex, so ist diese Funktion wieder auf
ganz K stetig und K ist abgeschlossen, aber f nicht beschränkt. Ohne die
Beschränktheit von K kann der Satz also ebenfalls schiefgehen.

Beweis von Satz 10.27. Wir zeigen zunächst, dass unter den Voraussetzungen des
Satzes die Funktion f beschränkt ist. Wäre dem nicht so, gäbe es für jedes n ∈ N
ein xn ∈ K mit |f(xn)| > n. Dank der Beschränktheit von K und dem Satz von
Bolzano-Weierstraß (Satz 7.35) können wir nun aus der Folge (xn)n eine konver-
gente Teilfolge (xnk)k auswählen. Da K außerdem abgeschlossen ist, muss deren
Grenzwert x0 := limk→∞ xnk ebenfalls in K liegen. Nun nutzen wir die Stetig-
keit von f auf K und folgern, dass die Folge (f(xnk)k gegen f(x0) konvergiert.
Insbesondere ist damit die Folge (f(xnk))k beschränkt, was im Widerspruch zur
Konstruktion der Folge (xn)n steht, nach der |f(xnk)| > nk für alle k ∈ N gilt.
Da nun f(K) beschränkt ist, existieren zumindest sup f(K) und inf f(K). Wir
betrachten hier nur S := sup f(K), die Untersuchung für das Infimum verläuft
analog. Zu zeigen ist, dass es ein x∗ ∈ K gibt, so dass f(x∗) = S gilt. Dazu stellen
wir zunächst fest, dass es nach Satz 4.17 für jedes n ∈ N ein yn ∈ f(K) gibt mit
S − 1/n < yn ≤ S. Dazu finden wir jeweils ein xn ∈ K mit f(xn) = yn, so dass
zusammengenommen

S − 1

n
< f(xn) ≤ S für alle n ∈ N (10.5)
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gilt. Die so gewonnene Folge (xn)n enthält wie jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge (xnk)k. Wir setzen

x∗ := lim
k→∞

xnk .

Dann gilt wegen der Abgeschlossenheit von K sofort x∗ ∈ K und dank der
Stetigkeit von f haben wir f(xnk)→ f(x∗) für k →∞. Mit Hilfe von (10.5) und
dem Sandwich-Theorem gilt außerdem

lim
k→∞

f(xnk) = lim
n→∞

f(xn) = S.

Also ist f(x∗) = S.

Als nächstes wollen wir zeigen, dass sich die Stetigkeit einer Funktion auf ihre
Umkehrfunktion überträgt, sofern diese existiert.

Zur Vorbereitung definieren wir dazu erst einmal die ganz natürlichen Begriffe
für die Monotonie von allgemeinen reellen Funktionen:

Definition 10.29. Sei D ⊆ R. Eine Funktion f : D → R heißt

(a) monoton wachsend, falls für alle x, y ∈ D mit x ≤ y gilt, dass f(x) ≤ f(y)
ist.

(b) monoton fallend, falls für alle x, y ∈ D mit x ≤ y gilt, dass f(x) ≥ f(y)
ist.

(c) streng monoton wachsend, falls für alle x, y ∈ D mit x < y gilt, dass
f(x) < f(y) ist.

(d) streng monoton fallend, falls für alle x, y ∈ D mit x < y gilt, dass f(x) >
f(y) ist.

(e) (streng) monoton, falls sie (streng) monoton wachsend oder (streng) mo-
noton fallend ist.

Monotonie ist oft ein praktisches Hilfsmittel, um Bijektivität zu zeigen. Es ist
zum Beispiel klar, dass jede streng monotone Funktion f : D → R injektiv ist
(Übungsaufgabe!). Damit ist nach Einschränkung des Wertebereichs die Funktion
f : D → f(D) bijektiv und die Umkehrfunktion f−1 : f(D) → D existiert in
diesem Fall. Wir wissen über f−1 sogar noch mehr.

Lemma 10.30. Sei D ⊆ R und f : D → f(D) eine streng monoton wachsende
(bzw. fallende) Funktion. Dann ist die Umkehrfunktion f−1 : f(D)→ D ebenfalls
streng monoton wachsend (bzw. fallend).
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Beweis. Wir führen den Beweis nur für wachsende Funktionen, die geklammerte
Aussage beweist man analog. Es sei also f streng monoton wachsend.
Es seien y1, y2 ∈ f(D) mit y1 < y2 gegeben. Dann existieren x1, x2 ∈ D, so dass
f(x1) = y1 und f(x2) = y2 gilt. Da f streng monoton wächst und f(x1) < f(x2)
gilt, muss auch x1 < x2 sein. Damit ist aber

f−1(y1) = x1 < x2 = f−1(y2),

was nichts anderes bedeutet, als dass f−1 streng monoton wächst.

Für den Beweis des nächsten Satzes brauchen wir noch das folgende Lemma,
dessen Beweis als Übung stehen bleibt.

Lemma 10.31. Eine nicht leere und nicht einelementige Menge M ⊆ R ist genau
dann ein Intervall, wenn für je zwei Zahlen a, b ∈ M mit a < b stets [a, b] ⊆ M
gilt.

Jetzt wenden wir uns wieder stetigen Funktionen zu.

Satz 10.32. Es sei I ⊆ R ein Intervall (zum Beispiel ist auch I = R zugelassen)
und f ∈ C(I,R) sei streng monoton. Dann ist f(I) ebenfalls ein Intervall und es
gilt f−1 ∈ C(f(I),R).

Beweis. Wir führen den Beweis wieder nur für streng wachsende Funktionen f .
Wir verwenden zunächst Lemma 10.31, um zu zeigen, dass f(I) ein Intervall ist.
Wir wissen dabei, dass f(I) nicht leer und nicht einelementig ist, weil I mehr als
zwei verschiedene Werte enthält und f streng monoton ist. Seien also a, b ∈ f(I)
mit a < b und ein y0 ∈ [a, b] gegeben. Dann gibt es α, β ∈ I, so dass f(α) = a
und f(β) = b gilt. Wir haben also

f(α) = a ≤ y0 ≤ b = f(β).

Da f stetig ist, existiert also nach dem Zwischenwertsatz 10.22 ein x0 ∈ I mit
f(x0) = y0. Also ist y0 ∈ f(I) und wir erhalten [a, b] ⊆ f(I).
Nun bleibt noch zu zeigen, dass f−1 auf f(I) stetig ist. Sei dazu y0 ∈ f(I) und
(yn)n eine Folge in f(I), die gegen y0 konvergiert. Für diese ist zu zeigen, dass
die Folge (xn)n := (f−1(yn))n gegen x0 := f−1(y0) konvergiert. Wir nehmen dazu
an, das wäre nicht so. Dann gibt es ein ε0 > 0, für das die Menge M := {n ∈ N :
xn 6∈ Uε0(x0)} unendlich viele Elemente besitzt. Das bedeutet, dass es entweder

Fall 1 unendlich viele n ∈ N, und somit eine Teilfolge (xnk)k von (xn)n gibt, sodass

xnk = f−1(ynk) ≥ f−1(y0) + ε0,

gilt, oder, dass es
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Fall 2 unendlich viele n ∈ N, und somit eine Teilfolge (xnj)j von (xn)n gibt, sodass

xnj = f−1(ynj) ≤ f−1(y0)− ε0,

gilt, oder, dass sogar beide Teilfolgen existieren.

Im Fall 1 folgt aus der Monotonie von f für alle k ∈ N die Abschätzung

ynk = f(f−1(ynk)) ≥ f(f−1(y0) + ε0),

die sich also auch durch den Grenzwert k → ∞ durchzieht und zusammen mit
der strengen Monotonie dann zum Widerspruch führt:

y0 = lim
k→∞

ynk ≥ f(f−1(y0) + ε0) > f(f−1(y0)) = y0.

Analog gilt im Fall 2 wegen der Monotonie von f ,

ynj = f(f−1(ynk)) ≤ f(f−1(y0 − ε0)),

für jedes j ∈ N und im Grenzwert j → ∞ folgt wegen der strengen Monotonie
der Widerspruch

y0 = lim
j→∞

ynj ≤ f(f−1(y0 − ε0)) < f(f−1(y0)) = y0.

Auch dieser Satz liefert uns eine neue spannende Information über die Expo-
nentialfunktion, denn von dieser wissen wir, dass sie auf I = R streng monoton
wächst (vgl. Satz 8.40 (e)). Außerdem haben wir in Beispiel 10.24 gesehen, dass
exp(R) = (0,∞) gilt. Damit wissen wir, dass die Umkehrfunktion existiert. Sie
bekommt einen eigenen Namen.

Definition 10.33. Die Funktion

ln := log := exp−1 : (0,∞)→ R mit ln(x) := log(x) := exp−1(x), x ∈ (0,∞),

heißt (natürlicher) Logarithmus.

Der Logarithmus hat die folgenden Eigenschaften.

Satz 10.34. (a) Die Funktion ln ist auf (0,∞) stetig und wächst streng mono-
ton.

(b) Es gilt ln(1) = 0 und ln(e) = 1.

(c) lim
x→∞

ln(x) =∞ und lim
x→0+

ln(x) = −∞.
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E(x) ln(x)

x
K1 0 1 2 3 4

K4

K2

2

4

Abbildung 10.2.: Die Graphen der Exponentialfunktion und des Logarithmus

(d) Für alle x, y ∈ (0,∞) und alle r ∈ Q gilt

ln(xy) = ln(x) + ln(y), ln
(x
y

)
= ln(x)− ln(y) und ln(xr) = r ln(x).

Beweis. (a) Ergibt sich sofort aus Satz 10.32.

(b) Ergibt sich aus Satz 8.40 (a).

(c) Ergibt sich aus Beispiel 10.21 (b).

(d) Es gilt nach Satz 8.40 (b)

eln(x)+ln(y) = eln(x)eln(y) = xy.

Also ist

ln(xy) = ln
(
eln(x)+ln(y)

)
= ln(x) + ln(y).

Weiter gilt mit Satz 8.40 (c)

e− ln(1/x) =
1

eln(1/x)
=

1
1/x

= x.

Also ist

ln(x) = ln(e− ln(1/x)) = − ln
(1

x

)
. (10.6)
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Damit können wir aus der ersten Formel sofort folgern

ln
(x
y

)
= ln

(
x

1

y

)
= ln(x) + ln

(1

y

)
= ln(x)− ln(y).

Es bleibt noch die dritte Formel. Mit den Rechenregeln für exp gilt für alle
r ∈ Q,

exp(lnxr) = xr = (exp(lnx))r = exp(r lnx).

Wegen der Bijektivität von exp folgt aus der Gleichheit expA = expB für
alle A,B ∈ R auch die Gleichheit A = B, also hier die Behauptung.

Sehen wir uns die dritte Rechenregel in (d) noch einmal an, so folgt daraus
insbesondere für alle a ∈ (0,∞) und alle r ∈ Q die Beziehung ar = eln(ar) = er ln(a).
Diese verwenden wir nun um die allgemeine Potenzfunktion zu definieren.

Definition 10.35. Für alle a ∈ (0,∞) und alle x ∈ R definieren wir die allge-
meine Potenz durch

ax := ex·ln(a).

Wir sammeln Eigenschaften dieser Funktion.

Satz 10.36. Es sei a ∈ (0,∞). Dann ist die Funktion x 7→ ax stetig auf R und
es gelten die bekannten Rechenregeln für Potenzen wie beispielsweise

ax+y = axay, a−1 =
1

a
, (ax)y = axy.

Beweis. Wir beobachten zunächst, dass die beiden Funktionen x 7→ x · ln(a) und
exp jeweils auf R stetig sind, also ist auch die Potenzfunktion als deren Verkettung
nach Satz 10.3(c) stetig.
Die Rechenregeln lassen sich alle direkt aus jenen für die Exponentialfunktion
ableiten. Wir behandeln deshalb hier nur beispielhaft

ax+y = e(x+y) ln(a) = ex ln(a)+y ln(a) = ex ln(a)ey ln(a) = axay.

Bemerkung 10.37. Zu Beginn der Vorlesung haben wir die rationalen Poten-
zen aq mit q ∈ Q definiert und uns gefragt, wie die reellen Potenzen ax0 mit
x0 ∈ R \Q definiert werden können. Dieses Problem ist jetzt mit Hilfe der Expo-
nentialreihe und des Logarithmus auf vielleicht etwas überraschende Weise gelöst.
Aus Satz 10.36 folgt, dass die so definierte Funktion

a· : R→ (0,∞), x 7→ ax

zur (natürlichen) Definition der rationalen Potenzen passt, insofern sie die stetige
Fortsetzung (s. Beispiel 10.17) dieser Funktion von Q auf R darstellt (Übung).
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10.5. Funktionenfolgen

In diesem Abschnitt betrachten wir Folgen, deren Glieder durch Funktionen ge-
geben sind. Ein spezielles Beispiel für diese Situation haben wir mit den Potenz-
reihen schon gesehen. Wir beginnen mit den folgenden Begriffen.

Definition 10.38. Es sei D ⊆ R und für jedes n ∈ N sei eine Funktion fn : D →
R gegeben. Wir sagen, die Funktionenfolge (fn)n konvergiert punktweise, wenn
für jedes x ∈ D die Folge (fn(x))n in R konvergiert. In diesem Fall heißt die
Funktion

f :

{
D → R
x 7→ lim

n→∞
fn(x)

die Grenzfunktion von (fn)n.

Beispiel 10.39. (a) Es sei D = [0, 1] und

fn(x) := xn, x ∈ [0, 1],

für jedes n ∈ N.

Nach Satz 7.18 gilt limn→∞ x
n = 0 für alle x ∈ [0, 1) und für x = 1 erhalten

wir für jedes n ∈ N den Wert 1, also konvergiert (fn)n punktweise gegen
die Grenzfunktion f : [0, 1]→ R mit

f(x) :=

{
0, falls x ∈ [0, 1),

1, falls x = 1.

(b) Es sei (an)n eine Folge in R und für jedes n ∈ N0 seien die durch Summation
gebildeten Polynome

pn(x) =
n∑

k=0

akx
k

gegeben. Sie bilden als Funktionenfolge genau die durch die Folge (an)n ge-
gebene Potenzreihe. Wie wir gesehen haben, konvergiert sie, wenn der Kon-
vergenzradius r der Potenzreihe positiv ist, innerhalb des Intervalls (−r, r)
punktweise gegen die Funktion s : (−r, r)→ R mit

s(x) =
∞∑

n=1

anx
n.

(c) Es sei D := [0,∞) und für jedes n ∈ N sei fn : [0,∞)→ R gegeben durch

fn(x) :=
nx

1 + n2x2
, x ∈ [0,∞).
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Dann gilt für alle x ∈ [0,∞)

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

x/n
1/n2 + x2

= 0,

also konvergiert (fn)n in diesem Beispiel auf [0,∞) punktweise gegen die
konstante Nullfunktion f = 0.

Bemerkung 10.40. (a) In Epsilons ausgedrückt bedeutet punktweise Konver-
genz einer Funktionenfolge (fn)n auf einer Menge D ⊆ R:

∀ε > 0 ∀x ∈ D ∃n0 = n0(ε, x) ∈ N ∀n ≥ n0 : |fn(x)− f(x)| < ε. (10.7)

(b) Schauen wir uns noch einmal unser drittes Beispiel von oben an, vgl. Ab-
bildung 10.3, so sehen wir rechnerisch sofort ein, dass diese Funktionenfolge
punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert. Schaut man sich jedoch für
jedes n ∈ N den größten Abstand des Funktionsgraphen der Funktion fn
von der x-Achse und damit vom Graphen der Nullfunktion an, so weigert
sich dieser hartnäckig gegen Null zu streben, sondern bleibt immer konstant
1/2. Rechnerisch sieht man das daran, dass für alle n ∈ N gilt

∣∣∣fn
( 1

n

)
− f

( 1

n

)∣∣∣ =
∣∣∣

n 1
n

1 + n2( 1
n
)2
− 0
∣∣∣ =

∣∣∣ 1

1 + 1

∣∣∣ =
1

2
. (10.8)

Wir wollen im Folgenden einen weiteren, restriktiveren Konvergenzbegriff
einführen, der solch ein Konvergenzverhalten nicht mehr

”
toleriert“.

Definition 10.41. Es sei D ⊆ R, f : D → R und für jedes n ∈ N seien
Funktionen fn : D → R gegeben.

(a) Die Funktionenfolge (fn)n konvergiert gleichmäßig auf D gegen f , falls das
Kriterium

(∀ε > 0) (∃n0 = n0(ε) ∈ N) (∀n ≥ n0) (∀x ∈ D) : |fn(x)− f(x)| < ε.

erfüllt ist.

(b) Die Funktionenfolge (fn)n konvergiert lokal gleichmäßig auf D gegen f ,
wenn für jedes K ⊆ D kompakt ihre Einschränkungen auf K gleichmäßig
gegen f konvergieren.

Bemerkung 10.42. (a) Vergleichen wir das Kriterium für gleichmäßige Kon-
vergenz mit der entsprechenden Definition der punktweisen Konvergenz aus
(10.7), so sehen wir den Unterschied: Der Quantor

”
∀x ∈ D“ ist von vorne

nach hinten gerutscht. Das macht einen großen Unterschied. Bei punktwei-
ser Konvergenz dürfen wir bei der Auswahl des n0 sowohl die zugelassene
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Abbildung 10.3.: Die Graphen der ersten vier Funktionen in der Funktionenfolge
aus Beispiel 10.39 (c).

Abweichung von der Grenzfunktion ε als auch den Wert für x einfließen
lassen und für verschiedene x unter Umständen verschiedene n0 wählen,
während es bei gleichmäßiger Konvergenz zu jedem ε ein n0 geben muss,
das für alle x ∈ D das selbe ist. Wir brauchen in diesem Sinne ein universel-
les oder eben gleichmäßiges n0, dass für alle x ∈ D simultan den Abstand
|fn(x)− f(x)| kleiner als ε garantiert.

(b) Obige Überlegung zeigt auch sofort, dass jede Funktionenfolge, die gleich-
mäßig gegen eine Funktion f konvergiert, insbesondere auch punktweise
gegen die selbe Funktion konvergiert: Wenn wir ein universelles n0 haben,
erfüllt dieses die Konvergenzbedingung natürlich auch für jedes x ∈ D
einzeln.

(c) Anschaulich bedeutet gleichmäßige Konvergenz gegen f , dass die Graphen
der Funktionen fn ab einem gewissen n0 alle ganz in einem ε-Streifen um
den Graphen der Funktion f liegen, vgl. Abbildung 10.4.

Betrachten wir wieder das Beispiel 10.39 (c) von oben, so sehen wir, dass das
eben nicht der Fall ist. So verlässt jede Funktion fn irgendwo den Streifen
um die x-Achse mit Breite 1/4.

Beispiel 10.43. Wir betrachten im Lichte der neuen Definition noch einmal
(a) und (c) aus Beispiel 10.39. Beide Funktionenfolgen sind nicht gleichmäßig
konvergent.
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x

ε

ε

f(x)

Abbildung 10.4.: Der ε-Streifen um den Graphen der Grenzfunktion f .

Für das Beispiel

fn(x) =
nx

1 + n2x2
, x ∈ [0,∞),

folgt das direkt aus (10.8), denn für ε := 1/4 gibt es für jedes n ∈ N ein x ∈ [0,∞),
für das |fn(x)− f(x)| ≥ ε gilt.
Für

fn(x) = xn, x ∈ [0, 1],

erhält man wegen 1/ n
√

2 ∈ (0, 1) für alle n ∈ N
∣∣∣fn
( 1

n
√

2

)
− f

( 1
n
√

2

)∣∣∣ =
∣∣∣
( 1

n
√

2

)n
− 0
∣∣∣ =

1

2

auf dem gleichen Wege, dass die Funktionenfolge nicht gleichmäßig konvergiert.

Die Frage der gleichmäßigen Konvergenz hängt manchmal sehr stark vom be-
trachteten Intervall ab, was nicht weiter verwundert, denn je größer dieses ist,
desto mehr x muss ein zu vorgegebenem ε gewähltes n0 gleichzeitig verarzten.
Schauen wir nochmals die obigen Beispiele an, so sehen, wir, dass bei (a) das
Problem bei x = 1 liegt und bei (c) bei x = 0. Halten wir uns von diesen beiden
Punkten fern, so können wir tatsächlich gleichmäßige Konvergenz nachweisen.

Beispiel 10.44. (a) Wählen wir ein α ∈ (0, 1), setzen wir D̃ := [0, α] und
betrachten nun auf dieser Menge die Funktionenfolge

fn(x) := xn, x ∈ D̃,

so gilt für alle x ∈ D̃ die Abschätzung |fn(x)− f(x)| = |xn− 0| = xn ≤ αn.
(Man beachte, dass die Grenzfunktion auf D̃ nun die Nullfunktion ist.) Sei
nun ε > 0 gegeben. Dann gibt es ein n0 = n0(ε) ∈ N, so dass αn < ε für
alle n ≥ n0 ist, da limn→∞ α

n = 0 ist. Also gilt

|fn(x)− f(x)| ≤ αn < ε für alle n ≥ n0 und alle x ∈ D̃
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10.5. Funktionenfolgen

und das ist genau die Bedingung für gleichmäßige Konvergenz.

Zusammengefasst ist die Funktionenfolge (xn)n also gleichmäßig konvergent
auf jedem Intervall der Form [0, α] mit 0 < α < 1, aber nicht auf [0, 1]. Auf
diesem ist sie aber noch punktweise konvergent.

Jede kompakte Teilmenge von [0, 1) ist in einem Intervall der Form [0, α]
mit α ∈ (0, 1) enthalten. Also haben wir lokal gleichmäßige Konvergenz auf
[0, 1). Achtung: Diese Funktionenfolge konvergiert nicht lokal gleichmäßig
auf [0, 1]! Warum?

(b) Für ein α > 0 setzen wir nun D̃ := [α,∞) und betrachten darauf die
Funktionenfolge

fn(x) =
nx

1 + n2x2
, x ∈ D̃.

Dann gilt für jedes n ∈ N

|fn(x)− f(x)| = nx

1 + n2x2
≤ nx

n2x2
=

1

nx
≤ 1

nα
.

Für jedes ε > 0 gibt es nun ein n0 ∈ N mit 1/(nα) < ε für alle n ≥ n0, also
gilt

|fn(x)− f(x)| ≤ 1

nα
< ε für alle n ≥ n0 und alle x ∈ D̃.

Zusammenfassend ist diese Funktionenfolge also auf jedem Intervall der
Form [α,∞) für α > 0 gleichmäßig konvergent, aber nicht auf [0,∞). Lokal
gleichmäßige Konvergenz haben wir in diesem Fall auf (0,∞), aber ebenfalls
nicht auf [0,∞).

Übungsaufgabe 10.45. Es sei D ⊆ R und (fn)n eine Funktionenfolge auf D.

(a) Ist (fn)n gleichmäßig konvergent gegen f : D → R, so konvergiert auch die
Folge (|fn|)n gleichmäßig auf D und zwar gegen |f |.

(b) Die Funktionenfolge (fn)n konvergiert genau dann gleichmäßig gegen f :
D → R, wenn limn→∞ supx∈D |fn(x) − f(x)| = 0 gilt. Ist die Funktion
f beschränkt, so gilt in diesem Fall außerdem limn→∞ supx∈D |fn(x)| =
supx∈D |f(x)|.

(c) Sei f : D → R eine Funktion. Gibt es eine Nullfolge (αn)n, so dass

|fn(x)− f(x)| ≤ αn für fast alle n ∈ N und alle x ∈ D
gilt, so konvergiert (fn)n gleichmäßig auf D gegen f .

In diesem Abschnitt bleiben nach zwei Resultate zu erzielen. Zuerst bestätigen
wir uns nun erneut, dass Potenzreihen etwas Freundliches sind und beweisen,
dass diese (als Folgen von Polynomfunktionen aufgefasst) auf ihrem Konvergenz-
bereich sogar lokal gleichmäßig konvergieren. Zuletzt beschäftigen wir uns mit
dem gleichmäßigen Limes stetiger Funktionen.
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10. Stetigkeit

Satz 10.46. Es sei
(∑n

k=1 akx
k
)
n

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0.
Dann konvergiert sie als Folge von Funktionen lokal gleichmäßig auf Ur(0).

Beweis. Es sei K ⊆ Ur(0) kompakt. Da die Betragsfunktion stetig und K kom-
pakt ist, gibt es nach Satz 10.27 ein x0 ∈ K mit |x0| = max{|x| : x ∈ K}. Weiter
ist K ⊆ Ur(0), also bekommen wir

% := max{|x| : x ∈ K} = |x0| < r.

Damit gilt |x| ≤ % < r für alle x ∈ K. Für alle ε > 0 wählen wir jetzt n0 ∈ N,
sodass

∑∞
k=n0
|ak|ρk < ε gilt. Das ist möglich, da die Potenzreihe ja innerhalb

des Konvergenzradius, also auch in ρ, absolut konvergent ist und der zugehörige
Reihenrest

(∑∞
k=n |ak|ρk

)
n

deshalb gegen 0 konvergieren muss. Es folgt für alle
x ∈ K und n ≥ n0,

|
n∑

k=1

akx
k −

∞∑

k=1

akx
k| = |

∞∑

k=n

akx
k| ≤

∞∑

k=n0

|ak|ρk < ε,

also die gleichmäßige Konvergenz der Potenzreihe gegen ihren punktweisen Grenz-
wert x 7→∑∞

k=1 akx
k auf K.

Um zu sehen, dass eine Potenzreihe im Allgemeinen nicht gleichmäßig auf dem
vollen Konvergenzintervall konvergiert, kann das folgende Beispiel dienen.

Übungsaufgabe 10.47. Die geometrische Reihe
(∑n

k=0 x
k
)
n

ist auf (−1, 1) nicht
gleichmäßig konvergent.

Wir zeigen nun, dass gleichmäßige Konvergenz Stetigkeit erhält, eine sehr wichtige
Konsequenz dieser Eigenschaft.

Satz 10.48. Es sei D ⊆ R und (fn)n sei eine Funktionenfolge, die auf D lokal
gleichmäßig gegen eine Funktion f konvergiere. Sind die Funktionen fn für alle
n ∈ N in einem Punkt x0 ∈ D stetig, so ist auch die Grenzfunktion f in x0 stetig.

Beweis. Sei (xk)k eine Folge in D, die gegen x0 konvergiert. Wir müssen zeigen,
dass limk→∞ f(xk) = f(x0) gilt.
Sei ε > 0. Wir betrachten {xk : k ∈ N0}, d. h. die Menge aller Folgenglieder von
(xk)k zusammen mit dem Grenzwert. Dank der Konvergenz von (xk)k ist das eine
abgeschlossene und beschränkte und damit kompakte Teilmenge von D. Wegen
der lokal gleichmäßigen Konvergenz von (fn)n gibt es also ein m ∈ N, sodass

|fm(xk)− f(xk)| <
ε

3
für alle k ∈ N0

gilt.
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10.6. Gleichmäßige Stetigkeit

Weiter ist nach Voraussetzung die Funktion fm stetig, also gibt es ein δ > 0, so
dass

|fm(x)− fm(x0)| < ε

3
für alle x ∈ D mit |x− x0| < δ

ist. Sei nun k0 so gewählt, dass |xk−x0| < δ für alle k ≥ k0 ist. Dann gilt für alle
k ≥ k0 durch Kombination dieser Überlegungen

|f(xk)− f(x0)| =
∣∣f(xk)− fm(xk) + fm(xk)− fm(x0) + fm(x0)− f(x0)

∣∣
≤
∣∣f(xk)− fm(xk)

∣∣+
∣∣fm(xk)− fm(x0)

∣∣+
∣∣fm(x0)− f(x0)

∣∣

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Bemerkung 10.49. (a) Wir können Satz 10.48 auch folgendermaßen formu-
lieren: Konvergiert eine Funktionenfolge (fn)n aufD lokal gleichmäßig gegen
f und sind alle Funktionen fn in x0 ∈ D stetig, so gilt

lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
x→x0

f(x) = f(x0) = lim
n→∞

fn(x0) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x).

Wir haben in diesem Satz also gezeigt, dass man bei gleichmäßig konver-
genten Funktionenfolgen den Konvergenz-Limes mit dem Stetigkeits-Limes
vertauschen kann. Dieses Vertauschen von Grenzwerten ist im Allgemeinen
nicht erlaubt, vgl. Warnung 7.24, und insofern sind Sätze dieser Art, die ein
Vertauschen gestatten, sehr wertvoll.

Tatsächlich ist diese Vertauscherei für nur punktweise Konvergenz im All-
gemeinen falsch. Beispielsweise gilt für unsere Funktionenfolge aus Bei-
spiel 10.39 (a)

lim
x→1−

lim
n→∞

xn = lim
x→1−

0 = 0 6= 1 = lim
n→∞

1 = lim
n→∞

lim
x→1−

xn.

(b) Satz 10.48 gibt außerdem noch ein manchmal sehr brauchbares Kriterium
ab, um nachzuweisen, dass eine punktweise konvergente Funktionenfolge
oder -reihe nicht gleichmäßig konvergiert. Sind nämlich alle Folgenglieder
(bei Reihen zum Beispiel alle Summanden) stetige Funktionen, aber die
punktweise Grenzfunktion ist unstetig, so kann die Konvergenz nach diesem
Satz nicht gleichmäßig sein.

10.6. Gleichmäßige Stetigkeit

Wir bekommen es in diesem Abschnitt mit einem ähnlichen Phänomen wie bei
der Unterscheidung zwischen punktweiser und gleichmäßiger Konvergenz zu tun.
Erinnern wir uns an die Definition der Stetigkeit, so war f : D → R genau dann
stetig, wenn

(∀ε > 0)(∀x0 ∈ D)(∃δ = δ(ε, x0) > 0)(∀x ∈ D) |x−x0| < δ ⇒ |f(x)−f(x0)| < ε.
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10. Stetigkeit

Das zu bestimmende δ darf hierbei außer von ε, von dem es logischerweise (in
der Regel) abhängen muss, auch von x0 abhängen. Es liegt also nahe, ähnlich wie
bei der Konvergenz von Funktionenfolgen eine

”
Stetigkeit von höherer Qualität“

zu definieren, bei der das δ gleichmäßig in x0 ∈ D gewählt werden muss.
Dass das tatsächlich zu einem restriktiveren Begriff führt, zeigt das folgende Bei-
spiel.

x
0

x
1

f(x
1
)

f(x
0
)

f(x) = x2

1

1

ε

ε

ε

ε

x

Abbildung 10.5.: Die Abhängigkeit des Stetigkeits-Deltas von x0

Beispiel 10.50. Es sei D = [0,∞) und f(x) = x2, x ∈ D, vgl. Abbildung 10.5.
Diese Funktion ist offensichtlich stetig, beispielsweise weil sie durch eine Potenz-
reihe mit Konvergenzradius unendlich dargestellt wird. Also gibt es zu jedem
x0 > 0 und jedem ε > 0 ein δ > 0, so dass

|x2 − x2
0| < ε

für alle x > 0 mit |x − x0| < δ gilt. Können wir aber dieses δ unabhängig von
x0 wählen? Die Antwort ist Nein, denn wenn wir x = x0 + δ/2 setzen, so gilt
|x− x0| = δ/2 < δ, aber damit ist auch

ε > |x2 − x2
0| = |x+ x0||x− x0| =

(
2x0 +

δ

2

)δ
2

= δx0 +
δ2

4
.

Insbesondere ist damit δx0 < ε, d. h.

δ <
ε

x0

.

Je größer also das x0 wird, umso kleiner müssen wir bei gegebenem ε das δ
wählen. Anschaulich liegt das daran, dass der Graph der Funktion für große x
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10.6. Gleichmäßige Stetigkeit

immer schneller ansteigt, wenn wir also im Bildbereich nur eine Abweichung von
ε um das f(x0) zulassen, wird der verfügbare Platz für das δ auf der x-Achse
immer geringer, je weiter wir mit dem x0 nach rechts rutschen.

Wir wollen nun die gleichmäßige Stetigkeit exakt definieren.

Definition 10.51. Es sei D ⊆ R. Dann heißt f : D → R gleichmäßig stetig auf
D, falls gilt:

(∀ε > 0) (∃δ = δ(ε) > 0) (∀x0, x ∈ D) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Bemerkung 10.52. (a) Es ist klar, dass eine Funktion, die auf einer Menge
D gleichmäßig stetig ist, auch auf dieser Menge stetig ist, also zu C(D,R)
gehört. Die Umkehrung gilt i.A. nicht, wie Beispiel 10.50 zeigt.

(b) Wie bei der gleichmäßigen Konvergenz auch, ist die Frage, ob eine stetige
Funktion sogar gleichmäßig stetig ist, sehr vom zu Grunde gelegten Defini-
tionsbereich abhängig. Es ist eine Eigenschaft, die der Funktion auf einer
Menge zukommt. Es ist anders als bei reiner Stetigkeit nicht sinnvoll, von
gleichmäßiger Stetigkeit

”
in einem Punkt“ zu sprechen.

Wir wollen nun einen Fall von Mengen behandeln, auf denen Stetigkeit und
gleichmäßige Stetigkeit zusammenfallen.

Satz 10.53. Ist K ⊆ R kompakt und f ∈ C(K,R), so ist f gleichmäßig stetig
auf K.

Beweis. Wir nehmen an, f wäre nicht gleichmäßig stetig auf K. Nun müssen
wir unsere Gesellenprüfung in elementarer Logik ablegen und die Definition der
gleichmäßigen Stetigkeit negieren. Am besten macht man das ganz formal und
ohne viel nachzudenken mit den Quantoren. Wir schreiben uns noch einmal hin,
was gleichmäßige Stetigkeit bedeutet:

∀ε > 0 ∃δ > 0, so dass ∀x, y ∈ K mit |x− y| < δ gilt |f(x)− f(y)| < ε.

Beim Negieren müssen wir wieder aus jedem ∀ ein ∃ und aus jedem ∃ ein ∀
machen sowie die Aussage negieren. Das ergibt: f ist auf K nicht gleichmäßig
stetig, falls

∃ε0 > 0 ∀δ > 0 ∃x = x(δ) ∈ K ∃y = y(δ) ∈ K mit |x− y| < δ,

so dass |f(x)− f(y)| ≥ ε0.

Nun machen wir uns klar, was wir da bekommen haben. Nach Annahme gibt es
ein ε0 > 0, so dass für alle δ > 0 etwas gilt. Wir begnügen uns damit, alle δ
anzuschauen, die von der Form 1/n für ein n ∈ N sind. Also gibt es ein ε0 > 0, so
dass für alle n ∈ N zwei Zahlen xn, yn ∈ K existieren, für die zum einen

|xn − yn| < δ =
1

n
und zum anderen |f(xn)− f(yn)| ≥ ε0
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gilt. Nun ist die Folge (xn)n eine Folge in der kompakten Menge K, d. h. sie ist
insbesondere beschränkt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß 7.35 besitzt sie
damit eine konvergente Teilfolge (xnk)k und es gilt x0 := limk→∞ xnk ∈ K, da K
abgeschlossen ist. Betrachten wir die Folge (ynk)k, so bekommen wir

ynk = xnk + (ynk − xnk).
Der erste Summand auf der rechten Seite konvergiert gegen x0 nach Konstruktion
und wegen |xn − yn| < 1/n für alle n ∈ N konvergiert der zweite gegen Null. Also
sind beide Summanden auf der rechten Seite für k →∞ konvergent, was bedeutet,
dass auch die Folge (ynk)k für k →∞ konvergiert mit limk→∞ ynk = x0. Da f in
x0 stetig ist, gilt

lim
k→∞
|f(xnk)− f(ynk)| ≤ lim

k→∞

(
|f(xnk)− f(x0)|+ |f(x0)− f(ynk)|

)
= 0 + 0 = 0,

was im Widerspruch zu |f(xn) − f(yn)| ≥ ε0 für alle n ∈ N steht. Also muss f
gleichmäßig stetig in K sein.

Wir führen noch einen weiteren Stetigkeitsbegriff ein.

Definition 10.54. Es sei D ⊆ R und f : D → R eine Funktion. Diese heißt
Lipschitz-stetig, falls eine Konstante L > 0 existiert, so dass

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|
für alle x, y ∈ D gilt.

Bemerkung 10.55. Man kann sich leicht überlegen, dass der Begriff der Lipschitz-
Stetigkeit sogar ein noch stärkerer als der der gleichmäßigen Stetigkeit ist, denn
wenn f Lipschitz-stetig und ε > 0 ist, so gilt für jedes 0 < δ < ε/L sofort

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y| < L
ε

L
= ε

für alle x, y ∈ D mit |x − y| < δ. Man beachte, dass das δ nur von ε und nicht
von x oder y abhängt, also ist f tatsächlich gleichmäßig stetig. Die Umkehrung
ist auch hier wieder i.A. falsch, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 10.56. Wir setzen D = [0, 1] und f(x) =
√
x. Dann ist f nach Satz 7.15

stetig und nach Satz 10.53 auch gleichmäßig stetig auf D. Nehmen wir aber an,
es gäbe ein L ≥ 0, so dass für alle x, y ∈ D gilt

|√x−√y| ≤ L|x− y|,
so folgt für die spezielle Wahl y = 0 sofort

√
x ≤ Lx, d. h.

L ≥ 1√
x

für alle x ∈ (0, 1].

Also ist f nicht Lipschitz-stetig.
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11. Differenzierbarkeit

Schon aus der Schule werden Sie das Thema dieses Abschnitts kennen. Man
möchte das Änderungsverhalten einer Funktion in einem Punkt, d. h. anschaulich
gesprochen die Steigung des Funktionsgraphen an dieser Stelle quantitativ fassen.
Dazu nähert man die Tangentensteigung mit den bekannten Sekantensteigungen
an und kommt auf den Differenzenquotienten. Dessen Grenzwert, die Ableitung,
gibt dann die Steigung an.
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<latexit sha1_base64="6F7O0Yg5qtspkmsgyNPQFsLs9Ng=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsqutOix4MVjBfsB7VKyabYNTbJLkhXL0r/gxYMiXv1D3vw3Zts9aOuDgcd7M8zMC2LOtHHdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9POjpKFKFtEvFI9QKsKWeStg0znPZiRbEIOO0G09vM7z5SpVkkH8wspr7AY8lCRrDJpLD6dDksV9yauwBaJ15OKpCjNSx/DUYRSQSVhnCsdd9zY+OnWBlGOJ2XBommMSZTPKZ9SyUWVPvp4tY5urDKCIWRsiUNWqi/J1IstJ6JwHYKbCZ61cvE/7x+YsIbP2UyTgyVZLkoTDgyEcoeRyOmKDF8ZgkmitlbEZlghYmx8ZRsCN7qy+ukc1XzGjX3vl5p1vM4inAG51AFD66hCXfQgjYQmMAzvMKbI5wX5935WLYWnHzmFP7A+fwBaXuNxw==</latexit>

f(x)

<latexit sha1_base64="vEEfIglEoTo+hbUVJMbJWwaPtik=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoseCF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+xmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVu6y6zVqlXsvjKMIJnMI5eHAFdbiFBrSAAcIzvMKb8+C8OO/Ox6K14OQzx/AHzucP41WM8g==</latexit>x

<latexit sha1_base64="daq6FuaNyyjtdIUnxN5r5mm0PRU=">AAAB9XicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiAkB8OMRPQY8OIxglkgGUNPpydp0t0zdPeoYch/ePGgiFf/xZt/Y2cR4vagqMd7VVTxgpgzbVz3w8ksLa+srmXXcxubW9s7+d29ho4SRWidRDxSrQBrypmkdcMMp61YUSwCTpvB8GLiN2+p0iyS12YUU1/gvmQhI9hY6SYs3pfQMbKt65ZQN1/wyu4UyP1FvqwCzFHr5t87vYgkgkpDONa67bmx8VOsDCOcjnOdRNMYkyHu07alEguq/XT69RgdWaWHwkjZkgZN1cWNFAutRyKwkwKbgf7pTcS/vHZiwnM/ZTJODJVkdihMODIRmkSAekxRYvjIEkwUs78iMsAKE2ODyi2G8D9pnJS907J7VSlUK/M4snAAh1AED86gCpdQgzoQUPAAT/Ds3DmPzovzOhvNOPOdffgG5+0TbGCQdw==</latexit>

f(x)� f(x0)

<latexit sha1_base64="tKnpDmsxCiZ/zL0ibSxGls25WmM=">AAAB73icdVDJSgNBEK1xjXGLevTSGAQvhhmJ6DHgxWMEs0AyhJ5OT9Kkp2fsrpGEIT/hxYMiXv0db/6NnUWI24OCx3tVVNULEikMuu6Hs7S8srq2ntvIb25t7+wW9vbrJk414zUWy1g3A2q4FIrXUKDkzURzGgWSN4LB1cRv3HNtRKxucZRwP6I9JULBKFqpOSSnZNhxSadQ9EruFMT9Rb6sIsxR7RTe292YpRFXyCQ1puW5CfoZ1SiY5ON8OzU8oWxAe7xlqaIRN342vXdMjq3SJWGsbSkkU3VxIqORMaMosJ0Rxb756U3Ev7xWiuGlnwmVpMgVmy0KU0kwJpPnSVdozlCOLKFMC3srYX2qKUMbUX4xhP9J/azknZfcm3KxUp7HkYNDOIIT8OACKnANVagBAwkP8ATPzp3z6Lw4r7PWJWc+cwDf4Lx9AlOGjs0=</latexit>x� x0

<latexit sha1_base64="7x3bthuWolxCldpDUmRgcHS7Vrs=">AAAB7nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4CjMS0WPQi8cIZoHMEHo6PUmTnp6hu0YIQz7CiwdFvPo93vwbO4sQtwcFj/eqqKoXplIYdN0Pp7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w9aJsk0402WyER3Qmq4FIo3UaDknVRzGoeSt8PR9dRv33NtRKLucJzyIKYDJSLBKFqp7V+JwcCf9MoVr+rOQNxf5MuqwAKNXvnd7ycsi7lCJqkxXc9NMcipRsEkn5T8zPCUshEd8K6lisbcBPns3Ak5sUqfRIm2pZDM1OWJnMbGjOPQdsYUh+anNxX/8roZRpdBLlSaIVdsvijKJMGETH8nfaE5Qzm2hDIt7K2EDammDG1CpeUQ/iets6p3XnVva5V6bRFHEY7gGE7Bgwuoww00oAkMRvAAT/DspM6j8+K8zlsLzmLmEL7BefsEI+OPZQ==</latexit>)

<latexit sha1_base64="7x3bthuWolxCldpDUmRgcHS7Vrs=">AAAB7nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4CjMS0WPQi8cIZoHMEHo6PUmTnp6hu0YIQz7CiwdFvPo93vwbO4sQtwcFj/eqqKoXplIYdN0Pp7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w9aJsk0402WyER3Qmq4FIo3UaDknVRzGoeSt8PR9dRv33NtRKLucJzyIKYDJSLBKFqp7V+JwcCf9MoVr+rOQNxf5MuqwAKNXvnd7ycsi7lCJqkxXc9NMcipRsEkn5T8zPCUshEd8K6lisbcBPns3Ak5sUqfRIm2pZDM1OWJnMbGjOPQdsYUh+anNxX/8roZRpdBLlSaIVdsvijKJMGETH8nfaE5Qzm2hDIt7K2EDammDG1CpeUQ/iets6p3XnVva5V6bRFHEY7gGE7Bgwuoww00oAkMRvAAT/DspM6j8+K8zlsLzmLmEL7BefsEI+OPZQ==</latexit>

)

Abbildung 11.1.: Der Differenzenquotient f(x)−f(x0)
x−x0 entspricht der Steigung der

blauen Sekante. Für x → x0 definiert er die Steigung des Gra-
phen bzw. die Ableitung der Funktion in x0.

Auch die Differenzierbarkeit einer Funktion ist so im Grunde nichts anderes als
ein Grenzwertproblem, das wir mit unseren bisherigen Erkenntnissen behandeln
können.
In diesem Abschnitt sei I ⊆ R immer ein Intervall.

Definition 11.1. (a) Es sei x0 ∈ I. Eine Funktion f : I → R heißt differen-
zierbar in x0, wenn der Grenzwert

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

existiert. In diesem Fall heißt dieser Grenzwert die Ableitung von f in x0

und wird mit f ′(x0) bezeichnet.

(b) Eine Funktion f : I → R heißt differenzierbar auf I, falls sie in allen
Punkten x0 ∈ I differenzierbar ist. In diesem Fall wird durch x 7→ f ′(x)

137



11. Differenzierbarkeit

für x ∈ I eine Funktion f ′ : I → R definiert. Diese Funktion heißt die
Ableitung oder auch Ableitungsfunktion von f auf I.

Bemerkung 11.2. Es ist nicht schwer sich klarzumachen, dass der Grenzwert
in obiger Definition genau dann existiert, wenn der Grenzwert

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

existiert, und dass dann diese beiden Limites übereinstimmen. Man kann also je
nachdem, was in der jeweiligen Situation übersichtlicher erscheint, den einen oder
den anderen Grenzwert untersuchen.

Beispiel 11.3. (a) Es sei zunächst f(x) = c ∈ R konstant für alle x ∈ I. Dann
ist f in I differenzierbar und es gilt f ′(x) = 0 für alle x ∈ I.

(b) Wir betrachten I = R, x0 = 0 und

f(x) = |x|, x ∈ R.

Dann gilt

f(x)− f(x0)

x− x0

=
|x|
x

=

{
1, für x > 0,

−1, für x < 0.

Also existiert der Grenzwert dieses Ausdrucks für x → x0 = 0 nicht, d. h.
f ist in 0 nicht differenzierbar. Man beachte, dass f aber in 0 stetig ist.

Wir behandeln in diesem Abschnitt noch eine Umformulierung von Differenzier-
barkeit. Sie besagt anschaulich, dass eine differenzierbare Funktion affin linear
angenähert werden kann (mit Hilfe ihrer Tangente), und dass dabei lokal nur ein
kleiner Fehler passiert.

Satz 11.4. Eine Funktion f : I → R ist in x0 ∈ I genau dann differenzierbar
mit f ′(x0) = a, wenn sie sich für x ∈ I durch

f(x) = f(x0) + a(x− x0) + r(x),

darstellen lässt, wobei für die Funktion r : I → R gilt:

lim
x→x0

r(x)

|x− x0|
= 0. (11.1)

Beweis. Der Beweis ist ganz direkt, wenn wir uns klarmachen, wie sich die Funk-
tion r zum Differenzenquotienten verhalten muss. Zu festem x0 ∈ I betrachten
wir

r(x) := f(x)− f(x0)− a(x− x0),
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y1
<latexit sha1_base64="Xk9a0ZD+Q+6w6K+Q8x9pGzvawNY=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSKeix4MVjRfsBbSib7aZdutmE3YkQQn+CFw+KePUXefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iCRwqDrfjuljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80jFxqhlvs1jGuhdQw6VQvI0CJe8lmtMokLwbTG/n9e4T10bE6hGzhPsRHSsRCkbRWg/Z0BtWa27dXYisg1dADQq1htWvwShmacQVMkmN6Xtugn5ONQom+awySA1PKJvSMe9bVDTixs8Xq87IhXVGJIy1fQrJwv09kdPImCwKbGdEcWJWa3Pzv1o/xfDGz4VKUuSKLT8KU0kwJvO7yUhozlBmFijTwu5K2IRqytCmU7EheKsnr0Pnqu5Zvm/Umo0ijjKcwTlcggfX0IQ7aEEbGIzhGV7hzZHOi/PufCxbS04xcwp/5Hz+AAkCjZM=</latexit><latexit sha1_base64="Xk9a0ZD+Q+6w6K+Q8x9pGzvawNY=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSKeix4MVjRfsBbSib7aZdutmE3YkQQn+CFw+KePUXefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iCRwqDrfjuljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80jFxqhlvs1jGuhdQw6VQvI0CJe8lmtMokLwbTG/n9e4T10bE6hGzhPsRHSsRCkbRWg/Z0BtWa27dXYisg1dADQq1htWvwShmacQVMkmN6Xtugn5ONQom+awySA1PKJvSMe9bVDTixs8Xq87IhXVGJIy1fQrJwv09kdPImCwKbGdEcWJWa3Pzv1o/xfDGz4VKUuSKLT8KU0kwJvO7yUhozlBmFijTwu5K2IRqytCmU7EheKsnr0Pnqu5Zvm/Umo0ijjKcwTlcggfX0IQ7aEEbGIzhGV7hzZHOi/PufCxbS04xcwp/5Hz+AAkCjZM=</latexit><latexit sha1_base64="Xk9a0ZD+Q+6w6K+Q8x9pGzvawNY=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSKeix4MVjRfsBbSib7aZdutmE3YkQQn+CFw+KePUXefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iCRwqDrfjuljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80jFxqhlvs1jGuhdQw6VQvI0CJe8lmtMokLwbTG/n9e4T10bE6hGzhPsRHSsRCkbRWg/Z0BtWa27dXYisg1dADQq1htWvwShmacQVMkmN6Xtugn5ONQom+awySA1PKJvSMe9bVDTixs8Xq87IhXVGJIy1fQrJwv09kdPImCwKbGdEcWJWa3Pzv1o/xfDGz4VKUuSKLT8KU0kwJvO7yUhozlBmFijTwu5K2IRqytCmU7EheKsnr0Pnqu5Zvm/Umo0ijjKcwTlcggfX0IQ7aEEbGIzhGV7hzZHOi/PufCxbS04xcwp/5Hz+AAkCjZM=</latexit><latexit sha1_base64="Xk9a0ZD+Q+6w6K+Q8x9pGzvawNY=">AAAB6nicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSKeix4MVjRfsBbSib7aZdutmE3YkQQn+CFw+KePUXefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iCRwqDrfjuljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80jFxqhlvs1jGuhdQw6VQvI0CJe8lmtMokLwbTG/n9e4T10bE6hGzhPsRHSsRCkbRWg/Z0BtWa27dXYisg1dADQq1htWvwShmacQVMkmN6Xtugn5ONQom+awySA1PKJvSMe9bVDTixs8Xq87IhXVGJIy1fQrJwv09kdPImCwKbGdEcWJWa3Pzv1o/xfDGz4VKUuSKLT8KU0kwJvO7yUhozlBmFijTwu5K2IRqytCmU7EheKsnr0Pnqu5Zvm/Umo0ijjKcwTlcggfX0IQ7aEEbGIzhGV7hzZHOi/PufCxbS04xcwp/5Hz+AAkCjZM=</latexit>

<latexit sha1_base64="N3hfoZuaqNqDBlz3SHiemm3eHYU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoseCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9R3++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGZphNIwQbXuem5i/Iwqw5nAaamXakwoG9Mhdi2VNELtZ/NTp+TMKgMSxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNSC97M/E/r5ua8NrPuExSg5ItFoWpICYms7/JgCtkRkwsoUxxeythI6ooMzadkg3BW355lbQuqt5l1b2rVeq1PI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAHSI2V</latexit>x0

<latexit sha1_base64="L0ilX7TnzAyj3flT8iackht+c8o=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquVPRY8OKxgv2AdinZNNvGZpMlyYpl6X/w4kERr/4fb/4bs+0etPXBwOO9GWbmBTFn2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbS0TRWiLSC5VN8CaciZoyzDDaTdWFEcBp51gcpP5nUeqNJPi3kxj6kd4JFjICDZWaofVp4F7PihX3Jo7B1olXk4qkKM5KH/1h5IkERWGcKx1z3Nj46dYGUY4nZX6iaYxJhM8oj1LBY6o9tP5tTN0ZpUhCqWyJQyaq78nUhxpPY0C2xlhM9bLXib+5/USE177KRNxYqggi0VhwpGRKHsdDZmixPCpJZgoZm9FZIwVJsYGVLIheMsvr5L2Rc27rLl39UqjnsdRhBM4hSp4cAUNuIUmtIDAAzzDK7w50nlx3p2PRWvByWeO4Q+czx+PFo5q</latexit>

f(x0)

<latexit sha1_base64="6F7O0Yg5qtspkmsgyNPQFsLs9Ng=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsqutOix4MVjBfsB7VKyabYNTbJLkhXL0r/gxYMiXv1D3vw3Zts9aOuDgcd7M8zMC2LOtHHdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9POjpKFKFtEvFI9QKsKWeStg0znPZiRbEIOO0G09vM7z5SpVkkH8wspr7AY8lCRrDJpLD6dDksV9yauwBaJ15OKpCjNSx/DUYRSQSVhnCsdd9zY+OnWBlGOJ2XBommMSZTPKZ9SyUWVPvp4tY5urDKCIWRsiUNWqi/J1IstJ6JwHYKbCZ61cvE/7x+YsIbP2UyTgyVZLkoTDgyEcoeRyOmKDF8ZgkmitlbEZlghYmx8ZRsCN7qy+ukc1XzGjX3vl5p1vM4inAG51AFD66hCXfQgjYQmMAzvMKbI5wX5935WLYWnHzmFP7A+fwBaXuNxw==</latexit>

f(x)

<latexit sha1_base64="vEEfIglEoTo+hbUVJMbJWwaPtik=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoseCF48t2FZoQ9lsJ+3azSbsbsQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMTqPqAaBZfYMtwIvE8U0igQ2AnGNzO/84hK81jemUmCfkSHkoecUWOl5lO/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+xmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVu6y6zVqlXsvjKMIJnMI5eHAFdbiFBrSAAcIzvMKb8+C8OO/Ox6K14OQzx/AHzucP41WM8g==</latexit>x

<latexit sha1_base64="7x3bthuWolxCldpDUmRgcHS7Vrs=">AAAB7nicdVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4CjMS0WPQi8cIZoHMEHo6PUmTnp6hu0YIQz7CiwdFvPo93vwbO4sQtwcFj/eqqKoXplIYdN0Pp7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w9aJsk0402WyER3Qmq4FIo3UaDknVRzGoeSt8PR9dRv33NtRKLucJzyIKYDJSLBKFqp7V+JwcCf9MoVr+rOQNxf5MuqwAKNXvnd7ycsi7lCJqkxXc9NMcipRsEkn5T8zPCUshEd8K6lisbcBPns3Ak5sUqfRIm2pZDM1OWJnMbGjOPQdsYUh+anNxX/8roZRpdBLlSaIVdsvijKJMGETH8nfaE5Qzm2hDIt7K2EDammDG1CpeUQ/iets6p3XnVva5V6bRFHEY7gGE7Bgwuoww00oAkMRvAAT/DspM6j8+K8zlsLzmLmEL7BefsEI+OPZQ==</latexit>)
<latexit sha1_base64="S4TDg721SkoCCeFO9leLzI2N9rA=">AAAB63icdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQL2EjET0GvHiMYB6QLGF20psMmZldZmbFsOQXvHhQxKs/5M2/cTeJEF8FDUVVN91dfiS4sa774eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5By4SxZthkoQh1x6cGBVfYtNwK7EQaqfQFtv3xVea371AbHqpbO4nQk3SoeMAZtZmky/en/WKpWnFnIO4v8mWVYIFGv/jeG4QslqgsE9SYbtWNrJdQbTkTOC30YoMRZWM6xG5KFZVovGR265ScpMqABKFOS1kyU5cnEiqNmUg/7ZTUjsxPLxP/8rqxDS69hKsotqjYfFEQC2JDkj1OBlwjs2KSEso0T28lbEQ1ZTaNp7Acwv+kdVapnlfcm1qpXlvEkYcjOIYyVOEC6nANDWgCgxE8wBM8O9J5dF6c13lrzlnMHMI3OG+ffU+N1A==</latexit>

r(x)

<latexit sha1_base64="udjSw6qQNVzsC9VD1CvHS0zIVFI=">AAAB+3icdVDLSgMxFM3UV62vsS7dBItQEYdM7dh2V3DjsoJ9QFuGTJppQzMPkoy0DP0VNy4UceuPuPNvTB+Cih64cDjnXu69x4s5kwqhDyOztr6xuZXdzu3s7u0fmIf5lowSQWiTRDwSHQ9LyllIm4opTjuxoDjwOG174+u5376nQrIovFPTmPYDPAyZzwhWWnLNvF+cuOgMnkMMi5OLOXfNArLQVaVadSCyHMe5LJc1qdWqDipB20ILFMAKDdd87w0ikgQ0VIRjKbs2ilU/xUIxwuks10skjTEZ4yHtahrigMp+urh9Bk+1MoB+JHSFCi7U7xMpDqScBp7uDLAayd/eXPzL6ybKr/ZTFsaJoiFZLvITDlUE50HAAROUKD7VBBPB9K2QjLDAROm4cjqEr0/h/6RVsmzHQrflQr28iiMLjsEJKAIbVEAd3IAGaAICJuABPIFnY2Y8Gi/G67I1Y6xmjsAPGG+f1miSWQ==</latexit>

f(x0) + a(x� x0)

Abbildung 11.2.: Die affin lineare Funktion x 7→ f(x0) + a(x− x0) mit Steigung
a = f ′(x0) approximiert die differenzierbare Funktion f nahe x0.
Der Fehler r(x), der dabei im Punkt x passiert, verschwindet
und ist stetig in x0.

dann existiert a = limx→x0
f(x)−f(x0)

x−x0 genau dann, wenn gilt

r(x)

|x− x0|
=

(
f(x)− f(x0)

x− x0

− a
)
· x− x0

|x− x0|
x→x0−→ 0.

Die Eigenschaft 11.1 sagt insbesondere, dass der Fehler oder Rest r, der hier
bei der affinen Approximation von f bleibt, in x0 stetig ist und nahe x0 langsa-
mer als linear anwächst. Zum Beispiel in der Physik wird das sehr oft benutzt:
Differenzierbare Funktionen werden durch

”
starkes Ranzoomen“ oder

”
lokales

Hinschauen“ praktisch linear.
Wir haben in Beispiel 11.3(b) gesehen, dass es stetige Funktionen gibt, die nicht
differenzierbar sind. Dass aber umgekehrt jede differenzierbare Funktion not-
wendigerweise stetig ist, ist jetzt eine direkte Folgerung aus der Darstellung in
Satz 11.4.

Satz 11.5. Es sei f : I → R in x0 ∈ I differenzierbar. Dann ist f stetig in x0.

11.1. Rechenregeln für Ableitungen

Eine Ableitung ist nichts anderes als der Grenzwert einer Funktion, nämlich des
Differenzenquotienten x 7→ f(x)−f(x0)

x−x0 . Für die Berechnung von Grenzwerten ha-
ben wir schon viele Techniken und Kriterien kennengelernt, die wir jetzt anwenden
können. Insbesondere liefern die Grenzwertsätze sofort die Differenzierbarkeit von
Summen, Vielfachen und Produkten differenzierbarer Funktionen (vgl. Satz 11.7).
Zuerst bestimmen wir beispielhaft die Ableitung von Monomen und der Expo-
nentialfunktion.
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Beispiel 11.6. (a) Es sei I = R und n ∈ N. Wir betrachten

f(x) = xn, x ∈ R.

Dann gilt nach Satz 5.11 (c) für alle x, x0 ∈ R mit x 6= x0

f(x)− f(x0)

x− x0

=
xn − xn0
x− x0

=
n−1∑

k=0

xkxn−1−k
0 .

Also ist

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
x→x0

n−1∑

k=0

xkxn−1−k
0 =

n−1∑

k=0

lim
x→x0

xkxn−1−k
0

=
n−1∑

k=0

xn−1
0 = nxn−1

0 .

Damit ist f auf R differenzierbar und es gilt (xn)′ = nxn−1.

(b) Es sei wieder I = R und jetzt

f(x) = exp(x) = ex, x ∈ R.

Dann gilt

f(x0 + h)− f(x0)

h
=

ex0+h − ex0

h
=

ex0eh − ex0

h

= ex0
eh − 1

h
−→ ex0 (h→ 0)

mit Hilfe von Beispiel 10.17 (b). Also ist die Exponentialfunktion auf R
differenzierbar und es gilt exp′(x) = ex = exp(x).

Jetzt kommen wir zum Grenzwertsatz für Ableitungen, der gleichzeitig die Re-
chenregeln liefert, mit denen die Ableitung als Grenzwert der Differenzenquo-
tienten von Summen, Vielfachen, Produkten und Quotienten von Funktionen
bestimmt werden können.

Satz 11.7. Es seien f, g : I → R in x0 ∈ I differenzierbar und α, β ∈ R. Dann
gilt

(a) αf + βg ist in x0 differenzierbar und

(αf + βg)′(x0) = αf ′(x0) + βg′(x0). (Linearität)

(b) fg ist differenzierbar in x0 und

(fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g′(x0). (Produktregel)

140



11.1. Rechenregeln für Ableitungen

(c) Ist g(x0) 6= 0, so existiert ein Intervall J ⊆ I mit x0 ∈ J und g(x) 6= 0 für
alle x ∈ J . Außerdem ist die Funktion f/g : J → R differenzierbar in x0 und
es gilt

(f
g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f(x0)g′(x0)
(
g(x0)

)2 . (Quotientenregel)

Beweis. Die Aussagen (a) und (b) behandeln wir als Übungsaufgaben.
Die Existenz von J in (c) folgt aus der Stetigkeit von g in x0 (vgl. Satz 11.5) wie
in 10.16(b).
Weiter gilt für den Differenzenquotienten

f(x)
g(x)
− f(x0)

g(x0)

x− x0

=
1

g(x)g(x0)
· f(x)g(x0)− f(x0)g(x)

x− x0

=
1

g(x)g(x0)
· f(x)g(x0)− f(x0)g(x0) + f(x0)g(x0)− f(x0)g(x)

x− x0

=
1

g(x)g(x0)

(f(x)− f(x0)

x− x0

g(x0)− f(x0)
g(x)− g(x0)

x− x0

)
.

Da g in x0 differenzierbar ist, ist diese Funktion insbesondere in x0 stetig (vgl.
Satz 11.5), also können wir in obiger Gleichung zum Grenzwert x→ x0 übergehen
und erhalten die Behauptung.

Es folgt sogleich die Rechenregel für die Verkettung differenzierbarer Funktionen.

Satz 11.8 (Kettenregel). Es seien I, J ⊆ R Intervalle und g : I → R sei dif-
ferenzierbar in x0 ∈ I. Weiter gelte g(I) ⊆ J und die Funktion f : J → R
sei differenzierbar in y0 = g(x0). Dann ist auch die Funktion f ◦ g : I → R
differenzierbar in x0 und es gilt

(f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0)) · g′(x0).

Beweis. Wir betrachten den Differenzenquotienten f̃ : J → R von f auf J :

f̃(y) =





f(y)− f(y0)

y − y0

, für y ∈ J mit y 6= y0,

f ′(y0), für y = y0.

Dann gilt
f̃(y)(y − y0) = f(y)− f(y0) (11.2)

und wegen der Differenzierbarkeit von f in y0 ist

lim
y→y0

f̃(y) = f ′(y0) = f ′(g(x0)).
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Nach Satz 11.5 ist g stetig in x0, also gilt auch

lim
x→x0

f̃(g(x)) = f̃(g(x0)) = f ′(g(x0)).

Daher folgt schließlich mit Hilfe von (11.2)

f(g(x))− f(g(x0))

x− x0

=
f̃(g(x))

(
g(x)− g(x0)

)

x− x0

= f̃(g(x))
g(x)− g(x0)

x− x0

x→x0−→ f ′(g(x0)) · g′(x0).

Beispiel 11.9. Es sei a > 0 gegeben. Dann betrachten wir auf I = R die Funktion

ϕ(x) := ax, x ∈ R.

Per Definition ist ϕ(x) = ex ln a. Um die Kettenregel anzuwenden setzen wir
f(y) := ey und g(x) := x ln(a). Dann ist ϕ = f ◦ g. Da sowohl f als auch g
auf ganz R differenzierbar sind und f auf ganz R definiert ist, sind die Voraus-
setzungen von Satz 11.8 erfüllt und es gilt

(ax)′ = f ′(g(x))g′(x) = eg(x) ln(a) = ex ln(a) ln(a) = ax ln(a).

Weiter können wir eine allgemeine Rechenregel für die Ableitung der Umkehr-
funktion angeben.

Satz 11.10. Es sei f : I → R stetig, streng monoton und in x0 ∈ I differenzierbar
mit f ′(x0) 6= 0. Dann existiert die Umkehrfunktion f−1 : f(I) → R, diese ist
differenzierbar in y0 := f(x0) und es gilt

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.

Beweis. Die Existenz der Umkehrfunktion folgt sofort aus der strengen Monoto-
nie von f . Für den Differenzenquotienten gilt mit f−1(y) = x:

f−1(y)− f−1(y0)

y − y0

=
x− x0

f(x)− f(x0)

x→x0−→ 1

f ′(x0)
.

Die Behauptung folgt jetzt direkt daraus, dass wegen der Stetigkeit von f−1 in
y0 (Satz 10.32) der Grenzübergang y → y0 die Konvergenz f−1(y) = x → x0 =
f−1(y0) nach sich zieht.

Beispiel 11.11. (a) Wir bestimmen die Ableitung des Logarithmus als Um-
kehrfunktion der Exponentialfunktion. Sei dazu I = R und f(x) = ex auf
I. Dann ist f−1(x) = ln(x) für alle x ∈ (0,∞) und mit Satz 11.10 gilt für
y = f(x) die Beziehung

(ln)′(y) = (f−1)′(y) =
1

f ′(x)
=

1

ex
=

1

eln(y)
=

1

y
, y ∈ (0,∞).
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(b) Damit bekommen wir dank der Kettenregel für jede auf I differenzierbare
Funktion f : I → R, die f(x) > 0 für alle x ∈ I erfüllt,

(ln ◦f)′(x) =
1

f(x)
f ′(x) =

f ′(x)

f(x)
, x ∈ I.

Man nennt das die logarithmische Ableitung von f .

(c) Für x > 0, α ∈ R und f(x) := xα = eα ln(x) erhalten wir

f ′(x) = eα ln(x)(α ln(x))′ = xα
α

x
= αxα−1.

Die Ableitungsregel für die Potenz mit natürlichem Exponenten aus Bei-
spiel 11.6 (a) verallgemeinert sich also auch auf die allgemeine Potenz, so-
lange x > 0.

Insbesondere haben wir im Fall α = 1/2

(
√
·)′(x) =

1

2
√
x
, x > 0.

11.2. Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Dieses Kapitel sammelt wichtige Sätze über differenzierbare Funktionen, ver-
gleichbar mit Kapitel 10.4 für stetige Funktionen. Wir beginnen mit einem Satz,
der in den verschiedensten Zusammenhängen in- und außerhalb der Mathematik
zur Anwendung kommt. Er hilft bei der Bestimmung von Maximal- und Mini-
malstellen einer Funktion. Wir definieren zunächst genau, was wir damit meinen.

Definition 11.12. Es sei D ⊆ R und f : D → R eine Funktion.

(a) Man sagt, dass f in x0 ∈ D ein globales Maximum (bzw. globales Mini-
mum) hat, falls f(x) ≤ f(x0) (bzw. f(x) ≥ f(x0)) für alle x ∈ D gilt.

(b) f hat in x0 ∈ D ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum), falls ein
δ > 0 existiert, so dass f(x) ≤ f(x0) (bzw. f(x) ≥ f(x0)) für alle x ∈
D ∩ Uδ(x0) gilt.

(c) Allgemein spricht man von einem globalen bzw. lokalen Extremum in x0,
wenn f dort ein entsprechendes Maximum oder Minimum hat.

Satz 11.13. Es seien I ⊆ R ein offenes Intervall und f : I → R differenzierbar
in x0 ∈ I. Hat f in x0 ein lokales Extremum, so gilt f ′(x0) = 0.

Warnung 11.14. Da dieser Satz so oft verwendet wird, wird er auch gerne falsch
verwendet. Darum hier (aus vielfach gegebenem Anlass) zwei Warnungen.

143



11. Differenzierbarkeit

(a) Die Voraussetzung, dass f auf einem Intervall ohne Randpunkte als De-
finitionsbereich betrachtet wird, ist wesentlich. Ein einfaches Beispiel ist
die Funktion f(x) = x auf dem Intervall [0, 1]. Diese hat ein globales (und
damit insbesondere ein lokales) Minimum in x0 = 0, aber f ′(0) = 1.

(b) Die Umkehrung gilt nicht! Das sieht man sofort an dem Beispiel f(x) = x3

auf I = R. Dann ist nämlich f ′(x) = 3x2, also f ′(0) = 0, aber diese Funktion
hat in 0 kein Extremum, denn in jeder Umgebung Uδ(0) für δ > 0 liegen
Punkte mit f(x) > 0 = f(0), z. B. x = δ/2, und mit f(x) < 0 = f(0), z. B.
x = −δ/2.

Beweis von Satz 11.13. Wir gehen zunächst davon aus, dass f in x0 ein lokales
Maximum hat. Dann existiert ein δ > 0, so dass gleichzeitig Uδ(x0) ⊆ I und
f(x) ≤ f(x0) für alle x ∈ Uδ(x0) gilt. Die erste Bedingung können wir erfüllen,
weil x0 kein Randpunkt von I ist, die zweite ist genau die Definition des lokalen
Maximums. Sei nun x ∈ Uδ(x0) aber x 6= x0. Dann ist

f(x)− f(x0)

x− x0

{
≤ 0, falls x > x0,

≥ 0, falls x < x0.

Da f außerdem in x0 differenzierbar ist, muss damit gelten

f ′(x0) = lim
x→x0+

f(x)− f(x0)

x− x0

≤ 0 und f ′(x0) = lim
x→x0−

f(x)− f(x0)

x− x0

≥ 0.

Also ist f ′(x0) = 0.
Wir widmen uns nun dem Fall, dass f ein lokales Minimum in x0 hat. Dann
hat die Funktion −f in x0 ein relatives Maximum, denn es gibt ein δ > 0, so
dass für alle x ∈ Uδ(x0) die Ungleichung f(x) ≥ f(x0) erfüllt ist. Also ist für
alle diese x auch −f(x) ≤ −f(x0). Nach dem ersten Teil des Beweises gilt also
f ′(x0) = −(−f)′(x0) = −0 = 0.

Satz 11.15 (Mittelwertsatz der Differenzialrechnung). Seien a, b ∈ R mit a < b
und f : [a, b] → R sei stetig auf [a, b] und differenzierbar in (a, b). Dann gibt es
ein ξ ∈ (a, b), so dass

f(b)− f(a)

b− a = f ′(ξ), bzw. gleichbedeutend f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a)

gilt.

Anschaulich bedeutet dieser Satz, dass die Sekantensteigung der Funktion, die
man anhand der beiden Punkte a und b erhält, irgendwann dazwischen tatsächlich
als Tangentensteigung angenommen wird, vgl. Abbildung 11.3. Dabei ist die Se-
kantensteigung zwischen a und b die mittlere Steigung, die die Funktion auf die-
sem Intervall hat. Der Mittelwertsatz sagt also, dass differenzierbare Funktionen
auf jedem Intervall mindestens einmal ihre mittlere Steigung annehmen müssen.
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a
x

b

f(b)

f(a)

ξ

Tangente

Sekante

y

Abbildung 11.3.: Der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktion

g(x) := f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a (x− a), x ∈ [a, b].

Dann ist offensichtlich auch g ∈ C([a, b],R) und g ist differenzierbar auf (a, b) mit

g′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a , x ∈ (a, b).

Außerdem ist g(a) = g(b) = 0. Können wir nun zeigen, dass es ein ξ ∈ (a, b) gibt,
für das g′(ξ) = 0 gilt, so haben wir damit f ′(ξ) = f(b)−f(a)/b−a und sind fertig.

Wir beobachten zunächst, dass im Fall g(x) = 0 für alle x ∈ [a, b] nichts mehr
zu tun ist, denn dann ist insbesondere g′(x) = 0 für alle x ∈ (a, b). Es sei also
g nicht konstant. Da g eine stetige Funktion auf der kompakten Menge [a, b] ist,
gibt es nach Satz 10.27 Zahlen t, s ∈ [a, b], so dass

g(t) ≤ g(x) ≤ g(s) für alle x ∈ [a, b]

gilt. Wäre nun sowohl t ∈ {a, b}, als auch s ∈ {a, b}, so wäre g(s) = g(t) = 0 und
damit wieder g(x) = 0 für alle x ∈ [a, b], was wir gerade ausgeschlossen haben.
Es gilt also t ∈ (a, b) oder s ∈ (a, b), d. h. eins der beiden ist ein innerer Punkt
von [a, b]. Weiterhin hat g dort ein relatives Extremum. Also gilt nach Satz 11.13
g′(t) = 0 oder g′(s) = 0 und der Beweis ist beendet.

Wir wollen nun einige Folgerungen aus dem Mittelwertsatz ziehen.

Satz 11.16. (a) Es seien a, b ∈ R mit a < b und f : [a, b]→ R sei stetig. Ist f
auf (a, b) differenzierbar und gilt f(a) = f(b), so gibt es ein ξ ∈ (a, b) mit
f ′(ξ) = 0. (Satz von Rolle)
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(b) Es sei f : I → R auf dem Intervall I differenzierbar. Dann gilt

Ist f ′ = 0 auf I, so ist f auf I konstant.

Ist f ′ > 0 auf I, so ist f auf I streng monoton wachsend.

Ist f ′ < 0 auf I, so ist f auf I streng monoton fallend.

Ist f ′ ≥ 0 auf I, so ist f auf I monoton wachsend.

Ist f ′ ≤ 0 auf I, so ist f auf I monoton fallend.

Beweis. (a) folgt direkt aus dem Mittelwertsatz.

(b) Es seien a, b ∈ I mit a < b. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein
ξ ∈ (a, b) mit f(b) − f(a) = (b − a)f ′(ξ). Ist die Ableitung von f nun
konstant Null auf I, so muss also f(a) = f(b) gelten. Da a und b in I
beliebig waren, ist f auf I konstant,

Weiter ist der Ausdruck b−a immer positiv, also ergibt sich das Vorzeichen
von f(b)− f(a) direkt aus dem Vorzeichen von f ′(ξ). Daraus kann man die
4 restlichen Behauptungen sofort ablesen.

Schon an diesen reichhaltigen Folgerungen sieht man die Stärke des Mittelwertsat-
zes. Dieser ist aber auch im analytischen Alltag immer wieder ein unverzichtbares
Hilfmittel. Eine typische Anwendung zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 11.17. Wir zeigen, dass für alle a, b ≥ 1 die Ungleichung

∣∣√a−
√
b
∣∣ ≤ |a− b|

2

gilt. Dazu seien a, b ≥ 1 gegeben. Wir wenden den Mittelwertsatz auf die Wur-
zelfunktion f(x) =

√
x an und erhalten mit einem ξ zwischen a und b

∣∣√a−
√
b
∣∣ =

∣∣f(a)− f(b)
∣∣ =

∣∣f ′(ξ)(a− b)
∣∣ =

∣∣f ′(ξ)
∣∣|a− b|.

Da a und b größer oder gleich 1 sind, gilt ξ > 1, also ist

∣∣f ′(ξ)
∣∣ =

1

2
√
ξ
<

1

2

und wir erhalten ∣∣√a−
√
b
∣∣ ≤ 1

2
|a− b| = |a− b|

2
.

Satz 11.18 (verallgemeinerter Mittelwertsatz). Es seien a, b ∈ R mit a < b und
f, g : [a, b]→ R seien stetig sowie differenzierbar auf (a, b). Ist g′(x) 6= 0 für alle
x ∈ (a, b), so gibt es ein ξ ∈ (a, b) mit

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.
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Beweis. Zuerst halten wir fest, dass g(b)− g(a) 6= 0 ist, da sich mit g′(x) 6= 0 für
alle x ∈ (a, b) sonst ein Widerspruch zum Satz von Rolle ergäbe. Wir betrachten
jetzt die Hilfsfunktion

h(x) =
(
f(b)− f(a)

)
g(x)−

(
g(b)− g(a)

)
f(x).

Dann ist h ∈ C([a, b],R), differenzierbar in (a, b) und es gilt

h(a) = f(b)g(a)− f(a)g(a)− g(b)f(a) + g(a)f(a)

= f(b)g(b)− f(a)g(b)− g(b)f(b) + g(a)f(b) = h(b).

Also gibt es nach dem Satz von Rolle ein ξ ∈ (a, b) mit

0 = h′(ξ) =
(
f(b)− f(a)

)
g′(ξ)−

(
g(b)− g(a)

)
f ′(ξ),

woraus wegen g′(x) 6= 0 für alle x ∈ I die Behauptung folgt.

Übungsaufgabe 11.19. Es sei f : I → R differenzierbar auf einem Intervall
I ⊆ R. Dann erfüllt f ′ die Zwischenwerteigenschaft , d. h. sind u,w ∈ f ′(I) mit
u < w und y0 ∈ (u,w), so gibt es ein x0 ∈ I mit f ′(x0) = y0.
Anders formuliert: Für jede differenzierbare Funktion f : I → R ist f ′(I) ein
Intervall (oder ein Punkt).
Beachten Sie bei Ihrem Beweis, dass f ′ nicht unbedingt stetig vorausgesetzt ist,
den Zwischenwertsatz können Sie also in der Tasche lassen.

Der verallgemeinerte Mittelwertsatz gibt uns ein starkes Hilfsmittel zur Bestim-
mung von Grenzwerten bei Quotienten von Funktionen, das wir zum Abschluss
dieses Abschnitts beweisen wollen.

Satz 11.20 (Satz von de l’Hospital). Es sei (a, b) ein offenes Intervall in R
(dabei ist hier a = −∞ oder b = ∞ zugelassen) und f, g : (a, b) → R seien
differenzierbar auf (a, b) mit g′(x) 6= 0 für alle x ∈ (a, b). Gilt dann

(I) lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 oder

(II) lim
x→a

g(x) = ±∞

und existiert der Grenzwert

L := lim
x→a

f ′(x)

g′(x)

oder hat dieser im Sinne von bestimmter Divergenz einen Wert ∞ oder −∞,
dann gilt

lim
x→a

f(x)

g(x)
= L.

Die Aussage dieses Satzes bleibt richtig, wenn man überall a durch b ersetzt.
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Beweis. Wir betrachten den Fall (I) und gehen zunächst davon aus, dass a ∈ R
gilt. Dann setzen wir f und g durch f(a) := g(a) := 0 stetig fort und wählen
ein b̃ ∈ (a, b). Dann gilt f, g ∈ C([a, b̃],R), denn die Funktionen sind ja auf (a, b)
differenzierbar und damit insbesondere stetig. Ist nun x ∈ (a, b̃), so gibt es nach
dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (Satz 11.18) ein ξ = ξ(x) ∈ (a, x) mit

f(x)

g(x)
=
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

Strebt nun x→ a, so muss zwangsläufig auch ξ → a gehen, also folgt

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(ξ(x))

g′(ξ(x))
= lim

ξ→a

f ′(ξ)

g′(ξ)
= L.

Wir können uns also dem Fall a = −∞ zuwenden. Dann substituieren wir t = 1/x.
Das führt dazu, dass der Grenzübergang x→ a = −∞ in t→ 0− übergeht. Wir
setzen

f̃(t) := f(1/t) und g̃(t) := g(1/t), t ∈ (−1/|b|, 0).

Dann gilt für alle t ∈ (−1/|b|, 0)

f̃ ′(t) = f ′
(1

t

)
·
(
− 1

t2

)
und g̃′(t) = g′

(1

t

)
·
(
− 1

t2

)

und somit gilt auch

lim
t→0−

f̃ ′(t)

g̃′(t)
= lim

t→0−

f ′(1/t)(−t2)

g′(1/t)(−t2)
= lim

t→0−

f ′(1/t)

g′(1/t)
= lim

x→−∞

f ′(x)

g′(x)
= L.

Wir können also das oben schon Bewiesene anwenden und erhalten

lim
x→−∞

f(x)

g(x)
= lim

t→0−

f(1/t)

g(1/t)
= lim

t→0−

f̃(t)

g̃(t)
= lim

t→0−

f̃ ′(t)

g̃′(t)
= L.

Der Fall (II) und die Ersetzung von a durch b bleiben als Übungsaufgabe stehen.

Beispiel 11.21. (a) Es seien a, b > 0. Wir wollen den Grenzwert

lim
x→0+

ax − bx
x

untersuchen. Wir betrachten das Intervall (0, 1) und die Funktionen f(x) =
ax − bx und g(x) = x auf (0, 1). Diese sind dort beide differenzierbar und
es gilt g′(x) = 1 6= 0 für alle x ∈ (0, 1). Außerdem ist

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(ax − bx) = lim
x→0+

ax − lim
x→0+

bx = 1− 1 = 0 = lim
x→0+

g(x).

Wir können also den Satz von de l’Hospital anwenden und erhalten

lim
x→0+

ax − bx
x

= lim
x→0+

ax ln(a)− bx ln(b)

1
= ln(a)− ln(b),

was wohl nur sehr schwer zu erraten gewesen wäre.
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11.3. Die Ableitung von Potenzreihen

(b) Ebenso kann man zeigen:

lim
x→∞

ln(x)

x
= lim

x→∞

1/x

1
= 0.

In diesem Fall hat man es mit einem uneigentlichen Grenzwert der Form
∞/∞ zu tun.

(c) Eine kleine Umformung führt dazu, dass man mit der Regel von de l’Hospi-
tal auch Grenzwerte der Form 0 ·∞ behandeln kann. Das geht exemplarisch
so:

lim
x→0+

x ln(x) = lim
x→0+

ln(x)
1/x

= lim
x→0+

1/x

−1/x2
= lim

x→0+
(−x) = 0.

Man beachte, dass hier u.a. wegen limx→0+ ln(x) = −∞ und limx→0+
1/x =

∞ die Anwendung des Satzes gerechtfertigt war.

Dieser Grenzwert ermöglicht uns nun zusammen mit der Stetigkeit der Ex-
ponentialfunktion noch die Berechnung von

lim
x→0+

xx = lim
x→0+

ex ln(x) = elimx→0+ x ln(x) = e0 = 1.

Warnung 11.22. Dieser Satz hat viele Voraussetzungen und diese sind wirklich
alle nötig! Im Eifer des Gefechts gegen einen hartnäckigen Grenzwert wird hier
gerne die eine oder andere vergessen. Besonderer Beliebtheit erfreut es sich, nicht
nachzuprüfen, ob es sich wirklich um einen sogenannten

”
uneigentlichen“ Grenz-

wert der Form 0/0 oder ±∞/±∞ handelt. Nur solche kann dieser Satz behandeln!
Die besondere Gemeinheit ist, dass man bei einer nicht gerechtfertigten Anwen-
dung von l’Hospital keine Warnmeldung zurückbekommt, sondern ein schönes
Ergebnis, das aber meistens leider einfach falsch ist. Hier ist ein typisches Bei-
spiel: Einfach mit Anwendung der Grenzwertsätze ergibt sich, dass

lim
x→0

ex − 1

x− 1
=

limx→0(ex − 1)

limx→0(x− 1)
=

0

−1
= 0

ist. l’Hospital ist hier nicht anwendbar, da weder Fall (I) noch Fall (II) aus dem
Satz vorliegt. Wendet man ihn aber trotzdem an, bekommt man

lim
x→0

ex − 1

x− 1
???
= lim

x→0

ex

1
= e0 = 1,

also ein falsches Ergebnis.

11.3. Die Ableitung von Potenzreihen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt zunächst mit der Ableitung von Funktionen,
die durch Potenzreihen gegeben sind, beschäftigen. Wie nicht anders zu erwarten
stellt sich heraus, dass diese wieder besonders schön sind.
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11. Differenzierbarkeit

Satz 11.23. Es sei f(x) =
∑∞

n=0 an(x − p0)n eine Potenzreihe mit Entwick-
lungspunkt p0 ∈ R und strikt positivem Konvergenzradius r. Wir setzen I :=
(p0 − r, p0 + r). Dann gilt:

(a) Die Potenzreihe

g(x) =
∞∑

n=1

nan(x− p0)n−1

hat ebenfalls den Konvergenzradius r.

(b) Die Funktion f ist auf I differenzierbar und es gilt

f ′(x) = g(x) =
∞∑

n=1

nan(x− p0)n−1 für alle x ∈ I.

Beweis. Da mit Hilfe von Übungsaufgabe 7.45

lim sup
n→∞

n
√
|nan| = lim sup

n→∞

(
n
√
n n
√
|an|
)

= lim
n→∞

n
√
n lim sup

n→∞

n
√
|an| = lim sup

n→∞

n
√
|an|

gilt, folgt die Aussage in (a) sofort aus dem Satz von Hadamard.
Zum Beweis der Aussage in (b) bezeichnen wir für jedes n ∈ N mit sn :=∑n

k=0 ak(x − p0)k die n-te Partialsumme und mit Rn :=
∑∞

k=n+1 ak(x − p0)k

den n-ten Reihenrest. Nun sei x0 ∈ I fest. Dann wählen wir ein 0 < % < r, so
dass x0 ∈ [p0 − %, p0 + %] ⊆ I gilt. Es folgt für alle x ∈ [p0 − %, p0 + %] mit x 6= x0

und alle n ∈ N
∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

− g(x0)
∣∣∣

=
∣∣∣sn(x) +Rn(x)− sn(x0)−Rn(x0)

x− x0

− s′n(x0) + s′n(x0)− g(x0)
∣∣∣

≤
∣∣∣sn(x)− sn(x0)

x− x0

− s′n(x0)
∣∣∣+
∣∣∣Rn(x)−Rn(x0)

x− x0

∣∣∣+ |s′n(x0)− g(x0)|. (11.3)

Sei nun ε > 0. Unser Ziel ist es, abhängig von ε ein δ > 0 zu finden, so dass für
alle x ∈ Uδ(x0) der Ausdruck auf der linken Seite der oberen Ungleichung kleiner
als ε wird. Dazu untersuchen wir die 3 Summanden auf der rechten Seite jeweils
einzeln und versuchen sie jeweils kleiner als ε/3 abzuschätzen.
Zunächst gilt

s′n(x) =
n∑

k=1

kak(x− p0)k−1,

also existiert nach (a) limn→∞ s
′
n(x) = g(x) für alle x ∈ I. Insbesondere gibt es

also ein n1 ∈ N, so dass

|s′n(x0)− g(x0)| < ε

3
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11.3. Die Ableitung von Potenzreihen

für alle n ≥ n1 gilt.
Wir wenden uns dem zweiten Summanden zu. Für alle x ∈ [p0 − %, p0 + %] mit
x 6= x0 und alle n ∈ N gilt nach der Dreiecksungleichung und mit Hilfe von
Satz 5.11 (c)

∣∣∣Rn(x)−Rn(x0)

x− x0

∣∣∣ =
∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak
(
(x− p0)k − (x0 − p0)k

)

x− x0

∣∣∣

=
∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak
x− x0

(x− p0 − x0 + p0)
k−1∑

j=0

(x− p0)j(x0 − p0)k−1−j
∣∣∣

≤
∞∑

k=n+1

|ak|
k−1∑

j=0

|x− p0|j|x0 − p0|k−1−j.

Verwenden wir nun, dass sowohl x − p0 als auch x0 − p0 im Betrag unterhalb %
bleiben, ergibt sich als weitere Abschätzung

≤
∞∑

k=n+1

|ak|
k−1∑

j=0

%j%k−1−j =
∞∑

k=n+1

|ak|
k−1∑

j=0

%k−1

=
∞∑

k=n+1

k|ak|%k−1 =: cn.

Wir haben in (a) gesehen, dass die Potenzreihe
∑∞

n=1 n|an|(x− p0)n−1 auch den
Konvergenzradius r hat. Da % ∈ (−r, r) gilt, konvergiert die Reihe

∑∞
n=1 n|an|%n−1

und damit folgt limn→∞ cn = 0, da es sich dabei um die Folge der Reihenreste
handelt, vgl. Satz 8.7 (b). Also können wir ein n2 ∈ N wählen, so dass

∣∣∣Rn(x)−Rn(x0)

x− x0

∣∣∣ < ε

3

für alle n ≥ n2 gilt. Sei nun n0 = max{n1, n2}. Da sn für jedes n ∈ N als Polynom
differenzierbar ist, gibt es nun ein δ > 0, so dass für alle x ∈ Uδ(x0) mit x 6= x0

gilt ∣∣∣sn0(x)− sn0(x0)

x− x0

− s′n0
(x0)

∣∣∣ < ε

3
.

Wiederholen wir die Abschätzung aus (11.3) für n = n0, und nehmen wir das
soeben gewählte δ, so ist jeder der 3 Summanden auf der rechten Seite von (11.3)
kleiner als ε/3 und die Behauptung ist bewiesen.

Die besondere Stärke dieses Satzes besteht darin, dass er uns nicht nur abstrakt
die Differenzierbarkeit einer durch eine Potenzreihe gegebenen Funktion sichert,
sondern dass er uns auch gleich sagt, wie wir diese, oder wenigstens eine Potenz-
reihe dieser Ableitungsfunktion, bekommen können: Nämlich auf die denkbar
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11. Differenzierbarkeit

einfachste Weise, wir dürfen jeden einzelnen Summanden
”
unter dem Summen-

zeichen“ differenzieren. Da sowohl die Summation als auch die Differenziation
einen Grenzübergang darstellen, haben wir hier also wieder ein Beispiel für einen
Satz, der das Vertauschen zweier Grenzprozesse gestattet.

Einen kreativen Einsatz dieses Satzes zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 11.24. Wir betrachten die durch eine Potenzreihe gegebene Funktion

f(x) =
∞∑

n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
.

Wie man leicht nachrechnet, hat diese den Konvergenzradius 1. Für |x| < 1 gilt
nun nach dem obigen Satz

f ′(x) =
∞∑

n=0

(−1)nxn =
∞∑

n=0

(−x)n

und – welch Glücksfall – diese Reihe ist eine geometrische, wir können also den
Reihenwert angeben und erhalten

f ′(x) =
1

1 + x
=
(
ln(1 + x)

)′
.

Nach Satz 11.16 (b) gibt es also ein c ∈ R, so dass f(x) = ln(1 + x) + c für alle
x ∈ (−1, 1) gilt. Nun gilt aber f(0) = 0, genauso wie ln(1 + 0) = ln(1) = 0 ist,
also muss c = 0 sein. Das liefert

ln(1 + x) =
∞∑

n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
, x ∈ (−1, 1).

Wir konnten also mit Hilfe des obigen Satzes eine Potenzreihendarstellung einer
Funktion angeben, für die wir bis jetzt keine solche hatten, bzw. andersherum
formuliert, hat obiger Satz uns geholfen, einen zunächst schwierig aussehenden
Reihenwert zu berechnen.

11.4. Trigonometrische Funktionen

Wir hatten im Abschnitt 8.5 über Potenzreihen die trigonometrischen Funktionen
Sinus und Cosinus definiert als

sin(x) =
∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
und cos(x) =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
.
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11.4. Trigonometrische Funktionen

Geometrisch kennen wir sin(α) und cos(α) als die Längen der Katheten des recht-
winkligen Dreiecks, das im Einheitskreis zum Winkel α (im Bogenmaß) abgetra-
gen werden kann, s. Abbildung 11.4. Unter anderem dadurch, dass wir den trigo-
nometrischen Pythagoras, sin2(α) + cos2(α) = 1, mit Hilfe der Potenzreihendar-
stellung beweisen, überzeugen wir uns, dass die Potenzreihen dem geometrischen
Bild entsprechen. In diesem Abschnitt beweisen wir noch weitere Eigenschaften
von Sinus und Cosinus und definieren die Zahl π und weitere trigonometrische
Funktionen. Wir definieren auch die zugehörigen Umkehrfunktionen und bestim-
men die Ableitungen.

<latexit sha1_base64="YsiknO0B0l7y65hEGPohW9zrWIw="></latexit>

Winkel im Bogenmass: ↵ 2 [0, 2⇡)
<latexit sha1_base64="sXjfBZWsbKgxYs6F/+H53R2vaOc=">AAAB7nicdVDLSgMxFM34rPVVdekmWARXQ2aYTl1JwY3LCvYB7VAyaaYNzWRCkhHK0I9w40IRt36PO//G9CGo6IELh3Pu5d57YsmZNgh9OGvrG5tb26Wd8u7e/sFh5ei4rbNcEdoiGc9UN8aaciZoyzDDaVcqitOY0048uZ77nXuqNMvEnZlKGqV4JFjCCDZW6vQxl2MMB5Uqcj0/DGsIIjcMQj+sW4I8vxYE0HPRAlWwQnNQee8PM5KnVBjCsdY9D0kTFVgZRjidlfu5phKTCR7RnqUCp1RHxeLcGTy3yhAmmbIlDFyo3ycKnGo9TWPbmWIz1r+9ufiX18tNchkVTMjcUEGWi5KcQ5PB+e9wyBQlhk8twUQxeyskY6wwMTahsg3h61P4P2n7rldz0W1QbVyt4iiBU3AGLoAH6qABbkATtAABE/AAnsCzI51H58V5XbauOauZE/ADztsnRISPhQ==</latexit>↵

<latexit sha1_base64="XpPHo+2mCLY54c9ZCNv80vFon9A="></latexit>

= Länge des grünen Teils des Umfangs<latexit sha1_base64="8Y9E9u9MArGaZYON0SI4acADWKs=">AAAB9HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSLUzZDWltaNFNy4rGAf0BlKJs20oZnJmGQKZeh3uHGhiFs/xp1/Y6YdQUUPXDiccy/33uNFnCmN0IeVW1vf2NzKbxd2dvf2D4qHR10lYklohwguZN/DinIW0o5mmtN+JCkOPE573vQ69XszKhUT4Z2eR9QN8DhkPiNYG8l1iFCw7GAeTfD5sFhC9iWqXjQRRDZaIiX1WgPVYCVTSiBDe1h8d0aCxAENNeFYqUEFRdpNsNSMcLooOLGiESZTPKYDQ0McUOUmy6MX8MwoI+gLaSrUcKl+n0hwoNQ88ExngPVE/fZS8S9vEGu/6SYsjGJNQ7Ja5MccagHTBOCISUo0nxuCiWTmVkgmWGKiTU4FE8LXp/B/0q3albqNbmul1lUWRx6cgFNQBhXQAC1wA9qgAwi4Bw/gCTxbM+vRerFeV605K5s5Bj9gvX0CBCuRmg==</latexit>

cos(↵)

<latexit sha1_base64="/IlvpYU0OMQR64ah7to2y5chrnI=">AAAB9HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BItQLyUpatuLFLx4rGBtobuUbJptQ7PZNckWytLf4cWDIl79Md78N2bbCir6YODx3gwz8/xYcG0Q+nByK6tr6xv5zcLW9s7uXnH/4E5HiaKsTSMRqa5PNBNcsrbhRrBurBgJfcE6/vgq8zsTpjSP5K2ZxswLyVDygFNirOS5mktYdomIR+S0XyyhCkIIYwwzgmsXyJJGo17FdYgzy6IElmj1i+/uIKJJyKShgmjdwyg2XkqU4VSwWcFNNIsJHZMh61kqSci0l86PnsETqwxgEClb0sC5+n0iJaHW09C3nSExI/3by8S/vF5igrqXchknhkm6WBQkApoIZgnAAVeMGjG1hFDF7a2Qjogi1NicCjaEr0/h/+SuWsHnFXRzVmpeLuPIgyNwDMoAgxpogmvQAm1AwT14AE/g2Zk4j86L87pozTnLmUPwA87bJxwbkas=</latexit>

sin(↵)

<latexit sha1_base64="sI0Lya46XgKS4E0xeEdmUMAaudI=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSSi6EkKXjxWMG2hDWWz2bRLN7thdyKU0t/gxYMiXv1B3vw3btsctPXBwOO9GWbmRZngBj3v2ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjllG5piygSijdiYhhgksWIEfBOplmJI0Ea0eju5nffmLacCUfcZyxMCUDyRNOCVop6NFYYb9a8+reHO4q8QtSgwLNfvWrFyuap0wiFcSYru9lGE6IRk4Fm1Z6uWEZoSMyYF1LJUmZCSfzY6fumVViN1HalkR3rv6emJDUmHEa2c6U4NAsezPxP6+bY3ITTrjMcmSSLhYluXBRubPP3ZhrRlGMLSFUc3urS4dEE4o2n4oNwV9+eZW0Lur+Vd17uKw1bos4ynACp3AOPlxDA+6hCQFQ4PAMr/DmSOfFeXc+Fq0lp5g5hj9wPn8A2SiOsg==</latexit>·

<latexit sha1_base64="Lupc/sLIclzS8K8C5bW53KJ0hMo=">AAAB/XicbVBNS8NAEN3Ur1q/4sfNy2IRPJWkKHpRCl48VjBtoSlls920SzebsDsRayj+FS8eFPHq//Dmv3Hb5qCtDwYe780wMy9IBNfgON9WYWl5ZXWtuF7a2Nza3rF39xo6ThVlHo1FrFoB0UxwyTzgIFgrUYxEgWDNYHg98Zv3TGkeyzsYJawTkb7kIacEjNS1D3xgD5B5UUhkf4wvq9hPeNcuOxVnCrxI3JyUUY561/7yezFNIyaBCqJ123US6GREAaeCjUt+qllC6JD0WdtQSSKmO9n0+jE+NkoPh7EyJQFP1d8TGYm0HkWB6YwIDPS8NxH/89ophBedjMskBSbpbFGYCgwxnkSBe1wxCmJkCKGKm1sxHRBFKJjASiYEd/7lRdKoVtyzinN7Wq5d5XEU0SE6QifIReeohm5QHXmIokf0jF7Rm/VkvVjv1sestWDlM/voD6zPH9jZlM4=</latexit>

Umfang = 2⇡

<latexit sha1_base64="ZlhXmJL24WNYZfngG9lBAIONjP8=">AAAB+nicbVBNS8NAEN3Ur1q/Uj16WSyCp5KIohel4MVjFfsBbSibzaZdutmE3YlaYn+KFw+KePWXePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZ5yeCa3Ccb6uwtLyyulZcL21sbm3v2OXdpo5TRVmDxiJWbZ9oJrhkDeAgWDtRjES+YC1/eDXxW/dMaR7LOxglzItIX/KQUwJG6tnlLrBHyG5JwFM9xhfY7dkVp+pMgReJm5MKylHv2V/dIKZpxCRQQbTuuE4CXkYUcCrYuNRNNUsIHZI+6xgqScS0l01PH+NDowQ4jJUpCXiq/p7ISKT1KPJNZ0RgoOe9ifif10khPPcyLpMUmKSzRWEqMMR4kgMOuGIUxMgQQhU3t2I6IIpQMGmVTAju/MuLpHlcdU+rzs1JpXaZx1FE++gAHSEXnaEaukZ11EAUPaBn9IrerCfrxXq3PmatBSuf2UN/YH3+AI70k4Q=</latexit>

Radius = 1

<latexit sha1_base64="c8hBAWxzHSRemzvkU0LlWi0WEMU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0ZMUvHhswX5AG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQlv/IzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJ66LqXVXdxmWldpvHUYQTOIVz8OAaanAPdWgCA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8feruMtQ==</latexit>

1

<latexit sha1_base64="c8hBAWxzHSRemzvkU0LlWi0WEMU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0ZMUvHhswX5AG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQlv/IzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJ66LqXVXdxmWldpvHUYQTOIVz8OAaanAPdWgCA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8feruMtQ==</latexit>

1

Abbildung 11.4.: Cosinus und Sinus sind die Längen der Katheten zum Winkel
α im Einheitskreis (oder: die x- und y-Abschnitte). Die Größe
des Winkels ist im Bogenmaß die Länge des entsprechenden
Anteils des Umfangs im Einheitskreis. Den trigonometrischen
Pythagoras, sin2(α) + cos2(α) = 1, sehen wir hier geometrisch.

Mit unserem Satz 11.23 über die Differenzierbarkeit von Potenzreihen können wir
direkt die Ableitung des Sinus berechnen und erhalten

sin′(x) =
∞∑

n=0

(−1)n(2n+ 1)
x2n

(2n+ 1)!
=
∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
= cos(x).

Genauso berechnet man die Ableitung des Cosinus und erhält zusammengefasst
das folgende Resultat.

Satz 11.25. Sinus und Cosinus sind auf R differenzierbar und es gilt

sin′(x) = cos(x) und cos′(x) = − sin(x), x ∈ R.

Weitere Eigenschaften von Cosinus und Sinus:
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Satz 11.26. Für alle x, y ∈ R gelten die folgenden Aussagen:

(a) sin2(x) + cos2(x) = 1. (trigonometrischer Pythagoras)

(b) | sin(x)| ≤ 1 und | cos(x)| ≤ 1.

(c) sin(−x) = − sin(x) und cos(−x) = cos(x).

(d) Additionstheoreme:

sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x),

cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y).

Beweis. (a) Wir setzen g(x) := sin2(x) + cos2(x) für x ∈ R. Dann gilt

g′(x) = 2 sin(x) cos(x) + 2 cos(x)
(
− sin(x)

)
= 0 für alle x ∈ R.

Also ist g wieder eine konstante Funktion und da g(0) = sin2(0)+cos2(0) =
0 + 1 = 1 ist, gilt g(x) = 1 für alle x ∈ R.

(b) Für alle x ∈ R gilt | sin(x)| =
√

sin2(x) ≤
√

sin2(x) + cos2(x) = 1. Genauso
rechnet man für den Cosinus.

(c) Diese Beziehungen folgen direkt aus der Potenzreihendarstellung, denn in
der Potenzreihe des Sinus tauchen nur ungerade x-Potenzen und in der des
Cosinus nur gerade x-Potenzen auf.

(d) Das erste Additionstheorem wurde mit Hilfe des Cauchyprodukts für Po-
tenzreihen in der Zusatzaufgabe von Übungsblatt 7 bewiesen . Das zweite
kann analog bewiesen werden. ∗Alternativ ist der Beweis deutlich kürzer,
wenn wir die Euler-Formel, Satz 9.18 (c), aus dem Komplexen nutzen, mit
der gilt

cos(x+ y) + i sin(x+ y) = ei(x+y).

Nach Teil (a) des selben Satzes haben wir für die komplexe Exponenti-
alfunktion die gewohnten Potenzrechenregeln, also gilt mit rückwärtiger
Anwendung der Euler-Formel

cos(x+ y) + i sin(x+ y) = eixeiy =
(
cos(x) + i sin(x)

)(
cos(y) + i sin(y)

)

= cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y)

+ i
(
cos(x) sin(y) + sin(x) cos(y)

)
.

Vergleicht man links und rechts dieser Gleichung jeweils den Real- und den
Imaginärteil, so ergeben sich gleich beide Additionstheoreme.

Die Eigenschaften aus Teil (c) des obigen Satzes kommen immer wieder mal vor
und bekommen deshalb einen eigenen Namen.
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Definition 11.27. Eine Funktion f : R→ R heißt

(a) gerade, wenn für alle x ∈ R gilt f(−x) = f(x).

(b) ungerade, wenn für alle x ∈ R gilt f(−x) = −f(x).

Wir wollen jetzt die Zahl π mit Hilfe der Cosinus-Reihe definieren. Geometrisch
gibt sie das für jeden Kreis identische Verhältnis des Umfangs U zum Durchmesser
D an. Im Einheitskreis gilt also

π =
U

D
=
U

2
. (11.4)

Dazu zuerst zwei Vorüberlegungen.

Satz 11.28. (a) Für alle x ∈ (0, 2) gilt sin(x) > x− x3/3! > 0.

(b) Die Funktion cos hat eine kleinste strikt positive Nullstelle ξ0.

Beweis. (a) Sei x ∈ (0, 2). Dann gilt für alle n ∈ N

x2 < 4 ≤ 4n2 ≤ 4n2 + 2n = 2n(2n+ 1)

und deshalb x2/2n(2n+1) < 1. Multiplizieren wir diese Ungleichung nun mit
x2n−1/(2n−1)! > 0 durch, so erhalten wir

x2n+1

(2n+ 1)!
<

x2n−1

(2n− 1)!
bzw.

x2n−1

(2n− 1)!
− x2n+1

(2n+ 1)!
> 0

für jedes n ∈ N. Damit ist

sin(x) =
(
x− x3

3!

)

︸ ︷︷ ︸
>0

+
(x5

5!
− x7

7!

)

︸ ︷︷ ︸
>0

+
(x9

9!
− x11

11!

)

︸ ︷︷ ︸
>0

+ · · · > x− x3

3!
> 0.

(b) Wir beobachten zunächst, dass aus (a)

sin(1) > 1− 1

3!
= 1− 1

6
=

5

6

folgt. Damit gilt mit dem Additionstheorem und mit Satz 11.26 (b)

cos(2) = cos(1 + 1) = cos2(1)− sin2(1) = cos2(1) + sin2(1)− 2 sin2(1)

= 1− 2 sin2(1) < 1− 2 · 52

62
= 1− 50

36
< 0.

Da außerdem cos(0) = 1 > 0 gilt und cos eine stetige Funktion ist, gibt es
nach dem Zwischenwertsatz ein ξ ∈ (0, 2) mit cos(ξ) = 0.
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Nun haben wir also eine Nullstelle, sind aber noch nicht fertig, denn wir
wollen ja zeigen, dass es eine kleinste positive Nullstelle gibt. Dazu setzen
wir M := {η > 0 : cos(η) = 0}. Nach dem oben Gezeigten wissen wir,
dass M 6= ∅ ist. Da M außerdem durch Null nach unten beschränkt ist,
existiert also ξ0 := inf M . Zu zeigen ist noch, dass ξ0 selbst eine Nullstelle
des Cosinus ist, dass also ξ0 ∈ M und damit das Minimum von M ist. Da
ξ0 das Infimum ist, gibt es nach Satz 4.17 für jedes n ∈ N ein ξn ∈ M mit
ξ0 ≤ ξn ≤ ξ0 + 1/n. Insbesondere konvergiert diese Folge (ξn)n gegen ξ0. Nun
ist aber die Cosinus-Funktion stetig, d. h.

cos(ξ0) = lim
n→∞

cos(ξn) = lim
n→∞

0 = 0.

Also ist ξ0 = minM und schließlich ist ξ0 strikt positiv, da ξ0 ≥ 0 ist und
ξ0 = 0 wegen cos(0) = 1 nicht sein kann.

In Abbildung 11.4 sehen wir, dass die kleinste Nullstelle ξ0 des Cosinus gleich dem
Viertel des Umfangs U des Einheitskreises sein sollte. Wegen (11.4) gilt außerdem
U
4

= π
2
. Daraus ergibt sich die folgende Definition.

Definition 11.29. Die Zahl
π := 2ξ0

heißt Pi.

Da nach obigem Satz ξ0 ∈ (0, 2) liegt, wissen wir bereits, dass π echt zwischen 0
und 4 liegt. Tatsächlich ist π eine irrationale Zahl, deren Wert etwa 3, 14159 . . .
beträgt.
Wir haben nun also nach Definition cos(π/2) = 0 und dank π/2 ∈ (0, 2) und
Satz 11.28 (a) außerdem sin(π/2) > 0. Wir können diesen Wert sogar ausrechnen,
denn nach dem trigonometrischen Pythagoras gilt

1 = sin2(π/2) + cos2(π/2) = sin2(π/2), also sin(π/2) = 1,

da der Wert nicht negativ und somit nicht −1 sein kann. Kombiniert man nun
dieses Wissen mit den Additionstheoremen, so sieht man schnell ein, dass die
folgenden Identitäten gelten, die sich alternativ geometrisch am Einheitskreis
ablesen lassen.

Satz 11.30. Für alle x ∈ R gilt

sin(x+ π/2) = cos(x), cos(x+ π/2) = − sin(x),

sin(x+ π) = − sin(x), cos(x+ π) = − cos(x),

sin(x+ 2π) = sin(x), cos(x+ 2π) = cos(x).

Auch diese Eigenschaft von Sinus und Cosinus, dass die Funktionen bei einer
geeigneten Verschiebung im Argument unverändert bleiben, bekommt einen Na-
men.
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Definition 11.31. Eine Funktion f : R→ R heißt periodisch mit Periode L ∈ R
oder kurz L-periodisch, wenn für alle x ∈ R gilt f(x+ L) = f(x).

Damit sind Cosinus und Sinus beide 2π-periodisch.

Satz 11.32. Der Cosinus hat in [0, π] genau eine Nullstelle, nämlich π/2.

Beweis. Es sei η ∈ [0, π] eine Nullstelle des Cosinus. Dann gilt nach Satz 11.28
sofort η ≥ π/2. Wir setzen η̃ := π − η. Dann ist η̃ ∈ [0, π/2]. Außerdem ist nach
Satz 11.30 und da der Cosinus eine gerade Funktion ist

cos(η̃) = cos(−η + π) = − cos(−η) = − cos(η) = 0.

Somit muss aber η̃ = π/2 und damit auch η = π/2 sein.

Nun haben wir das gesamte Rüstzeug zusammen, um sämtliche Nullstellen von
Sinus und Cosinus zu bestimmen, und das sind ganz schön viele.

Satz 11.33. Es gilt

(a) cos(x) = 0 ⇐⇒ x = kπ +
π

2
für ein k ∈ Z.

(b) sin(x) = 0 ⇐⇒ x = kπ für ein k ∈ Z.

Beweis. Die Beweisrichtung von rechts nach links ergibt sich in beiden Fällen
sofort aus Satz 11.30. Wir beweisen also jeweils nur noch von links nach rechts.

(a) Sei x ∈ R mit cos(x) = 0. Dann gibt es ein k ∈ Z, so dass kπ ≤ x ≤ (k+1)π
gilt. (Wer die Gaußklammer kennt, kann k = bx/πc nehmen.) Setze nun
η := x− kπ. Dann gilt η ∈ [0, π] und

cos(η) = cos(x− kπ) = cos(x) cos(−kπ)− sin(x) sin(−kπ) = 0,

da cos(x) = 0 und sin(−kπ) = 0 gilt. Nach Satz 11.32 ist damit η =
x− kπ = π/2, d. h. x = kπ + π/2.

(b) Für die entsprechende Aussage für den Sinus müssen wir die Arbeit nicht
wiederholen, denn falls sin(x) = 0 ist, so haben wir cos(x + π/2) = 0. Also
gibt es nach dem soeben Bewiesenen ein k ∈ Z mit

x+
π

2
= kπ +

π

2
,

d. h. x = kπ.

Wir können nun weitere trigonometrische Funktionen definieren.
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Definition 11.34. Für x ∈ R \ {kπ + π/2 : k ∈ Z} heißt die Funktion

tan(x) :=
sin(x)

cos(x)

der Tangens und für x ∈ R \ {kπ : k ∈ Z}

cot(x) :=
cos(x)

sin(x)

der Cotangens von x.

Tangens und Cotangens haben auch eine geometrische Interpretation. Sie geben
die Länge der dem Winkel im Einheitskreis entsprechenden Tangentenabschnitte
an, s. Abbildung 11.5.
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Abbildung 11.5.: Tangens und Cotangens beziehen sich auf die Tangenten am
Einheitskreis. Mit den Strahlensätzen tanα

sinα
= 1

cosα
und cosα

cotα
=

sinα
1

ergeben sich die Definitionen geometrisch.

Für die Ableitung des Tangens gilt mit der Quotientenregel,

tan′(x) =
cos2(x) + sin2(x)

cos2(x)
=

1

cos2(x)
= 1 + tan2(x) > 0

für alle x im Definitionsbereich. Also ist der Tangens insbesondere auf dem In-
tervall (−π/2, π/2) streng monoton wachsend und da

lim
x→−π/2+

tan(x) = −∞ und lim
x→π/2−

tan(x) =∞

gilt, ist tan((−π/2, π/2)) = R. Somit existiert die Umkehrfunktion tan−1 : R →
(−π/2, π/2). Diese bekommt wieder einen Namen.
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Definition 11.35. Die Umkehrfunktion des Tangens auf (−π/2, π/2)

arctan : R→ (−π/2, π/2)

heißt Arcustangens.

Sinus Cosinus Tangens Arcustangens

x
K2 p Kp 0 p 2 p

y

K2

K1

1

2

Abbildung 11.6.: Die Graphen von Sinus, Cosinus, Tangens und Arcustangens

Die Ableitung des Arcustangens können wir nun nach der Formel für die Ablei-
tung der Umkehrfunktion (Satz 11.10) bestimmen:

arctan′(y) =
1

tan′(arctan(y))
=

1

1 + tan2(arctan(y))
=

1

1 + y2
.

Überraschenderweise erhalten wir als Ableitung eine gebrochen-rationale Funkti-
on und nichts Trigonometrisches.
In der gleichen Weise kann man auch Umkehrfunktionen von Sinus und Cosinus
definieren, wenn man sich im Definitionsbereich einschränkt. So sind

sin : [−π/2, π/2]→ [−1, 1] und cos : [0, π]→ [−1, 1]

bijektiv. Das rechtfertigt die folgende Definition.

Definition 11.36.

arcsin := sin−1 : [−1, 1]→ [−π/2, π/2] (Arcussinus),

arccos := cos−1 : [−1, 1]→ [0, π] (Arcuscosinus).
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Die Ableitungen berechnen sich wieder mit Hilfe der Ableitungsregel für die Um-
kehrfunktion zu

arcsin′(x) =
1

cos(arcsin(x))
=

1√
1− sin2(arcsin(x))

=
1√

1− x2

und genauso

arccos′(x) = − 1√
1− x2

für alle |x| < 1.
Man beachte, dass die Auswahl des Bereichs, in dem man diese Funktionen in-
vertiert, willkürlich ist. Üblicherweise werden zwar die hier gewählten Intervalle
verwendet, aber welcher Bereich gewählt wurde, sollte bei Verwendung der Arcus-
funktionen am besten immer dazugesagt werden. Hier ist Wachsamkeit angesagt!

Zum Abschluss definieren wir noch die hyperbolischen Funktionen.

Definition 11.37. Für alle x ∈ R definieren wir

cosh(x) :=
1

2
(ex + e−x) (Cosinus hyperbolicus),

sinh(x) :=
1

2
(ex − e−x) (Sinus hyperbolicus),

tanh(x) :=
sinh(x)

cosh(x)
(Tangens hyperbolicus).

sinh(x) cosh(x) tanh(x)

x
K2 K1 0 1 2

K3

K2

K1

1

2

3

Abbildung 11.7.: Die Graphen von Sinus, Cosinus und Tangens hyperbolicus
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Wir berechnen auch hier die Ableitungen:

cosh′(x) =
1

2
(ex − e−x) = sinh(x) und sinh′(x) =

1

2
(ex + e−x) = cosh(x),

sowie

tanh′(x) =
cosh2(x)− sinh2(x)

cosh2(x)
= 1− tanh2(x) > 0

für alle x ∈ R, und weiterhin die Grenzwerte

lim
x→∞

tanh(x) = lim
x→∞

ex − e−x

ex + e−x
= lim

x→∞

ex

ex
· 1− e−2x

1 + e−2x
=

1− 0

1 + 0
= 1.

lim
x→−∞

tanh(x) = lim
x→−∞

ex − e−x

ex + e−x
= lim

x→−∞

e2x − 1

e2x + 1
=

0− 1

0 + 1
= −1.

Damit ist der Tangens hyperbolicus streng motonon wachsend auf R und es gilt
tanh(R) = (−1, 1). Also existiert auch hier die Umkehrfunktion

Artanh : (−1, 1)→ R (Areatangens hyperbolicus).

Die Ableitung ergibt sich hier zu

Artanh′(x) =
1

1− tanh2(Artanh(x))
=

1

1− x2
, |x| < 1.

In diesem Abschnitt haben wir nun so viele neue Funktionen eingeführt, dass wir
diese noch einmal alle in einer Tabelle zusammenfassen wollen:

Name Symbol Def.-bereich Bild Ableitung

Sinus sin R [−1, 1] cos
Cosinus cos R [−1, 1] − sin
Tangens tan R \ {kπ + π/2} R 1

cos2
= 1 + tan2

Cotangens cot R \ {kπ} R − 1
sin2 = −1− cot2

Arcussinus arcsin [−1, 1] [−π
2
, π

2
] 1√

1−x2

Arcuscosinus arccos [−1, 1] [0, π] − 1√
1−x2

Arcustangens arctan R (−π
2
, π

2
) 1

1+x2

Sinus hyperbolicus sinh R R cosh
Cosinus hyp. cosh R [1,∞) sinh

Tangens hyp. tanh R (−1, 1) 1
cosh2 = 1− tanh2

Areasinus hyp. Arsinh R R 1√
x2+1

Areacosinus hyp. Arcosh [1,∞) [0,∞) 1√
x2−1

Areatangens hyp. Artanh (−1, 1) R 1
1−x2

161



11. Differenzierbarkeit

*Ergänzung: komplexe Polarkoordinaten und komplexer
Logarithmus

Sinus und Cosinus wurden in Kapitel 9 im Komplexen analog über ihre Potenz-
reichen definiert. Wir können ihre Eigenschaften nutzen, um nun die komplexen
Zahlen noch genauer zu verstehen. Insbesondere lässt sich beschreiben, was die
komplexe Multiplikation anschaulich tut. Dazu erinnern wir uns erneut an die
Euler-Formel

eit = cos(t) + i sin(t) für alle t ∈ R

aus Satz 8.40(c). Diese liefert uns im Zusammenspiel mit dem trigonometrischen
Pythagoras, vgl. Satz 11.26 (b), die folgenden Erkenntnisse.

Satz 11.38. Für alle t ∈ R und alle z ∈ C gelten:

(a) |eit| = 1 und |ez| = eRe(z).

(b) ez+2πi = ez, d. h. exp : C→ C ist 2πi-periodisch.

Beweis. Alle drei Gleichheiten rechnet man mit den oben schon angegebenen
Zutaten direkt nach:

|eit| =
∣∣cos(t) + i sin(t)

∣∣ =
√

cos2(t) + sin2(t) =
√

1 = 1,

|ez| =
∣∣eRe(z)+iIm(z)

∣∣ = |eRe(z)||eiIm(z)| = eRe(z) · 1 = eRe(z),

ez+2πi = eze2πi = ez
(
cos(2π) + i sin(2π)

)
= ez(1 + 0) = ez.

Neben der Darstellung einer komplexen Zahl als x + iy mit x, y ∈ R, die dem
kartesischen Koordinatensystem in der komplexen Zahlenebene entspricht, gibt
es eine zweite Möglichkeit der Darstellung, die in Polarkoordinaten. Dazu beob-
achten wir zunächst anschaulich geometrisch, vgl. Abbildung 11.4, dass für jede
komplexe Zahl z gilt

Re(z) = |z| cos(ϕ) Im(z) = |z| sin(ϕ),

wobei ϕ den Winkel zwischen der positiven reellen Achse und der Verbindungs-
linie zwischen z und dem Ursprung bezeichnet. Also ist

z = |z|
(
cos(ϕ) + i sin(ϕ)

)
= |z|eiϕ.

Diese geometrische Überlegung können wir auch analytisch untermauern.

Satz 11.39. Es sei z ∈ C\{0}. Dann gibt es genau ein ϕ ∈ (−π, π] mit z = |z|eiϕ.

Beweis. Wir setzen w := z/|z| und wählen u, v ∈ R so, dass w = u + iv. Wegen
|w| = 1 gilt dann |u| = |Re(w)| ≤ 1. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann
wegen cos(0) = 1 und cos(π) = −1 ein α ∈ [0, π] mit u = cos(α).
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11.4. Trigonometrische Funktionen

Nun ist u2 + v2 = |w|2 = 1, also haben wir v2 = 1 − cos2(α) = sin2(α), womit
v = sin(α) oder v = − sin(α) gelten muss. Ist v = sin(α), so setzen wir ϕ := α,
denn dann gilt

z = |z|w = |z|(u+ iv) = |z|
(
cos(ϕ) + i sin(ϕ)

)
= |z|eiϕ,

wobei ϕ ∈ [0, π] ist.
Ist dagegen v = − sin(α), so setzen wir ϕ := −α, denn dann gilt, da der Cosinus
gerade und der Sinus ungerade ist

z = |z|(u+ iv) = |z|
(
cos(−ϕ)− i sin(−ϕ)

)
= |z|

(
cos(ϕ) + i sin(ϕ)

)
= |z|eiϕ.

In diesem zweiten Fall ist dabei ϕ ∈ [−π, 0]. Wir haben jetzt also immer ein
ϕ ∈ [−π, π] gefunden, wollten aber eigentlich den Fall ϕ = −π ausschließen.
Das ist kein Problem, denn es gilt cos(π) = cos(−π) und sin(π) = sin(−π), also
können wir falls ϕ = −π ist, auch ϕ = π nehmen.
Schließlich müssen wir noch die behauptete Eindeutigkeit beweisen. Wir nehmen
also an, wir hätten zwei Winkel φ, ψ ∈ (−π, π] mit z = |z|eiφ = |z|eiψ. Dann ist
eiφ = eiψ, d. h. wir haben ei(φ−ψ) = 1. Damit muss

cos(φ− ψ) = Re
(
ei(φ−ψ)

)
= 1 und sin(φ− ψ) = Im

(
ei(φ−ψ)

)
= 0

sein. Diese Konstellation tritt nur genau an den Stellen φ − ψ = 2πk für alle
k ∈ Z auf. Da aber sowohl φ als auch ψ in (−π, π] liegen, gilt |φ − ψ| < 2π.
Damit kommt nur der Fall k = 0 in Frage, was aber φ− ψ = 0 und damit φ = ψ
impliziert.

Definition 11.40. Es sei z ∈ C \ {0}. Die nach Satz 11.39 existierende Zahl
ϕ ∈ (−π, π] heißt das Argument von z und wird mit arg(z) bezeichnet.

Anschaulich gibt das Argument von z ∈ C \ {0} den Winkel an, in dem diese
Zahl in der Gaußschen Zahlenebene zur positiven reellen Achse steht.
Wir haben damit für alle z ∈ C, die nicht Null sind, mit z = |z|ei arg(z) eine
weitere Möglichkeit neben z = Re(z) + iIm(z) diese durch reelle Größen auszu-
drücken. Umgekehrt erhalten wir für r ∈ (0,∞) und φ ∈ (−π, π] mit reiφ genau
alle komplexen Zahlen außer der Null. Als Faustregel kann man sagen, dass diese
Polardarstellung immer dann zu bevorzugen ist, wenn komplexe Zahlen multipli-
ziert oder dividiert werden müssen, denn für zwei komplexe Zahlen z = reiφ und
w = seiψ gilt

zw = rseiφeiψ = rsei(φ+ψ) und
z

w
=
reiφ

seiψ
=
r

s
ei(φ−ψ),

d. h. man muss zum Multiplizieren (Dividieren) nur die Beträge multiplizieren
(dividieren) und die Argumente addieren (subtrahieren).
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11. Differenzierbarkeit

Nun, da wir eine Exponentialfunktion haben, stellt sich die Frage nach einem
komplexen Logarithmus. Dies ist nicht so einfach wie im reellen, denn durch
die Periodizität der Exponentialfunktion wird der Logarithmus im Komplexen
mehrdeutig. Zuerst definieren wir die Logarithmen aber ganz abstrakt.

Definition 11.41. Es sei w ∈ C. Jede Zahl z ∈ C mit ez = w heißt ein Loga-
rithmus von w.

Nun wollen wir natürlich wissen, wie man einen solchen Logarithmus finden kann.
Wir suchen also für ein vorgegebenes w ∈ C \ {0} (einen Logarithmus für Null
wird es natürlich auch im komplexen nicht geben, da ja ez 6= 0 für alle z ∈ C
gilt, vgl. Satz 9.18 (b)) also alle Lösungen z ∈ C der Gleichung ez = w. Sei dazu
r := |w| und φ := arg(w) ∈ (−π, π]. Weiter setzen wir z in der Form x + iy mit
x, y ∈ R an. Dann soll also gelten

ez = ex+iy = exeiy = reiφ.

Also müssen insbesondere die beiden letzten Ausdrücke in dieser Gleichungskette
den selben Betrag haben, was wegen |eiy| = |eiφ| = 1, sofort r = ex, also

Re(z) = x = ln(r) = ln(|w|)

liefert. Es bleibt also noch y zu bestimmen. Da nun ex = r gilt, muss auch eiy = eiφ

gelten, d. h. wir haben ei(y−φ) = 1. Wie am Schluss des Beweises von Satz 11.39
folgt daraus y−φ = 2kπ für ein k ∈ Z. Als Lösungen unserer Gleichung kommen
also nur solche Zahlen z = x+ iy mit x = ln(|w|) und

y = φ+ 2kπ = arg(w) + 2kπ für ein k ∈ Z

in Betracht. Dass alle diese Zahlen tatsächlich Logarithmen von w sind, rechnet
man schließlich einfach nach:

eln(|w|)+i(arg(w)+2kπ) = eln(|w|)ei arg(w)ei2kπ = |w|ei arg(w) · 1 = w.

Da der komplexe Logarithmus mehrdeutig, und damit gar keine Funktion mehr
ist, tritt das gleiche Phänomen auch beim Versuch auf, eine allgemeine Potenz-
funktion in C zu definieren. Wir wollen das hier nicht weiter vertiefen, sondern
nur vorwarnen, dass in diesem Zusammenhang größte Vorsicht angeraten ist.

11.5. Höhere Ableitungen

Wir wollen in diesem Abschnitt das Konzept der zweiten, dritten und allgemein
n-ten Ableitung einer Funktion einführen.

Definition 11.42. Es sei I ⊆ R ein Intervall, x0 ∈ I und f : I → R sei
differenzierbar auf I.
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(a) Die Funktion f heißt in x0 zweimal differenzierbar, falls die Funktion f ′ :
I → R in x0 wiederum differenzierbar ist. In diesem Fall heißt f ′′(x0) :=
(f ′)′(x0) die zweite Ableitung von f in x0.

(b) Ist f in jedem Punkt x ∈ I zweimal differenzierbar, so heißt f zweimal
differenzierbar auf I und die Funktion x 7→ f ′′(x) ist die zweite Ableitung
von f auf I.

(c) Für n ≥ 3 beliebig definieren wir rekursiv: Die Funktion f heißt in x0 (bzw.
auf I) n mal differenzierbar, falls sie (n − 1) mal differenzierbar ist und
die Funktion f (n−1) in x0 (bzw. auf I) wieder differenzierbar ist. In diesem
Fall heißt f (n)(x0) = (f (n−1))′(x0) die n-te Ableitung von f in x0, bzw.
x 7→ f (n)(x) die n-te Ableitung von f auf I.

Häufig ist es praktisch die Funktion selbst als ihre nullte Ableitung aufzufassen,
also

f (0) := f.

Beispiel 11.43. (a) Ist f(x) = sin(x), so gilt

f ′(x) = cos(x), f ′′(x) = − sin(x) = −f(x),

f ′′′(x) = − cos(x), f (4)(x) = sin(x) = f(x).

(b) Betrachten wir auf R die Funktion

f(x) =

{
x2, falls x ≥ 0

−x2, falls x < 0,

so ist f auf ganz R differenzierbar mit f ′(x) = 2|x|, x ∈ R (nachrech-
nen!), aber da die Betragsfunktion in Null nicht differenzierbar ist (vgl.
Beispiel 11.3 (b)), ist diese Funktion in Null nicht mehr differenzierbar,
d. h. f ist in x0 = 0 nicht zweimal differenzierbar.

(c) Es sei f(x) =
∑∞

n=0 an(x−x0)n, d. h. f sei durch eine Potenzreihe gegeben,
von der wir annehmen wollen, dass der Konvergenzradius r > 0 ist. Wir
setzen wieder I := (x0− r, x0 + r). In Satz 11.23 haben wir gesehen, dass f
dann auf I differenzierbar ist mit

f ′(x) =
∞∑

n=1

ann(x− x0)n−1, x ∈ I,

und dass dies wieder eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r ist. Also ist
nach nochmaliger Anwendung dieses Satzes f sogar zweimal auf I differen-
zierbar mit

f ′′(x) =
∞∑

n=2

ann(n− 1)(x− x0)n−2, x ∈ I.
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11. Differenzierbarkeit

Durch weitere Iteration dieses Arguments (Formalisten mögen eine saubere
Induktion führen), ist dann f auf I beliebig oft differenzierbar und es gilt
für jedes k ∈ N

f (k)(x) =
∞∑

n=k

ann(n− 1) · · · (n− (k − 1))(x− x0)n−k, x ∈ I.

Setzt man speziell x = x0 ein, so erhält man die für das Weitere wichtige
Beziehung

f (k)(x0) = akk(k − 1) · · · 2 · 1 = k!ak.

Andersrum gedacht zeigt sie uns insbesondere: ist eine Funktion f durch
eine Potenzreihe darstellbar, dann lassen sich die Koeffizienten ak dieser
Reihe durch die Ableitungen von f im Entwicklungspunkt bestimmen:

ak =
f (k)(x0)

k!
.

(d) Wir betrachten auf I = [0,∞) die Funktion

f(x) :=

{
x

3/2 sin(1/x), falls x > 0

0, falls x = 0,

vgl. Abbildung 11.8.

Abbildung 11.8.: Der Graph des
”
Flattersinus’“ aus Beispiel 11.43 (d)

Dann ist f in allen x > 0 offensichtlich differenzierbar und es gilt

f ′(x) =
3

2

√
x sin

(1

x

)
+ x

3/2 cos
(1

x

)(
− 1

x2

)

=
3

2

√
x sin

(1

x

)
− 1√

x
cos
(1

x

)
.
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Um f auf Differenzierbarkeit in 0 zu untersuchen, betrachten wir den Dif-
ferenzenquotienten

lim
x→0+

∣∣∣∣
f(x)− f(0)

x− 0

∣∣∣∣ = lim
x→0+

∣∣∣∣
x3/2 sin(1/x)

x

∣∣∣∣ = lim
x→0+

∣∣∣
√
x sin

(1

x

)∣∣∣

≤ lim
x→0+

√
x = 0.

Somit ist f auf ganz [0,∞) differenzierbar, wobei f ′(0) = 0 gilt.

Anhand dieses Beispiels sieht man nun, dass etwas Abstruses passieren
kann. Die Funktion f ′ : [0,∞) ist nämlich in Null nicht nur nicht noch
einmal differenzierbar, sie ist nicht einmal mehr stetig, so dass wir über
Differenzierbarkeit erst gar nicht mehr nachzudenken brauchen. Darüber
hinaus ist sie

”
gegen 0 “ unbeschränkt und stark oszillierend, also in gewisser

Weise so schlimm, wie es überhaupt nur geht. Um das zu sehen, betrachten
wir die Nullfolge xn := 1/nπ, n ∈ N. Dann gilt für jedes n ∈ N

f ′(xn) =
3

2

1√
nπ

sin(nπ)−√nπ cos(nπ) = −√nπ cos(nπ)

= −(−1)n
√
nπ = (−1)n+1

√
nπ.

Das schlechte Differenzierbarkeitsverhalten der Funktion in (d) des obigen Bei-
spiels nehmen wir zum Anlass, um einen stärkeren Differenzierbarkeitsbegriff zu
formulieren, der so

”
hässliche“ Funktionen ausschließt.

Definition 11.44. Es sei I ⊆ R ein Intervall und f : I → R eine Funktion.

(a) Für n ∈ N heißt die Funktion f n-mal stetig differenzierbar auf I, falls sie
n-mal differenzierbar auf I ist und die Funktion f (n) auf I stetig ist.

Wir setzen Cn(I,R) := {f : I → R : f n-mal stetig differenzierbar auf I}.

(b) Wir setzen

C0(I,R) := C(I,R) und C∞(I,R) :=
⋂

n∈N0

Cn(I,R)

und nennen eine Funktion f ∈ C∞(I,R) beliebig oft differenzierbar.

Bemerkung 11.45. (a) Da die Differenzierbarkeit insbesondere Stetigkeit im-
pliziert, sind für eine Funktion f ∈ Cn(I,R) alle Ableitungen f ′, f ′′, . . . , f (n)

stetige Funktionen auf I.

(b) Oft hört man statt
”
beliebig oft“ auch die Bezeichnung

”
unendlich oft“

differenzierbar. Diese ist etwas unglücklich, denn sie hört sich so an, als
existiere auch eine

”
unendlichste“ Ableitung. f ∈ C∞(I) heißt aber eben

nur, dass f (n) für jedes n ∈ N auf I existiert und dort stetig ist.
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11.6. Der Satz von Taylor

Dieser Abschnitt stellt mit dem Satz von Taylor einen fundamental wichtigen
Satz der Analysis vor, der sowohl in abstrakten als auch in ganz angewandten
Zusammenhängen immer wieder gebraucht wird. Es geht dabei darum, Funktio-
nen möglichst gut durch Polynome anzunähern.
Konkreter betrachten wir eine n-mal differenzierbare Funktion f und suchen ein
Polynom p vom maximalen Grad n, sodass in einem Punkt x0,

f(x0) = p(x0), f ′(x0) = p′(x0), . . . f (n)(x0) = p(n)(x0),

gilt. Ist dabei p von der Form

p(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 · · ·+ an(x− x0)n,

dann folgt induktiv wie in Beispiel 11.43 (c), dass die Koeffizienten durch

a0 = f(x0), a1 = f ′(x0), . . . an =
f (n)(x0)

n!
,

gegeben sind. Das Polynom ist also eindeutig bestimmt und es bekommt einen
eigenen Namen.

Definition 11.46. Es sei I ⊆ R ein Intervall, x0 ∈ I, n ≥ 1 und f ∈ Cn(I,R).
Dann heißt das Polynom

Tn(x, x0) :=
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

das n-te Taylorpolynom von f in x0.

Nun stellt sich sofort die

Frage 1: Liefert das Taylorpolynom eine gute Näherung der Funktion f?

Um diese Frage zu beantworten, untersuchen wir das Restglied

Rn(x, x0) = f(x)− Tn(x, x0),

das den Fehler angibt. Der Satz von Taylor ist eine Aussage über die Struktur von
Rn und erlaubt uns insbesondere, den Fehler abzuschätzen, wenn wir die n+ 1-te
Ableitung von f gut genug kennen.

Satz 11.47 (Satz von Taylor). Es sei I ⊆ R ein Intervall, x, x0 ∈ I und f : I →
R sei (n+ 1)-mal differenzierbar auf I. Dann gibt es ein ξ zwischen x und x0, so
dass gilt

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.
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11.6. Der Satz von Taylor

Bemerkung 11.48. (a) Im Fall n = 0 ist dieser Satz genau der Mittelwertsatz
(vgl. Satz 11.15).

(b) Der Wert von ξ hängt natürlich jeweils von x0, x und n ab und ist im All-
gemeinen nicht zu bestimmen. Das wäre auch sehr erstaunlich, denn dann
wäre ja die Berechnung von f auf den Schwierigkeitsgrad eines Polynoms
zurückgeführt, was dann für einfach nur (n+ 1)-mal differenzierbare Funk-
tionen doch ein bisschen zu simpel wäre. Im ξ (und damit in Rn) steckt
sozusagen die Komplexität der Funktion f .

Beweis von Satz 11.47. Wir betrachten ohne Beschränkung der Allgemeinheit
den Fall x0 < x und setzen

% :=
(n+ 1)!

(x− x0)n+1

(
f(x)−

n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

)
.

Dann gilt

f(x)−
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k = %

(x− x0)n+1

(n+ 1)!

und unsere Aufgabe ist es, ein ξ ∈ (x0, x) zu finden, so dass % = f (n+1)(ξ) ist.
Dazu schreiben wir die letzte Gleichung so um, dass auf der rechten Seite Null
steht und definieren dann die Hilfsfunktion

g(t) := f(x)−
n∑

k=0

f (k)(t)

k!
(x− t)k − %(x− t)n+1

(n+ 1)!
, t ∈ [x0, x].

Dann ist nach den Voraussetzungen g ∈ C([x0, x],R) und da in g höchstens die
n-te Ableitung von f auftaucht, ist g sogar noch einmal differenzierbar auf [x0, x].
Außerdem gilt direkt g(x) = f(x) − f(x) = 0 und so wie wir % gewählt haben
gilt auch g(x0) = 0. Nach dem Satz von Rolle gibt es also ein ξ ∈ (x0, x), so dass

g′(ξ) =
g(x)− g(x0)

x− x0

= 0

gilt.
Andererseits ist (nachrechnen!)

g′(t) = %
(x− t)n
n!

− f (n+1)(t)
(x− t)n
n!

,

womit

0 = g′(ξ) = %
(x− ξ)n

n!
− f (n+1)(ξ)

(x− ξ)n
n!

und schließlich % = f (n+1)(ξ) folgt.
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Wir betrachten jetzt den Spezialfall einer beliebig oft differenzierbaren Funktion

f ∈ C∞(I,R). Wir können dann für ein x0 ∈ I alle Taylor-Koeffizienten f (n)(x0)
n!

ausrechnen und erhalten damit eine ganze (Potenz-)reihe von Taylorpolynomen.
Sie bekommt zuerst einen eigenen Namen.

Definition 11.49. Es sei I ⊆ R ein Intervall, x0 ∈ I und f ∈ C∞(I,R). Die
Potenzreihe ( n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

)
n

=
(
Tn(x, x0)

)
n

heißt dann die Taylorreihe von f um x0.

Nun stellt sich sofort die

Frage 2: Konvergiert die Taylorreihe und wenn ja, gilt dann auch in einer Um-
gebung von x0,

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n ?

Die Anwort ist (leider nur) ein entschiedenes manchmal.
Ist einerseits f durch eine Potenzreihe gegeben (wie ja zum Beispiel exp, sin, ...),
dann entspricht diese mit Beispiel 11.43 (c) auch automatisch der Taylorreihe
(wenn der Entwicklungspunkt übereinstimmt) und die Antwort ist dann ja.
Andererseits zeigt das folgende Beispiel, dass nicht jede beliebig oft differenzier-
bare Funktion lokal durch eine Potenzreihe darstellbar ist. Für diesen Fall wäre
die Antwort dann nein:

Beispiel 11.50. Wir wählen I = R, x0 = 0 und

f(x) :=

{
e−

1/x2 , falls x 6= 0,

0, falls x = 0.

Dann ist f offensichtlich in jedem Punkt x 6= 0 differenzierbar, aber wir sind
ja gerade an x0 = 0 interessiert. Um Differenzierbarkeit in Null zu untersuchen,
müssen wir über den Differenzenquotienten gehen. Es ist für alle x 6= 0

f(x)− f(0)

x− 0
=

e−1/x2

x
=

1/x

e1/x2
.

Da der Nenner dieses Ausdrucks für x gegen null bestimmt nach unendlich diver-
giert, ist die Bedingung (II) für die Regel von de l’Hospital aus Satz 11.20 erfüllt.
Dieser Satz liefert dann

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

1/x

e1/c2
= lim

x→0

−1/x2

e1/x2 · (−2/x3)

= lim
x→0

x

2
· e−1/x2 = 0 · 0 = 0.
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11.6. Der Satz von Taylor

Mittels Induktion kann man sogar zeigen, dass f in null beliebig oft differenzierbar
ist und f (n)(0) = 0 für alle n ∈ N gilt. Also konvergiert in diesem Fall die
Taylorreihe, allerdings nicht gegen die richtigen Werte:

∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞∑

n=0

0 · xn = 0 6= f(x) für alle x 6= 0.

Sie stellt also in keiner auch noch so kleinen Umgebung des Nullpunktes die
Funktion f dar. Weiterhin gilt: Wäre f nahe dem Nullpunkt durch eine andere
Potenzreihe darstellbar, müsste diese der Taylorreihe entsprechen. Das ist also
auch nicht möglich.

Der folgende Satz liefert jetzt ein Kriterium, wann eine beliebig oft differenzierba-
re Funktion in einer Umgebung des Entwicklungspunktes durch ihre Taylorreihe
dargestellt wird, wann also solch unangenehme Dinge wie in Beispiel 11.50 nicht
passieren können. Es handelt sich natürlich um eine Folgerung aus dem Satz von
Taylor.

Satz 11.51. Es sei I ⊆ R ein Intervall und f ∈ C∞(I,R) eine Funktion. Weiter
existiere eine Konstante C ≥ 0, so dass für alle n ∈ N und alle x ∈ I gilt

∣∣∣f
(n)(x)

n!

∣∣∣ ≤ Cn.

Dann gilt für jedes x0 ∈ I die Identität

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n für alle x ∈ J := I ∩ (x0 − 1/C, x0 + 1/C).

Beweis. Wir müssen zunächst sicherstellen, dass die obige Potenzreihe überhaupt
für alle x ∈ J konvergiert. Das folgt direkt aus der Voraussetzung und dem Satz
von Hadamard, denn

n

√∣∣∣f
(n)(x0)

n!

∣∣∣ ≤ C, d. h. lim sup
n∈N

n

√∣∣∣f
(n)(x0)

n!

∣∣∣ ≤ C

und damit ist der Konvergenzradius größer oder gleich 1/C.
Sei nun x ∈ J beliebig gewählt. Nach dem Satz von Taylor gibt es für jedes n ∈ N
ein ξn zwischen x0 und x, so dass

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

f (n+1)(ξn)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

Uns bleibt nur zu zeigen, dass der letzte Summand für n gegen unendlich gegen
Null strebt. Dazu schätzen wir mit der Voraussetzung ab:

∣∣∣f
(n+1)(ξn)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

∣∣∣ ≤ Cn+1|x− x0|n+1 =
(
C|x− x0|

)n+1
.
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Da aber x ∈ J ist, gilt |x−x0| < 1/C, bzw. C|x−x0| < 1, so dass obiger Ausdruck
tatsächlich gegen Null geht, wenn n nach unendlich strebt.

Wir wollen nun den Satz von Taylor in ganz verschiedenen konkreten Situatio-
nen anwenden. Zunächst einmal kann man ihn dazu verwenden, den einen oder
anderen Reihenwert zu bestimmen. Wir betrachten hierzu das folgende Beispiel.

Beispiel 11.52. Wir untersuchen auf (−1,∞) die Funktion f(x) = ln(1 +x) um
x0 = 0. Um den Satz anwenden zu können, müssen wir die ersten n+ 1, also alle,
Ableitungen von f ausrechnen. Wir finden für x > −1

f ′(x) =
1

1 + x
, f ′′(x) =

−1

(1 + x)2
, f ′′′(x) =

2

(1 + x)3
, f (4)(x) =

−2 · 3
(1 + x)4

und per Induktion allgemein

f (k)(x) =
(−1)k−1(k − 1)!

(1 + x)k
, k ∈ N.

Insbesondere ist also für alle k ∈ N

f (k)(0)

k!
=

(−1)k−1

k
.

Nach dem Satz von Taylor gilt nun (mit x = 1):

ln(2) = f(1) = f(0) +
n∑

k=1

f (k)(0)

k!
1k +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
1n+1 (11.5)

=
n∑

k=1

(−1)k−1

k
+

(−1)n

(1 + ξ)n+1(n+ 1)
=:

n∑

k=1

(−1)k−1

k
+ cn

mit einem ξ ∈ (0, 1). Unabhängig davon was das ξ nun genau ist, haben wir in
jedem Fall 1 + ξ > 1 und damit auch (1 + ξ)n+1 > 1. Deshalb gilt

|cn| =
∣∣∣ (−1)n

(1 + ξ)n+1(n+ 1)

∣∣∣ ≤ 1

n+ 1
, n ∈ N.

Also gilt limn→∞ cn = 0. Damit können wir in (11.5) n gegen unendlich streben
lassen und erhalten mit

∞∑

k=1

(−1)k−1

k
= ln(2)

den Reihenwert der alternierenden harmonischen Reihe (vgl. Beispiel 8.9) (Hin-
weis: Satz 11.51 war hier nicht direkt anwendbar - warum?).
Um etwaigen Mäkeleien zuvorzukommen: Wer meint, dass das aber viel Aufwand
für so einen mickrigen Reihenwert war, hat noch nie selbst versucht, einen (diesen)
Reihenwert zu bestimmen.
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Abschließend sei darauf hingewiesen, dass wir damit unser Ergebnis aus Bei-
spiel 11.24 insofern verbessert haben, als wir nun

ln(1 + x) =
∞∑

k=0

(−1)k

k + 1
xk+1 für alle x ∈ (−1, 1]

und damit auch an einem Randpunkt wissen. Am anderen Randpunkt x = −1
ist die Reihe eine harmonische Reihe und somit divergent.

Wir kommen nun zu einer weiteren, vielleicht eher überraschenden, Anwendung
des Satzes von Taylor.

Satz 11.53. e 6∈ Q.

Beweis. Wir wissen schon, dass 2 < e < 3 gilt. Nehmen wir nun an, es gäbe
n,m ∈ N mit e = m/n, so muss n ≥ 2 sein, denn sonst wäre e ∈ N. Mit dem so
gewählten n, f(x) = ex, x = 1 und x0 = 0 wenden wir nun den Satz von Taylor
an. Dieser liefert ein ξ ∈ (0, 1) mit

m

n
= e = f(1) =

n∑

k=0

f (k)(0)

k!
+
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
.

Nun sind die Ableitungen der Exponentialfunktion zum Glück nicht schwer zu
bestimmen. Wir erhalten also

m

n
=

n∑

k=0

1

k!
+

eξ

(n+ 1)!

und nach Multiplikation dieser Gleichung mit n!

m(n− 1)!︸ ︷︷ ︸
∈N

= n! + n! +
n!

2!
+ · · ·+ 1

︸ ︷︷ ︸
∈N

+
eξ

n+ 1
.

Da der Ausdruck eξ/n+1 positiv ist, bleibt ihm damit nichts anderes übrig als
selbst zu N zu gehören. Damit haben wir aber einen Widerspruch, denn wegen
n ≥ 2 und ξ ∈ (0, 1) gilt

0 <
eξ

n+ 1
<

e

n+ 1
≤ e

3
< 1.

Schließlich wenden wir uns noch einmal dem Thema Extremwerte zu. Wir haben
in Satz 11.13 gesehen, dass eine differenzierbare Funktion, die im Inneren eines
Intervalls ein relatives Extremum hat, dort eine verschwindende Ableitung ha-
ben muss. Allerdings ist dies kein hinreichendes Kriterium für das Vorliegen eines
Extremums, d. h. es kann sein, dass die Ableitung Null ist, ohne dass an dieser
Stelle tatsächlich ein relatives Extremum vorliegen muss. Um wirklich nachzu-
weisen, dass eine solche kritische Stelle ein relatives Extremum ist, brauchen wir
genauere Hilfsmittel. Auch hier hilft der Satz von Taylor.
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Satz 11.54. Es sei I ⊆ R ein offenes Intervall, x0 ∈ I und f ∈ Cn(I,R) für ein
n ≥ 2. Weiter gelte f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0, aber f (n)(x0) 6= 0.
Ist nun n ungerade, so hat f in x0 kein lokales Extremum, ist n gerade, so liegt
in x0 ein lokales Extremum vor, und zwar falls f (n)(x0) > 0 ein lokales Minimum
und falls f (n)(x0) < 0 ein lokales Maximum.

Beweis. Da f (n) in x0 stetig und I ein offenes Intervall ist, gibt es ein δ > 0 mit
Uδ(x0) ⊆ I, so dass f (n)(x) für alle x ∈ Uδ(x0) dasselbe Vorzeichen wie f (n)(x0)
hat. Sei nun x ∈ Uδ(x0) \ {x0} gewählt. Dann gibt es nach dem Satz von Taylor
ein ξ zwischen x und x0 mit

f(x) = Tn−1(x, x0) +
f (n)(ξ)

n!
(x− x0)n.

Nach Voraussetzung sind aber die ersten n− 1 Ableitungen von f in x0 alle Null,
also bleibt vom (n − 1)-ten Taylorpolynom nur der Summand nullter Ordnung
übrig, d. h. es gilt Tn−1(x, x0) = f(x0) und damit

f(x) = f(x0) +
f (n)(ξ)

n!
(x− x0)n =: f(x0) + c(x).

Da ξ zwischen x0 und x liegt, liegt es auch in Uδ(x0), also hat f (n)(ξ) dasselbe Vor-
zeichen wie f (n)(x0). Mit diesen Überlegungen können wir nun die verschiedenen
Fälle der Behauptung nacheinander untersuchen.
Ist n ungerade und f (n)(x0) ≷ 0, so gilt dasselbe für f (n)(ξ) und damit ist

c(x)

{
≷ 0, falls x ∈ (x0, x0 + δ),

≶ 0, falls x ∈ (x0 − δ, x0),

da Potenzieren mit einem ungeraden Exponenten das Vorzeichen erhält. Daraus
folgt aber mit f(x) = f(x0) + c(x)

f(x)

{
≷ f(x0), falls x ∈ (x0, x0 + δ),

≶ f(x0), falls x ∈ (x0 − δ, x0).

Damit kann f in x0 kein Extremum haben, denn die Funktionswerte von f sind
auf der einen Seite von x0 kleiner und auf der anderen Seite von x0 größer als in
x0.
Ist dagegen n gerade, so lässt das Potenzieren mit n das Vorzeichen verschwinden.
Also gilt für f (n)(x0) ≷ 0 wegen f (n)(ξ) ≷ 0 dann c(x) ≷ 0 unabhängig davon
auf welcher Seite von x0 das x liegt. Das liefert schließlich f(x) ≷ f(x0) für alle
x ∈ Uδ(x0) und damit die Behauptung.
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12. Integration

12.1. Das Riemann-Integral

Wir haben nun zunächst mal unsere Betrachtungen zur Differenziation abge-
schlossen und wollen uns einem auf den ersten Blick ganz anderen Problem zuwen-
den: der Berechnung von Flächeninhalten von krummlinig begrenzten Flächen.Wir
betrachten das Problem der Flächenberechnung unter einem Funktionsgraphen,
d. h. für a, b ∈ R mit a < b und eine gegebene beschränkte Funktion f : [a, b]→ R
wollen wir den Flächeninhalt der Fläche, die von der x-Achse, den beiden Geraden
x = a und x = b und dem Graphen der Funktion eingeschlossen wird.

f(a)

f(b)

<latexit sha1_base64="edaN3yo48ou0V3jsOKrDhPwGI24=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE1JMUvHhswX5AG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDdovV9yqOwdZJV5OKpCj3i9/9QYxSyOUhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFrqaQRaj+bHzolZ1YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ62ZuJ/3nd1IQ3fsZlkhqUbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukdVH1rqpu47JSu83jKMIJnMI5eHANNbiHOjSBAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPw8+M5g==</latexit>a b

Flächeninhalt ?

Abbildung 12.1.: gesuchter Flächeninhalt

Die grundlegende Idee der Integration nach Riemann ist es, die Fläche unter
dem Graphen durch die Summation der Flächeninhalte von Rechtecken zu ap-
proximieren, die parallel zu den Koordinatenachsen liegen, wie im folgenden Bild
skizziert:

<latexit sha1_base64="KQ3HNY7Xs/xl6Xw5c7/GbmQvVxE=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahXkoiop6k4MVjBfsBbSib7aZdursJuxuhhP4FLx4U8eof8ua/cZPmoK0PBh7vzTAzL4g508Z1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD086ugoUYS2ScQj1QuwppxJ2jbMcNqLFcUi4LQbTO8yv/tElWaRfDSzmPoCjyULGcEmk8I6Ph9Wa27DzYFWiVeQGhRoDatfg1FEEkGlIRxr3ffc2PgpVoYRTueVQaJpjMkUj2nfUokF1X6a3zpHZ1YZoTBStqRBufp7IsVC65kIbKfAZqKXvUz8z+snJrzxUybjxFBJFovChCMToexxNGKKEsNnlmCimL0VkQlWmBgbT8WG4C2/vEo6Fw3vquE+XNaat0UcZTiBU6iDB9fQhHtoQRsITOAZXuHNEc6L8+58LFpLTjFzDH/gfP4ASd6Nuw==</latexit>

f(a)

<latexit sha1_base64="QoXMcu2Ovem4wVXnMeMu5yO8P7s=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahXkoiop6k4MVjBfsBbSib7aZdursJuxuhhP4FLx4U8eof8ua/cZPmoK0PBh7vzTAzL4g508Z1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD086ugoUYS2ScQj1QuwppxJ2jbMcNqLFcUi4LQbTO8yv/tElWaRfDSzmPoCjyULGcEmk8J6cD6s1tyGmwOtEq8gNSjQGla/BqOIJIJKQzjWuu+5sfFTrAwjnM4rg0TTGJMpHtO+pRILqv00v3WOzqwyQmGkbEmDcvX3RIqF1jMR2E6BzUQve5n4n9dPTHjjp0zGiaGSLBaFCUcmQtnjaMQUJYbPLMFEMXsrIhOsMDE2nooNwVt+eZV0LhreVcN9uKw1b4s4ynACp1AHD66hCffQgjYQmMAzvMKbI5wX5935WLSWnGLmGP7A+fwBS2ONvA==</latexit>

f(b)

<latexit sha1_base64="jXaXrA8hnGP49mJctIVyPd4AXt8=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE1ItS8OKxgv2ANpTNdtMu3WzC7kQsoT/CiwdFvPp7vPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxIpDLrut1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHTROnmvEGi2Ws2wE1XArFGyhQ8naiOY0CyVvB6Hbqtx65NiJWDzhOuB/RgRKhYBSt1HrqKXJNgl654lbdGcgy8XJSgRz1Xvmr249ZGnGFTFJjOp6boJ9RjYJJPil1U8MTykZ0wDuWKhpx42ezcyfkxCp9EsbalkIyU39PZDQyZhwFtjOiODSL3lT8z+ukGF75mVBJilyx+aIwlQRjMv2d9IXmDOXYEsq0sLcSNqSaMrQJlWwI3uLLy6R5VvUuqu79eaV2k8dRhCM4hlPw4BJqcAd1aACDETzDK7w5ifPivDsf89aCk88cwh84nz9Uao7l</latexit>

xn = b<latexit sha1_base64="4jQ7BpKq6LI8A8zzqUs5PiMOUkE=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyURUU9S8OKxgv2ANpTNdtMu3WzC7kQsoT/CiwdFvPp7vPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxIpDLrut1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHTROnmvEGi2Ws2wE1XArFGyhQ8naiOY0CyVvB6Hbqtx65NiJWDzhOuB/RgRKhYBSt1HrqZerMm/TKFbfqzkCWiZeTCuSo98pf3X7M0ogrZJIa0/HcBP2MahRM8kmpmxqeUDaiA96xVNGIGz+bnTshJ1bpkzDWthSSmfp7IqORMeMosJ0RxaFZ9Kbif14nxfDaz4RKUuSKzReFqSQYk+nvpC80ZyjHllCmhb2VsCHVlKFNqGRD8BZfXibN86p3WXXvLyq1mzyOIhzBMZyCB1dQgzuoQwMYjOAZXuHNSZwX5935mLcWnHzmEP7A+fwBCeSPXA==</latexit>xn�1
<latexit sha1_base64="ETzSecrZkBogNgF3mWpWxtbsZOc=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KomIelEKXjxWsB/YhrLZbtqlm03YnYgl9F948aCIV/+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dpaWV1bX1gsbxc2t7Z3d0t5+w8SpZrzOYhnrVkANl0LxOgqUvJVoTqNA8mYwvJn4zUeujYjVPY4S7ke0r0QoGEUrPVByRZ66mTsm3VLZrbhTkEXi5aQMOWrd0lenF7M04gqZpMa0PTdBP6MaBZN8XOykhieUDWmfty1VNOLGz6YXj8mxVXokjLUthWSq/p7IaGTMKApsZ0RxYOa9ifif104xvPQzoZIUuWKzRWEqCcZk8j7pCc0ZypEllGlhbyVsQDVlaEMq2hC8+ZcXSeO04p1X3LuzcvU6j6MAh3AEJ+DBBVThFmpQBwYKnuEV3hzjvDjvzsesdcnJZw7gD5zPHxHbj9w=</latexit>a = x0

<latexit sha1_base64="4XZc5KSGO4U2a6x7fQ/uZKrgVR8=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKqCcJePEYwTwgWcLsZDYZM49lZlYMS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSjgz1ve/vcLK6tr6RnGztLW9s7tX3j9oGpVqQhtEcaXbETaUM0kblllO24mmWESctqLRzdRvPVJtmJL3dpzQUOCBZDEj2Dqp+dTLggnqlSt+1Z8BLZMgJxXIUe+Vv7p9RVJBpSUcG9MJ/MSGGdaWEU4npW5qaILJCA9ox1GJBTVhNrt2gk6c0kex0q6kRTP190SGhTFjEblOge3QLHpT8T+vk9r4KsyYTFJLJZkvilOOrELT11GfaUosHzuCiWbuVkSGWGNiXUAlF0Kw+PIyaZ5Vg4uqf3deqV3ncRThCI7hFAK4hBrcQh0aQOABnuEV3jzlvXjv3se8teDlM4fwB97nDygzjtc=</latexit>x1
<latexit sha1_base64="FaClzPmt5sVqxTv7QZaiZnelFcQ=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0R9SQBLx4jmAckS5idzCaTzGOZmRXDkn/w4kERr/6PN//GSbIHTSxoKKq66e6KEs6M9f1vb2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2jEo1oXWiuNKtCBvKmaR1yyynrURTLCJOm9Hoduo3H6k2TMkHO05oKHBfspgRbJ3UeOpmwwnqlsp+xZ8BLZMgJ2XIUeuWvjo9RVJBpSUcG9MO/MSGGdaWEU4nxU5qaILJCPdp21GJBTVhNrt2gk6d0kOx0q6kRTP190SGhTFjEblOge3ALHpT8T+vndr4OsyYTFJLJZkvilOOrELT11GPaUosHzuCiWbuVkQGWGNiXUBFF0Kw+PIyaZxXgsuKf39Rrt7kcRTgGE7gDAK4gircQQ3qQGAIz/AKb57yXrx372PeuuLlM0fwB97nD38JjxA=</latexit>xj

<latexit sha1_base64="TmI8Pj32WHprKvP5VPJcamD+MOo=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgxbArop4k4MVjBPOAZAmzk9lkzOzsOtMrhiU/4cWDIl79HW/+jZPHQRMLGoqqbrq7gkQKg6777eSWlldW1/LrhY3Nre2d4u5e3cSpZrzGYhnrZkANl0LxGgqUvJloTqNA8kYwuB77jUeujYjVHQ4T7ke0p0QoGEUrNZ862f2JNyKdYsktuxOQReLNSAlmqHaKX+1uzNKIK2SSGtPy3AT9jGoUTPJRoZ0anlA2oD3eslTRiBs/m9w7IkdW6ZIw1rYUkon6eyKjkTHDKLCdEcW+mffG4n9eK8Xw0s+ESlLkik0XhakkGJPx86QrNGcoh5ZQpoW9lbA+1ZShjahgQ/DmX14k9dOyd152b89KlatZHHk4gEM4Bg8uoAI3UIUaMJDwDK/w5jw4L8678zFtzTmzmX34A+fzB1vPj4I=</latexit>xj�1

Abbildung 12.2.: Eine Approximation des Flächeninhalts durch Rechtecke über
einer Zerlegung Z = {a = x0, x1, . . . , xn−1, xn = b} von [a, b].

Wenn wir eine Weile über das Problem nachdenken, stellen wir fest, dass es
ja eigentlich auch gar nicht viele andere Möglichkeiten gibt, einen unbekannten
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Flächeninhalt zu bestimmen, als ihn durch bekannte Flächeninhalte anzunähern.
Außerdem fällt uns auf, dass uns außer denen von Rechtecken gar nicht sooo viele
Flächeninhalte bekannt sind. Dass sich zum Beispiel Kreise oder Dreiecke aller-
dings weniger gut eignen, um das Problem anzugehen, ist am Bild aber eigentlich
auch schon klar (oder?). Die Riemannsche Idee erscheint also ganz natürlich.
Zu einer Approximation wie im Bild 12.4 gehört eine Zerlegung des Intervalls [a, b]
in Teilstücke. Als Analytiker fällt es uns jetzt leicht, zu sagen, dass die tatsächliche
Fläche unter der Funktion durch den Grenzwert der approximierenden Flächen
unter immer feiner werdenden Zerlegungen gegeben ist.
Die im obigen Absatz kursiv gedruckten Begriffe machen wir uns jetzt mathema-
tisch präzise.

Definition 12.1. Es seien a, b ∈ R mit a < b.

(a) Eine Menge Z := {x0, x1, . . . , xn} ⊆ [a, b] heißt Zerlegung des Intervalls
[a, b] genau dann, wenn gilt

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b.

(b) Zu einer gegebenen Zerlegeung Z = {x0, . . . , xn} des Intervalls I := [a, b]
schreiben wir Ij := [xj−1, xj] für die dadurch entstehenden n Teilstücke von
I und |Ij| = xj − xj−1 für ihre Länge.

(c) Den Wert
µ := µZ := max

j∈{1,...,n}
|Ij|

bezeichnen wir als die Feinheit einer gegebenen Zerlegung Z von [a, b].

Beispiel 12.2. Auf dem Intervall [a, b] ist zu n ∈ N die äquidistante Zerlegung
Zn = {x0, . . . , xn} definiert durch

x0 := a, . . . , xk := a+ k · b− a
n

, . . . , xn = a+ n
b− a
n

= b.

Da jedes Teilstück Ij = [xj−1, xj] die Länge |Ij| = b−a
n

hat, ist b−a
n

auch die
Feinheit der Zerlegung Zn.

Wir können jetzt zu jeder gegebenen Zerlegung Z von [a, b] eine Approximati-
on des Flächeninhalts unter einer gegebenen Funktion f : [a, b] → R definieren,
wenn wir uns noch entscheiden, wo die Funktion in den Teilstücken Ij jeweils
ausgewertet werden soll:

Definition 12.3. Sei f : [a, b]→ R eine gegebene Funktion und Z eine Zerlegung
von [a, b].

(a) In jedem Ij wählen wir einen Punkt ξj und setzen ξ := (ξ1, ξ2, . . . ξn). Ein
solches ξ nennen wir einen zu Z passenden Zwischenvektor.
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(b) Die zu einer Zerlegung Z und einem passenden Zwischenvektor ξ gegebene
Approximation

Sf (Z, ξ) :=
n∑

j=1

f(ξj)|Ij|

des Flächeninhalts unter f heißt Riemannsche Summe.

<latexit sha1_base64="KQ3HNY7Xs/xl6Xw5c7/GbmQvVxE=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahXkoiop6k4MVjBfsBbSib7aZdursJuxuhhP4FLx4U8eof8ua/cZPmoK0PBh7vzTAzL4g508Z1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD086ugoUYS2ScQj1QuwppxJ2jbMcNqLFcUi4LQbTO8yv/tElWaRfDSzmPoCjyULGcEmk8I6Ph9Wa27DzYFWiVeQGhRoDatfg1FEEkGlIRxr3ffc2PgpVoYRTueVQaJpjMkUj2nfUokF1X6a3zpHZ1YZoTBStqRBufp7IsVC65kIbKfAZqKXvUz8z+snJrzxUybjxFBJFovChCMToexxNGKKEsNnlmCimL0VkQlWmBgbT8WG4C2/vEo6Fw3vquE+XNaat0UcZTiBU6iDB9fQhHtoQRsITOAZXuHNEc6L8+58LFpLTjFzDH/gfP4ASd6Nuw==</latexit>

f(a)

<latexit sha1_base64="QoXMcu2Ovem4wVXnMeMu5yO8P7s=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahXkoiop6k4MVjBfsBbSib7aZdursJuxuhhP4FLx4U8eof8ua/cZPmoK0PBh7vzTAzL4g508Z1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD086ugoUYS2ScQj1QuwppxJ2jbMcNqLFcUi4LQbTO8yv/tElWaRfDSzmPoCjyULGcEmk8J6cD6s1tyGmwOtEq8gNSjQGla/BqOIJIJKQzjWuu+5sfFTrAwjnM4rg0TTGJMpHtO+pRILqv00v3WOzqwyQmGkbEmDcvX3RIqF1jMR2E6BzUQve5n4n9dPTHjjp0zGiaGSLBaFCUcmQtnjaMQUJYbPLMFEMXsrIhOsMDE2nooNwVt+eZV0LhreVcN9uKw1b4s4ynACp1AHD66hCffQgjYQmMAzvMKbI5wX5935WLSWnGLmGP7A+fwBS2ONvA==</latexit>

f(b)

<latexit sha1_base64="a7DGQZTLECgUZx9RKzgbjgMnGsc=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE1JMUvHisYGqhDWWz3bRLN5uwOxFL6G/w4kERr/4gb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlQKg6777ZRWVtfWN8qbla3tnd296v5ByySZZtxniUx0O6SGS6G4jwIlb6ea0ziU/CEc3Uz9h0eujUjUPY5THsR0oEQkGEUr+d0n0fN61Zpbd2cgy8QrSA0KNHvVr24/YVnMFTJJjel4bopBTjUKJvmk0s0MTykb0QHvWKpozE2Qz46dkBOr9EmUaFsKyUz9PZHT2JhxHNrOmOLQLHpT8T+vk2F0FeRCpRlyxeaLokwSTMj0c9IXmjOUY0so08LeStiQasrQ5lOxIXiLLy+T1lndu6i7d+e1xnURRxmO4BhOwYNLaMAtNMEHBgKe4RXeHOW8OO/Ox7y15BQzh/AHzucPg1GOeg==</latexit>

⇠1
<latexit sha1_base64="jN4Xd1uAhxRHnH5qANSDf0JA6QQ=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKqCcpePFYwbSFNpTNdtIu3WzC7kYspb/BiwdFvPqDvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMC1PBtXHdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmjrJFEOfJSJR7ZBqFFyib7gR2E4V0jgU2ApHtzO/9YhK80Q+mHGKQUwHkkecUWMlv/vEe7VeueJW3TnIKvFyUoEcjV75q9tPWBajNExQrTuem5pgQpXhTOC01M00ppSN6AA7lkoaow4m82On5MwqfRIlypY0ZK7+npjQWOtxHNrOmJqhXvZm4n9eJzPRdTDhMs0MSrZYFGWCmITMPid9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HxKNgRv+eVV0qxVvcuqe39Rqd/kcRThBE7hHDy4gjrcQQN8YMDhGV7hzZHOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AITVjns=</latexit>

⇠2
<latexit sha1_base64="87o7+KNfQWmw//pBpg1ntmi8bC4=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE1JMUvHisYNpCG8pmu23XbjZhdyKW0N/gxYMiXv1B3vw3btsctPXBwOO9GWbmhYkUBl332ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2DholTzbjPYhnrVkgNl0JxHwVK3ko0p1EoeTMc3Uz95iPXRsTqHscJDyI6UKIvGEUr+Z0n0X3olitu1Z2BLBMvJxXIUe+Wvzq9mKURV8gkNabtuQkGGdUomOSTUic1PKFsRAe8bamiETdBNjt2Qk6s0iP9WNtSSGbq74mMRsaMo9B2RhSHZtGbiv957RT7V0EmVJIiV2y+qJ9KgjGZfk56QnOGcmwJZVrYWwkbUk0Z2nxKNgRv8eVl0jirehdV9+68UrvO4yjCERzDKXhwCTW4hTr4wEDAM7zCm6OcF+fd+Zi3Fpx85hD+wPn8Adm1jrM=</latexit>

⇠j
<latexit sha1_base64="BadUDeeaCeXGgOsG5Y0gRccpBjU=">AAAB8HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBC8GHZF1JMEvHiMYB6SLGF2MpsMmccyMyuGJV/hxYMiXv0cb/6Nk2QPmljQUFR1090VJZwZ6/vf3tLyyuraemGjuLm1vbNb2ttvGJVqQutEcaVbETaUM0nrlllOW4mmWEScNqPhzcRvPlJtmJL3dpTQUOC+ZDEj2DrpofPEupk8DcbdUtmv+FOgRRLkpAw5at3SV6enSCqotIRjY9qBn9gww9oywum42EkNTTAZ4j5tOyqxoCbMpgeP0bFTeihW2pW0aKr+nsiwMGYkItcpsB2YeW8i/ue1UxtfhRmTSWqpJLNFccqRVWjyPeoxTYnlI0cw0czdisgAa0ysy6joQgjmX14kjbNKcFHx787L1es8jgIcwhGcQACXUIVbqEEdCAh4hld487T34r17H7PWJS+fOYA/8D5/AIQ3kDU=</latexit>

⇠n�1
<latexit sha1_base64="fen71dzaD+gEyyxOMvqDpplLO6o=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqicpePFYwX5AG8pmu2mXbjZhdyKW0B/hxYMiXv093vw3btsctPXBwOO9GWbmBYkUBl332ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlolTzXiTxTLWnYAaLoXiTRQoeSfRnEaB5O1gfDvz249cGxGrB5wk3I/oUIlQMIpWaveeRD9T03654lbdOcgq8XJSgRyNfvmrN4hZGnGFTFJjup6boJ9RjYJJPi31UsMTysZ0yLuWKhpx42fzc6fkzCoDEsbalkIyV39PZDQyZhIFtjOiODLL3kz8z+umGF77mVBJilyxxaIwlQRjMvudDITmDOXEEsq0sLcSNqKaMrQJlWwI3vLLq6R1UfVqVff+slK/yeMowgmcwjl4cAV1uIMGNIHBGJ7hFd6cxHlx3p2PRWvByWeO4Q+czx+mOY/D</latexit>

⇠n

<latexit sha1_base64="AFL3TeZoQEDQkzkEwMgrGZygdTY=">AAAB8XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQL2FXRD1JwIvHCOaBSQizk95kyOzsMjMrhiV/4cWDIl79G2/+jZNkD5pY0FBUddPd5ceCa+O6305uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHSUKIZ1FolItXyqUXCJdcONwFaskIa+wKY/upn6zUdUmkfy3oxj7IZ0IHnAGTVWegjKnSfeS+XktFcsuRV3BrJMvIyUIEOtV/zq9COWhCgNE1TrtufGpptSZTgTOCl0Eo0xZSM6wLalkoaou+ns4gk5sUqfBJGyJQ2Zqb8nUhpqPQ592xlSM9SL3lT8z2snJrjqplzGiUHJ5ouCRBATken7pM8VMiPGllCmuL2VsCFVlBkbUsGG4C2+vEwaZxXvouLenZeq11kceTiCYyiDB5dQhVuoQR0YSHiGV3hztPPivDsf89ack80cwh84nz8yYZCY</latexit>

f(⇠n)

<latexit sha1_base64="L+EFGngz8LiTO0d/rVozUQnA1n4=">AAAB83icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahHiy7IupJCl48VrAf0F1KNs22odlsSLJiWfo3vHhQxKt/xpv/xrTdg7Y+GHi8N8PMvFBypo3rfjuFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0NJJqghtkoQnqhNiTTkTtGmY4bQjFcVxyGk7HN1O/fYjVZol4sGMJQ1iPBAsYgQbK/lR1X9ivUyceZPTXrni1twZ0DLxclKBHI1e+cvvJySNqTCEY627nitNkGFlGOF0UvJTTSUmIzygXUsFjqkOstnNE3RilT6KEmVLGDRTf09kONZ6HIe2M8ZmqBe9qfif101NdB1kTMjUUEHmi6KUI5OgaQCozxQlho8twUQxeysiQ6wwMTamkg3BW3x5mbTOa95lzb2/qNRv8jiKcATHUAUPrqAOd9CAJhCQ8Ayv8Oakzovz7nzMWwtOPnMIf+B8/gAR5ZEK</latexit>

f(⇠n�1)

<latexit sha1_base64="OZ9O40qbuIWucS7/kMxBZ6RMkoo=">AAAB8XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBDiJeyKqCcJePEYwTwwCWF2MpuMmZ1dZnrFsOQvvHhQxKt/482/cZLsQRMLGoqqbrq7/FgKg6777Swtr6yurec28ptb2zu7hb39uokSzXiNRTLSTZ8aLoXiNRQoeTPWnIa+5A1/eD3xG49cGxGpOxzFvBPSvhKBYBStdB+U2k+imz6MT7qFolt2pyCLxMtIETJUu4Wvdi9iScgVMkmNaXlujJ2UahRM8nG+nRgeUzakfd6yVNGQm046vXhMjq3SI0GkbSkkU/X3REpDY0ahbztDigMz703E/7xWgsFlJxUqTpArNlsUJJJgRCbvk57QnKEcWUKZFvZWwgZUU4Y2pLwNwZt/eZHUT8veedm9PStWrrI4cnAIR1ACDy6gAjdQhRowUPAMr/DmGOfFeXc+Zq1LTjZzAH/gfP4ALEmQlA==</latexit>

f(⇠j)

<latexit sha1_base64="UeZZr0f6zSj9BO2oUri/XojuM34=">AAAB8XicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoMQm3AXRK0kYGMZwSRiEsLeZi5Zsrd37O6J4ci/sLFQxNZ/Y+e/cZNcoYkPBh7vzTAzz48F18Z1v53cyura+kZ+s7C1vbO7V9w/aOooUQwbLBKRuvepRsElNgw3Au9jhTT0Bbb80fXUbz2i0jySd2YcYzekA8kDzqix0kNQ7jzxXlqdnPaKJbfizkCWiZeREmSo94pfnX7EkhClYYJq3fbc2HRTqgxnAieFTqIxpmxEB9i2VNIQdTedXTwhJ1bpkyBStqQhM/X3REpDrcehbztDaoZ60ZuK/3ntxASX3ZTLODEo2XxRkAhiIjJ9n/S5QmbE2BLKFLe3EjakijJjQyrYELzFl5dJs1rxzivu7VmpdpXFkYcjOIYyeHABNbiBOjSAgYRneIU3RzsvzrvzMW/NOdnMIfyB8/kD1uqQXA==</latexit>

f(⇠2)

<latexit sha1_base64="sXaIKq+KX56VJxuaA6/WLsK39Kk=">AAAB8XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQL2FXRD1JwIvHCOaBSQizk95kyOzsMjMrhiV/4cWDIl79G2/+jZNkD5pY0FBUddPd5ceCa+O6305uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHSUKIZ1FolItXyqUXCJdcONwFaskIa+wKY/upn6zUdUmkfy3oxj7IZ0IHnAGTVWegjKnSfeS73Jaa9YcivuDGSZeBkpQYZar/jV6UcsCVEaJqjWbc+NTTelynAmcFLoJBpjykZ0gG1LJQ1Rd9PZxRNyYpU+CSJlSxoyU39PpDTUehz6tjOkZqgXvan4n9dOTHDVTbmME4OSzRcFiSAmItP3SZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2pIINwVt8eZk0zireRcW9Oy9Vr7M48nAEx1AGDy6hCrdQgzowkPAMr/DmaOfFeXc+5q05J5s5hD9wPn8A1WSQWw==</latexit>

f(⇠1)

<latexit sha1_base64="oSUCIE//VMPwlLvmJTBZPqa9+Hg=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KomIepKCF48VTFtoQ9lsJ+3azSbsbsQS+hu8eFDEqz/Im//G7QeirQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/nKXlldW19cJGcXNre2e3tLdf10mmGPosEYlqhlSj4BJ9w43AZqqQxqHARji4HvuNB1SaJ/LODFMMYtqTPOKMGiv5j538ftQpld2KOwH5Id48KcMMtU7ps91NWBajNExQrVuem5ogp8pwJnBUbGcaU8oGtIctSyWNUQf55NgRObZKl0SJsiUNmai/J3Iaaz2MQ9sZU9PX895Y/M9rZSa6DHIu08ygZNNFUSaIScj4c9LlCpkRQ0soU9zeSlifKsqMzadoQ1h4eZHUTyveecW9PStXr2ZxFOAQjuAEPLiAKtxADXxgwOEJXuDVkc6z8+a8T1uXnNnMAfyB8/ENKNKO5w==</latexit>xj
<latexit sha1_base64="69mHX4REw9v9evazIt9rKsMpbdw=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgxbArop4k4MVjBPOAZAmzk9lkzOzsMtMrhiUf4cWDIl79Hm/+jZMHookFDUVVN91dQSKFQdf9cnJLyyura/n1wsbm1vZOcXevbuJUM15jsYx1M6CGS6F4DQVK3kw0p1EgeSMYXI/9xgPXRsTqDocJ9yPaUyIUjKKVGo+d7P7EG3WKJbfsTkB+iDdPSjBDtVP8bHdjlkZcIZPUmJbnJuhnVKNgko8K7dTwhLIB7fGWpYpG3PjZ5NwRObJKl4SxtqWQTNTfExmNjBlGge2MKPbNvDcW//NaKYaXfiZUkiJXbLooTCXBmIx/J12hOUM5tIQyLeythPWppgxtQgUbwsLLi6R+WvbOy+7tWalyNYsjDwdwCMfgwQVU4AaqUAMGA3iCF3h1EufZeXPep605ZzazD3/gfHwDBTaPWQ==</latexit>xj�1

<latexit sha1_base64="FBzhMjm8j/XEKjCfWMsWkR/vcm0=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKRE8S8OIxAfOAZAmzk95kzOzsMjMrhCVf4MWDIl79JG/+jZMHookFDUVVN91dQSK4Nq775eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWj26nfekSleSzvzThBP6IDyUPOqLFSnfaKJbfszkB+iLdMSrBArVf87PZjlkYoDRNU647nJsbPqDKcCZwUuqnGhLIRHWDHUkkj1H42O3RCzqzSJ2GsbElDZurviYxGWo+jwHZG1Az1sjcV//M6qQmv/YzLJDUo2XxRmApiYjL9mvS5QmbE2BLKFLe3EjakijJjsynYEFZeXiXNi7JXKbv1y1L1ZhFHHk7gFM7Bgyuowh3UoAEMEJ7gBV6dB+fZeXPe5605ZzFzDH/gfHwDxT2M5w==</latexit>a
<latexit sha1_base64="CtO2VacUeeQpChHqYVn1JC92O6g=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKRE8S8OIxAfOAZAmzk95kzOzsMjMrhCVf4MWDIl79JG/+jZMHookFDUVVN91dQSK4Nq775eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWj26nfekSleSzvzThBP6IDyUPOqLFSPegVS27ZnYH8EG+ZlGCBWq/42e3HLI1QGiao1h3PTYyfUWU4EzgpdFONCWUjOsCOpZJGqP1sduiEnFmlT8JY2ZKGzNTfExmNtB5Hge2MqBnqZW8q/ud1UhNe+xmXSWpQsvmiMBXExGT6NelzhcyIsSWUKW5vJWxIFWXGZlOwIay8vEqaF2WvUnbrl6XqzSKOPJzAKZyDB1dQhTuoQQMYIDzBC7w6D86z8+a8z1tzzmLmGP7A+fgGxsGM6A==</latexit>

b

Abbildung 12.3.: Eine Darstellung der Auswertungspunkte ξj eines Zwischen-
vektors ξ zu einer Zerlegung Z von [a, b] und der zu-
gehörigen Funktionswerte f(ξj). Die Riemannsche Summe
Sf (Z, ξ) =

∑n
j=1 f(ξj)(xj − xj−1) entspricht dem grau schraf-

fierten Flächeninhalt.

Beispiel 12.4. Es sei a < b und f : [a, b]→ R eine gegebene Funktion.

(a) Zu einer gegebenen Zerlegung Z = {x0, . . . , xn} von [a, b] können wir die
Auswertung von f am linken Rand, rechten Rand oder in der Mitte der Ij
durch die Wahl der Zwischenvektoren

ξl := (x0, x1, . . . , xn−1),

ξr := (x1, x2, . . . , xn), oder

ξm := (
x0 + x1

2
,
x1 + x2

2
, . . . ,

xn−1 + xn
2

),

realisieren.

(b) Ist zum Beispiel f(x) = x auf I = [0, 1] gegeben und Zn die äquidistan-
te Zerlegung von [0, 1] mit Feinheit 1

n
, dann berechnen sich die Riemann-
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Summen zu den entsprechenden Zwischenvektoren durch

Sf (Zn, ξ
l) =

n∑

j=1

f(ξlj)

n
=

n∑

j=1

j − 1

n2
=
n(n− 1)

2n2
,

Sf (Zn, ξ
r) =

n∑

j=1

f(ξrj )

n
=

n∑

j=1

j

n2
=
n(n+ 1)

2n2
,

Sf (Zn, ξ
m) =

n∑

j=1

f(ξmj )

n
=

n∑

j=1

2j − 1

2n2
=

2n2

4n2
=

1

2
,

und alle liefern eine etwas andere Approximationsfolge für den tatsächlichen
Flächeninhalt 1

2
unter dem Graphen von f über [0, 1] (wobei die Letzte hier

eindeutig die Beste ist).

Damit eine gegebene Funktion Riemann-integrierbar ist, fordern wir jetzt, dass
die Riemannschen Summen konvergieren, wenn wir nur die Zerlegungen beliebig
fein wählen. Der Grenzwert ist dann das Riemann-Integral, bzw. der Flächenin-
halt, wenn wir es mit Vorzeichen erstmal nicht so genau nehmen.

Definition 12.5. Es seien a, b ∈ R mit a < b und f : [a, b] → R sei eine be-
schränkte Funktion. Dann heißt f Riemann-integrierbar, wenn es ein S ∈ R gibt,
so dass für alle ε > 0 eine Feinheit δ > 0 existiert, sodass für alle Zerlegungen Z
mit Feinheit µ < δ und alle passenden Zwischenvektoren ξ gilt:

|Sf (Z, ξ)− S| < ε.

In diesem Fall schreiben wir f ∈ R([a, b])und nennen

∫ b

a

f(x) dx := S

das (Riemann-)Integral von f auf [a, b].

Bemerkung 12.6. Diskussion und Beispiele:

• Diese Definition wirkt vielleicht etwas sperrig, denn tatsächlich möchte man
sich ja nicht immer mit allen möglichen Zerlegungen und allen möglichen
Zwischenvektoren rumschlagen, um zu zeigen, dass eine Funktion integrier-
bar ist. Wir untersuchen gleich noch eine äquivalente Definition des Inte-
grals über Ober- und Untersummen, die vielleicht eleganter wirkt und die
wir in der Theorie oft verwenden.

• Gleichzeitig ist die obige Definition unglaublich praktisch, wenn man schon
weiß, dass eine Funktion integrierbar ist, und nur noch das Integral bestim-
men will: sie sagt ja gerade, dass dann jede Approximationsfolge, die man
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12.1. Das Riemann-Integral

sich ausdenken kann, gegen den richtigen Wert konvergiert, solange die Zer-
legungen nur beliebig fein werden. Eine solche Strategie wäre zum Beispiel:
Wähle zu jedem n ∈ N die äquidistanten Zerlegungen Zn von I = [a, b]
der Feinheit b−a

n
, jeweils mit Auswertung ξr immer am rechten Rand der

Teilstücke. Dann folgt aus der Riemann-Integrierbarkeit von f :

lim
n→∞

Sf (Zn, ξ
r) = S.

Ist ganz konkret f : R→ R konstant mit Wert c, dann folgern wir so direkt

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

n∑

j=1

f(ξrj )
b− a
n

= n · c · b− a
n

= c · (b− a).

Gilt f(x) = x für x ∈ R, dann können wir

∫ 1

0

f(x) dx = lim
n→∞

Sf (Zn, ξ
m) =

1

2

direkt aus Beispiel 12.4 folgern. Da diese beiden Flächeninhalte auch einfa-
cher durch ein geometrisches Argument zu haben gewesen wären, war das
ein guter erster Check dafür, dass das Riemann-Integral das Richtige liefert.
Klar ist jetzt: das Integral ist ein Grenzwert – und mit denen kennen wir
uns aus!

• Was die obige Defintion insbesondere sperrig macht, sind die beiden All-
quantoren über den (ausreichend feinen) Zerlegungen und über den Zwi-
schenvektoren bzw. Auswertungspunkten. Die sind aber gleichzeitig auch
sinnvoll bis notwendig, denn sonst dürfte das Integral ja von der Wahl
der Approximation über verschiedene Zerlegungen oder Zwischenvektoren
abhängen. Dazu ein Beispiel:
Die Dirichletsche Sprungfunktion

f(x) =

{
1, falls x ∈ [a, b] ∩Q
0, falls x ∈ [a, b] und x 6∈ Q,

ist nicht Riemann-integrierbar. Ist nämlich Z eine beliebige Zerlegung von
[a, b], dann liegen in jedem dadurch bestimmten Teilstück Ij von [a, b] un-
endliche viele rationale und unendlich viele irrationale Zahlen. Inbesondere
können wir also einerseits einen passenden Zwischenvektor ξrat aus rationa-
len Zahlen wählen und erhalten Sf (Z, ξ

rat) = b − a > 0, oder wir wählen
andererseits einen Zwischenvektor ξirr, der nur aus irrationalen Zahlen be-
steht, und erhalten Sf (Z, ξ

irr) = 0. Da Z mit beliebiger Feinheit gegeben
war, kann das Riemann-Kriterium nicht erfüllt werden.
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12. Integration

Für eine alternative Perspektive auf das Riemann-Integral betrachten wir jetzt
die folgenden Rechteckskonstruktionen, die den gesuchten Flächeninhalt von oben
bzw. unten einschachteln:

Definition 12.7. Es seien a, b ∈ R mit a < b, Z = {x0, . . . , xn} eine Zerlegung
von [a, b] und f : [a, b]→ R beschränkt.

(a) Wir bezeichnen mit mj := inf f(Ij) bzw. Mj := sup f(Ij) das Infimum bzw.
Supremum von f über den Ij.

(b) Der Wert

Uf (Z) :=
n∑

j=1

mj|Ij|

heißt dann die Untersumme von f zu Z und

(c) der Wert

Of (Z) :=
n∑

j=1

Mj|Ij|

heißt die Obersumme von f zu Z.

<latexit sha1_base64="KQ3HNY7Xs/xl6Xw5c7/GbmQvVxE=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahXkoiop6k4MVjBfsBbSib7aZdursJuxuhhP4FLx4U8eof8ua/cZPmoK0PBh7vzTAzL4g508Z1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD086ugoUYS2ScQj1QuwppxJ2jbMcNqLFcUi4LQbTO8yv/tElWaRfDSzmPoCjyULGcEmk8I6Ph9Wa27DzYFWiVeQGhRoDatfg1FEEkGlIRxr3ffc2PgpVoYRTueVQaJpjMkUj2nfUokF1X6a3zpHZ1YZoTBStqRBufp7IsVC65kIbKfAZqKXvUz8z+snJrzxUybjxFBJFovChCMToexxNGKKEsNnlmCimL0VkQlWmBgbT8WG4C2/vEo6Fw3vquE+XNaat0UcZTiBU6iDB9fQhHtoQRsITOAZXuHNEc6L8+58LFpLTjFzDH/gfP4ASd6Nuw==</latexit>

f(a)

<latexit sha1_base64="QoXMcu2Ovem4wVXnMeMu5yO8P7s=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahXkoiop6k4MVjBfsBbSib7aZdursJuxuhhP4FLx4U8eof8ua/cZPmoK0PBh7vzTAzL4g508Z1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD086ugoUYS2ScQj1QuwppxJ2jbMcNqLFcUi4LQbTO8yv/tElWaRfDSzmPoCjyULGcEmk8J6cD6s1tyGmwOtEq8gNSjQGla/BqOIJIJKQzjWuu+5sfFTrAwjnM4rg0TTGJMpHtO+pRILqv00v3WOzqwyQmGkbEmDcvX3RIqF1jMR2E6BzUQve5n4n9dPTHjjp0zGiaGSLBaFCUcmQtnjaMQUJYbPLMFEMXsrIhOsMDE2nooNwVt+eZV0LhreVcN9uKw1b4s4ynACp1AHD66hCffQgjYQmMAzvMKbI5wX5935WLSWnGLmGP7A+fwBS2ONvA==</latexit>

f(b)

<latexit sha1_base64="jXaXrA8hnGP49mJctIVyPd4AXt8=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE1ItS8OKxgv2ANpTNdtMu3WzC7kQsoT/CiwdFvPp7vPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxIpDLrut1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHTROnmvEGi2Ws2wE1XArFGyhQ8naiOY0CyVvB6Hbqtx65NiJWDzhOuB/RgRKhYBSt1HrqKXJNgl654lbdGcgy8XJSgRz1Xvmr249ZGnGFTFJjOp6boJ9RjYJJPil1U8MTykZ0wDuWKhpx42ezcyfkxCp9EsbalkIyU39PZDQyZhwFtjOiODSL3lT8z+ukGF75mVBJilyx+aIwlQRjMv2d9IXmDOXYEsq0sLcSNqSaMrQJlWwI3uLLy6R5VvUuqu79eaV2k8dRhCM4hlPw4BJqcAd1aACDETzDK7w5ifPivDsf89aCk88cwh84nz9Uao7l</latexit>

xn = b<latexit sha1_base64="4jQ7BpKq6LI8A8zzqUs5PiMOUkE=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyURUU9S8OKxgv2ANpTNdtMu3WzC7kQsoT/CiwdFvPp7vPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxIpDLrut1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHTROnmvEGi2Ws2wE1XArFGyhQ8naiOY0CyVvB6Hbqtx65NiJWDzhOuB/RgRKhYBSt1HrqZerMm/TKFbfqzkCWiZeTCuSo98pf3X7M0ogrZJIa0/HcBP2MahRM8kmpmxqeUDaiA96xVNGIGz+bnTshJ1bpkzDWthSSmfp7IqORMeMosJ0RxaFZ9Kbif14nxfDaz4RKUuSKzReFqSQYk+nvpC80ZyjHllCmhb2VsCHVlKFNqGRD8BZfXibN86p3WXXvLyq1mzyOIhzBMZyCB1dQgzuoQwMYjOAZXuHNSZwX5935mLcWnHzmEP7A+fwBCeSPXA==</latexit>xn�1
<latexit sha1_base64="ETzSecrZkBogNgF3mWpWxtbsZOc=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KomIelEKXjxWsB/YhrLZbtqlm03YnYgl9F948aCIV/+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dpaWV1bX1gsbxc2t7Z3d0t5+w8SpZrzOYhnrVkANl0LxOgqUvJVoTqNA8mYwvJn4zUeujYjVPY4S7ke0r0QoGEUrPVByRZ66mTsm3VLZrbhTkEXi5aQMOWrd0lenF7M04gqZpMa0PTdBP6MaBZN8XOykhieUDWmfty1VNOLGz6YXj8mxVXokjLUthWSq/p7IaGTMKApsZ0RxYOa9ifif104xvPQzoZIUuWKzRWEqCcZk8j7pCc0ZypEllGlhbyVsQDVlaEMq2hC8+ZcXSeO04p1X3LuzcvU6j6MAh3AEJ+DBBVThFmpQBwYKnuEV3hzjvDjvzsesdcnJZw7gD5zPHxHbj9w=</latexit>a = x0

<latexit sha1_base64="4XZc5KSGO4U2a6x7fQ/uZKrgVR8=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKqCcJePEYwTwgWcLsZDYZM49lZlYMS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSjgz1ve/vcLK6tr6RnGztLW9s7tX3j9oGpVqQhtEcaXbETaUM0kblllO24mmWESctqLRzdRvPVJtmJL3dpzQUOCBZDEj2Dqp+dTLggnqlSt+1Z8BLZMgJxXIUe+Vv7p9RVJBpSUcG9MJ/MSGGdaWEU4npW5qaILJCA9ox1GJBTVhNrt2gk6c0kex0q6kRTP190SGhTFjEblOge3QLHpT8T+vk9r4KsyYTFJLJZkvilOOrELT11GfaUosHzuCiWbuVkSGWGNiXUAlF0Kw+PIyaZ5Vg4uqf3deqV3ncRThCI7hFAK4hBrcQh0aQOABnuEV3jzlvXjv3se8teDlM4fwB97nDygzjtc=</latexit>x1
<latexit sha1_base64="FaClzPmt5sVqxTv7QZaiZnelFcQ=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0R9SQBLx4jmAckS5idzCaTzGOZmRXDkn/w4kERr/6PN//GSbIHTSxoKKq66e6KEs6M9f1vb2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2jEo1oXWiuNKtCBvKmaR1yyynrURTLCJOm9Hoduo3H6k2TMkHO05oKHBfspgRbJ3UeOpmwwnqlsp+xZ8BLZMgJ2XIUeuWvjo9RVJBpSUcG9MO/MSGGdaWEU4nxU5qaILJCPdp21GJBTVhNrt2gk6d0kOx0q6kRTP190SGhTFjEblOge3ALHpT8T+vndr4OsyYTFJLJZkvilOOrELT11GPaUosHzuCiWbuVkQGWGNiXUBFF0Kw+PIyaZxXgsuKf39Rrt7kcRTgGE7gDAK4gircQQ3qQGAIz/AKb57yXrx372PeuuLlM0fwB97nD38JjxA=</latexit>xj

<latexit sha1_base64="TmI8Pj32WHprKvP5VPJcamD+MOo=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgxbArop4k4MVjBPOAZAmzk9lkzOzsOtMrhiU/4cWDIl79HW/+jZPHQRMLGoqqbrq7gkQKg6777eSWlldW1/LrhY3Nre2d4u5e3cSpZrzGYhnrZkANl0LxGgqUvJloTqNA8kYwuB77jUeujYjVHQ4T7ke0p0QoGEUrNZ862f2JNyKdYsktuxOQReLNSAlmqHaKX+1uzNKIK2SSGtPy3AT9jGoUTPJRoZ0anlA2oD3eslTRiBs/m9w7IkdW6ZIw1rYUkon6eyKjkTHDKLCdEcW+mffG4n9eK8Xw0s+ESlLkik0XhakkGJPx86QrNGcoh5ZQpoW9lbA+1ZShjahgQ/DmX14k9dOyd152b89KlatZHHk4gEM4Bg8uoAI3UIUaMJDwDK/w5jw4L8678zFtzTmzmX34A+fzB1vPj4I=</latexit>xj�1

<latexit sha1_base64="CFUZia7XPP+IsnC6fCYTdVeS1QA=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE1JMUvHgRKtoPaEPZbDft0s0m7E6EEvoTvHhQxKu/yJv/xm2bg7Y+GHi8N8PMvCCRwqDrfjuFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0DRxqhlvsFjGuh1Qw6VQvIECJW8nmtMokLwVjG6mfuuJayNi9YjjhPsRHSgRCkbRSg93Pa9XrrhVdwayTLycVCBHvVf+6vZjlkZcIZPUmI7nJuhnVKNgkk9K3dTwhLIRHfCOpYpG3PjZ7NQJObFKn4SxtqWQzNTfExmNjBlHge2MKA7NojcV//M6KYZXfiZUkiJXbL4oTCXBmEz/Jn2hOUM5toQyLeythA2ppgxtOiUbgrf48jJpnlW9i6p7f16pXedxFOEIjuEUPLiEGtxCHRrAYADP8ApvjnRenHfnY95acPKZQ/gD5/MHypGNdg==</latexit>

M1

<latexit sha1_base64="q27+RomiqETV1FFW+cxWhdyFwIE=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkR9SQFL16EivYD2lA220m7dLMJuxuhhP4ELx4U8eov8ua/cdvmoK0PBh7vzTAzL0gE18Z1v52V1bX1jc3CVnF7Z3dvv3Rw2NRxqhg2WCxi1Q6oRsElNgw3AtuJQhoFAlvB6Gbqt55QaR7LRzNO0I/oQPKQM2qs9HDXq/ZKZbfizkCWiZeTMuSo90pf3X7M0gilYYJq3fHcxPgZVYYzgZNiN9WYUDaiA+xYKmmE2s9mp07IqVX6JIyVLWnITP09kdFI63EU2M6ImqFe9Kbif14nNeGVn3GZpAYlmy8KU0FMTKZ/kz5XyIwYW0KZ4vZWwoZUUWZsOkUbgrf48jJpViveRcW9Py/XrvM4CnAMJ3AGHlxCDW6hDg1gMIBneIU3RzgvzrvzMW9dcfKZI/gD5/MHzBWNdw==</latexit>

M2
<latexit sha1_base64="8M5pRbCrVDNyhTBAMPpU6jWM9kU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KomIepKCFy9CRfsBbSib7aZdu9mE3YlQQn+CFw+KePUXefPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFyRSGHTdb2dpeWV1bb2wUdzc2t7ZLe3tN0ycasbrLJaxbgXUcCkUr6NAyVuJ5jQKJG8Gw+uJ33zi2ohYPeAo4X5E+0qEglG00v1t97FbKrsVdwqySLyclCFHrVv66vRilkZcIZPUmLbnJuhnVKNgko+LndTwhLIh7fO2pYpG3PjZ9NQxObZKj4SxtqWQTNXfExmNjBlFge2MKA7MvDcR//PaKYaXfiZUkiJXbLYoTCXBmEz+Jj2hOUM5soQyLeythA2opgxtOkUbgjf/8iJpnFa884p7d1auXuVxFOAQjuAEPLiAKtxADerAoA/P8ApvjnRenHfnY9a65OQzB/AHzucPIQSNrw==</latexit>

Mj

<latexit sha1_base64="KYpg/jNbeBK1qd7kInv1rBLqpKs=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE1JMUvHgRKtoPaEPZbDft0s0m7E6EEvoTvHhQxKu/yJv/xm2bg7Y+GHi8N8PMvCCRwqDrfjuFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0DRxqhlvsFjGuh1Qw6VQvIECJW8nmtMokLwVjG6mfuuJayNi9YjjhPsRHSgRCkbRSg93PdUrV9yqOwNZJl5OKpCj3it/dfsxSyOukElqTMdzE/QzqlEwySelbmp4QtmIDnjHUkUjbvxsduqEnFilT8JY21JIZurviYxGxoyjwHZGFIdm0ZuK/3mdFMMrPxMqSZErNl8UppJgTKZ/k77QnKEcW0KZFvZWwoZUU4Y2nZINwVt8eZk0z6reRdW9P6/UrvM4inAEx3AKHlxCDW6hDg1gMIBneIU3RzovzrvzMW8tOPnMIfyB8/kDJxSNsw==</latexit>

Mn
<latexit sha1_base64="WPjienbUOTF0OCIRrMBwd1c+g7g=">AAAB7HicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqeyKqCcpePFYwW0L7VKyabYNTbJLkhXK0t/gxYMiXv1B3vw3pu0etPXBwOO9GWbmRangxnreNyqtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjlkkyTVlAE5HoTkQME1yxwHIrWCfVjMhIsHY0vpv57SemDU/Uo52kLJRkqHjMKbFOCmQ/V9N+tebVvTnwKvELUoMCzX71qzdIaCaZslQQY7q+l9owJ9pyKti00ssMSwkdkyHrOqqIZCbM58dO8ZlTBjhOtCtl8Vz9PZETacxERq5TEjsyy95M/M/rZja+CXOu0swyRReL4kxgm+DZ53jANaNWTBwhVHN3K6Yjogm1Lp+KC8FffnmVtC7q/lXde7isNW6LOMpwAqdwDj5cQwPuoQkBUODwDK/whhR6Qe/oY9FaQsXMMfwB+vwBHKCO3w==</latexit>mn

<latexit sha1_base64="xO8dXxnSaJ1vM66Gusgk6J3gthY=">AAAB7HicbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBE8lV0R9SQFLx4ruG2hXUo2zbaxSXZJskJZ+hu8eFDEqz/Im//GtN2Dtj4YeLw3w8y8KBXcWM/7Riura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwaZJMUxbQRCS6HRHDBFcssNwK1k41IzISrBWNbqd+64lpwxP1YMcpCyUZKB5zSqyTAtnLHye9StWreTPgZeIXpAoFGr3KV7ef0EwyZakgxnR8L7VhTrTlVLBJuZsZlhI6IgPWcVQRyUyYz46d4FOn9HGcaFfK4pn6eyIn0pixjFynJHZoFr2p+J/XyWx8HeZcpZllis4XxZnANsHTz3Gfa0atGDtCqObuVkyHRBNqXT5lF4K/+PIyaZ7X/Muad39Rrd8UcZTgGE7gDHy4gjrcQQMCoMDhGV7hDSn0gt7Rx7x1BRUzR/AH6PMHFoyO2w==</latexit>mj

<latexit sha1_base64="fdwEsEaTAjf//tZEbIEmWZ0PKDM=">AAAB7HicbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBE8ld0i6kkKXjxWcNtCu5Rsmm1Dk+ySZIWy9Dd48aCIV3+QN/+NabsHbX0w8Hhvhpl5USq4sZ73jdbWNza3tks75d29/YPDytFxyySZpiygiUh0JyKGCa5YYLkVrJNqRmQkWDsa38389hPThifq0U5SFkoyVDzmlFgnBbKf16f9StWreXPgVeIXpAoFmv3KV2+Q0EwyZakgxnR9L7VhTrTlVLBpuZcZlhI6JkPWdVQRyUyYz4+d4nOnDHCcaFfK4rn6eyIn0piJjFynJHZklr2Z+J/XzWx8E+ZcpZllii4WxZnANsGzz/GAa0atmDhCqObuVkxHRBNqXT5lF4K//PIqadVr/lXNe7isNm6LOEpwCmdwAT5cQwPuoQkBUODwDK/whhR6Qe/oY9G6hoqZE/gD9PkDwWWOow==</latexit>m2

<latexit sha1_base64="Jd/D51O+rybKOEdG0Y9LDE6INjM=">AAAB7HicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqeyKqCcpePFYwW0L7VKyabYNTbJLkhXK0t/gxYMiXv1B3vw3pu0etPXBwOO9GWbmRangxnreNyqtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjlkkyTVlAE5HoTkQME1yxwHIrWCfVjMhIsHY0vpv57SemDU/Uo52kLJRkqHjMKbFOCmQ/96f9as2re3PgVeIXpAYFmv3qV2+Q0EwyZakgxnR9L7VhTrTlVLBppZcZlhI6JkPWdVQRyUyYz4+d4jOnDHCcaFfK4rn6eyIn0piJjFynJHZklr2Z+J/XzWx8E+ZcpZllii4WxZnANsGzz/GAa0atmDhCqObuVkxHRBNqXT4VF4K//PIqaV3U/au693BZa9wWcZThBE7hHHy4hgbcQxMCoMDhGV7hDSn0gt7Rx6K1hIqZY/gD9PkDv+COog==</latexit>m1

Abbildung 12.4.: Ober- und Untersumme schachteln den Graphen von f und
damit den tatsächlichen Flächeninhalt von oben bzw. von un-
ten ein. Das Darboux-Kriterium besagt, dass f integrierbar ist,
wenn Zerlegungen gewählt werden können, sodass die Differenz
von Ober- und Untersumme – also der helle Bereich – beliebig
klein wird.

Offensichtlich ist wegen mj ≤ Mj jeder Summand der Untersumme kleiner oder
gleich dem entsprechenden Summanden der Obersumme, d. h. es gilt immer

Uf (Z) ≤ Of (Z). (12.1)
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12.1. Das Riemann-Integral

Das überträgt sich zu der allgemeinen Abschätzung

Sf := sup
{Z:Z Zerlegung von I}

Uf (Z) ≤ inf
{Z:Z Zerlegung von I}

Of (Z) =: Sf

von
”
größtmöglicher“ Untersumme gegen

”
kleinstmögliche“ Obersumme (der Be-

weis ist eine Übungsaufgabe).Wegen (12.1) existieren dabei die Werte Sf und Sf
zu jeder beschränkten Funktion f . Sie werden auch das obere Integral bzw. das
untere Integral von f genannt.
Die Wahrheit - das Riemann-Integral, bzw. der gesuchte Flächeninhalt, - liegt
also irgendwo dazwischen. Der folgende Satz sagt, dass f genau dann Riemann-
integrierbar ist, wenn sich Ober- und Untersumme beliebig nahe kommen.

Satz 12.8. Sei a < b und f : [a, b] → R eine beschränkte Funktion. Dann sind
äquivalent:

(a) f ist Riemann-integrierbar, und,

(b) für alle ε > 0 existiert eine Zerlegung Zε von [a, b] mit

Of (Zε)− Uf (Zε) < ε.

Beweis. Da die Funktion f ja fest vorgegeben ist, verzichten wir im Folgenden der
Übersichtlichkeit halber immer wieder auf das angestellte f bei der Bezeichnung
der Ober-, Unter- und Riemann-Summen O(Z), U(Z), S(Z, ξ).
Zuerst zeigen wir (a) ⇒ (b):
Nach Voraussetzung gibt es zu jedem ε > 0 ein Z, sodass für alle Zwischenvek-
toren ξ gilt:

S − ε

4
< S(Z, ξ) < S +

ε

4
. (12.2)

Durch geschickte Wahl der Zwischenvektoren können wir diese Abschätzung mit
kleinen Abstrichen auf die Ober- und Untersumme über Z übertragen: zu jedem
Mj = supx∈Ij f(xj) existiert per Definition ein ξOj , sodass f(ξOj ) > Mj − ε

4n
gilt,

wobei n ∈ N die Zahl der Teilstücke der Zerlegung Z ist. Mit dieser Wahl für ξO

auf jedem Teilstück erhalten wir

S(Z, ξO) =
n∑

j=1

|Ij|f(ξOj ) ≥
n∑

j=1

|Ij|(Mj −
ε

4n
) = O(Z)− ε

4
.

Ein analoges Argument liefert einen Zwischenvektor ξU mit

S(Z, ξU) ≤ U(Z) +
ε

4
.

Zusammen ergibt sich mit (12.2):

O(Z)− U(Z) ≤ S(Z, ξO)− S(Z, ξU) +
ε

2
< ε.
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12. Integration

Jetzt zur umgekehrten Richtung (b) ⇒ (a):
Nach Voraussetzung existiert zu jedem ε > 0 eine Zerlegung Zε von [a, b], sodass

O(Zε)− U(Zε) <
ε

3
(12.3)

gilt. Sei jetzt n ∈ N die Zahl der Teilstücke von Zε und sei

M := sup
x∈I

f(I)− inf
x∈I

f(I) > 0

(dieser Wert existiert, da f ja beschränkt ist). Wir zeigen jetzt, dass dann

O(Z)− U(Z) < ε, für alle Z mit Feinheit µZ < δ :=
ε

3nM
(12.4)

gilt. Als Kandidaten für das Riemann-Integral wählen wir das untere Integral
S := Sf . Wegen der elementaren Abschätzung U(Z) ≤ S(Z, ξ) ≤ O(Z) und
wegen U(Z) ≤ S ≤ O(Z) folgt dann auch

|S(Z, ξ)− S| ≤ O(Z)− U(Z) < ε,

für alle diese Zerlegungen Z und beliebige passende Zwischenvektoren ξ, also die
Behauptung.
Jetzt also zum Beweis von (12.4): wir definieren zu gegebenem Z mit Feinheit
µZ < δ und Zε die gemeinsame Verfeinerung Z̃ := Z ∪ Zε von Z und Zε. Es
handelt sich wieder um eine Zerlegung von [a, b], die bis zu n der Teilstücke Ij von
Z in jeweils 1 ≤ nj ≤ n Teilstücke Iji zerlegt, indem alle in Ij liegende Elemente
aus Zε hinzugenommen werden. Insofern ist Z̃ natürlich feiner als Z selbst und
als Zε (oder genauso fein). Wir zerlegen jetzt die abzuschätzende Differenz,

O(Z)− U(Z) = [O(Z)−O(Z̃)] + [O(Z̃)− U(Z̃)] + [U(Z̃)− U(Z)], (12.5)

und machen ein ε
3
-Argument: um den ersten Term rechts abzuschätzen, halten wir

fest, dass wir beim Verfeinern eines Teilstücks Ij von Z in der Obersumme vom

Summanden |Ij|Mj zu einem Summanden der Form
∑nj≤n

i=1 |Ĩji |Mji übergehen,
wobei sich die Längen der Teilstücke summieren,

∑nj
i=1 |Ĩji | = |Ij|, und es gilt

Mj −Mji = sup
x∈Ij

f(x)− sup
x∈Ĩji

f(x) ≤M.

Wir haben also für jedes Teilstück Ij von Z, in dem sich durch die Verfeinerung
etwas ändert, die Abschätzung

|Ij|Mj −
nj∑

i=1

|Ĩji|Mji = (|Ij| −
nj∑

i=1

|Ĩji|)Mj +

nj∑

i=1

|Ĩji |(Mj −Mji) ≤ |Ij|M < δM.
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12.1. Das Riemann-Integral

Da es höchstens n Teilstücke von Z gibt, auf denen sich durch die Verfeinerung
etwas ändert, folgern wir daraus

O(Z)−O(Z̃) < nδM =
ε

3
.

Mit einem ganz analogen Argument schätzen wir die Untersummen im dritten
Term rechts in (12.5) zu

U(Z̃)− U(Z) <
ε

3

ab. Es bleibt nur noch, den mittleren Ausdruck rechts in (12.5) zu untersuchen:
wegen der (trivialen) Abschätzungen

Mji = sup
x∈Ĩεji

f(x) ≤ sup
x∈Ij

f(x) = Mj,

mji = inf
x∈Ĩεji

f(x) ≥ inf
x∈Ij

f(x) = mj,

auf den Teilstücken Iεj , auf denen sich bei der Verfeinerung von Zε zu Z̃ etwas
ändert, folgt mit (12.3) auch

O(Z̃)− U(Z̃) ≤ O(Zε)− U(Zε) <
ε

3
,

und damit die Behauptung.

Bemerkung 12.9. Die Bedingung in (b) in Satz 12.8 liefert uns ein alterna-
tives Kriterium für die Integrierbarkeit beschränkter Funktionen. Wir nennen
es Darboux-Kriterium. Da dafür nur eine geeignete Folge von Zerlegungen un-
tersucht/gefunden werden muss, ist es meistens praktischer als das Riemann-
Kriterium, um eine Aussage aus der Theorie der Riemann-Integrale zu beweisen
(das sehen wir in den folgenden Abschnitten). Um eine Ober- oder Untersum-
me zu einer gegebenen Zerlegung zu berechnen, ist aber typischerweise schon
relativ viel Aufwand nötig – insbesondere müssen ja über jedem Teilstück sup
und inf der Funktion gefunden werden. Zum Ausrechnen von Integralen eignet
sich das Darboux-Kriterium also weniger gut. So hat jede Sichtweise ihre Vor-
und Nachteile und das Gute an obigem Satz ist, dass wir jetzt beliebig zwischen
Darbouxscher und Riemannscher Perspektive wechseln können.

Bemerkung 12.10. Reelle Integrale unterscheiden sich vor allem dadurch von
Flächeninhalten, dass sie auch negative Vorzeichen haben können. Zum Beispiel
zeigt ja eine schnelle Rechnung analog zum Beispiel in 12.6:

∫ 0

−1

x dx = lim
n→∞

n∑

j=1

−1 + j
n

n
= −1 + lim

n→∞

n(n+ 1)

2n2
= −1

2
.
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12. Integration

Funktionen, die unterhalb der x-Achse liegen, bekommen also ein negatives In-
tegral. (Wir verwenden in diesem Absatz ohne Beweis, dass die Funktion f mit
f(x) = x auf [−1, 1] Riemann-integrierbar ist. Mehr dazu im nächsten Abschnitt.)
Bestimmen wir das Integral zu einer Funktion, die mal positiv und mal negativ
ist, dann können sich die so signierten Flächeninhalte wegheben. Zum Beispiel
gilt ja: ∫ 1

−1

x dx = 0.

Diese Effekte sind einfach immer zu beachten, wenn Flächeninhalte durch Inte-
grale bestimmt werden. In diesem Zusammenhang treffen wir noch die folgende
Vereinbarung: Ist a < b und f über [a, b] Riemann-integrierbar, dann definieren
wir: ∫ a

b

f(x) dx := −
∫ b

a

f(x) dx und

∫ a

a

f(x) dx := 0.

12.2. Welche Funktionen sind
Riemann-integrierbar?

Da es sich beim Integral um einen Grenzwert handelt, sind wir nicht überrascht,
dass Grenzwertsätze gelten:

Satz 12.11. Es seien a, b ∈ R mit a < b und f, g ∈ R([a, b]), also Riemann-
integrierbar. Dann gilt

(a) (Monotonie) Ist f ≤ g auf [a, b], so gilt

∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx.

(b) (Homogenität) Ist α ∈ R gegeben, so gilt αf ∈ R([a, b]) und

∫ b

a

αf(x) dx = α

∫ b

a

f(x) dx.

(c) (Additivität) Es gilt auch f + g ∈ R([a, b]) mit

∫ b

a

(
f(x) + g(x)

)
dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx.

Beweis. (a) Ist (Zn)n eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit Feinheiten µn →
0 für n→∞ (die gibt es immer, zum Beispiel die äquidistanten Zerlegungen
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Zn mit Feinheit b−a
n

) und sind ξZn dazu passende Zwischenvektoren, dann
folgt aus g ≥ f die Ungleichung

Sg(Zn, ξ
Zn)− Sf (Zn, ξZn) ≥ 0.

Also folgt aus dem Riemann-Kriterium mit der Linearität und der Mono-
tonie des Grenzwerts:

∫ b

a

g(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

Sg(Zn, ξ
Zn)− lim

n→∞
Sf (Zn, ξ

Zn)

= lim
n→∞

(
Sg(Zn, ξ

Zn)− Sf (Zn, ξZn)
)
≥ 0,

und damit die Behauptung.

(b) Wir folgern auch die Homogenität direkt mit dem Riemann-Kriterium: zu
jedem ε > 0 und für alle Zerlegungen Z mit geeigneter Feinheit µZ < δ und
alle passenden Zwischenvektoren gilt nach Voraussetzung

∣∣∣α
∫ b

a

f(x) dx− Sαf (Z, ξ)
∣∣∣= |α|

∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx− Sf (Z, ξ)
∣∣∣ < |α|ε,

und daraus folgt die Riemann-Integrierbarkeit von αf mit dem behaupteten
Integral.

(c) auch hier funktioniert der Beweis direkt mit dem Riemann-Kriterium und
verbleibt als Übungsaufgabe.

Aus der Homogenität und Additivität ergibt sich insbesondere auch die Linea-
rität des Integrals. Weiter können wir auch Beträge, Produkte und Quotienten
Riemann-integrierbarer Funktionen behandeln:

Satz 12.12. Es seien a, b ∈ R mit a < b gegeben und f, g auf [a, b] Riemann-
integrierbar. Dann gelten

(a) |f | ist Riemann-integrierbar auf [a, b] und es ist

∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)| dx. Dreiecksungleichung für Integrale

(b) Ist |f(x)| ≤ K für alle x ∈ [a, b], so gilt die Standardabschätzung

∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ K(b− a).

(c) f · g ist Riemann-integrierbar auf [a, b].

185



12. Integration

(d) Ist g(x) 6= 0 für alle x ∈ [a, b] und 1/g auf [a, b] beschränkt, dann ist auch
f/g auf [a, b] Riemann-integrierbar.

Beweis. (a) Übungsaufgabe mit Hilfe von Satz 12.19.

(b) Aus (a) folgt direkt mit Hilfe des Beispiels in 12.6:

∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)| dx ≤
∫ b

a

K dx = K(b− a).

(c) Überraschenderweise genügt es hierzu, zu zeigen, dass für jede Riemann-
integrierbare Funktion ϕ die Funktion ϕ2 Riemann-integrierbar ist. Denn
wenn wir das gezeigt haben, können wir folgendermaßen argumentieren:
Nach Satz 12.11 ((c)) sind die Funktionen f + g und f − g Riemann-
integrierbar, also damit auch (f+g)2 und (f−g)2, womit schließlich wieder
nach Satz 12.11 ((c)) auch

fg =
1

4

(
(f + g)2 − (f − g)2

)

Riemann integrierbar ist.

Gehen wir also die Riemann-Integrierbarkeit des Quadrats mit Hilfe des
Darboux-Kriteriums an. Wir setzen D := ϕ([a, b]). Da ϕ als integrierbare
Funktion beschränkt sein muss, gibt es ein K ≥ 0, so dass D ⊆ [−K,K]
gilt. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem ε > 0 eine Zerlegung Z von [a, b],
sodass Oϕ(Z)−Uϕ(Z) < ε gilt. Wegen der Monotonie der Funktion x 7→ x2

für x ≥ 0 gilt außerdem

sup
x∈Ij

ϕ2(x) =
(

sup
x∈Ij

ϕ(x)
)2

=: M2
j , und

inf
x∈Ij

ϕ2(x) =
(

inf
x∈Ij
|ϕ(x)|

)2

=: |mj|2.

Es folgt mit den üblichen Bezeichnungen:

Oϕ2(Z)− Uϕ2(Z) =
n∑

j=1

|Ij|(M2
j − |mj|2) =

n∑

j=1

|Ij|(Mj + |mj|)(Mj − |mj|)

≤
n∑

j=1

|Ij|2K(Mj −mj) = 2K
(
Oϕ(Z)− Uϕ(Z)

)
< 2Kε,

woraus die Riemann-Integrierbarkeit von ϕ2 folgt.

(d) Übungsaufgabe mit Hilfe von (c) und Satz 12.19.
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Verkettungen von Riemann-integrierbaren Funktionen sind leider etwas proble-
matischer als zum Beispiel Verkettungen von stetigen oder differenzierbaren Funk-
tionen (Erinnerung: was gilt da?). Wir behandeln sie am Ende dieses Abschnitts.

Nachdem wir mit obigen Sätzen gesehen haben, wie wir aus integrierbaren Funk-
tionen neue Riemann-integrierbare Funktionen bauen können, wollen wir uns
jetzt

”
Baumaterial“ beschaffen: die folgenden beiden Sätze zeigen, dass sowohl

monotone Funktionen als auch stetige Funktionen einfach immer integrierbar
sind. Man beachte dabei, dass monotone und stetige Funktionen auf kompakten
Intervallen automatisch beschränkt sind.

Satz 12.13. Sind a, b ∈ R mit a < b und ist f : [a, b] → R eine monotone
Funktion, dann ist f auf [a, b] Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir führen den Beweis im Fall, dass f monoton wachsend ist. Für
monoton fallende Funktionen geht die Argumentation analog. Wir verwenden
das Darboux-Kriterium. Wir verwenden dazu die äquidistante Zerlegung Zn =
{x0, . . . , xn} von [a, b] mit

xj := a+ j
b− a
n

, j = 0, . . . , n.

Wegen der Monotonie von f gilt sofort mj = f(xj−1) und Mj = f(xj). Damit
haben wir für die Differenz von Ober- und Untersumme

O(Zn)− U(Zn) =
n∑

j=1

(Mj −mj)|Ij| =
b− a
n

n∑

j=1

(
f(xj)− f(xj−1)

)
.

Diese Summe ist nun eine Teleskopsumme, die sich verkürzt auf

O(Zn)− U(Zn) =
b− a
n

(f(b)− f(a)) =: dn −→ 0 (n→∞)

Für jedes ε > 0 gibt es also ein n ∈ N mit dn < ε. Für die zugehörige Zerlegung
Zn gilt dann Of (Zn)−Uf (Zn) < ε, also ist das Darboux-Kriterium erfüllt und f
ist nach Satz 12.8 Riemann-integrierbar.

Satz 12.14. Es seien a, b ∈ R mit a < b gegeben. Dann ist jede auf [a, b] ste-
tige Funktion dort auch Riemann-integrierbar. Anders ausgedrückt: C([a, b]) ⊆
R([a, b]).

Beweis. Sei f auf [a, b] stetig. Dann ist f dank der Kompaktheit des Intervalls
nach Satz 10.27 automatisch beschränkt. Es macht also Sinn, über Integrierbar-
keit nachzudenken. Sei dazu ein ε > 0 gegeben. Wegen der Kompaktheit des
Intervalls ist f außerdem sogar gleichmäßig stetig (vgl. Satz 10.53). Es gibt also
ein δ > 0, so dass

|f(x)− f(y)| < ε für alle x, y ∈ [a, b] mit |x− y| < δ.
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Sei nun eine Zerlegung Z = {x0, . . . , xn} von [a, b] so gewählt, dass |Ij| < δ für
alle j ∈ {1, . . . , n} gilt. Fixieren wir nun vorläufig ein j ∈ N, so ist f eine stetige
Funktion auf Ij, nimmt dort also nach Satz 10.27 ihr Maximum und Minimum
an, d. h. es gibt ξ, η ∈ Ij mit mj = f(ξ) und Mj = f(η) und da beide in Ij
liegen, gilt auf jeden Fall |ξ − η| ≤ |Ij| < δ. Nun garantiert uns die gleichmäßige
Stetigkeit von f damit aber

Mj −mj = |Mj −mj| = |f(η)− f(ξ)| < ε.

Also ist

Of (Z)− Uf (Z) =
n∑

j=1

(Mj −mj)|Ij| < ε

n∑

j=1

|Ij| = ε(b− a),

und damit das Darboux-Kriterium erfüllt.

Wir wollen nun zeigen, dass man die Voraussetzung der Stetigkeit noch ein wenig
abschwächen kann, was letztlich nur unserer Intuition entspricht, das Funktionen
stückweise integriert werden können. Dazu das folgende Lemma:

Lemma 12.15. Es seien a, b, c ∈ R mit a < c < b und f : [a, b] → R sei
beschränkt. Dann ist f auf [a, b] genau dann Riemann-integrierbar, wenn f auf
[a, c] und [c, b] Riemann-integrierbar ist und in diesem Falle gilt

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass sich die Integrierbarkeit von ganzem Intervall
auf die Teile und andersrum überträgt. Danach beweisen wir, dass die Integrale
übereinstimmen.
Zuerst zu

”
⇐“:

Wir verwenden das Darboux-Kriterium. Sei ε > 0. Nach Voraussetzung exis-
tieren dann Zerlegungen Za = {a, x1, . . . , xk−1, c =: xk} von [a, c] und Zb =
{c, xk+1, . . . , xn−1, xn := b} von [c, b], sodass Oa(Za)− Ua(Za) < ε

2
und Ob(Zb)−

Ub(Zb) <
ε
2

gelten. Damit ist aber auch Z := Za ∪ Zb = {x0, . . . , xn} eine Zerle-
gung von [a, b] und es folgt direkt

O(Z)− U(Z) = O(Za) +O(Zb)− U(Za)− U(Zb) < ε.

Jetzt zu
”
⇒“:

Wir verwenden wieder das Darboux-Kriterium. Nach Voraussetzung gibt es zu
jedem ε > 0 eine Zerlegung Z von [a, b], sodass O(Z)−U(Z) < ε gilt. Wir unter-
scheiden zwei Fälle: ist erstens c bereits in Z = {a = x0, . . . , xk = c, . . . , xn = b}
enthalten, dann sind Za := {x0, . . . , xk} und Zb := {xk, . . . , xn} Zerlegungen von
[a, c] bzw. [c, b] und es gilt

O(Za)− U(Za) +O(Zb)− U(Zb) = O(Z)− U(Z) < ε.
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12.2. Welche Funktionen sind Riemann-integrierbar?

Aus der Positivität der beiden Differenzen auf der linken Seite folgt daraus auch
die Behauptung. Wäre zweitens c noch nicht in Z enthalten, dann erhalten wir
mit

Z̃ := Z ∪ {c}
eine Zerlegung Z̃ von [a, b], die c enthält. Wie im ersten Fall können wir jetzt Z̃
in zwei Zerlegungen Z̃a, Z̃b von [a, c], [c, b] zerteilen und erhalten

O(Z̃a)− U(Z̃a) +O(Z̃b)− U(Z̃b) = O(Z̃)− U(Z̃).

Da es sich bei Z̃ außerdem um eine Verfeinerung von Z handelt, gelten die
Abschätzungen O(Z̃) ≤ O(Z) und U(Z̃) ≥ U(Z) (Übung!), also auch

O(Z̃)− U(Z̃) ≤ O(Z)− U(Z) < ε,

und damit die Behauptung.
Jetzt zur Gleichheit der Integrale:
Sei (Zn)n eine Folge von Zerlegungen von [a, b], sodass die Feinheiten µZn → 0
für n → ∞ erfüllen. Wir wählen die Zn außerdem so, dass sie alle den Punkt
c enthalten, sich also wie oben in die Zerlegungen Zn

a und Zn
b von [a, c] bzw.

[c, b] unterteilen lassen. Das geht, weil wir den Punkt c ja immer hinzufügen
können und dadurch die Feinheit höchstens verkleinern. Dann gilt für alle Zwi-
schenvektoren ξn passend zu Zn wegen der Linearität des Grenzwerts und der
Riemann-Integrierbarkeit auf beiden Seiten der Gleichung im Lemma:

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

Sf (Z
n, ξn) = lim

n→∞

(
Sf (Z

n
a , ξ

n
a ) + Sf (Z

n
b , ξ

n
b )
)

= lim
n→∞

Sf (Z
n
a , ξ

n
a ) + lim

n→∞
Sf (Z

n
b , ξ

n
b ) =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx,

also die Gleichheit der Integrale.

Satz 12.16. Es seien a, b ∈ R mit a < b gegeben und f : [a, b] → R sei eine
beschränkte Funktion, die nur in endlich vielen Punkten aus [a, b] nicht stetig ist.
Dann ist f Riemann-integrierbar auf [a, b].

Beweis. Im gesamten Beweis seien m := inf f([a, b]) ≤ M := sup f([a, b]) die
größte untere bzw. kleinste obere Schranke an f . Dann gilt auch |f(x)| ≤ K :=
max(|m|, |M |) für alle x ∈ [a, b].
Wir betrachten zuerst den Speziallfall, dass f nur in genau einem Punkt y ∈ (a, b)
unstetig ist. Es sei dazu ein ε > 0 vorgegeben. Dann wählen wir ein c ∈ (a, y) und
ein d ∈ (y, b) so, dass 2K(d− c) < ε/3 ist. Nun ist f |[a,c], also die Einschränkung
von f auf das Intervall [a, c] eine dort stetige Funktion, die nach Satz 12.14
integrierbar ist. Es gibt dazu also eine Zerlegung Za von [a, c] mit

O(Za)− U(Za) <
ε

3
.
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Mit der gleichen Argumentation gibt es für f |[d,b] eine Zerlegung Zb von [d, b], so
dass

O(Zb)− U(Zb) <
ε

3
.

gilt. Nun ist auch hier Z := Za ∪ Zb eine Zerlegung von [a, b]. Diese hat eben
nur keinen Zerlegungspunkt in der kritischen Region zwischen c und d. Für diese
Zerlegung gilt dann

O(Z)− U(Z) ≤ O(Za) +M(d− c) +O(Zb)−
[
U(Za) +m(d− c) + U(Zb)

]

= O(Za)− U(Za) + (M −m)(d− c) +O(Zb)− U(Zb)

≤ ε

3
+ 2K(d− c) +

ε

3
< ε,

und wir erhalten in diesem Fall Riemann-Integrabilität von f .
Als zweiten Fall beschäftigen wir uns damit, dass die (weiterhin einzige) Unste-
tigkeitsstelle von f am Rand des Intervalls, also in a (oder b) liegt. In diesem Fall
wählen wir nur ein c (oder d) aus [a, b] mit 2K(c−a) < ε/2 (oder 2K(b−d) < ε/2)
und argumentieren genau so wie oben mit der Zerlegung Z := Za ∪ {a} (oder
Z := Zb ∪ {b}).
Wir wenden uns also nun dem allgemeinen Fall von endlich vielen Unstetigkeits-
stellen zu. Wir nummerieren diese als y1, y2, . . . , yp ∈ [a, b] mit y1 < y2 < · · · < yp
durch und wählen Zahlen η1, η2, . . . , ηp−1, so dass

y1 < η1 < y2 < η2 < y3 < · · · < ηp−1 < yp

gilt. Dann ist nach den bisherigen Überlegungen in diesem Beweis f auf jedem der
Intervalle [a, η1], [ηj, ηj+1 für jedes j = 1, . . . p− 2 und [ηp−1, b] integrierbar, denn
in jedem dieser Intervalle liegt genau eine Unstetigkeitsstelle. Die Behauptung
folgt nun aus Lemma 12.15 über die Möglichkeit, Integrale zu zerteilen.

Wir kommen nun zu einer wichtigen Folgerung dieses Satzes, die man etwas flapsig
so beschreiben kann: Das Integral sieht Mengen, die aus endlich vielen Punkten
bestehen, nicht.

Satz 12.17. Es seien a, b ∈ R mit a < b und eine Riemann-integrierbare Funk-
tion f : [a, b] → R, sowie eine beschränkte Funktion g : [a, b] → R gegeben. Ist
dann die Menge P := {x ∈ [a, b] : f(x) 6= g(x)} endlich, so ist auch g ∈ R([a, b])
und es gilt ∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

g(x) dx.

Insbesondere sind die Integrale gleich, falls f(x) = g(x) für alle x ∈ (a, b) gilt.

Beweis. Wir setzen h := f − g und wie im letzten Beweis P = {y1, y2, . . . , yp}.
Dann gilt h(x) = 0 für alle x ∈ [a, b] \ P . Also ist h nur genau in den Punkten
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12.2. Welche Funktionen sind Riemann-integrierbar?

von P unstetig, und damit nach Satz 12.16 integrierbar. Damit ist aber sofort
auch g = f − h integrierbar (vgl. Satz 12.11). Wir müssen also nur noch zeigen,

dass
∫ b
a
h(x) dx = 0 gilt.

Um Integrale auszurechnen, eignet sich das Riemann-Kriterium: Wir wählen eine
Folge von Zerlegungen (Zn)n mit Feinheiten µZn → 0 für n → ∞ Da h nur in
endlich vielen Punkten 6= 0 ist, gibt es zu jeder Zerlegung Zn von [a, b] auch
einen Zwischenvektor ξZn , der h nur an Nullstellen auswertet. Dadurch haben
dann auch alle Riemann-Summen der Folge den Wert Null. Aus dem Riemann-
Kriterium folgt also

∫ b

a

h(x) dx = lim
n→∞

S(Zn, ξ
Zn) = lim

n→∞
0 = 0.

Wir wollen uns zum Schluss dieses Abschnitts noch mit der Integrierbarkeit der
Verkettung zweier Riemann-integrierbarer Funktionen auseinandersetzen. Es gibt
dabei ein negatives und ein positives Resultat:

• Beispiel 12.18 unten zeigt, dass die Verkettung von Riemann-integrierbaren
Funktionen im Allgemeinen nicht Riemann-integrierbar ist.

• Satz 12.19 besagt, dass die Verkettung eine Lipschitz-stetigen Funktion mit
einer Riemann-integrierbaren Funktion wieder Riemann-integrierbar ist.

Beispiel 12.18. Auf dem Intervall [0, 1] sei

f(x) =





1, falls x = 0

0, falls x ∈ [0, 1] und x 6∈ Q,
1/q, falls x ∈ (0, 1] ∩Q und x = p/q mit p, q ∈ N teilerfrei.

Auf Übungsblatt 12 wird gezeigt, dass f auf [0, 1] Riemann-integrierbar ist. Ins-
besondere haben wir hier ein Beispiel für eine Funktion, die Riemann-integrierbar
ist, aber an mehr als endlich vielen Stellen unstetig. Satz 12.16 liefert also ein
hinreichendes, aber kein notwendiges Kriterium für Integrierbarkeit.
Wir betrachten weiter die Funktion g mit

g(x) =

{
0, falls x = 0,

1, falls x ∈ (0, 1].

Dann ist g monoton wachsend, also auch Riemann-integrierbar. Für die Verket-
tung von g und f gilt aber

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) =

{
1, falls x ∈ [0, 1] ∩Q,
0, falls x ∈ [0, 1] und x 6∈ Q

und dies ist die Dirichletsche Sprungfunktion, die nach dem Beispiel in 12.6 nicht
Riemann-integrierbar ist.
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Es stellt sich also die Frage, wie die Voraussetzungen verschärft werden können,
damit die Verkettung zweier Funktionen integrierbar wird. Eine mögliche Antwort
gibt der folgende Satz. Der Beweis ist Übungsaufgabe.

Satz 12.19. Es seien a, b ∈ R mit a < b und f ∈ R([a, b]) gegeben. Bezeichnen
wir mit D := f([a, b]) das Bild von f und ist h : D → R eine auf D Lipschitz-
stetige Funktion, so gilt auch h ◦ f ∈ R([a, b]).

12.3. Eigenschaften integrierbarer Funktionen

Eine sehr wichtige und nützliche Eigenschaft der Integration ist, dass sie die
Differenziation oft nur rückgängig macht, und umgekehrt. Um das präzise zu
machen, benötigen wir noch den folgenden Begriff:

Definition 12.20. Es seien I ⊆ R ein Intervall und g,G : I → R Funktionen.
Dann heißt G eine Stammfunktion von g, falls G auf I differenzierbar ist und
G′ = g auf I gilt.

Nach Satz 11.16 sind Stammfunktionen bis auf eine Konstante eindeutig be-
stimmt, d. h. sind G und H Stammfunktionen von g auf I, so gibt es eine Kon-
stante c ∈ R, so dass G = H + c auf I gilt. Wir können nun das Hauptresultat
dieses Abschnitts beweisen.

Satz 12.21. [Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung] Es seien a, b ∈ R
mit a < b gegeben. Ist f ∈ R([a, b]) und F ∈ C[a, b], so dass F auf (a, b) eine
Stammfunktion von f ist, so gilt

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) =: F
∣∣b
a
.

Beweis. Da wir ein Integral berechnen wollen, eignet sich das Riemann-Kriterium.
Wir halten zunächst fest, dass es zu jeder Zerlegung Z von [a, b] nach dem Mit-
telwertsatz für jedes Teilstück Ij ein ξj ∈ (xj−1, xj) gibt mit

F (xj)− F (xj−1) = F ′(ξj)(xj − xj−1) = f(ξj)(xj − xj−1) = f(ξj)|Ij|.
Ist also (Zn)n eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit je n ∈ N Teilstücken
und Feinheiten µZn → 0 für n → ∞, können wir dazu wie oben jeweils den
Zwischenvektor ξn = (ξn1 , . . . , ξ

n
n) wählen und erhalten

Sf (Z
n, ξn) =

n∑

j=1

f(ξnj )|Inj | =
n∑

j=1

F (xnj )− F (xnj−1) = F (b)− F (a),

weil es sich um eine Teleskopsumme handelt. Wir haben also eine konstante
Approximationsfolge und folgern aus der Riemann-Integrierbarkeit von f ,

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

Sf (Z
n, ξn) = F (b)− F (a).
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12.3. Eigenschaften integrierbarer Funktionen

Beispiel 12.22. (a) Es seien 0 < a < b und

f(x) =
1

x
, x ∈ [a, b].

Dann ist f als stetige Funktion Riemann-integrierbar. Außerdem ist F (x) =
ln(x) eine Stammfunktion von f , denn F ′(x) = f(x) für alle x ∈ [a, b].
Damit haben wir mit dem Hauptsatz

∫ b

a

1

x
dx = ln(x)

∣∣b
a

= ln(b)− ln(a).

Die Berechnung des Integrals ist jetzt also viel einfacher geworden als viel-
leicht

”
zu Fuß“ über die Riemann-Summen.

(b) Auf dem Intervall [0, π] betrachten wir die Funktion f(x) = cos(x). Auf-
grund ihrer Stetigkeit ist sie Riemann-integrierbar. Eine Stammfunktion ist
F (x) = sin(x), also gilt

∫ π

0

cos(x) dx = sin(x)
∣∣π
0

= 0− 0 = 0.

Im Zusammenhang mit dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
sind noch zwei Warnungen angebracht.

Warnung 12.23. (a) Es gibt Funktionen, die Stammfunktionen besitzen, aber
nicht integrierbar sind. (Das ist kein Widerspruch zum Hauptsatz, denn dort
haben wir ja die Integrierbarkeit von f vorausgesetzt!) Zur Konstruktion
eines Beispiels betrachten wir auf [0, 1] die Funktion

F (x) =

{
x3/2 sin(1/x), falls x ∈ (0, 1],

0, falls x = 0.

Von dieser haben wir in Beispiel 11.43 (d) gezeigt, dass sie auf [0, 1] diffe-
renzierbar ist, aber dass die Funktion f := F ′ auf [0, 1] nicht beschränkt ist.
Damit kann f auf [0, 1] nicht Riemann-integrierbar sein, aber F ist natürlich
eine Stammfunktion von f , denn so haben wir f ja gerade konstruiert.

(b) Andersherum gibt es auch integrierbare Funktionen, die keine Stammfunk-
tion besitzen. Als Beispiel dient uns hier auf [−1, 1] die Funktion

f(x) =

{
−1, falls x ∈ [−1, 0),

1, falls x ∈ [0, 1].
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Diese ist monoton wachsend und damit Riemann-integrierbar. Wir nehmen
nun an, es gäbe auf dem Intervall [−1, 1] eine Stammfunktion F von f . Dann
gilt F ′(x) = f(x) = −1 für alle x ∈ [−1, 0), also gibt es eine Konstante
c1 ∈ R, so dass auf diesem Intervall F (x) = −x + c1 gilt. Genauso gibt es
eine Konstante c2 ∈ R, so dass für alle x ∈ [0, 1] die Identität F (x) = x+ c2

gilt. Da F als Stammfunktion in 0 differenzierbar sein muss, ist sie dort
insbesondere stetig. Es gilt also

c1 = lim
x→0−

F (x) = lim
x→0

F (x) = lim
x→0+

F (x) = c2.

Also ist F für alle x ∈ [−1, 1] bestimmt als F (x) = |x|+ c mit einem c ∈ R
und das kann nicht sein, denn die Betragsfunktion ist bekanntermaßen in
Null nicht differenzierbar und damit kann es F auch nicht sein und wir
haben einen Widerspruch.

Ist f auf dem Intervall [a, b] integrierbar und wählen wir ein beliebiges x ∈ [a, b],
so ist f nach Lemma 12.15 auch auf [a, x] integrierbar. Für jedes x ∈ [a, b] können
wir also die Abbildung

x 7→
∫ x

a

f(t) dt.

betrachten. Mit den Eigenschaften der so gegebenen Funktion, die nicht notwen-
digerweise eine Stammfunktion ist, beschäftigt sich der folgende Satz.

Satz 12.24. [Zweiter Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung] Es seien
a, b ∈ R mit a < b gegeben und f : [a, b] → R sei auf [a, b] integrierbar. Dann
gelten für die Funktion F : [a, b]→ R, gegeben durch

F (x) :=

∫ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b]

die folgenden Aussagen:

(a) F ist Lipschitz-stetig auf [a, b] und es gilt insbesondere F ∈ C([a, b]).

(b) Ist f stetig in x0 ∈ [a, b], so ist F in x0 differenzierbar und es gilt F ′(x0) =
f(x0).

(c) Ist f ∈ C([a, b]), so ist F ∈ C1([a, b]) und für alle x ∈ [a, b] gilt F ′(x) =
f(x), d. h. F ist eine Stammfunktion von f auf [a, b].

Beweis. (a) Da f als integrierbare Funktion auf jeden Fall beschränkt ist, gibt
es eine Zahl L ≥ 0, so dass |f(x)| ≤ L für alle x ∈ [a, b] gilt. Seien nun x, y ∈
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[a, b]. Gilt dabei x < y, so haben wir unter Zuhilfenahme von Lemma 12.15

|F (y)− F (x)| =
∣∣∣∣
∫ y

a

f(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ x

a

f(t) dt+

∫ y

x

f(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ y

x

f(t) dt

∣∣∣∣

≤
∫ y

x

|f(t)| dt ≤
∫ y

x

L dt = L(y − x) = L|y − x|.

Für den Fall x > y kann man analog armguentieren, indem man die Rollen
von x und y vertauscht.

(b) Wir betrachten zunächst den Fall, dass x0 ∈ [a, b) ist. Sei dann ein h > 0
mit x0 + h ≤ b gegeben. Damit gilt wie im Beweis des vorherigen Punkts

F (x0 + h)− F (x0)

h
=

1

h

∫ x0+h

x0

f(t) dt

Um nun die Konvergenz dieses Differenzenquotienten für h → 0+ gegen
f(x0) zu beweisen, beobachten wir zunächst, dass gilt

1

h

∫ x0+h

x0

f(x0) dt =
f(x0)

h

∫ x0+h

x0

dt =
f(x0)

h
(x0 + h− x0) = f(x0).

Also ist
∣∣∣∣
F (x0 + h)− F (x0)

h
− f(x0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

h

∫ x0+h

x0

f(t) dt− 1

h

∫ x0+h

x0

f(x0) dt

∣∣∣∣

=
1

h

∣∣∣∣
∫ x0+h

x0

(
f(t)− f(x0)

)
dt

∣∣∣∣

≤ 1

h

∫ x0+h

x0

∣∣f(t)− f(x0)
∣∣ dt

Sein nun ein ε > 0 gegeben. Da f stetig in x0 ist, gibt es dann ein δ > 0,
so dass x0 + δ ≤ b ist und |f(t) − f(x0)| < ε ist für alle t ∈ [x0, x0 + δ].
Betrachten wir ab nun nur noch solche h > 0, die kleiner als δ sind, so
haben wir damit |f(t)− f(x0)| ≤ ε und also auch

∣∣∣∣
F (x0 + h)− F (x0)

h
− f(x0)

∣∣∣∣ ≤ ε

für alle h ∈ (0, δ). Also gilt

lim
h→0+

F (x0 + h)− F (x0)

h
= f(x0).
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Mit einer analogen Betrachtung kann man für alle x ∈ (a, b] zeigen, dass

lim
h→0−

F (x0 + h)− F (x0)

h
= f(x0)

ist. Also haben wir nun im Inneren des Intervalls, also für alle x0 ∈ (a, b)
auch den vollen Grenzwert

lim
h→0

F (x0 + h)− F (x0)

h
= f(x0).

(c) folgt aus (a) und (b).

Weiter geht es mit wichtigen Sätzen über integrierbare Funktionen:

Satz 12.25 (Mittelwertsätze für Integrale). Es seien a, b ∈ R mit a < b und zwei
Funktionen f, g ∈ R([a, b]) gegeben, so dass g auf [a, b] keinen Vorzeichenwechsel
hat, d. h. es gilt g(x) ≥ 0 für alle x ∈ [a, b] oder g(x) ≤ 0 für alle x ∈ [a, b].
Weiter bezeichnen wir mit m := inf f([a, b]) und M := sup f([a, b]). Dann gilt

(a) (1. Mittelwertsatz) Es gibt ein µ ∈ [m,M ], so dass gilt

∫ b

a

f(x) dx = µ(b− a).

Ist f zusätzlich stetig auf [a, b], so gibt es sogar ein ξ ∈ [a, b] mit µ = f(ξ).

(b) (2. Mittelwertsatz) Es gibt ein µ ∈ [m,M ], so dass gilt

∫ b

a

f(x)g(x) dx = µ

∫ b

a

g(x) dx.

Ist f außerdem stetig auf [a, b], so gibt es ein ξ ∈ [a, b] mit µ = f(ξ).

Beweis. Da der Teil (a) direkt aus der Aussage in (b) mit g = 1 folgt, beweisen
wir nur diesen zweiten Teil. Teil (a) ist anschaulich auch völlig klar: Es gibt ein
Rechteck der Höhe m ≤ µ ≤M und Breite b− a, das den gleichen Flächeninhalt
hat wie die Fläche unter f . Oder anders gesagt: es gibt den mittleren Wert µ der
Funktion f über [a, b], s. Bild:
Jetzt zum Beweis der Aussage in (b) im Fall, dass g(x) ≥ 0 für alle x ∈ [a, b] gilt
(der Beweis für negatives g verläuft analog): Da m ≤ f(x) ≤M für alle x ∈ [a, b]
gilt, haben wir dank der Positivität von g auch mg(x) ≤ g(x)f(x) ≤ Mg(x) für
alle diese x. Also gilt wegen der Monotonie des Integrals

m

∫ b

a

g(x) dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x) dx ≤M

∫ b

a

g(x) dx.
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Abbildung 12.5.: Zum 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Ist nun das Integral von g über [a, b] Null, so folgt aus dieser Ungleichungskette
sofort, dass auch das Integral über das Produkt von f und g Null sein muss und
die Aussage des Satzes ist für jedes µ ∈ R richtig. Ist der Wert des Integrals von
g nicht Null, so setzen wir

µ :=

∫ b
a
f(x)g(x) dx
∫ b
a
g(x) dx

.

Damit gilt auf jeden Fall die im Satz behauptete Gleichheit. Da g nicht-negativ
ist, kann auch das Integral von g auf [a, b] nicht negativ sein, es muss hier also
sogar strikt positiv sein, so dass wir aus unserer Ungleichungskette nach Division
durch dieses Integral auch noch bekommen, dass µ ∈ [m,M ] liegt.
Damit bleibt noch die Zusatzaussage für stetige Funktionen f zu beweisen. Ist
f ∈ C([a, b]), so existieren dank der Kompaktheit von [a, b] Zahlen x1, x2 ∈ [a, b]
mit m = f(x1) und M = f(x2). Da µ ∈ [m,M ] ist, gibt es also nach dem
Zwischenwertsatz (vgl. Satz 10.22) ein ξ ∈ [a, b] mit f(ξ) = µ.

Im Rest dieses Abschnitts wollen wir uns mit der Frage beschäftigen, ob man
bei Funktionenfolgen und -reihen den Grenzübergang mit der Integration vertau-
schen darf, ob also das Integral der Grenzfunktion der Grenzwert der Integrale
der Funktionenfolgenglieder sind. Da es sich bei der Integration ja auch um einen
Grenzwertprozess handelt ist das also mal wieder eine Frage nach der Vertausch-
barkeit zweier Grenzübergänge und damit steht zu befürchten, dass es eine eher
knifflige Frage ist. Tatsächlich ist das gewünschte im Allgemeinen falsch, wie das
folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 12.26. Wir betrachten auf dem Intervall [0, 1] die Funktionenfolge der
folgenden

”
Hütchenfunktionen“:

fn(x) =





n2x, falls x ∈ [0, 1/n],

−n2x+ 2n, falls x ∈ (1/n, 2/n],

0, falls x ∈ (2/n, 1],

wobei n ≥ 2 ist. Es ist dann eine leichte Übungsaufgabe zu zeigen, dass die Funk-
tionenfolge (fn)n punktweise aber auf [0, 1] nicht gleichmäßig gegen die Nullfunk-
tion konvergiert. Außerdem ist fn für jedes n ≥ 2 Riemann-integrierbar und es
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gilt, wie man sich auch leicht durch Berechnung der Dreiecksfläche klar macht,
∫ 1

0

fn(x) dx = 1 für alle n ≥ 2.

Damit haben wir die Nichtvertauschbarkeit der Grenzprozesse, denn es ist

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx = 1 6= 0 =

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x) dx.

Auch in diesem Zusammenhang zeigt der Begriff der gleichmäßigen Konvergenz
seine Berechtigung, denn das Problem im obigen Beispiel war tatsächlich das
Fehlen derselben, wie man am folgenden Satz sieht.

Satz 12.27. Es seien a, b ∈ R mit a < b und (fn)n sei eine Funktionenfolge, so
dass fn ∈ R([a, b]) für alle n ∈ N gilt und (fn)n auf [a, b] gleichmäßig gegen eine
Funktion f : [a, b] → R konvergiert. Dann ist auch f Riemann-integrierbar und
es gilt

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

Beweis. Sei ε > 0. Dann gibt es Dank der gleichmäßigen Konvergenz von (fn)n
ein n0 ∈ N, so dass

|fn(x)− f(x)| ≤ ε

b− a für alle n ≥ n0 und alle x ∈ [a, b]

gilt. Lösen wir den Betrag auf, so ergibt das für alle n ≥ n0

− ε

b− a + fn(x) ≤ f(x) ≤ fn(x) +
ε

b− a für alle x ∈ [a, b]. (12.6)

Da jedes fn Riemann-integrierbar ist, ist insbesondere fn0 beschränkt, also ist
wegen der rechten Ungleichung auch f beschränkt. Weiterhin existiert eine Zerle-
gung Zε, sodass Ofn0

(Zε)−Ufn0 (Zε) < ε gilt. Gleichzeitig folgen die Ungleichun-
gen

Of (Zε) ≤ Ofn0
(Zε) + ε und Ufn0 (Zε)− ε ≤ Uf (Zε)

aus (12.6). Zusammen ergibt sich

Of (Zε)− Uf (Zε) ≤ Ofn0
(Zε)− Ufn0 (Zε) + 2ε < 3ε,

und damit die Riemann-Integrierbarkeit von f aus dem Darboux-Kriterium. Um
die Gleichheit der Integrale im Grenzwert zu sehen, folgern wir aus (12.6) mit
der Monotonie des Integrals, dass für alle n ≥ n0

∫ b

a

fn(x) dx− ε ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

fn(x) dx+ ε,

und damit auch ∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣< 2ε,

erfüllt ist. Die Folge
(∫ b

a
fn(x) dx

)
n

konvergiert also gegen
∫ b
a
f(x) dx.
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12.4. Wie bestimme ich ein Integral?

Um Integrale zu approximieren, liefert das Riemann-Kriterium schon eine sehr gu-
te Grundlage. Um den Wert eines Integrals exakt zu bestimmen, ist das Auffinden
von Stammfunktionen von zentraler Bedeutung. Leider gibt es dazu nicht wie bei
der Differenziation einen kompletten Satz von Regeln, mit dessen Hilfe, genug
Zeit und Konzentration vorausgesetzt, im Prinzip jede Funktion differenziert wer-
den kann. Stattdessen müssen wir uns mit Rechenregeln und Tricks begnügen,
mit denen wir das Problem der Integration einer Funktion auf das entsprechen-
de Problem für eine andere Funktion zurückspielen können, die dann hoffentlich
einfacher ist.

Das liegt nicht daran, dass uns im Moment noch starke mathematische Hilfsmit-
tel fehlen, sondern ist ein prinzipielles Problem. Es gibt einfache stetige (sogar
beliebig oft differenzierbare) Funktionen, die nach dem Hauptsatz eine Stamm-
funktion haben, die sich aber nicht in einer geschlossenen Form angeben lässt.

Zusammengefasst:

Differenzieren ist Handwerk, Integrieren ist Kunst.

Zwei Techniken, die man immer parat haben sollte, sind partielle Integration
und Substitution, die auf der Produkt- bzw. der Kettenregel fürs Differenzieren
beruhen. Sie sind, zusammen mit einer Reihe von Beispielen, das Thema dieses
Abschnitts.

Satz 12.28 (Partielle Integration). Es seien I := [a, b] ⊆ R ein kompaktes In-
tervall und f, g : I → R stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

∫ b

a

f ′g = fg
∣∣∣
b

a
−
∫ b

a

fg′.

Beweis. Zunächst einmal existieren alle in der Behauptung auftretenden Integra-
le, denn nach Voraussetzung sind f ′g und fg′ stetige Funktionen und damit auch
Riemann-integrierbar auf I.

Nach der Produktregel gilt nun

(fg)′ = f ′g + fg′,

also ist fg eine Stammfunktion von f ′g + fg′. Aus dem ersten Hauptsatz der
Differenzial- und Integralrechnung, Satz 12.21, folgt also

∫ b

a

(
f ′g + fg′

)
=

∫ b

a

(fg)′ = fg
∣∣∣
b

a
, d. h.

∫ b

a

f ′g = fg
∣∣∣
b

a
−
∫ b

a

fg′.
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Beispiel 12.29. (a) Wir betrachten das Integral
∫ 1

0

x sinh(x) dx,

d. h. wir wenden unseren Satz mit g(x) = x und f ′(x) = sinh(x) auf dem
Intervall [0, 1] an. Dann ist f(x) = cosh(x) eine mögliche Wahl für die
Funktion f und wir erhalten mit partieller Integration:

∫ 1

0

x sinh(x) dx = x cosh(x)
∣∣∣
x=1

x=0
−
∫ 1

0

cosh(x) dx

= cosh(1)− 0−
(

sinh(x)
∣∣∣
x=1

x=0

)
= cosh(1)− sinh(1)

=
e + 1/e

2
− e− 1/e

2
=

1

e
.

Die Wahl von f und g kann für den Erfolg einer Anwendung dieser Regel
sehr entscheidend sein. Wenn wir beispielsweise im Integral aus (a) umge-
kehrt g(x) = sinh(x) und f ′(x) = x genommen hätten, wären wir bei

∫ 1

0

x sinh(x) dx =
1

2
x2 sinh(x)

∣∣∣
x=1

x=0
−
∫ 1

0

1

2
x2 cosh(x) dx

gelandet. Diese Umformung ist natürlich auch richtig, aber von dem nun
entstandenen Integral wissen wir erst recht nicht, wie wir es berechnen
sollen.

(b) Manchmal muss man sich die zweite Funktion zur partiellen Integration
erst künstlich schaffen:
∫ 2

1

ln(x) dx =

∫ 2

1

1 · ln(x) dx = x ln(x)
∣∣∣
x=2

x=1
−
∫ 2

1

x
1

x
dx

=
(
x ln(x)− x

)∣∣∣
x=2

x=1
= 2 · ln(2)− 2− 0 + 1 = 2 · ln(2)− 1,

wobei wir g(x) = ln(x) und f ′(x) = 1 gewählt haben.

(c) Oft genug braucht man noch weitere Tricks. Bekannte Eigenschaften der zu
untersuchenden Funktionen, wie zum Beispiel der trigonometrische Pytha-
goras im Fall von Sinus und Cosinus, können helfen. Wir wollen

A :=

∫ π/2

0

sin2(x) dx

bestimmen. Dazu wählen wir f ′(x) = g(x) = sin(x) und berechnen

= − cos(x) sin(x)
∣∣∣
x=π/2

x=0
−
∫ π/2

0

cos(x)(− cos(x)) dx =

∫ π/2

0

cos2(x) dx.
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12.4. Wie bestimme ich ein Integral?

Wenden wir nun mit f ′(x) = g(x) = cos(x) noch einmal partielle Integrati-
on an, so erhalten wir

= sin(x) cos(x)
∣∣∣
x=π/2

x=0
−
∫ π/2

0

sin(x)(− sin(x)) dx =

∫ π/2

0

sin2(x) dx = A

und damit außer der Gewissheit, dass wir uns unterwegs nicht verrechnet
haben, nichts neues. Wir müssen also einen anderen Weg suchen: Mit dem
Ergebnis unserer ersten partiellen Integration und dem trigonometrischen
Pythagoras sin2(x) + cos2(x) = 1, finden wir

A =

∫ π/2

0

cos2(x) dx =

∫ π/2

0

(1−sin2(x)) dx =
π

2
−
∫ π/2

0

sin2(x) dx =
π

2
−A,

woraus 2A = π/2 und schließlich

A =

∫ π/2

0

sin2(x) dx =
π

4

folgt.

Satz 12.30 (Substitution(sregel)). Es seien [a, b] ⊆ R und [c, d] ⊆ R kompakte
Intervalle, sowie f ∈ C([a, b],R) und g ∈ C1([c, d],R) mit g([c, d]) ⊆ [a, b]. Dann
ist ∫ d

c

f(g(t)) · g′(t) dt =

∫ g(d)

g(c)

f(x) dx.

Beweis. Nach dem Zweiten Hauptsatz 12.24(c) besitzt f auf [a, b] eine Stamm-
funktion F . Wir betrachten die Funktion H := F ◦ g auf [c, d]. Dann gilt für alle
t ∈ [c, d] nach der Kettenregel

H ′(t) = F ′(g(t)) · g′(t) = f(g(t)) · g′(t).

Also können wir mit zweimaliger Anwendung des Hauptsatzes folgern:

∫ d

c

f(g(t)) · g′(t) dt = H(d)−H(c) = F (g(d))− F (g(c)) =

∫ g(d)

g(c)

f(x) dx.

Bemerkung 12.31. Häufig behilft man sich bei der Anwendung der Substituti-
onsregel einer intuitiven, aber nicht rigorosen Schreibweise. Diese leitet sich aus
der alternativen Notation dy

dx
(gesprochen

”
dy nach dx“) statt y′ für eine diffe-

renzierbare Funktion y ab. Man fasst dann in der Substitutionsregel die Setzung
x = g(t) so auf, als sei x eine Funktion von t und rechnet mit den Differenzialen
dx und dy wie gewohnt:

dx

dt
= g′(t)

”
⇒ dx = g′(t) dt. “
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12. Integration

Dabei erhält man genau die in der Substitionsformel stehende Ersetzung von dx
durch g′(t)dt.
Dieser Formalismus ist sehr übersichtlich und praktisch, es sollte dabei aber nicht
in Vergessenheit geraten, dass das keine saubere Mathematik ist.

Beispiel 12.32. (a) Wir berechnen das Integral

∫ 2

1

x√
2 + x2

dx

mit unserer Schmierrechnungsmethode. Dazu setzen wir 2 + x2 = t. Wegen
x ∈ [1, 2] können wir das auflösen zu x =

√
t− 2, d. h. wir wenden die

Substitutionsregel mit g(t) :=
√
t− 2 an. Weiter ist bei der Anwendung

des Satzes c = 3 und d = 6, denn dann ist g(c) = 1 und g(d) = 2. Die
natürliche Wahl für [a, b] ist [1, 2], aber auch [a, b] = [−3, 15] ist in Ordnung.
Nun wenden wir die Substitutionsregel an. Es ist dx

dt
= 1/2

√
t−2 = 1/2x, also

”
2xdx = dt“. Damit haben wir

∫ 2

1

x√
2 + x2

dx =
1

2

∫ 2

1

1√
2 + x2

· 2xdx =
1

2

∫ 6

3

1√
t

dt =

∫ 6

3

1

2
√
t

dt

=
√
t
∣∣∣
t=6

t=3
=
√

6−
√

3.

(b) Als zweites Beispiel wollen wir das Integral

A :=

∫ 1

0

√
1− x2 dx

bestimmen. Dieses hat auch eine anschauliche Bedeutung, denn der Graph
der Funktion

√
1− x2 ist für x ∈ [0, 1] der Viertelkreisbogen des Kreises

mit Radius 1 um 0 zwischen den Punkten (1, 0) und (0, 1). Wir bestim-
men mit diesem Integral also die Fläche dieses Viertelkreises, es sollte also,
bitteschön, π/4 herauskommen.

Wir substituieren x = cos(t). Dann gilt z. B. x = 0 für t = π/2 und x = 1
für t = 0. Wir wählen also c = π/2 und d = 0. Die Schmierrechnung gibt
uns wegen dx/dt = cos′(t) = − sin(t) die Ersetzung dx = − sin(t) dt. Nun
gilt für alle t ∈ [0, π/2]

√
1− x2 =

√
1− cos2(t) =

√
sin2(t) = | sin(t)| = sin(t).

Setzen wir das nun alles zusammen, ergibt sich mit Beispiel 12.29 (c) tat-
sächlich

A =

∫ 0

π/2

sin(t)(− sin(t)) dt =

∫ π/2

0

sin2(t) dt =
π

4
.
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12.5. Uneigentliche Integrale

(c) Schließlich bestimmen wir

H(b) =

∫ b

0

t+ 1

t2 + 2t+ 1
dt

für alle b > 0. Wir setzen dazu g(t) = t2 + 2t+ 1 und f(x) = 1
x

und stellen
fest, dass dann mit der Substitutionsregel gilt:

H(b) =

∫ b

0

1
2
g′(t)

g(t)
dt =

1

2

∫ b

0

f(g(t)) · g′(t) dt

=
1

2

∫ g(b)

g(0)=1

1

x
dx =

1

2
ln(x)

∣∣g(b)
1

=
1

2
ln(b2 + 2b+ 1).

12.5. Uneigentliche Integrale

Bisher können wir Integrale nur über kompakte Intervalle und beschränkte Funk-
tionen bilden. Wir wollen unser mächtiges Werkzeug des Grenzübergangs jetzt
auch hier verwenden, um allgemeinere Integrale zuzulassen.
In diesem Abschnitt seien stets a, b ∈ R und α ∈ R∪ {−∞} sowie β ∈ R∪ {∞}.
Definition 12.33. Es sei f : [a, β) → R (bzw. f : (α, b] → R) Riemann-
integrierbar auf dem Intervall [a, t] (bzw. [t, b]) für jedes t ∈ (a, β) (bzw. t ∈
(α, b)). Dann heißt f uneigentlich integrierbar, wenn der Grenzwert

lim
t→β−

∫ t

a

f
(

bzw. lim
t→α+

∫ b

t

f
)

existiert. In diesem Fall heißt der Grenzwert

∫ β

a

f := lim
t→β−

∫ t

a

f
(

bzw.

∫ b

α

f := lim
t→α+

∫ b

t

f
)

das uneigentliche Integral von f über (a, β) (bzw. (α, b)).

Beispiel 12.34. (a) Wir betrachten

∫ 1

0

1√
1− x2

dx.

Das ist ein uneigentliches Integral, denn die Funktion 1/
√

1−x2 ist auf [0, 1]
wegen limx→1− 1/

√
1−x2 = ∞ nicht beschränkt. Für jedes t ∈ (0, 1) ist sie

aber stetig auf dem Intervall [0, t], also dort integrierbar. Wir haben damit
im Sinne der obigen Defintion den Fall a = 0 und β = 1. Dann ist für jedes
t ∈ (0, 1) ∫ t

0

1√
1− x2

dx = arcsin(x)
∣∣∣
x=t

x=0
= arcsin(t)
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12. Integration

und wegen limt→1− arcsin(t) = π/2 existiert das uneigentliche Integral

∫ 1

0

1√
1− x2

dx = lim
t→1−

∫ t

0

1√
1− x2

dx = lim
t→1−

arcsin(t) =
π

2
.

(b) Während im ersten Beispiel die Funktion unbeschränkt war, schauen wir
uns nun eine Integration über ein unbeschränktes Intervall an:

∫ ∞

0

1

1 + x2
dx,

es ist also a = 0 und β =∞. Für t ∈ (0,∞) gilt nun

∫ t

0

1

1 + x2
dx = arctan(x)

∣∣∣∣
x=t

x=0

= arctan(t) −→ π

2
(t→∞),

also existiert auch dieses uneigentliche Integral mit dem Wert

∫ ∞

0

1

1 + x2
dx =

π

2
.

Genauso sieht man ∫ 0

−∞

1

1 + x2
=
π

2
.

(c) Es sei s > 0. Wann ist die Funktion 1/xs auf dem Intervall [1,∞) uneigentlich
integrierbar? Für t ∈ (1,∞) gilt für s = 1

∫ t

1

1

x
dx = ln(x)

∣∣∣∣
x=t

x=1

= ln(t),

also existiert das uneigentliche Integral in diesem Fall wegen limt→∞ ln(t) =
∞ nicht.

Für s 6= 1 ist

∫ t

1

1

xs
dx =

1

1− sx
1−s
∣∣∣∣
x=t

x=1

=
1

1− s(t1−s − 1).

Der Grenzwert dieses Ausdrucks existiert nun genau für s > 1 und es ist in
diesem Fall

∫ ∞

1

1

xs
dx = lim

t→∞

1

1− s(t1−s − 1) = − 1

1− s =
1

s− 1
.
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12.5. Uneigentliche Integrale

(d) Genauso wie im vorherigen Beispiel kann man zeigen, dass das uneigentliche
Integral ∫ 1

0

1

xs
dx

genau dann existiert, wenn s < 1 ist. In diesem Fall gilt

∫ 1

0

1

xs
dx =

1

1− s.

Bisher haben wir nur uneigentliche Integrale betrachtet, die an einer Grenze un-
eigentlich sind. Natürlich will man auch den Fall behandeln können, dass es an
beiden Intervallgrenzen Probleme gibt. Dazu müssen wir unsere Definition nur
ein bisschen modifizieren.

Definition 12.35. Es sei f : (α, β)→ R Riemann-integrierbar auf jedem Inter-
vall [ξ, η] ⊆ (α, β). Dann heißt f auf (α, β) uneigentlich integrierbar, wenn es ein
c ∈ (α, β) gibt, so dass die beiden uneigentlichen Integrale

∫ c

α

f und

∫ β

c

f

im Sinne von Defintion 12.33 existieren. In diesem Fall sagen wir, dass das un-
eigentliche Integral ∫ β

α

f :=

∫ c

α

f +

∫ β

c

f

existiert bzw. konvergiert.

Natürlich muss man, damit diese Definition Sinn macht, zeigen, dass der so er-
haltene Wert für das uneigentliche Integral nicht von der speziellen Wahl von c
abhängt:

Übungsaufgabe 12.36. Definition 12.35 ist von der Wahl von c ∈ (α, β) un-
abhängig.

Warnung 12.37. Das uneigentliche Integral
∫∞
−∞ f ist nicht definiert durch

limt→∞
∫ t
−t f , sondern durch

∫ ∞

−∞
f = lim

t→−∞

∫ 0

t

f + lim
s→∞

∫ s

0

f.

Das ist ein wesentlicher Unterschied, wie man an dem Beispiel
∫∞
−∞ x dx sieht.

Dieser Wert existiert offensichtlich nicht, denn sowohl
∫ 0

−∞ x dx, als auch
∫∞

0
x dx

sind divergent. Gleichzeitig ist aber für jedes t > 0

∫ t

−t
x dx = 0,
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12. Integration

sodass der ganz oben angegebene
”
gleichzeitige“ Limes existiert und den Wert

Null hat. Trotzdem ergibt es keinen Sinn, dadurch das uneigentliche Integral
zu definieren, denn dass sich die positiven und negativen Beiträge hier gerade
aufheben, liegt daran, dass wir die Grenzwerte in Richtung ∞ und −∞ genau
gleich schnell laufen lassen. Bildet man z.B. den genau so sinnvollen (bzw. nicht
sinnvollen) Grenzwert

lim
t→∞

∫ t+1

−t
x dx = lim

t→∞

1

2
(t+ 1)2 − 1

2
t2 = lim

t→∞

(
t+

1

2

)
=∞,

sieht das Ergebnis schon anders aus.
Also merke: Ein doppelt uneigentliches Integral konvergiert nur dann, wenn es
an beiden Integrationsgrenzen unabhängig voneinander konvergiert.

Beispiel 12.38. (a) Es existiert mit Hilfe von Beispiel 12.34 (b) das doppelt
uneigentliche Integral ∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = π.

(b) Sei s > 0. Kombiniert man (c) und (d) aus Beispiel 12.34, so sieht man,
dass das doppelt uneigentliche Integral

∫ ∞

0

1

xs
dx

genau dann existiert, wenn s > 1 und s < 1 gilt, also nie.

Die folgenden Sätze und Definitionen formulieren wir der Übersichtlichkeit halber
nur für uneigentliche Integrale der Form

∫ β
a
f(x) dx. Entsprechende Sätze und

Defintionen gelten auch für die anderen Arten uneigentlicher Integrale.
Im nächsten Satz geht es um einen ersten präzisen Zusammenhang zwischen der
Konvergenz von Reihen und von Integralen.

Satz 12.39 (Vergleichssatz Integral-Reihe). Ist f : [1,∞)→ R+ monoton fallend
und Riemann-integrierbar auf [1, β] für alle β > 1, dann gilt:

∞∑

n=1

f(n) existiert ⇔
∫ ∞

1

f(x) dx existiert.

Beweis. Zuerst zur Richtung
”
⇒“: Für k ≥ 2 und x ∈ [k− 1, k] ist nach Voraus-

setzung f(k) ≤ f(x) ≤ f(k − 1), also auch f(k) ≤
∫ k
k−1

f(x) dx ≤ f(k − 1) und
damit

n∑

k=2

f(k) ≤
∫ n

1

f(x) dx ≤
n−1∑

k=1

f(k)
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12.5. Uneigentliche Integrale

für n ≥ 2. Wegen der Positivität von f ist die Folge
(∫ n

1
f(x) dx

)
n

monoton und

wegen der Folgerung

∫ n

1

f(x) dx ≤
n−1∑

k=1

f(k) ≤
∞∑

k=1

f(k)

aus der zweiten Abschätzung oben auch beschränkt und damit konvergent (warum
ist das ausreichend?).
Jetzt zur umgekehrten Richtung

”
⇐“: Wie oben und aufgrund der Monotonie

und Positivität von f folgt

n∑

k=2

f(k) ≤
∫ n

1

f(x) dx ≤
∫ ∞

1

f(x) dx,

sodass die Folge
(∑n

k=1 f(k)
)
n

unter der Voraussetzung der Existenz des unei-

gentlichen Integrals monoton wachsend und beschränkt ist, also konvergent.

Beispiel 12.40. Zu gegebenem α ∈ R+ betrachten wir die Funktion f : (1,∞)→
R+ mit f(x) = 1

x(lnx)α
. Es ist F (x) = (lnx)1−α

1−α eine Stammfunktion von f für

α ∈ R+ \ {1} und F (x) = ln(ln x) eine Stammfunktion von x 7→ 1
x lnx

(beides
nachrechnen!). Damit lässt sich das uneigentliche Integral

∫∞
2
f(x) dx bestimmen

und wir sehen, dass es genau dann existiert, wenn α > 1 ist (auch nachprüfen!).
Weiter ist f wegen

f ′(x) = − 1 + α
lnx

x2(lnx)α

auf (1,∞) monoton fallend, sodass die Voraussetzungen von Satz 12.39 erfüllt
sind. Es folgt, dass der Reihenwert

∞∑

n=2

1

n(lnn)α

genau dann existiert, wenn α > 1 ist.

Bemerkung 12.41. Unter den Voraussetzungen von Satz 12.39 betrachten wir
die Folge (an)n gegeben durch

an :=
n∑

k=1

f(k)−
∫ n+1

1

f(x) dx.

Der Beweis des Satzes zeigt, dass die Folge monoton wachsend und aufgrund der
Abschätzung 0 ≤ an ≤ f(1) − f(n + 1) ≤ f(1) für alle n ∈ N beschränkt ist.
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Die Folge ist also konvergiert und der Grenzwert erfüllt 0 ≤ limn→∞ an ≤ f(1).
Speziell für die Funktion f(x) = 1

x
ergibt sich

lim
n→∞

(1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn) =: γ ≤ 1,

was bedeutet, dass sich die harmonische Reihe in etwa wie die Folge n 7→ lnn
verhält. Der Grenzwert γ heißt Euler-Konstante.

Grob gesagt funktioniert die Theorie zur Existenz von uneigentlichen Integralen
irgendwie so ähnlich wie die Theorie zur Konvergenz von Reihen. Bei Reihen war
dabei ja insbesondere wichtig, ob die Konvergenz unabhängig von den Vorzei-
chen der Summanden auftritt, oder durch einen Wechsel des Vorzeichens bedingt
wird – mit anderen Worten: ob es sich um absolute Konvergenz handelt (Stich-
wort: Umordnen). Auch bei den uneigentlichen Integralen füren wir deshalb die
entsprechende Unterscheidung ein.

Definition 12.42. Das uneigentliche Integral
∫ β
a
f heißt absolut konvergent,

wenn das uneigentliche Integral
∫ β
a
|f | existiert.

Parallel zu unseren Überlegungen bei absolut konvergenten Reihen gilt hier:

Satz 12.43 (Dreiecksungleichung für uneigentliche Integrale). Ist das uneigent-

liche Integral
∫ β
a
f absolut konvergent, so ist es auch konvergent und es gilt

∣∣∣
∫ β

a

f
∣∣∣ ≤

∫ β

a

|f |.

Beweis. Sei ε > 0 und sei (tn)n ⊆ (a, β) eine Folge mit limn→∞ tn = β. Da das

Integral absolut konvergiert, ist
(∫ tn

a
|f(x)| dx

)
n

eine Cauchyfolge, es ex. also ein

n0 ∈ N, sodass
∣∣∣
∫ tn

a

|f(x)| dx−
∫ tm

a

|f(x)| dx
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ tm

tn

|f(x)| dx
∣∣∣ < ε

für alle n,m ≥ n0 erfüllt ist. Daraus folgt mit der Dreiecksungleichung für
(gewöhnliche, nicht uneigentliche) Integrale aber direkt

∣∣∣
∫ tn

a

f(x) dx−
∫ tm

a

f(x) dx
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ tm

tn

f(x) dx
∣∣∣ ≤

∫ tm

tn

|f(x)| dx < ε,

also, dass auch
(∫ tn

a
f(x) dx

)
n

eine Cauchyfolge, und deshalb auch konvergent

ist. Per Definition existiert damit das uneigentliche Integral. Die Dreiecksunglei-
chung ergibt sich jetzt aus der Stetigkeit der Betragsfunktion und wieder aus der
Dreiecksungleichung für nicht uneigentliche Integrale:

∣∣∣
∫ β

a

f
∣∣∣ =

∣∣∣ lim
t→β−

∫ t

a

f
∣∣∣ = lim

t→β−

∣∣∣
∫ t

a

f
∣∣∣ ≤ lim

t→β−

∫ t

a

|f | =
∫ β

a

|f |.
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Für die Untersuchung von Reihen auf absolute Konvergenz waren Majoranten-
und Minorantenkriterium die vielleicht wichtigsten Hilfsmittel. Sie lassen sich
auch auf die absolute Konvergenz uneigentlicher Integrale übertragen. Der Beweis
verbleibt dabei als Übungsaufgabe:

Satz 12.44 (Majoranten-/Minorantenkriterium). (a) Ist |f(x)| ≤ g(x) für alle

x ∈ [a, β) und ist
∫ β
a
g konvergent, dann ist

∫ β
a
f absolut konvergent.

(b) Ist f(x) ≥ g(x) ≥ 0 für alle x ∈ [a, β) und ist g nicht uneigentlich inte-
grierbar, dann ist auch f nicht uneigentlich integrierbar.

Beispiel 12.45. (a) Wir können jetzt relativ schnell beweisen, dass

∫ ∞

0

sin(x)

x
dx

ein konvergentes, aber nicht absolut konvergentes uneigentliches Integral
ist. Dazu stellen wir zunächst fest, dass dieses, obwohl es auf den ersten
Blick doppelt uneigentlich aussieht, eigentlich nur einfach uneigentlich für
x gegen unendlich ist, denn nach Beispiel 10.17 (a) können wir die Funktion
x 7→ sin(x)/x durch den Wert 1 stetig nach x = 0 fortsetzen. Mit Hilfe von
partieller Integration erhalten wir für jedes t > 1:

∫ t

1

sin(x)

x
dx = cos 1− cos t

t
−
∫ t

1

cosx

x2
dx.

Das uneigentliche Integral
∫ t

1
cosx
x2

dx existiert, weil es die konvergente Ma-

jorante
∫ t

1
1
x2

dx besitzt. Also existiert auch der Grenzwert

lim
t→∞

∫ t

1

sinx

x
dx.

Andererseits haben wir für alle k ∈ N die Abschätzung

∫ kπ

(k−1)π

| sin(x)|
x

dx ≥ 1

kπ

∫ kπ

(k−1)π

| sin(x)| dx =
2

kπ
,

die sich zu der Abschätzung

∫ nπ

0

| sin(x)|
x

dx ≥ 2

π

n∑

k=1

1

k
,

aufsummieren läßt. Aus der Divergenz der harmonischen Reihe können wir
also schließen, dass das Integral nicht absolut konvergiert.
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(b) Wir untersuchen
∫ ∞

1

x√
1 + x5

dx =:

∫ ∞

1

f(x) dx

auf Konvergenz. Wegen

|f(x)| = x√
1 + x5

≤ x√
x5

=
1

x3/2
=: g(x)

und da nach Beispiel 12.34 (c) das uneigentliche Integral
∫∞

1
x−3/2 dx kon-

vergiert, ist das untersuchte uneigentliche Integral nach dem Majoranten-
kriterium absolut konvergent.

Einen genauen Wert für das Integral können wir, wie beim Majorantenkri-
terium üblich, nicht angeben, aber das ist auch meist nicht nötig, denn wir
haben ja mit Hilfe der Dreiecksungleichung die Abschätzung

∫ ∞

1

f(x) dx ≤
∫ ∞

1

g(x) dx =

∫ ∞

1

1

x3/2
dx =

1
3/2− 1

= 2.

(c) Wir untersuchen noch das uneigentliche Integral
∫ ∞

1

x

x2 + 7x+ 10
dx =:

∫ ∞

1

f(x) dx.

Vergleichen wollen wir die Funktion f mit der Funktion g(x) := 1/x für
große x. Dazu bemerken wir zunächst

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

x2

x2 + 7x+ 10
= 1.

Also gibt es ein c > 1, so dass f(x)/g(x) ≥ 1/2 für alle x ≥ c gilt, was wiederum
f(x) ≥ g(x)/2 = 1/2x > 0 für alle diese x bedeutet. Da nun das uneigentliche
Integral

∫∞
c

1/2x dx nach Beispiel 12.34 (c) divergent ist, divergiert nach
dem Minorantenkriterium auch das uneigentliche Integral

∫∞
c
f(x) dx, und

damit divergiert auch das Ausgangsintegral.

Bemerkung 12.46. Das im letzten Beispiel verwendete Verfahren ist ziemlich
universell einsetzbar. Allgemein folgt für zwei Funktionen f und g aus der Bezie-
hung limx→β f(x)/g(x) = L > 0 die Ungleichungskette

1

2
L ≤ f(x)

g(x)
≤ 3

2
L für alle x ∈ [c, β)

für ein nahe genug bei β gewähltes c. Daraus lässt sich dann immer wie oben
eine Abschätzung für das Majoranten- bzw. das Minorantenkriterium bekommen.
Qualitativ gesprochen bedeutet die Existenz eines endlichen Grenzwertes von
f(x)/g(x), wenn x gegen die Problemstelle läuft, dass f und g das gleiche Verhalten
an der Problemstelle haben.
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12.6. Vermischtes zum Riemann-Integral

Bevor wir dieses Kapitel abschließen, sei noch einmal vor einem typischen Fehler
gewarnt.

Warnung 12.47. Wir haben in Beispiel 12.34 (d) bemerkt, dass das uneigent-

liche Integral
∫ 1

0
1/√x dx konvergiert, aber

∫ 1

0
1/x dx divergiert. Daran sieht man,

dass man im Allgmeinen nicht schließen kann, dass mit f auch sofort f 2 uneigent-
lich integrierbar ist! Das wird trotzdem immer wieder gerne versucht. Es gilt also
allgemein nicht, dass das Produkt uneigentlich integrierbarer Funktionen wieder
uneigentlich integrierbar ist.

12.6. Vermischtes zum Riemann-Integral

Unbestimmte Integrale

Im Verlauf der letzten Abschnitte, insbesondere bei der Berechnung von Integra-
len, hat sich aus unserer ursprünglichen Motivation, nämlich der der Flächenbe-
rechnung, zunehmend auch die abstrakte Fragestellung nach der Bestimmung ei-
ner Stammfunktion ergeben. Damit hängt der Begriff des unbestimmten Integrals
zusammen, den wir hier noch einführen, weil er in der Literatur sehr gebräuchlich
ist. Dazu gehört eine dicke Warnung: Die zugehörige Notation ist zwar manchmal
praktisch, aber auch sehr ungenau und irreführend!

Definition 12.48. Es sei I ⊆ R ein Intervall und f : I → R eine Funktion.
Besitzt f auf I eine Stammfunktion F , so schreibt man auch

∫
f =

∫
f(x) dx := {G : I → R : G′ = f}

= {G : I → R : ∃c ∈ R ∀x ∈ I G(x) = F (x) + c},
für das sogenannte unbestimmte Integral, also für die Menge aller Stammfunk-
tionen von f .

Diskussion und Beispiele:

(a) Oft sieht man eine Schreibweise der Form

∫
ex dx = ex + c, c ∈ R.

Diese Zeile ist formal unsauber, denn es fehlen rechts vom Gleichheitszei-
chen die Mengenklammern. Außerdem steht links eine Menge von Funktio-
nen, rechts ist ex + c zu gegebenen x, c ∈ R eine Zahl. Wenn man diese
(manchmal praktische) Notation verwendet, muss einem klar sein, was hier
gerade passiert und wie sie richtig zu interpretieren sind. Nur wenn man
genau weiß, dass man gerade schlampt, darf man in der Mathematik schlam-
pen!
Diese Schreibweise findet sich oft in den

”
Integraltafeln“, also in Nachschla-

gewerken für Stammfunktionen von verschiedenen Funktionentypen.
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(b) Wir erinnern uns, dass F : I → R eine Stammfunktion von f : I → R
sein kann, auch wenn f nicht integrierbar ist, vgl. den Flattersinus in War-
nung 12.23 (a). Das ist vielleicht das größte Problem dieser suggestiven
Schreibweise: das unbestimmte Integral

∫
f ist manchmal definiert, obwohl

f nicht integrierbar ist!
*Für Interessierte: es kann sogar noch deutlich schlimmer kommen – die so-
genannte Volterra-Funktion ist zwar differenzierbar auf [0, 1] und insofern
eine Stammfunktion, ihre Ableitung ist aber nicht Riemann-integrierbar,
obwohl sie beschränkt ist.

(c) Auch wenn die Notation also schrecklich ist, zum Schluß noch ein Beispiel
eines unbestimmten Integrals:∫ √

1− x2 dx.

Für die Berechnung des Werts π
4

für das bestimmte Integral auf [0, 1] hatten
wir hier geschickt getrickst (vgl. Beispiel 12.32 (b)). Diese Technik wollen
wir jetzt zur Bestimmung der Menge aller Stammfunktion leicht anpassen.
Dabei ist zu beachten, dass wir ja nur eine Stammfunktion brauchen und
alle anderen dann durch Addieren einer Konstanten (Funktion) erhalten.
Da hier der Integrand stetig ist, können wir den zweiten Hauptsatz 12.24
anwenden und erhalten, dass die Funktion

F (r) :=

∫ r

0

√
1− x2 dx,

definiert für r ∈ [0, 1], eine Stammfunktion sein muss. Mit der Substitution
x = cos(t) wie in 12.32, partieller Integration wie in Beispiel 12.29 (c) und
dem Satz von Pythagoras ergibt sich

F (r) =

∫ π/2

arccos(r)

sin2(t) dt = − sin cos
∣∣π/2
arccos(r)

+

∫ π/2

arccos(r)

cos2(t) dt,

= − sin cos
∣∣π/2
arccos(r)

+ π/2− arccos(r)−
∫ π/2

arccos(r)

sin2(t) dt,

= − sin cos
∣∣π/2
arccos(r)

+ π/2− arccos(r)− F (r),

woraus

F (r) =
2r sin(arccos(r))− 2 arccos(r) + π

4
folgt. Wieder aus dem Satz von Pythagoras ergibt sich

sin2(arccos(r)) = 1− cos2(arccos(r)) = 1− r2,

sodass wir sin(arccos(r)) zu
√

1− r2 umschreiben können. Das unbestimmte
Integral in der

”
doppelt geschlampten“ Schreibweise ist also gegeben durch∫ √

1− x2 dx = F + c =
1

2

(
x
√

1− x2 − arccos(x)
)

+ c.
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12.6. Vermischtes zum Riemann-Integral

Satz von Taylor mit Integralrest

Wir wollen in diesem Abschnitt einen weiteren Beweis für den Satz von Taylor mit
Methoden aus der Integrationstheorie angeben. Auf diese Weise bekommen wir
als neue Erkenntnis eine alternative Darstellung des Restgliedes mit Hilfe eines
Integrals. Da die Idee bei der Anwendung dieses Satzes meist die Abschätzung des
Restgliedes ist, ist es einfach praktisch, möglichst viele verschiedene Darstellungen
dafür zu haben.

Satz 12.49 (Satz von Taylor (mit Integralrestglied)). Es seien I ⊆ R ein Inter-
vall, f ∈ Cn+1(I,R) für ein n ∈ N0 und x, x0 ∈ I. Dann gilt

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

∫ x

x0

(x− t)n
n!

f (n+1)(t) dt.

Beweis. Wir führen einen Induktionsbeweis. Für n = 0 ist die Behauptung

f(x) = f(x0) +

∫ x

x0

f ′(t) dt,

was gerade der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung ist. Gilt die
Formel nun für ein n ∈ N0, so haben wir für f ∈ Cn+2(I,R) nach Induktionsvor-
aussetzung

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

∫ x

x0

(x− t)n
n!

f (n+1)(t) dt.

Mit partieller Integration folgt daraus

=
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

( 1

n+ 1

−(x− t)n+1

n!
f (n+1)(t)

)∣∣∣
t=x

t=x0

+

∫ x

x0

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt

=
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 +

∫ x

x0

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt

=
n+1∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

∫ x

x0

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt.

*Die Γ-Funktion

Wir starten mit dem folgenden Resultat über ein spezielles uneigentliches Inte-
gral:
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Satz 12.50. Es sei x > 0. Dann existiert das doppelt uneigentliche Integral

Γ(x) :=

∫ ∞

0

e−ttx−1 dt

Beweis. Wir untersuchen zunächst das Integral von Null bis Eins. Dazu beob-
achten wir, dass

lim
t→0+

e−ttx−1

1
t1−x

= lim
t→0+

e−t = 1

ist. Also gibt es wie in Bemerkung 12.46 ein c ∈ (0, 1) mit

0 ≤ e−ttx−1 ≤ 3

2

1

t1−x
für alle t ∈ (0, c).

Da außerdem für alle x > 0 das uneigentliche Integral
∫ c

0
1/t1−x dt existiert,

existiert nach dem Majorantenkriterium auch
∫ c

0
e−ttx−1 dt, und damit auch∫ 1

0
e−ttx−1 dt.

Für das Integral von Eins bis ∞ vergleichen wir mit 1/t2 und erhalten

lim
t→∞

e−ttx−1

1
t2

= lim
t→∞

tx+1

et
= 0.

Also gibt es wieder ein c > 1 mit

0 ≤ e−ttx−1 ≤ 1

2

1

t2
für alle t ≥ c

und da
∫∞
c

1/t2 dt konvergent ist, konvergiert damit nach dem Majorantenkrite-
rium auch wieder

∫∞
c

e−ttx−1 dt und somit auch
∫∞

1
e−ttx−1 dt. Also sind beide

Teile des doppelt uneigentlichen Integrals konvergent, d. h. es konvergiert auch
als ganzes.

Das soeben behandelte Integral ist wichtig genug, dass es einen Namen verdient
hat.

Definition 12.51. Die nach Satz 12.50 durch Γ : (0,∞)→ R mit

Γ(x) :=

∫ ∞

0

e−ttx−1 dt, x > 0,

gegebene Funktion heißt Gamma-Funktion.

Die Gamma-Funktion wurde von Leonard Euler eingeführt, um die Fakultäts-
funktion n 7→ n! sinnvoll auf die reellen Zahlen zu erweitern. Es gilt jedenfalls:

Satz 12.52. Für alle x > 0 gilt Γ(x+ 1) = xΓ(x).
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12.6. Vermischtes zum Riemann-Integral

Beweis. Es seien 0 < α < β. Dann gilt mit partieller Integration

∫ β

α

e−ttx dt = −e−ttx
∣∣∣
β

α
−
∫ β

α

(−e−t)xtx−1 dt =
1

eα
αx − 1

eβ
βx + x

∫ β

α

e−ttx−1 dt.

Setzen wir speziell β = 1, so erhalten wir

∫ 1

α

e−ttx dt =
1

eα
αx − 1

e
+ x

∫ 1

α

e−ttx−1 dt.

und mit α→ 0 also
∫ 1

0

e−ttx dt = −1

e
+ x

∫ 1

0

e−ttx−1 dt.

Machen wir die gleichen Überlegungen mit der speziellen Wahl α = 1 und dem
Grenzübergang β →∞, so erhalten wir

∫ β

1

e−ttx dt =
1

e
− 1

eβ
βx + x

∫ β

1

e−ttx−1 dt,

bzw. ∫ ∞

1

e−ttx dt =
1

e
+ x

∫ ∞

1

e−ttx−1 dt.

Zusammengenommen bedeutet das

Γ(x+ 1) =

∫ ∞

0

e−ttx dt =

∫ 1

0

e−ttx dt+

∫ ∞

1

e−ttx dt

= −1

e
+ x

∫ 1

0

e−ttx−1 dt+
1

e
+ x

∫ ∞

1

e−ttx−1 dt = x

∫ ∞

0

e−ttx−1 dt

= xΓ(x).

... und für die natürlichen Zahlen ergibt sich entsprechend:

Korollar 12.53. Für alle n ∈ N0 gilt

Γ(n+ 1) = n!

Beweis. Wir führen einen Induktionsbeweis. Für n = 0 gilt

Γ(1) =

∫ ∞

0

e−tt0 dt = lim
s→∞

∫ s

0

e−t dt = lim
s→∞
−e−t

∣∣∣
s

0
= lim

s→∞
1− e−s = 1 = 0!.

Also haben wir den Induktionsanfang erledigt. Gilt nun Γ(n + 1) = n! für ein
n ∈ N0, so haben wir nach Satz 12.52

Γ(n+ 2) = Γ((n+ 1) + 1) = (n+ 1)Γ(n+ 1) = (n+ 1)n! = (n+ 1)!.
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*Das Lebesgue-Kriterium für Riemann-Integrierbarkeit

Mit Satz 12.16 hatten wir gezeigt, dass eine Funktion Riemann-integrierbar ist,
wenn sie an nur endlich vielen Stellen unstetig ist. In Beispiel 12.18 hatten wir
gesehen, dass es auch Riemann-integrierbare Funktionen gibt, die an mehr als
endlich vielen Stellen unstetig (und nicht monoton) sind. In diesem Abschnitt
lernen wir einen Satz kennen, der ein gleichzeitig hinreichendes und notwendi-
ges Kriterium an die Menge der Stetigkeitsstellen einer Funktion liefert, unter
dem sie Riemann-integrierbar ist. Das ist schon aus theoretischer Sicht eine sehr
interessante Ergänzung zum Riemannschen und zum Darbouxschen Kriterium.
Für den Beweis des Satzes fehlen uns leider noch die Techniken, deshalb ist die-
ser Abschnitt nur als kleiner Ausblick auf die Analysis 2 gedacht, in der wir
uns noch einmal intensiv mit alternativen Blickwinkeln auf den Integralbegriff
beschäftigen.
Zur Vorbereitung des Kriteriums brauchen wir noch die folgende Definition.

Definition 12.54. Eine Menge N ⊆ R heißt Nullmenge, wenn es zu jedem
ε > 0 eine Folge von Intervallen (In)n gibt, die N überdecken und in der Summe
höchstens Länge ε haben, also

N ⊆
⋃

n∈N

In, und
∞∑

n=1

|In| < ε

erfüllen.

Beispiel 12.55. (a) Das Bild {an ∈ R : n ∈ N} jeder reellen Folge (an)n
ist eine Nullmenge. In anderen Worten: endliche und abzählbar unendliche
Teilmengen von R sind Nullmengen.

(b) In Übungsaufgabe 11.3 wurde gezeigt, dass die Cantor-Menge eine Null-
menge ist. Man kann auch zeigen, dass sie überabzählbar, also insbesondere
nicht von der Form der Mengen in (a) ist.

(c) Die (abzählbare) Vereinigung über jede Folge von Nullmengen ist wieder
eine Nullmenge.

Jetzt können wir den entscheidenden Satz formulieren.

Satz 12.56 (Lebesgue-Kriterium für Riemann-Integrierbarkeit). Es gilt f ∈
R([a, b]) genau dann, wenn f beschränkt ist und die Menge der Unstetigkeits-
stellen von f auf [a, b] eine Nullmenge ist.

Für die Theorie des Riemann-Integrals ist dieser Satz sehr wertvoll – er bietet eine
ganz neue Perspektive. Wir halten hier nur noch die folgende Verbesserung von
Satz 12.19 über die Integrierbarkeit der Verkettung von integrierbaren Funktionen
fest, weil sie zum einen eine direkte Folgerung des Lebesgue-Kriteriums ist (der
Beweis ist eine Übungsaufgabe), zum anderen sehr nützlich ist.
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12.6. Vermischtes zum Riemann-Integral

Satz 12.57. Es seien a, b ∈ R mit a < b und eine Funktion f ∈ R([a, b]) gegeben.
Ist h : f([a, b])→ R eine stetige Funktion, dann gilt auch h ◦ f ∈ R([a, b]).

— ? ? ? —
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Tabelle der griechischen Buchstaben

groß klein Name

A α Alpha
B β Beta
Γ γ Gamma
∆ δ Delta
E ε, ε Epsilon
Z ζ Zeta
H η Eta
Θ θ, ϑ Theta
I ι Iota
K κ, κ Kappa
Λ λ Lambda
M µ My
N ν Ny
Ξ ξ Xi
O o Omikron
Π π, $ Pi
P ρ, % Rho
Σ σ, ς Sigma
T τ Tau
Y υ Ypsilon
Φ φ, ϕ Phi
X χ Chi
Ψ ψ Psi
Ω ω Omega
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punktweise, 127
unbedingte, 74

Konvergenzradius, 91, 102

leere Menge, 4
Leibniz-Kriterium, 73
Limes, 41

inferior, 59
superior, 59

linksseitiger Grenzwert, 112
Lipschitz-Stetigkeit, 136
logarithmische Ableitung, 143
Logarithmus

in C, 164
natürlicher, 124
Reihenentwicklung, 152
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Majorantenkriterium, 79
für uneigentliche Integrale, 209
in C, 101

Maximum
einer Funktion, 143
globales, 143

lokales, 143
Maximum einer Menge, 21
Menge, 3

abgeschlossene, 120
beschränkte, 21
Bild-, 11
Definitions-, 11
dichte, 35
Element einer, 3
Index-, 6
kompakte, 120
Komplement einer, 4
nach oben beschränkte, 21
nach unten beschränkte, 21
Ober-, 4
Teil-, 4
Urbild-, 11
wohlgeordnete, 27
Ziel-, 11

Mengendifferenz, 4
Minimum

einer Funktion, 143
globales, 143
lokales, 143

Minimum einer Menge, 22
Minorantenkriterium, 79

für uneigentliche Integrale, 209
Mittelwertsatz, 144

für Integrale, 196
verallgemeinerter, 146

monoton fallende
Funktion, 122

monoton fallende Folge, 51
monoton wachsende

Funktion, 122
monoton wachsende Folge, 51
monotone

Funktion, 122
monotone Folge, 51
Monotonie-Kriterium, 51

für Reihen, 70
Multiplikation, 17

in C, 95



N, 25
n-te Ableitung, 165
natürlicher Logarithmus, 124
natürliche Zahlen, 25
negative reelle Zahlen, 19

strikt, 19
Null, 17
Nullfolge, 42
Nullstellensatz von Bolzano, 120

obere Schranke, 21
oberer Limes, 59
Obermenge, 4
Obersumme, 180
offenes Intervall, 20

Partialsumme, 67
partielle Integration, 199
periodische Funktion, 157
π, 156
Poduktzeichen, 28
Polarkoordinaten, 162
positive reelle Zahlen, 19

strikt, 19
Potenz

allgemeine, 126
ganzzahliger Exponent, 29
rationaler Exponent, 38

Potenzfunktion, 126
Potenzreihe, 89

Entwicklungspunkt einer, 89
Konvergenzradius einer, 91

Prinzip der Intervallschachtelung, 64
Produkt, kartesisches, 4
Produktregel, 140
Produktreihe, 85
punktweise Konvergenz, 127

Q, 33
Quantor, 7
Quantoren-Umklappprinzip, 8
Quotientenkriterium, 83

in C, 101
Quotientenregel, 141

rationale Zahlen, 33
Realteil, 95
rechtsseitiger Grenzwert, 112
reelle Zahlen, 17

negative, 19
positive, 19
strikt negative, 19
strikt positive, 19

Reihe, 67
absolut konvergente, 74

in C, 99
alternierende, 72
alternierende harmonische, 72
bedingt konvergente, 74
Exponential-, 84
geometrische, 68

in C, 102
harmonische, 69
Potenz-, 89
umgeordnete, 73
unbedingt konvergente, 74

rekursiv definierte Folge, 51
Restglied, 168
Riemann-Integral, 178
Riemannsche Summe, 177
Riemannscher Umordnungssatz, 77
Ringschluss, 8
Rolle, Satz von, 145

Sandwich-Theorem, 46
Satz

Haupt-, 192
zweiter, 194

Mittelwert-, 144
für Integrale, 196
verallgemeinerter, 146

Riemannscher Umordnungs-, 77
von Archimedes, 26
von Bolzano, Nullstellen-, 120
von Bolzano-Weierstraß, 58

in C, 100
von de l’Hospital, 147
von Hadamard, 90, 102



von Rolle, 145
von Taylor, 168

mit Integralrestglied, 213
Zwischenwert-, 118

Schnitt von Mengen, 4
Schranke

obere, 21
untere, 21

Sinus, 93
hyperbolicus, 160
in C, 104

Stammfunktion, 192
stetige Differenzierbarkeit, 167
stetige Fortsetzung, 115
Stetigkeit, 107

gleichmäßige, 135
Lipschitz-, 136

streng monoton fallende
Funktion, 122

streng monoton fallende Folge, 51
streng monoton wachsende

Funktion, 122
streng monoton wachsende Folge, 51
streng monotone

Funktion, 122
streng monotone Folge, 51
strikt negative reelle Zahlen, 19
strikt positive reelle Zahlen, 19
Substitutionsregel, 201
Subtraktion, 19
Summe

Partial-, 67
Summenzeichen, 28
Supremum einer Menge, 21
surjektiv, 12

Tangens, 158
hyperbolicus, 160

Taylor, Satz von, 168
mit Integralrestglied, 213

Taylorpolynom, 168
Taylorreihe, 170
Teilfolge, 55

Teilmenge, 4
Teleskopsumme, 31
Totalordnung, 19
Transitivität, 19
trigonometrische Funktionen, 93, 152

Additionstheoreme, 154
trigonometrischer Pythagoras, 154

umgekehrte Dreiecksungleichung, 24
Umkehrfunktion, 13

Differenzierbarkeit der, 142
Umordnung, 73
unbedingt konvergente Reihe, 74
unbestimmtes Integral, 211
uneigentlich integrierbar, 203, 205
uneigentliches Integral, 203, 205

absolut konvergentes, 208
ungerade Funktion, 155
Ungleichung

Bernoullische, 29
Dreiecks-, 24, 185, 208

in C, 98
umgekehrte Dreiecks-, 24
verallgemeinerte Dreiecks-, 74

in C, 101
Unstetigkeit, 107
untere Schranke, 21
unterer Limes, 59
Untersumme, 180
Urbild, 11
Urbildmenge, 11

verallgemeinerte Dreiecksungleichung,
74

verallgemeinerter Mittelwertsatz, 146
Vereinigung von Mengen, 4
Vergleichssatz

fur uneigentliche Integrale und Rei-
hen, 206

Verkettung von Funktionen, 12
Verneinen von Aussagen, 8
Vertauschen von Grenzwerten, 53
vollständige Induktion, 26



Vollständigkeitsaxiom, 21

Wahrheitstafel, 8
wohlgeordnete Menge, 27
Wohlordnungsprinzip, 27
Wurzel, 37

n-te, 37
Wurzelkriterium, 81

in C, 101

Z, 25
Zahlen

ganze, 25
komplexe, 95
konjugiert komplexe, 97
natürliche, 25
rationale, 33
reelle, 17

Zerlegung eines Intervalls, 176
Zielmenge, 11
zweite Ableitung, 165
Zwischenvektor, 176
Zwischenwerteigenschaft, 147
Zwischenwertsatz, 118
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