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12 Algorithmische Integration

12.1 Der Bernoulli-Algorithmus fiir rationale Funktionen

Im letzten Kapitel hatten wir u. a. die algorithmische Bestiung diskreter Stamm-
funktionen fur den speziellen Fall behandelt, dal3 dierdigkStammfunktion ein
hypergeometrischer Term ist.

Wir wollen uns nun in diesem Kapitel mit der Frage der aldgonischen Inte-
gration beschaftigen. Eine vollig analoge Situation asgers Algorithmus erhalt
man, wenn man die Berechnung von Stammfunktiolgoerexponentieller Funk-
tionen f(x) betrachtet, fur welchd’(x)/ f(x) € K(x) liegt, deren Stammfunktion
wieder hyperexponentiell ist. Dies wurde von Almkvist unelilBerger betrachtet
[AZ1991], siehe auch [Koe1998], Kapitel 11.

Es stellt sich heraus, da? man fur sogenamxje-log-Funktionern- Elemente ge-
eigneter Korpererweiterungen der rationalen Funktiomexiche Exponential- und
Logarithmusfunktionen enthalten — ebenfalls einen ehdlicAlgorithmus zur Be-
stimmung einer Stammfunktion findet, welcher von Risch gegen wurde [Ris1969]—
[Ris1970]. DerRisch-Algorithmusnurde von vielen anderen, u. a. von Bronstein,
Davenport, Rothstein und Trager vervollstandigt und @exie

Der allgemeine Algorithmus ist recht umfangreich und véeralalgebraisch auf-
wendiger als im diskreten Fall, obwohl die grundliegendigeh denen im diskre-
ten Fall durchaus ahnlich sind. Aufgrund eines Darstetisatzes fur die Stamm-
funktion, welcher bereits im 19. Jahrhundert von Liouvdiegegeben wurde, ge-
lingt es —wie beim Gosper-Algorithmus — letzten Endes,edesatz hinzuschrei-
ben und durch Losen eines linearen Gleichungssystems mimuZkommen.

Die Integration transzendenter exp-log-Funktionen (ahad3etrachtung algebrai-
scher Integranden) liegt in Buchform vor [Bro1997]. Doohikién weitere Referen-
zen nachgesehen werden, und die wesentlichen Ideen fualdebraischen Fall
findet man in [GCL1992].

Daher betrachten wir im vorliegenden Kapitel nur den Fallldeegration rationa-
ler Funktionen, um die wesentlichen Ideen aufzuzeigen. Msachte, dald auch der
Gosper-Algorithmus in der Lage war, rationale Funktionensemmieren, wenn
diese wieder eine rationale oder hypergeometrische Stanktidn besitzen. Auf
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diese Weise lal3t sich allerdings nicht jede rationale Eanksummieren, wie wir
an den harmonischen Zahléfy = ¥, ;3; gesehen hatten. Dies hatten wir damals
k

nur am Rande betrachtet. Um den allgemeinen Fall der Surmmbéliebiger ra-
tionaler Funktionen zu Ende zu fuhren, hatten wir gedgi&@rpererweiterungen
vornehmen missen. Dies werden wir nun im Fall der Integmatationaler Funk-
tionen vorfuhren.

In fast allen Lehrbiichern der Analysis ist die folgende hele zur Integration
rationaler Funktionen angegeben, welche im Kern auf Leilzoirickgeht, aber
zuerst von Bernoulli vollstandig bewiesen worden war.

Satz 12.1Sei die rationale Funktiom(x) = g(—x) e R(X), pX),qX) € R[x] mit

(X)
gcd p(x),q(x)) = 1 gegeben. Dann existiert elr)1(e irreduzible Faktorisierung

a =c- | [ox—ap®- | |o@+byx+c)
i=1 =1

des Nennerpolynoms ubRr, wobeic:,a,-,bj Ci €R undq,fj e N. Mit dieserreellen
Faktorisierunggelingt einereelle Partialbruchzerlegurder Form

L N & B+ Gy
P 12.1
"X = (X)+ZZ(X a1)k+z:Z;(x2+bx+c)k (12.1)

i=1 k=1

mit P(x) € R[], Ay,Bj.Cj € R fir r(x), welche durch elementare Integrale glied-
weise integriert werden kann (s. z. B. [Bro1997], Abschaitt). O

Das Problem diesesAlgorithmus® ist aber — unddhnliches trifft auf viele Exi-
stenzaussagen der Mathematik zu — dal’ die Existenz deerrdedktorisierung
zwar gesichert ist, dal3 es aber keinen Algorithmus zu ihestiBimung gibt
Auch die Betrachtung der Nennernullstellen als algebha@istahlen ist nicht prak-
tikabel, da dies die Komplexitat ungebuhrlich erhohtd wor allem das Resultat
unnotig kompliziert darstellt, auch wenn dieses wie bei

x3 1
v 1o|x= 21|n(x4— 1) (12.2)

gar keine algebraischen Zahlen enthalt.

L In der Galoistheorie wird gezeigt, daf? man die Nullstellen Polynomen vom Grad 5 und hoher
i. a. nicht mehr durch Wurzeln darstellen kann.
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Aber ein gegebener Integrand enthalt ja nicht alle reedignlen, sondern nur end-
lich viele, haufig ist der Integrand sogar ein Element @gr). Dann stellt sich aber
die Frage, ob es fur diesen Fall einen Algorithmus gibtclver eine Faktorisierung
des Nennerpolynoms ubRrnicht bendtigt.

Wir werden sehen, dal’ wir hierzu nicht einmal eine volldiga Faktorisierung des
Nennerpolynoms ubep bzw. dem zugrundeliegenden Erweiterungskorper@on
benbtigen, sondern dal3 eine quadratfreie Faktorisiegengigt. Im nachsten Ab-
schnitt werden aber zunachst einige algebraische Vatbegen getroffen. Diese
stellen eine algebraische Grundlage fur die bei der gleslen Integration von
(12.1) entstehenden logarithmischen Terme bereit.

12.2 Algebraische Vorbereitungen

Wie bei der Differentiation, welche wir in Abschnitt 2.7 g@ammiert haben sowie
in Abschnitt 6.8 bei der quadratfreien Faktorisierung d&dtteten, wollen wir die
Integration als rein algebraische Prozedur ohne Benutdasdsrenzwertbegriffes
erklaren. Dies tun wir naturlich, indem wir die Integaatials die Umkehrung der
Differentiation betrachten. Da wir diesmal aber nicht ab$isl3lich mit Polyno-
men, sondern mit rationalen Funktionen arbeiten und ateAheit mit transzen-
denten Funktionen innerhalb dieses Konzepts ermogliehaien, werden wir die
in Abschnitt 6.8 eingefiihrten Begriffe in einem etwas aifggineren Zusammen-
hang betrachten.

Definition 12.2 (Differentialkorper) SeikK ein Korper, und seb : K —» K eine
Abbildung mit folgenden Eigenschaften

(D;) (Summenregel)D(f + g) = D(f) + D(9);

(D,) (Produktregel) D(f - g) = D(f)-g+ f - D(Q).

Dann nennen wib einenDifferentialoperatooder eineAbleitungund(K,D) einen
Differentialkbrper

Die MengeK, := {c € K| D(c) = 0} heil3tKonstantenkérpevon (K,D). 2

Giltfur f,g € Kdie GleichundD(f) = g, dann sagen wirf sei eineStammfunktion
oder einintegralvon g, und wir schreiberf = fg. 3 A

2 Im folgenden Satz wird u. a. bewiesen, d&Rwirklich ein Korper ist.
3 Die dx Notation lassen wir in diesem Kapitel weg. Die Integrati@rgble ergibt sich jeweils aus
dem Zusammenhang.
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Man beachte, dal} die Bezeichnuﬁg (wie in der Analysis) nicht eindeutig ist, da
mit f auch jede Funktiorf + c, c € K, wieder eine Stammfunktion ist.

Aus der Definition folgt
Satz 12.3Jede Ableitung hat folgende wohlbekannten Eigenschaften:

(D3) (Konstantenregel)D(0) = 0 undD(1) = O;
(D,) (Ky-Linearit at) D(af + bg) = aD(f) + bD(g) fur allea,b € K,
(Ds) (Quotientenregel)D (é) = % fiir g # 0;

(Dg) (Potenzregel)D(f") = n "1 . D(f) fur n e Z;
(D,) (Konstantenkorper) Die KonstanterK, bilden einen Korper;

(Dg) (Partielle Integration) [ fD(g) = f-g— [ D(f)g.

Beweis: (D,): Aus der Summenregel fol§a(f) = D(f + 0) = D(f) + D(0), also
D(0) = 0.

Seif # 0. Dann folgt aus der Produktrede(f) = D(f - 1) = D(f)- 1+ f - D(2),
alsoD(1) = 0.

(D,): Seiena,b € K, d. h.D(a) = D(b) = 0. Dann erhalten wir mit der Produktre-
gel

D(af + bg)

D(af) + D(bg)
= D(-f+a-D(f)+D(b)-g+b-D(g)
= a-D(f)+b-D(g) .

(Dg): Seig # 0 gegeben. Wegen 8 D(1) = D(g - é) = D(g) - é +0- D(é) ist
D) = —?. Also folgt

D@ D(f)g- fD(9)
= =

off)-o0 g rof3)- o 315 200100

welches die Behauptung liefert.

(Dg): Dies wird durch Induktion bewiesen. Hierfur beweisem die Aussage zu-
nachst fim € N ,. Der Induktionsanfang fim = 0 ist klar. Gelte die Aussage nun
fr einn e N. Dann folgt mit der Produktregel

D(f™1) = D(f-f") = D(f)- f"+-D(f") = D(f)-f"+f-n f"1.D(f) = (n+1) " D(f) ,
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was zu zeigen war. Fir= —m< 0 folgt die Aussage aber aus der Quotientenregel:

m m-1
)= o = P < o).
(D,): Wegen(Dgy) gilt 0 € K, und 1 € K. Aus (D;) und (D,) folgt weiter, dafd
mit ab € K, aucha+ b € Ky unda-b e K, liegen. Schliezlich gilt wegen
0 = D(0) = D(a+ (—a)) = D(a) + D(—a) mit D(a) = 0 auchD(-a) = 0, also
impliziert a € K, dal3—a € K ist. Aus der Quotientenregel folgt schlie3lich, daf3
auch: e K, ist, fallsa # 0 ist. Also istK, ein Unterkdrper voiK.

(Dg): Dies folgt (wie in der Analysis) sofort aus der Produkekeg O

Wir bemerken, dal3 das algebraische Konzept der Ableitudgden Stammfunk-
tion auch in nullteilerfreien RingeR mit 1 erklart werden kann. Bei der Quotien-
tenregel muly) dann eine Einheit sein. Die entstehende StrulRID) nennt man
eine Differentialalgebra

Wir bemerken weiter, dal3 die bewiesenen Ableitungsregslauf dieKettenregel
nun vollstandig sind. Die allgemeine Kettenregel kannamd/on uns betrachteten
algebraischen Rahmen allerdings nicht gelten, denn zua&dtng allgemeiner
verketteter Funktionen sind ggfs. komplizierte Korpermsterungen notwendig.
Einen Ersatz bildet die Kettenregel fur die Potenzbildubg).

Wir zeigen nun, dal3 die Ableitung in dem Korge¢x) der rationalen Funktionen,
welche durch die Festsetzubgx) = 1 bereits eindeutig bestimmt ist, die tiblichen
Eigenschaften hat und damit die Ableitungsprozedur dérsiesiche uns wohl-
bekannt ist. Wir weisen darauf hin, daf3 wir in diesem Kapidtel Argumente von
Polynomen der Einfachheit halber haufig weglassen.

Satz 12.4SeiD eine Ableitung inQ(x) mit der EigenschafD(x) = 1.
(a) Furr € Q gilt D(r) = 0.

(b) Firr jedes Polynonp = i a X< e Q[x] gilt
k=0

D(p) = Z ka, X1,
ko1

Insbesondere qilt fir nichtkonstantes Q[x] die Gradbeziehung ddg(p),x) =
degpx) — 1.

(c) Der Konstantenkorper i§(X), = Q.
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(d) D ist in Q(x) der uibliche Differentialoperator.

(e) Fir jedes Polynom = Zn] a, xX¢ e Q[x] gilt ferner
k=0

— C i k+1
fp_kZ:;Jk+1X e Q[X] .

Beweis: (a): AusD(0) = 0 und der Summenregel folgt durch doppelte Induktion
D(n) = 0 furn € Z. Aus der Quotientenregel erhalten wir dannifi % e Q mit

mnheZ,n=+0:
m D(m)n—-mD(n
p(™) - Rmn-mbm _
n n

0.

(b): Zunachst folgt au®(x) = 1 wegen der Potenzregel die Beziehubgk) =
n

kx*-1. Dann bekommen wir aber fig = Y a x¢ € Q[x] wegenD(a,) = 0 aus
k=0

Summen- und Produktredel

D(p) = D(ao+z a, X = Z D(a, X) = Z (D(ak) X +a, D(x")) = Zn: ka, xX<1.
k1

k:l k:l k= 1

(c): Wegen (a) mussen wir nur noch zeigen, @) = 0 = r € Q qilt. Sei also
r € Q(x) mitr = p/qgegeben, wobgd,g € Q[x] mit g # 0 und gcdp,q) = 1 gelte.
Aus der Quotientenregel folgt

D(P Q- pD@) _

D(r) =
P

0,

also giltD(p)q— pD(q) = 0 bzw.

pPD@
D(p)= ——.
(P) q

Da nach Voraussetzungund g keinen gemeinsamen Teiler haben, muf3 folglich
ein Teiler vonD(Q) sein:

@ =seQ[x], also D(@=s-q

mit degs,x) = 0. Ist nun de¢n,x) > 0, so folgt hieraus mit der Gradbeziehung aus
(b)

4 (b) folgt somit im wesentlichen, weil 1 undden Polynomring)[Xx] erzeugen. Um eine beliebige
Ableitung festzulegen, genuigt es alBx) beliebig festzusetzen, gbungsaufgabe 12.1.
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degq,x) — 1 = degsx) + dedgq,X) .

Da dies unmaglich ist, muf3 also dgg) = 0 bzw.q € Q sein. Dann folgt aber aus
D(r) = 0, dalRD(p) = 0 ist. Aus (b) folgt hieraus abgr € Q, wie gewiinscht.

(d): Da nach (b) Polynome die uibliche Ableitung besitzeligtfdies direkt aus der
Quotientenregel.

(e): folgt direkt aus der Definition des Integrals zusammer(io. O

Wir sehen also, dal3 Polynome wieder Polynome als Stamndunekt besitzen. Es
stellt sich nun die Frage — deren Antwort wir aus der Analpsieits kennen —, ob
jede Funktionr € Q(x) wieder eine Stammfunktiojr € Q(X) besitzt. Dal3 dies
nicht so ist, kann man wieder algebraisch nachweisen.

Satz 12.5Es gibt keinr € Q(x) mit D(r) = %. M. a. W.: Die Funktion hat keine
rationale Stammfunktion.

Beweis: Wir nehmen an, es galbve= p/q € Q(X) mit p,q € Q[x], gcdp,g) =1
derart, dafD(ap) = List. Dann gilt

D(Pg-pD@ _ 1

o X

bzw.
X(D(pya— pD(@) = ¢ . (12.3)

Hieraus folgt aber, daR ein Teiler vong? und daher auch ein Teiler vanist. Es
gibt alson € N unds e Q[x] mit q = x"sderart, daR gagx) = 1 ist> Setzt man
dies in (12.3) ein, so erhalt man

X1 D(p)s—x p(nx”‘1 s+ X" D(s)) =x"g
Nach Kirzen vorx" und Umsortieren erhalten wir
nps=xD(p)s—xpD() - xX"s* .

Dies bedeutet aber, dal3 nun wegen(gedl = 1 das Polynonp den Teilerx hat.
Dies widerspricht aber der urspriinglichen Annahme ddeiffeemdheit vornp und
g. Damit ist gezeigt, dal3 es derartigaindq nicht geben kann. O

Wir merken an, dal’ dieser Beweis dem tblichen Beweis &ilrdationalitat von
V2 ahnelt. Der Satz zeigt also, daR zur Integration rat@n&unktionen eine
Korpererweiterung notwendig ist: Man muf3 Logarithmerfiginen. Das Konzept
der Logarithmen kann man algebraisch wie folgt erklaren.

5> Die Zahlnist die Ordnung der Nullstelle vomq
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Definition 12.6 Sei (K,D) ein Differentialkdrper und sefE,D) ein Differential-
Erweiterungskorperon (K,D), d. h. ein Erweiterungskorper vt welcherD nach
[E fortsetzt. Wenn es fur ein gegeberdes E \ K ein Elemenu € K gibt, so daf3

gilt, dann nennen wi# logarithmisch beK und schreibe® = Inu. Der Korper
(E,D) heil3t dann eindogarithmische Koérpererweiterungn (K,D). A

Man beachte, daf’ die Definition logarithmischer Terme sielnideres als die Ket-
tenregel fur Logarithmusfunktionen definiert.

Beispiel 12.7Wir betrachten einige Integrationen, die wir zwar im Augkaio
noch nicht (algebraisch) herleiten konnen, welche akbehtalurch Differentia-
tion verifiziert werden konnen. Unser Ziel ist es, die géti Korpererweiterungen
zu bestimmen.

(a): Offenbar ist

f)—l( =Inxe QxInx) .

Der zur Darstellung des Integrals bendotigte Erweiterkagser vonQ(x) ist also
der Korper der rationalen Funktionen xwund in dem logarithmischen Element
Inx. Zur Darstellung der Stammfunktion reicht also die Erweibg vonQ(X) um
ein einziges logarithmisches Element aus.

(b):

f 1 —f(i_i):Inx—In(1+x)eQ(x,Inx,In(1+x)).

X2+ X X 1+X

Zur Darstellung dieser Stammfunktion sind zwei logaritbchie Elemente notig.

(c):

fx_lxs:f(%+ﬁ):Inx—%In(l—xz)eQ(x,Inx,In(l—xz)).

Man kann aber auch schreiben

1 1 1

f =InXx-==IN1+Xx) - =In(1-X) € QX InXx,In(1+ x),In(1-Xx)) .
X— X 2 2

In diesem Fall kommt man also, je nach Darstellung des lategmit zwei bzw.

drei logarithmischen Elementen aus.

(d): Bei dem Beispiel
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f le_ 3" 2\1@ In(x-v3)- 2—\1@ In(x+V3) € QI(V3)(In(x—V3), In(x+ V3))

muld zusatzlich zu zwei logarithmischen Termen auch nacé aigebraische Er-
weiterung vorgenommen werden, um die Stammfunktion désteu konnen.
(e): Schlie3lich betrachten wir das Beispiel

X3

-1

Wir hatten in (12.2) bereits gesehen, daf %In(x“ — 1) ist. Diese Darstellung
des Integrals liegt also i(x, In(x* — 1)). Die resultierende Darstellung ist aber
abhangig vom Grad der Faktorisierung des Nenners. Einstantliige Faktorisie-
rung des Nennerg* — 1 = (X + 1)(x — D)(x + i)(x — i) Uber Q(x)(i) liefert die
Partialbruchzerlegung

¢ 11 11 11 11
Y}—-1 4x+1 4x-1 4x+i 4x-—i

und somit die Darstellung
| = 1In(x+ 1) + 1In(x 1) + lIn(x+ )+ 1In(x 1)
4 4 4 4 '

in QX)) (In(x+1), In(x—1), In(x+1), In(x—1)). Fal3t man die beiden letzten Integrale
zusammen, erhalt man

| = %In(x+ 1) + % In(x-1) + % INOG + 1) € QX)(IN(x + 1), In(x = 1), In(x® + 1)) .

Der erforderliche Erweiterungskorper ist also keinesveigdeutig bestimmta

Wir bemerken noch, dal3 die hier resultierenden logaritbin@s Terme keine Be-
trage enthalten, wie dies in manchen Analysisbiichefichiist. Dies ist auch gar
nicht sinnvoll, denn tber eine Singularitat der Logartisfunktion hinweg kann
man auch in der Analysis nicht integrieren. In unserem abgsbhen Zugang gibt
es ferner keine Zweige der Logarithmusfunktion. Eine gardese Sache ist aber
die Auswertung von Stammfunktionen fire Q. Hierfir benotigt man wieder
analytische Konzepte.

Die Integration der Partialbruchzerlegung (12.1) liefarten rationalen und einen
logarithmischen Anteil. Im nachsten Abschnitt werden neigen, wie man den
rationalen Teil UbeQ(x) bestimmen kann, wahrend wir uns im Gbernachsten Ab-
schnitt um den logarithmischen Teil und hierbei insbesonden die Frage, welche
Korpererweiterungen zur Darstellung des Integralsgnéitnd, kimmern werden.
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12.3 Rationaler Teil

Sei in der Folgék der Einfachheit halber ein Unterkdrper venWill man r(x) =

% e K(v integrieren, so besteht der erste Schritt in einer Polyrizisidn, wel-
che den polynomialen Antelt(x) abspaltet. Der Rest ist dann wieder von der Form
ggg wobei nun degp(x),x) < degq(x),x) ist. Dies werden wir nun o. B. d. A. vor-
aussetzen.

Da wir ja algebraische Erweiterungen zulassen, macht es Sich den Bernoulli-
Algorithmus unter diesem Gesichtspunkt noch einmal garemnmusehen. Die reel-
le Partialbruchzerlegung (12.1) kann offenbar tiber eigemgneten algebraischen
Erweiterungskorper durch Faktorisierung der quadragiscNennerterme weiter

zerlegt werden und erhalt dann die Form

o Ay
rx) = Z > ar (12.4)

mit A,.,a € C, wobeia,, (i = 1,...,M) die komplexen Nullstellen des Nennerpoly-
noms sind una die jeweilige Nullstellenordnung ist. Integration der Suanden
mit k > 1 liefert hierbei eine rationale Funktion, wahrend die $wenden mit
k = 1 jeweils logarithmische Terme ergeben. Es resultiert aise Zerlegung der
Form

M

IO.( )
r(x) = 12.5
f (X) Zl] . (12.5)
mit deg p;(X),X) < & — 1.
Zusammenfassend erhalten wir also
(X) c(X)
12.6
Jro=5+ ] G (12.6)
wobei dega(x),x) < degh(x),x) und degc(x),x) < degd(x),x) ist sowie
b(x) = gcdq(x),q’ () (12.7)
(s. den Abschnitt 6.8 Uber quadratfreie Faktorisierung) u
_ 9
d(x) = b (12.8)

der quadratfreie Teitles Nennerg|(x) ist.
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Wir werden zeigen, dal3 auch die Polynoate),c(x) € K[x] sind. Gleichung (12.6)
liefert also eine Zerlegung des Integrgﬁs(x) In einen rationalen Teil% und
einen transzendentebzw. logarithmischen Teilf %, bei welchem der Nenner
d(x) quadratfreiist. Wie man den transzendenten Teil bestimmt, werden wir im

nachsten Abschnitt behandeln.

Zunachst fuhren wir einmal an einem Beispiel vor, wie dakdér zusammengetra-
gene Wissen zu einem Algorithmus zur Berechnung der Danste(12.6) wird.

Sitzung 12.1Wir betrachten
In[1]:=r = (3x16—19x15+43x14—20x13—91x12+183x11—81x1°—166x9+
271x8—101x7—127x6+168x5—53x4—31x3+41x2-2x—2)/
(4x14—20x13+28x12+24x11—108x1°+84x9+76x8—

176 X7 + 76 Xx® + 84 x° - 108 x* + 24 x3 + 28x2 - 20X +4)
(3™ - 19x™ + 43x!* — 20x™ - 91x'? + 183x™ - 81x'* — 166X+
27158 - 101" - 127x° + 168x° — 53x* - 31x¢ + 41x* - 2x - 2)/
(4xM - 20x" + 28X + 24x" — 108x™0 + 84x° + 76 X% — 176X+
76X° + 84x° — 108x" + 243 + 28x% — 20x + 4)

Qut [ 1]

Naturlich kannMathematica(x) integrieren:

In[2]:=int =jrdlx

—_ 1 1 2
Qut[2] = 7 37%5 ~ova 2 log(x — 1) 5 Iog(x+1)+é log (x* - x + 1)
13 . 53 _ 71 s 13 .\ 35 .\
128(x—1) 1152(x+1) 512(x—1)? 1536(x+ 1) 192(x- 1)

1 15 1 1 1
1152(x+ 1)®  128(x-1)*  40(x-1° 32(x-1° 28(xx-1)

Der rationale Teil des Integrals ist also gegeben durch

In[3]:=rat =int /. {ArcTan [_.] -0, Log[-] » 0}
Qut [3] = X3 X X 13 N 53 71 N 13 N
4 2 2 128(x-1) 1152(x+1) 512(x—-1)> 1536(x+ 1)2
35 1 15 1 1 1
3+ 3 at 5+ 6 7
192(x-1)° 1152(x+1)° 128(x-1)* 40(x-1)° 32(x-1)° 28(x-1)

Nun berechnen wir diese Darstellung selbst. Die Eingabieiomr (x) hat den Zahler

I n[4] : = p = Numerator [r]
Qut[4] = 3x-19x1° +43xM - 20x*® - 91 x!? + 183x!* — 81x1°—
166X° + 271x8 — 101x" — 127x% + 168x° = 53x* — 31x® +41X° - 2x -2



386 12 Algorithmische Integration

und den Nenner
In[5]:= q=Denominator [r]
Qut[5] = 4x - 20x13 +28x12 + 24xM — 108x1° + 84X+
76x8 — 176X" + 76X + 84x° — 108X* + 243 + 28x* — 20x + 4

Der polynomiale AnteiP(x) ist gegeben durch

I n[ 6] : = Pol = PolynomialQuotient [p, 4, X1
Qut[6] = 3—X2 - X+ 1
4 2

und wir erhalten den reduzierten Zahler

In[ 7] : = p = PolynomialRemainder  [p, q, X]

QUt[7]= 4xX*+4x%+12x—-4

Aus dem Nenneg(x) kbnnen wir gemaf (12.7) und (12.8) die Nenbheo und d(x) der
Zerlegung (12.6) berechnen:

In[8]:= b =PolynomialGCD [q, D[q, x1]
Qut[8] = 4x¥-16x°+12x% + 32x" - 56X° + 56x* — 32x> — 12x% + 16x -4

Man beachte, dal3 diese nun nicht in faktorisierter Formegeh. Dies ist auch gar nicht
notig, und vor allem ist es nicht winschenswert, unr@kgktorisierungen durchzufiuhren.
I n[ 9] : = d = Together [%]

Qut[9]= ¥ -x+x-1

Wir machen nun einen Ansatz fur die Zahlerpolynaa®e undc(x), fur die wir ja jeweils

eine Gradschranke besitzen:
Exponent [b, x]-1

. k
In[10]:= a = Z a, X
k=0
QUt[10] = agX® + g +a; X + g X + a5 X+, X+ a3 X + @, X + ay X+ a
Exponent [d, x]-1
In[11]:= ¢ = > B, x

k=0
Qut[11] = By X3 + B, X2 + By X + 3,

Gleichung (12.6) ist gleichwertig zu der Identitat

ax)\ | ¥ _
P(X) — q(x) ((%) + m) =0
Man beachte, dal3 dies nach Kiirzen wegen (12.7) und (128)Rolynomidentitat ist,
welche im vorliegenden Fall 91 Summanden besitzt:

In[12] : = s = Together [p-q(D[%,x] + %)]
In[ 13]: = Length [s]
Qut[13]= 91
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Wir fuhren nun einen Koeffizientenvergleich durch unceldsiach den Unbestimmten
undg, auf:

I n[ 14]: = sol = Solve [CoefficientList [s, x] ==0,
Join [Table [e, {k, O, Exponent [b, x] -1}],
Table [B,, {k, 0, Exponent [d, x] -1}]111

67 16 4631 872

Qut[14] = {{0‘0 - 7—0,a1 - —3—15,042 - ~ 530 Qg = 315"
N 392 N 268 N 26 N 28 N 2
- — - —— - —— - — - ——
4 45 15 45 16 9 1"y 9 18 9|

2 1 1 1
% g~ 156~ 3“1~ O}

Dies liefert also den rationalen T%[%

I n[ 15] :
Qut [ 15]

Together [%/ .sol [[1]]]
(- 140x° — 1405° + 1960x’ — 1820x° — 3752x° + 5488X" + 1744x° — 4631x° — 32X + 603 /
(2520(x - 1) (x + 1)%)

welcher natirlich mit dem voMathematicdberechneten Ubereinstimmt;

In[16] : = Together [rat - j Pol dx ]
Qut [ 16] = (- 140x° — 14058 + 1960x” — 1820x° — 3752)° + 5488x* + 1744 — 46312 — 32x + 603/
(2520(x - 1) (x + 1)%)

sowie den transzendenten T%%

In[17]: = trans = Together [%/ .sol [[1]]]

X2 -9x+1
18(x¢* —x3+x—-1)

welcher integriert

Qut[17] =

In[18]: = J-trans dx

1) 2x-1

N L 2 tarr ( \’;é )
tI8I= |~

den rein logarithmischen Teil liefert. Dieser enthaltMiathematica®\usgabe auch einen

Arkustangensterm, welcher — bei einer geeigneten algetiran Erweiterung — auch durch
komplexe Logarithmen dargestellt werden kann.

9 3
-5 log(x— 1) — > log(x + 1) + 3 log(x* — x + 1)

Wir konnen nun den gesamten Ablauf des vorliegenden Allganiis’ programmieren:
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I n[ 19] : = RationaleZerlegung [r_,x.] :=
Module [{p, q, Pol , a, b, ¢, d, s, sol , k, a, B},
p = Numerator [r];
g = Denominator [r];
Pol = PolynomialQuotient [p,q, X]:
p = PolynomialRemainder  [p, q, X];
b = PolynomialGCD [q, D[q, x11:
d = Together [g/ b];
a=Sumlalk] Xk , {k, O, Exponent [b, x] -1}];
c =Sum[B[k] Xk , {k, O, Exponent [d, x] -1}];
s = Together [p-qg=* (D[a/b,x]+c/d)];
sol = Solve [CoefficientList [s, x] == 0,
Join [Table [a[k], {k, O, Exponent [b, x] -1}1,
Table [B[k], {k, O, Exponent [d, x] -1}111:
a=al.sol [[11]1;
c=c/.sol [[11]1;
{Integrate  [Pol, x] + Together [a/ b], Together [c/d]}
1

Die FunktionRat i onal eZer | egung berechnet die rationale Zerlegung fiir beliebiges
r(x) € Q(x) und gibt eine Liste aus, deren erstes Element der ratiorm'llef'P(x) + %

und deren zweites Element der logarithmische g%ilist. Fur obiges Beispiel erhalten wir
wie gehabt

I n[ 20] : = RationaleZerlegung [r, x]

X X X
Qut [ 20] = {Z_E+§+
(- 140x° — 140x° + 1960x” — 1820x° — 3752x> + 5488x"* + 1744x% — 4631x°—

—x2-9x+1 }
"18(x* - +x-1)

32x+603)/(2520(x - 1) (x + 1)%)

Es folgen zwei weitere Beispiele:

| n[ 21] : = RationaleZerlegung [% x]
1
Qut[21] = {0,
X2
I n[ 22] : = RationaleZerlegun —, X
[ 22] gung [(1+X2)2 |
X 1
Qut[22] = { - ,
[22]= | 20 +1) 2(x2+1)}
Im ersten Fall ist der rationale Anteil gleich 0. O

Wir wollen nun zeigen, dal’ dieser Algorithmus, welcher gugon Ostrogradski
[Ost1845] gefunden wurde und der damit also schon 150 Jdthsg, anmer zum
Ziel fuhrt.
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Satz 12.8 (Rationale Zerlegung)Seir(x) = % € [K(X) eine rationale Funktion

mit p(x),q(x) € K[x] und gcdp(x),q(x)) = 1. Seien ferneb(x) und d(x) gemalid
(12.7) bzw. (12.8), also durch
o)

bo9 = gedaeo.q0)  und - dog =

gegeben. Dann gibt es eindeutig bestimmte PolynBmga(x),c(X) € K[X] vom
Grad dega(x),x) < degb(x),x) sowie degc(x),x) < degd(x),x) mit
ax) C(X)
rx)y=PX)+ —+ | —.
J =P+ 55+ [ G5
Das PolynonP(x) erhalt man durch Polynomdivision. Fir deg),x) < degq(x),x),
alsoP(x) = 0, ist obige Gleichung gleichwertig zu der Polynomgleialpun

a(x) cX) )
P — q( )((b(x)) + m) =
Die Koeffizienten der Polynoma(x) und c(x) erhalt man durch Ansatz mit unbe-
stimmten Koeffizienten durch Koeffizientenvergleich ausiGlung (12.9).

(12.9)

Beweis: Im ersten Schritt wird der polynomiale Antétl(x) vonr(x) durch Poly-
nomdivision abgespalten. Der Rest ist ein Polynom, dessad Keiner als degj(x),X)
ist. Wir kbnnen also in der Folge annehmen, daf® = g&‘; € K(x) mitdeq p(x),x) <
dedgq(x),Xx).

Seien nurb(x) = gedg(),q (X)) undd(x) = qu; Diese liegen offenbar ik[x]. Wir
missen nun zeigen, daf’ (12.9) eine Polynomgleichung egeWg(x) = b(x) d(x)
ist

(x)% b(x) - c(x) € K[X] .

Etwas schwieriger ist es nachzuweisen, qa@(
b(x) d(x) erhalten wir mit der Quotientenregel

ax

b(x))l e K[x] liegt. Wegeng(x) =

(X) axbx) -ax) b)) , d(x) b’ (x)
(e )) = b(x)-d(x)( 7 ) = d00 & (9-a00 <5 €Ki
falls 902  K[x] liegt. In einem geeigneten algebraischen Erweiterungesko

M
zerfalltg(x) in Linarfaktorenq(x) = ¢ [T (x—&)%. Furq(x) sind aber nach Definition
i=1

b(x) = gcdq(x),q' (X)) = Hl(x—ai)‘%‘l (vgl. Abschnitt 6.8) undi(x) = EEQ = C_I'%l(X— &).

M
Ableiten vonh(x) liefert weiter IT(x — ai)“%‘2 | b'(x).6 Hieraus folgt schlieRlich
i=1

dx) b’ (x)
L € KIx].

S Fire = 1 gilt sogar(x — )% | b/ (x).
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Da nach dem Bernoullischen Satz 12.1 bzw. nach seiner kasiphariante (12.5)
genau eine Darstellung der Form (12.6) existiert, wirdeliggrch Losen des resul-
tierenden linearen Gleichungssystems auch gefunden. O]

12.4 Logarithmischer Teil

Um den logarithmischen Teil zu bestimmen, kbnnen wir nsio alavon ausgehen,
daRr(x) = % mit c(x),d(x) € K[x], wobeid(x) quadratfrei und deg(x),x) <
degd(x),x) ist. Wir nehmen ferner o. B. d. A. an, da¥%) normiert ist.

Wir wissen natirlich, wie wir das Ergebnis fir= C bzw. im kleinsten Zerfallungs-
k'Orper[Kd(X) von d(x) uberK erhalten: In diesem Fall hat(x) eine vollstandige

m

Faktorisierung in Linearfaktoretk(x) = [T (X — &), aus welcher dann eine Partial-
k=1

bruchzerlegung der Form

) _ N\
FX) = Z X _kak ('yk S |]<d(X)) (1210)
k=1
bzw. die Darstellung des Integrals
o) =
%X) = )y Inx -3y (12.11)
k=1

folgt. Dad(x) quadratfrei ist, sind die Nullstellea, (k = 1,...,m) paarweise ver-
schieden. Diese Darstellung des Integrals liegt also in &eweiterungskorper
Koo X In(X — &),..., In(x - a,,)) vonK(x).

Bei dem Beispiel

f ! —Inx—}In(x+i)—}In(x—i)
X+ X 2 2

ist aber die Erweiterung voQ um die algebraische Zahbeispielsweise gar nicht
notig. Da die Koeffizienten der beiden logarithmischemi@in(x + i) beide uber-

einstimmen, konnen wir namlich das Resultat mit Hilfe denformungsregeln fur
Logarithmen vereinfacheh:

" Wir wenden diese Umformungsregeln einfach formal an, obhaeten Giiltigkeit — insbesondere
im Komplexen — nicht gesichert ist. Beim konkreten Beisgi@hn man das erzielte Ergebnis
dennoch durch Differentiation verifizieren. Wir werden diementanen Vorbetrachtungen beim
Beweis des folgenden Satzes aber nicht benutzen.
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1 1 .__} Lo __} 5
—éln(x+|)—éln(x—|)_ 2In((x+|)(x |))_ 2In(x +1),

so dalf? schliefdlich

1 1 5
X3+X_Inx 2In(x +1).
In dieser Form ist die algebraische Korpererweiterung omoht mehr notig. Offen-
sichtlich lassen sich auftretende Logarithmen immer darartlzusammenfassen,
wenn sieidentischekoeffizienten haben. Also missen wir, um unnotige Koeper
weiterungen zu vermeiden, nach deerschiedenem.dosungeny, der Gleichung
(12.10) suchen.

Wie werden diese Koeffizienten bestimmt? Seeine der Nullstellen voru(x).
Wegen der Quadratfreiheit valix) sind alle Nullstellen einfach u f) hat an der
Stellea eine Laurententwicklung der Form

cx) v
dx) x-

-+ P00, (12.12)

wobei p(x) eine Potenzreihe i§tAbleiten der Identitat
(X—a)c(X) = yd(X) + (X —a) d(X) p(x)
erzeugt
cX) + (X — ) (X) = yd'(X) + d(X) pXx) + (X — a) (d'(x) p(X) + d(x) p’(x)) ,

und Einsetzen vor = a liefert wegend(a) = 0 also die Formel

. @
Y= d/(a)

zur Berechnung vom.10 Gleichung (12.11) kann also schlie3lich in der Form

C(X) c(a)
N — In(x— a) (12.13)
f d(» {a|d2(a;=0} d’(a)

geschrieben werden.

8 Fur Leser, welche die Funktionentheorie kennen: Der Kzefit y ist dasResiduunmvon % an
der Stellea.

9 Wir benutzen hierbei die Kenntnis aus der Funktionentleeaia die Potenzreihgx) eine Ab-
leitung besitzt. Man kann aber auch — ahnlich wie fir Poiye — algebraisch Ableitungen von
Potenzreihen erklaren.

10 Integration von (12.12) zeigt, daR die gesuchten Wegrtgenau die Residuen voﬁ% an den
Nullstellena, vond(x) sind.



392 12 Algorithmische Integration

Sitzung 12.2In komplizierten Fallen gibMathematicdntegrale in eben dieser Form aus:

X dix
1+X+Xx'

RootSun#1’ + #1+ 1&,

In[1]:

log(x — #1) #1 ]
7T#°+1
Zur Darstellung derartiger Summen wird also die Funk&oiot Sumverwendet.

Qut [ 1]

Manchmal gelingt eMathematicadie Summe weiter zu zerlegen:

X
'””*‘fmd“
1] 2x+1
Qut [ 2] tarr(ﬁ) log (X 1)
= —————2 + — log(xX° + x+ 1)-
7v3 14

3 log(x — #1) #1% — 5 log(x — #1) #1 + log(x — #1) |
3#1P-2#1
Diese Zerlegung beruht auf der Faktorisierung des Nenners

1
Z RootSunp#1® — #12 + 1&
- Roo unﬁ +1&,

In[3]:= Factor [1+X +X°]
Qut[3]= (¥ +x+1)(¢-x*+1)

bzw. der resultierenden Partialbruchzerlegung

X

In[4]:= term = Apart |——,
[4] P |:1+X+X5 X]
([ 4] = 3x+1 -3x2+5x-1

70¢+x+1) " 70¢-x2+1)
deren erster Summand die beiden einzelnen Summanden dgsalstliefert

In[5]:= Jterm [[1]] dX
1| 2x+1
Qut[5]= = 310 (x2+x+1)—tarr ( ﬁ)
wahrend der zweite Summand eine Stammfunktion hat, weldbder durchRoot Sum
dargestellt wird. d

Die bisherige Methode erfordert aber immer die Berechnuieg Bullstellen a,
des Nennersl(x). Wir wollen dies weitestgehend vermeiden. Unser Ziel mul3 es
nun also sein, digerschiedenehdsungeny der Gleichung

O=c@-yd(@

zu bestimmen, wobe die Nullstellen vond(x) durchlauft, moglichst ohne expli-
zite Berechnung der Menda | d(a) = 0}. In Abschnitt 7.5, Satz 7.30, hatten wir
aber gesehen, dal3 dies genau die verschiedenen NullstedPolynoms
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R(2) := reqc(X) — zd' (x),d(x)) € K[Z] ,

namlich diegemeinsameNullstellen vonc(x) — zd’(x) undd(x), sind. Auf der an-
deren Seite bewirkt jedmehrfacheNullstelle vonR(2), dal3 logarithmische Terme
zusammengefal3t werden konnen. Wir erhalten also sdilel3|

X

a0 - szlnvk(x),

k=1

wobeiz, die verschiedenen Nullstellen vétiz) und die Polynome, (X) normiert,
guadratfrei und paarweise teilerfremd sind.

Sitzung 12.3Wir benutzen diese Methode zur erneuten Berechnungf% :

In[1]:= c=1; d=x3+x;
In[2]:= res =Resultant [c-zDI[d, x], d, x]
Qut[2]= -42+3z+1

Diese Resultante stellt die Koeffizienten der Partialbreckegung bereit. Ihre Faktorisie-
rung

In[3]:
Qut [ 3]

Factor [res ]
—(z-1) (2z+ 1)?

zeigt, daf3 diese Koeffizienten = 1 sowiey, = —% sind, wobety, eine doppelte Nullstelle
ist, welche also zwei logarithmische Terme zusammenfal3t.

Im nachsten Satz wird angegeben, wie sich hieraus auclugehprigen Funktionew ()
bestimmen lassen: Die Rechnung

I n[ 4] : = PolynomialGCD [c -zDI[d, x]/.z->1,d]
Qut[4] = x

liefert v;(x) = x und die Rechnung

In[5] : = PolynomialGCD [c -zDI[d, x1/.z > -%, d]
XX 1
Qut[5] = > t5
zeigtv,(x) = X2 + 1, wenn wirv,(x) normiert wahlen. O

Im folgenden Satz, welcher auf Rothstein [Rot1976] und &rqral976] zurick-
geht, wird gezeigt, dal? diese Methode immer eine Darstgiles gesuchten Inte-
grals liefert und daf3 alle verschiedenenen NullstellenR@nauch wirklich notig
sind. Ferner liefert er einen Algorithmus zur Bestimmung Rielynomev, (x).
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Satz 12.9SeilE(x) ein Differentialkodrper Giber einem Konstantenkoraermd seien
c(X),d(x) e [E[X] gegeben mit ga@(x),d(x)) = 1, d(X) normiert und quadratfrei
sowie degc(x),x) < degd(x),x). Gelte ferner

RN
00 Z Z, NV, (x) (12.14)

k=1

wobeiz, € E\ {0} (k = 1,...,n) untereinander verschiedene Konstanten )
E[X] (k = 1,...,n) normierte und quadratfreie, paarweise teilerfremde Rohamit
positivem Grad seien.

Dann sind die Zahleg_ die verschiedenen Losungen der Polynomgleichung
R(2) = reqc(X) — zd'(X),d(X)) = 0
undv,(x) sind die Polynome
Vi(X) = gede(X) — z,d'(x),d(x)) € E[X] .
Beweis: Wir differenzieren die Gleichung (12.14) und erhalten

00 _ 35 U0

d & H v
Setzt man i
jl:llvj(x) n
U9 = = = g V(9 € E(X)
j£k

so liefert dies nach Multiplikation m(x) - 1D[ Vj(X)
j=1

o [ V0 =dx > 20 ux) . (12.15)
j=1 k=1

Wir behaupten nun zunachst, ddX) = rn[ V(%) ist. Wegen gc(x),d(x)) = 1
j=1

folgt aus (12.15), dad(x) | 1D[ v;(x). Um die umgekehrte Teilbarkeitsrelation zu
j=1

beweisen, stellen wir zunachst fest, daf? (12.15) furgedel,...,n die Beziehung

Vi09 100 Y 200 U9

k=1
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impliziert. Dav;(X) fur k + | aber ein Faktor vom,(x) ist, folgt hieraus fur den
Summanden mk = |
V(%) | d(X) V() U;j(X) .

Nun ist aber weiter gc(dj(x),v] x) = 1, davj(x) quadratfrei ist, und ferner ist

gcc{vj (X),u;(X)) = 1, dadie Polynomej (X) als paarweise teilerfremd vorausgesetzt

waren. Daher bleibt fur alle = 1,...,ndie Konklusionvj (X) | d(x), also wieder auf-

grund der Teilerfremdheit schlieBIicl% v;(X) | d(x). Da alle beteiligten Polynome
j=1

normiert sind, ist hiermit gezeigt, daf3

d(x) = ]_[ Vi (X) (12.16)
k=1

gilt. Also folgt aus (12.15) weiter die Beziehung

c(X) = Z Z Vi (X) U (X) .
k=1
Differentiation von (12.16) liefert
d'09 = > U ,
k=1

also erhalten wir

n

n n
00 =z d'() = D ZVGOIU) =2 D VKOI WD) = D (Z = Z) Vi) Ue(x) -
k=1 k=1

k=1

(12.17)
Da in dieser Summe fiy # k der Faktorvj (X) | u (X) und fur j = k der Summand
verschwindet, gilt also fur all¢ = 1,...,n

V() | c(X) — z; d’(x) . (12.18)

Aus (12.16) und (12.18) folgt nun, dad}(x) ein gemeinsamereiler vond(x) und
vonc(X) -z d’(x) ist. Wir wollen schlief3lich zeigen, dal}(x) dergrofitegemeinsa-
me Teiler dieser beiden Polynome ist. Hierfur gentigt egemg12.16) zu zeigen,
dalid furj + i die Beziehung ga@(x) — Z, d’(X),vi(x)) = 1 gultig ist.

Wir erhalten

n
gede(x) — z; d"(X),v(X)) gcd( Z(zk = Zj) V(0 U (X, (X))
k=1

= ged(z — z) vi(X) B(X),vi(X)
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wobei die letzte Gleichheit folgt, dg(x) fur jedesj + i ein Faktor vonu;(x) ist.
Flr ] + i ist der letzte Term aber wegen+ z; (z, sind paarweise verschieden),
gcc{vi’(x),vi (X)) = 1 (v, sind quadratfrei) und g¢d;(x),v;(X)) = 1 (v, sind paarweise
verschieden) gleich 1. Also haben wir bewiesen, dafl3

Vi(X) = gedc(x) — Z; d’(x),d(x)) furallej=1,...,n.

Demnach haben(x) — Z; d’(x) undd(x) einen nichttrivialen gemeinsamen Faktor,
und folglich ist
rec(X) - z, d’ (x),d(x)) = 0.

Damit haben wir zwar die Gleichungen des Satzes gezeigghdisaber noch der
Nachweis, daf’ wirklich alle Nullstellen vdR(2) in (12.14) benotigt werden.

Sei alsoz eine beliebige Nullstelle voR(2).1! Dann ist regc(x) — zd’(x),d(x)) = 0
und daher

gede(x) — zd'(x),d(x)) = g(X)
mit degg(x),x) > 0. Insbesondere igt+ 0, dac(x) undd(x) relativ prim sind.

Ist nunh(x) ein irreduzibler Faktor vomgy(x), dann ist alsd(x) | d(x), und wegen
(12.16) gibt es genau ein=1,...,n mit h(x) | Vi (%). Weiter isth(x) | c(X) — zd’(x),
also wegen (12.17)

hoo | > (% = 2 V(9 U(x) -
k=1

Weil h(x) | V(%) [ U (%) fur jedesj + kist, folgt also
h(X) | (z; — 2 V{(¥) u;(X) .

Dah(x) als Teiler vorv;(X) weder ein Teiler vonv’j (X) noch vonu; (X) sein kann, muf}
alsoz = Z, sein. Daher haben wir gezeigt, daf3 die willkirlich gew&iNullstelle
zvon R(2) eine der gegebenen Zahlene E sein mul3. Dies zeigt aber auch, dafd
die gegebenen Zahlem (j = 1,...,n) genau die verschiedenen Nullstellen \R(@)
sind. O

Der Nachteil von Satz 12.9 ist naturlich, dal3 wir a prioneeintegraldarstellung
der gewiinschten Form gefordert hatten. Diese steht alzernur in einem ge-
eigneten algebraischen Erweiterungskorper zur Veriggaher hatten wir den
Differentialkdrper in Satz 12.9 miE bezeichnet. Wir wollen nun zeigen, daf3 der
Algorithmus von Rothstein und Trager dkgeinstmoglichealgebraische Erweite-
rung erfordert. Bevor wir dies tun, betrachten wir allegdireinige Beispiele mit
Mathematica

1 Im allgemeinen konnte € [E, im Zerfallungskorper bzgR(2) liegen. Wir werden aber sehen, daf
z = z, gelten mul3, und da wig, € E angenommen hatten, spielen sich doch alle Rechnundeén in
ab.
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Sitzung 12.4Wir betrachten nochmals unser Beispje)l@%( und vervollstandigen die Rech-
nungen aus Sitzung 12.3. Nach Eingabe von Zahler und Nenner

In[1]:= c=1; d=x3+x;
berechnen wir die Resultan®¢z)

In[2]:= res =Resultant [c-zDI[d, x], d, x]
Qut[2]= -42+3z+1

und suchen ihre Nullstellen ol ve:
In[3]:= sol =Solve [res ==0, z]

Qut[3] = {{Z—> —%},{Z—) —%},{Z—) l}}

Da eine der Nullstellemehrfachauftritt, wir aber nur an dewerschiedeneMullstellen
interessiert sind, entfernen wir doppelte Nullstellen dmt on:

In[4]:= sol =Union [Solve [res ==0, z]]
1
ut[4] = {{z- -5}(z~ 1))

Dies liefert die Liste der Wertg,

In[5]:= zlist1 =z/ . sol
Qut[5] = {-5,1}

als auch die Liste der Polynomgx):12

In[6]:= vlst =PolynomialGCD [c -zDId, x]/.sol , d]
X2 1
Qut[ 6] = {E +§,x}

Mathematicayibt diese nicht normiert aus, daher normieren wir sie mitiisfunktion'®

I n[ 7] : = makemonic [p_, X_] := Module [{n},
n = Exponent [p, X1
Expand [p/ Coefficient [p, X, Nn11]
]
I n[ 8] : = makemonic [vlist , X]
Qut[8]= {}*+1x}

n
Das gesuchte Integral erhalten wir schlief3lich durct&kalarprodukt: In v(x)= 3; z Inv,(X):
k=1

In[9]:= zlist . Log [makemonic [vlist , x]]

21n den folgenden Befehlen wird ausgenutzt, dal? vidéghematica-unktionen das Attributt.i -
st abl e haben — betrachte beispielswed@Pol ynom al GCD — und sich daher (auch ohne
Map) auf Listen anwenden lassen.

13 Dies ist nicht unbedingt erforderlich, ohne diesen Schritialten wir lediglich eine andere Inte-
grationskonstante. Wir wollen aber die Ausgabe standardis.
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Qut[9] = log(x) — % log (x* + 1)

Wir betrachten ein komplizierteres Beispiel, welches wis @iner gewiinschten Integral-
darstellung konstruieren. Das Integral sei gegeben durch

I n[10] : = int =%Log[x3+x—1] —%Log[x5+2x2—3]
1 2
Qut[10] = > Iog(x3+x—1)—§ log (x® + 2% - 3)

Dies liefert also die rationale Eingabefunktion

I n[11] :
out[11] =

r = Together [D[int , x1]
11X - 17X +22x* - 37X+ 16x-9

6OC+X-1)(C+2x -3
Wir berechnen Zahler und Nennerpolynom:

In[12]: = c = NumeraGmr [r1] . d = Denomlngtor [r1 ,

unter Beachtung, da®x) normiert ist. Die Resultante ergibt sich zu

In[13]:= res =Resultant [c-zDI[d, x], d, x]

499499001
Qut[13] = ————— (82 -127 + 6z- 1) (2437 + 8107 + 1080Z° + 7207 + 240z + 32)

mit den verschiedenen Nullstellen

In[14]:= sol =Union [Solve [res ==0,2z]]
2 1
Qut[14] = {{z- —é},{2—> 5}}

Also haben wir die Koeffizienten

In[15]:= zlist =2z/.sol
21
Qut[15] = {- 3.5}

und die Logarithmenargumente

In[16] : = vlist = PolynomialGCD [c -zDJ[d, x]/.sol , d]

XX X 1x x 1

16]= {>-+ > -2 +2-2
Qt[16]= {G+3 - 5755 5
I n[17] : = makemonic [vlist , x]
Qut[17] = {x®+2x* -3¢ +x -1}

und somit das Losungsintegral

In[18]:= zlist . Log[makemonic [vlist ,x]]
1 2
Qut[18] = > log(x® +x—1) - 3 log (x® + 2x* - 3)

Mathematicas nt egr at e-Kommado liefert dieselbe Losung in geringfiigig and&ar-
stellung:

In[19]: = frdlx
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Qut[19] = %(3 log(x® +x— 1) - 4 log(x° + 2 — 3))

Natirlich ist diese Methode nur dann besser als die in BAP.2 dargestellte, falls das
PolynomR(2) sich in vernunftiger Weise faktorisieren lal3t. Bei denntdyen Beispiel

In[20] ;= c=x; d=1+Xx+x’
erhalten wir fUr die Resultante

In[21]:= res =Resultant [c-zDI[d, x], d, x]
Qut [ 21] = —8701997" + 370447 — 96047 —z- 1

welche sich nicht Ubep faktorisieren laft:

I n[22]:
Qut [ 22]

Factor [res ]
—8701997" + 370442° — 96047' — z— 1

In diesem Fall ist die Darstellung (12.13) dem Rothsteiagér-Algorithmus vorzuziehen,
denn dieser liefert ebenfalls eine Summe tber die (unbekah Nullstellen eines Poly-
noms.

Wir kdnnen nun die betrachteten Rechenschritte des Rath$tager-Algorithmus’in fol-
genderMathematica~unktion zusammenfassen:

I n[ 23] : = Clear [RothsteinTrager 1;
RothsteinTrager [r_, x_] :=
Module [{c, d, dmonic, z, res , sol , zlist , vlist },
¢ = Numerator [r];
d = Denominator [r];
dmonic = makemonic [d, X];
c = Together [c = dmonic /d];
d = dmonic ;
res = Resultant [c -z % D[d, x],d, x];
sol = Union [Solve [res ==0,21];

zlist =2z/.sol ;
vlist = PolynomialGCD [c -z %= D[d, x]/. sol , d, Extension - Automatic
zlist . Log [makemonic [vlist , x]]

]

Die eben betrachteten Beispiele kbnnen nun in einem $tlerieéchnet werden:

| n[ 24] : = RothsteinTrager [x31 = x]
+

Qut [ 24] = log(x) — % log (x* + 1)

I n[ 25] : = RothsteinTrager [r, x]
1 2
Qut [ 25] = > log(x® +x—1) - 3 log (x® + 2% - 3)

Bei dem Beispiel

1;
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. 1
I n[ 26] : = RothsteinTrager [ﬁ x]

log(x-v2) log(x+V2)
2v2 242

ist R(2) nicht UberQ faktorisierbar und liefert somit automatisch die notidgebraische
Korpererweiterung uny'2. Die korrekte Berechnung des groRten gemeinsamen Jailer

Q(V2)[x] wurde in der Implementierung durch die Opti@®t ensi on—>Aut onat i c
bewirkt. Man beachte, daathematicalieses Integral durch eine hyperbolische Arkus-
tangensfunktion darstellt:

Qut [ 26] =

In[27]:= J\ﬁdlx
tanh‘l(%)
Qut[27] = —T

fur welche allerdings dieselbe algebraische Erweitenitgy ist.

Wir wollen nun das Beispiel aus Sitzung 12.1 fortfuhrenctbatte sich als logarithmischer
Teil die Funktion
cx)  —x*-9x+1

dx)  180¢ - +x-1)

ergeben. Wir erhalten nun

[ -X%2-9x +1 x]
18 (x* -x3+x -1)"’

Qut[ 28] = —% log(x—-1) — %2 log(x + 1)+

I n[ 28] : = RT = RothsteinTrager

5—14(9+zz\/§) Iog[x— V8 _ }] ! 9-iV3) Iog[x+%§—}]

5 3|7 5al 2

eine Darstellung iQ(x)(v/3,)(In(x — 1), In(x + 1), In(x — %g - 2),In(x + % — 2)), welche

insbesonder&omplexist, obwohl es auch eineelleDarstellung des Integrals gibt:

, -X2-9x +1
| 2 .= =
np29]: = int J 18 (x* - x® +x - 1) ax

1f 2x-1
1[ 2tarr(\’;§)

Qut[29]= — 7

18
Wir kommen bald darauf zuriick, wie man diese erhalt. Wileonun testen, wie sich die
beiden verschiedenen Stammfunktionen unterscheiderol@isdine graphische Darstel-
lung der reellen Losung

9 3
-5 log(x — 1) — > log(x + 1) + 3 log(x® — x + 1))

In[30]:= Plot [int , {x, 1, 3}]
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1.5

0.5}

1.5 2 2.5 —3
Qut [ 30] = -Graphics-
sowie eine graphische Darstellung der Rothstein-Tra@esrihg

In[31]:= Plot [RT, {x,1, 3}]

1.5

0.5

1.5 2 2.5 3
Qut [ 31] = -Graphics-

welche sich ganz offensichtlich um eine Integrationskamist (der Grof3e 0.100767) unter-
scheiden:

In[32]:= Plot [RT-int , {Xx, 1, 3}]
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0. 100767

0. 100767

0. 100767

0. 100767

1.5 2 2.5 3

Qut [ 32] = -Graphics-

Das Zittern bei der letzten Graphik beruht auf der numegsdRechenungenauigkétt.
Wir wollen diese Differenz nun berechnen. Zunachst Utidgm wir, dal3 tatachlich die
Differenz der beiden Integrale konstant ist:

I n[ 33]:
Qut [ 33]

DIRT-int , x]// Together
0

Die Differenz kann also beispielsweise durch Einsetzenwsr® bestimmt werden:

In[34]:= const =RT-int /.x-0
: 1 (9;
Qut[ 34] = —E+—(ﬂ—i)+

4718\ 2 33
5_14(9”‘/5)'09[—%—%§]+5—14(9—1i\/§)Iog[—%+%§]

Zur Vereinfachung verwenden w@onpl exExpand:

I n[ 35] : = const = ComplexExpand [const ]
Qut[35]= —~—

18+/3

I n[ 36] : = N[const ]
Qut [ 36] = 0.100767

Mathematicast nicht perfekt beim Vereinfachen komplexer Funktionend es gehort
einiges Geschick dazu, die bestmogliche Vereinfachurigden. Es ist uns beispielsweise
nicht gelungen, die Differen®T- i nt direkt zu vereinfachen. O

Wir zeigen nun, dal3 der Rothstein-Trager-Algorithmus denkstmogliche alge-
braische Erweiterung erzeugt.

14 Die man natirlich bei der OptioRl ot Range- >{0, 1} nicht mehr sieht.
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Satz 12.10SeiK(x) ein Differentialkorper tiber einem KonstantenkorperSei-
en weiterc(x),d(x) € K[x] mit gcdc(x),d(x)) = 1, d(x) normiert und quadratfrei
sowie degc(x),X) < degd(x),x). Sei schliel3lichE der kleinste algebraische Erwei-
terungskorper voik mit der Eigenschaft, daf’ das Integral in der Form

cx) N
a0 - kZ:;Zk 1NV, (X)

dargestellt werden kann, wolkgj € E undV,(x) € E[X] liegen. Dann ist
E =K(z,...,Z,) ,
wobeiz,,...,z, die verschiedenen Nullstellen des Polynoms
R(2) = reqc(X) — zd'(X),d(X)) € K[Z]
sind, d. h.[E ist der Zerfallungskorper voK bzgl. R(z). Es gilt dann wieder

¥ _ N
a0 - Z z Inv,.(x) (12.19)

k=1

und
Vi (X) = gede(x) — z, d'(x),d(X)) € E[X] .

Beweis: Falls die Polynom#&| (x) nicht die Voraussetzungen aus Satz 12.9 erful-
len (normiert, quadratfrei, paarweise verschieden,rfedisd, positiver Grad), kann
dies durch Umarrangieren mit den Logarithmengesetzenicbtraverden (s.
[GCL1992], Theorem 11.8). Nach dieser Umformung liegt dirastellung der-
selben Form vor, die die Voraussetzungen von Satz 12.4terfidl welche durch
(12.18) (oder (12.19)) gegeben sei.

Satz 12.9 kann dann angewendet werden und besagt, daf? dezy\{&r= 1,...,n)
die verschiedenen Nullstellen des Resultantenpolyngmssind. DaR(z) per De-
finition in K[Z] liegt, ist alsaE der Zerfallungskorper voR(z). Da in Satz 12.9 ge-
zeigt worden war, daf3 alle Nullstellen v&) fur die Darstellung (12.18) benotigt
werden, istE der kleinstmogliche algebraische Erweiterungskorper. O

Zum Abschluf3 wollen wir zeigen, wie man (im Falle reelleegrtanden) auf kom-
plexe logarithmische Darstellungen verzichten kann. Hieverden die auftreten-
den Logarithmen in Arkustangensfunktionen konvertierheB<onversion in hy-
perbolische Funktionen, welchdathematican einzelnen Fallen durchfihrt, wie
wir gesehen haben, werden wir hingegen nicht betrachten.

Zunachst erklaren wir in naheliegender Weise, wie Arkngensterme algebraisch
gegeben sind.
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Definition 12.11 Sei (K,D) ein Differentialkorper und s&iE,D) ein Differential-
Erweiterungskorper votK,D). Wenn es fir ein gegebenes= E \ K ein Element

u € K gibt, so dai3
D(u)

1+ u?
gilt, dann nennen wip einen Arkustangens ubBrund schreiberp = arctanu. A

D(p) =

Wieder haben wir auf diese Weise also die Kettenregel erkiiesmal fur die
Arkustangensfunktion.

Falls das Nennerpolynom(x) € R[x] komplexe Nullstellen besitzt, treten diese
bekanntlich immer als Paare konjugiert komplexer Zahlefy suJbungsaufga-
be 12.3. Also treten beim Integrieren v@% immer Logarithmenpaare mit kom-
plexen Argumenten auf, und man sieht leicht ein, dal dietriggen Koeffizien-
ten ebenfalls konjugiert zueinander sind. Die Logarithmetreellen Koeffizienten
lassen sich sofort mit Hilfe der Gleichung

cln@+ib)+clin@a-ib)y=c In((a+ ibya—i b)) = c In@ + b?
durch reelle Logarithmen ausdriicken. Wir untersuchen wiswir die Logarith-

men mit rein komplexen Koeffizienten zu reellen Arkustarsgjermen zusammen-
fassen konnen.

Sei allgemeiru(x) e K(x) mit u(x)?# —1. Dann gilt®
[ D( In(u(x) + 1) — In(u(X) — i)) = 2D arctanu(x) . (12.20)

Dies folgt aus der Rechnung

iD(In(u(x)+i)—|n(u(x)_i)) i( u’(X) u'(X) )

ux) + 1 - ux) — i
= 2% = 2D arctanu(x) .
ux)<+ 1

Sitzung 12.5Man beachte, dal3 die beiden Funktior’ném(u(x) + 1) = In(u(x) — i)) und

2 arctaru(x) zwar dieselbe Ableitung besitzen, sich aber um eine Kotestanterschei-
den. Firu € R ist die Differenz gleichr bei MathematicasNahl der Zweige fur die
Logarithmus- und Arkustangensfunktion. Riir) = x haben wir beispielsweise

In[1]:= Plot [{&(Log[X +4] -Log[X -4]), 2ArcTan [X]1}, {X, -2, 2}]

15D bezeichne die Ableitung nach der Variablen
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Qut [ 1] = -Graphics-
Fallsu(x) reelle Pole hat, hat arctaxx) Sprungstellen:

In[2]:= Plot [Evaluate [{#(Log[u+4i]-Log[u-i]),2ArcTan [u]}/.

{x, -2,2}]

Wir berechnen die Differenz 2 arctan- i ( In(u+1)—In(u- i)):

I n[3]:= simp = ComplexExpand [2ArcTan [u] -i(Log[u+i] -Log [u-14])]

Qut[3] = —-Arg(1-iu)+Arg@@u+ 1) —Arg(u—1i)+ Arg(u + i)+

i (log(11—  ul) — log(li u + 1) + log(lu — il) — log(lu + il)
I n[ 4] : = simp = FullSimplify [simp, u>-1&&u<1]
Qut[4] = -Arg(l—-iu)+Arg(u+ 1) — Arg(u — i) + Arg(u + i)
I n[ 5] : = FullSimplify [Table [simp, {u, -3, 3}11]

Qut [ 5] = {#am7m,mm,m}

Leider erkenniMathematicanicht, dald dies konstant ist. O

Da wir nur an Integralen interessiert sind, kommt es auf @esehiedenen Inte-
grationskonstanten aber nicht an. Allerdings mussen amit rechnen, dal in
verschiedenen Intervallen verschiedene Integratiorstkoten gelten. Dies werden
wir gleich betrachten.

Mit der Konversion (12.20) lassen sich alle Logarithmen maib imaginaren Ko-
effizienten betrachten, welche paarweise konjugiert zunelar auftreten:

. . . . . a+ib
ciln@+ib)y-ciln(a-ib) = ci In(a—ib)
= i) ceim@ i —ci in® -
= %—i = (B+ ) — (B_ )
= 2C arctang, (12.21)

b
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wobei wir mit = die Gleichheit modulo einer geeigneten Integrationskarisn
bezeichnen. Man beachte, dal3 bei der Anwendung der Logpeniiegel Irx —
Iny = In§ wieder ein Wechsel des Zweiges der Logarithmusfunktiorir@iei
kann. Die Gleichung (12.21) gilt also ohnehin nur modulo

Sitzung 12.6Als Beispiel berechnen wir

f x*-3x2+6
X6 —5x* +5x% + 4"
Hierzu laden wir die FunktioRot hst ei nTr ager aus Sitzung 12.4 und berechnen

. x*-3x%+6
. [rl_x6-5x4+5x2+4’x]
. . 2_ _ N T s 2_ .
Ezlog(x3+ux 3x-2i) zulog(x3 iX—3x+2i)

In[1]:

RT = RothsteinTrager

Qut [ 1]
Wir stellen das resultierende Integral zunachst einmegblgisch dar:

In[2]:= Plot [RT, {x, -3,3}]

3l
2/
1l

-3 -2 1 1 2
_17
-2
-3t

Qut [ 2] = -Graphics-

Wir wollen nun (12.21) anwenden. Leider idathematicé&chwierigkeiten mit dem Mu-
ster komplexer Zahlen. Beispielsweise erhaltert&vir

In[3]:= Flatten [Cases[x®+ix?-3x-214,A +| *xB_> {A B}, {0, ©}1]
Qut[3]= {xX®-3x-2ix%)

auf diese einfache Weise kann man also nicht Real- und Iragegite komplexer Polynome
abspalten.

Die —im Kopf — gemal (12.21) konvertierte Funktion

16 Mit den KonstuktenConpl exExpand[ Re[ ...] ] und Conpl exExpand[ I np[ ...]] findet
man allerdings den Real- und Imaginarteil.



12.4 Logarithmischer Tell 407

. . 3
|§ INOE = 3X+ 10 = 2)) — 12 INOG = 3x—i(X* = 2)) = arctanx2

hat folgenden Graphen:

: x3 - 3x
In[4]:= int =ArcTan [x2—2]
3 _
Qut[4] = tan‘l(x2 3X)
Xs—=2

In[5]:= Plot [int , {x, -3, 3}]

1.5;

0.5¢

Qut [ 5] = -Graphics-

Beide Graphen stimmen wieder modula@iberein, aber nur in geeigneten Teilintervallen,
welche durch die beiden Nullstellen= +v/2 des Nennerg? — 2 gegeben sind, und beide
Integralfunktionen haben eine hdchst unangenehme EabaftsSie sindinstetig obwohl

es auch eine stetige Stammfunktion dibDies hat folgende Konsequenz: Wendet man
den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung amdas bestimmte Integral

fz X*-3x2+6
1 X¥-5x*+5x+4

zu bestimmen, welches aufgrund der Positivitat des lategdgn

In[6]:= Plot [r, {x,1,2}]

17 Man beachte allerdings, daR die Rothstein-Trager-Losumgweiten Pok = —v/2 keinenSprung
hat.
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L N W b~ OO O

1.2 1.4 1.6 1.8 2
Qut [ 6] = -Graphics-
positiv ist, so erhalten wir mit der Rothstein-Trager-uig

In[7]:= bestimmt = (RT/.x-2) - (RT .x->1)

Qt[7]= —%u‘ log(—2—1i) + :—ZLE‘ log(-2 + i) — %12 Iog(2—2u‘)+%zz log(2 + 21)

I n[ 8] : = N[bestimmt ]
Qut[ 8] = -3.46334+0.i

und mit der Arkustangens-Losung

In[9]:= bestimmt = (int /.x->2)-(nt /.Xx-1)

Qut[9] = % _tanr(2)

I n[ 10] : = N[bestimmt ]
Qut[10] = -0.321751

in beiden Fallen also negative Werte, welche natirlicldutor mit dem korrekten Inte-
gralwert bereinstimmen. Wegen der unstetigen Stamntifiumist also eine Anwendung
des Hauptsatzes unzulassig!

Welchen Wert lieferMathematicasntegrationsprozedunathematicaerechnef

2
I n[ 11] : = bestimmt = j r dx
1

18 Nach relativ groBer Rechenzeit liefétathematicat das einfachere korrekte Resulat-arctan 2.
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Qut[11] = % (3 RootSun[»ttls - 5#1' + 5#1* + 4&, log(1 - #1) #1 &]_

3#1 - 10#FP +5
log(2 — #1) #1
4 2 &]_
3#I - 10#FP +5
log(1 — #1) #13 ]
3# - 10#P +5
log(2 — #1) #1°
4 2 &]
3#1 - 10#P +5
log(1 — #1)
L R
3# - 10#2 +5#1
log(2 — #1)
-
3# - 10# +5#1

3 RootSur{»#lG —5#1* + 5#P + 4&,

&

+

RootSunIE#le —5#1* + 5#1 + 48,

RootSunﬁ#lG —5#1* + 5#P + 48,

6 RootSur{»#lG —5#1* + 5#P + 4&

6 RootSur{»#lG —5#1* + 5#P + 4&

I n[ 12] : = N[bestimmt ]
Qut[12] = 2.81984+0.:

offenbar den richtigen Wert, obwohl die zugehorige Staomkfion
In[13]:= int =Jr dx

2 2 _
Qut[13] = }tan—l(ix(x 3))—}tan‘l(x(x X23))

2 X2 -2

I n[14]:= bestimmt = (int /.x=>2) - (int /.x>1)
Qut[ 14] = %—tan‘l(Z)

I n[ 15] : = N[bestimmt ]
Qut [ 15] = -0.321751

hierfur nicht geeignet ist. O

Da man bestimmte Integrale lieber nicht nur modulestimmen mochte, ist es al-
so hilfreich, stetigeStammfunktionen zu finden, damit die Anwendung des Haupt-
satzes der Differential- und Integralrechnung zulassigMan sieht nun leicht ein,
dal3 die Unstetigkeiten davon herriihren, dal3 die ArgumeeteArkustangens-
funktionen rationale Funktionen sind. An den Polen dies¢ionalen Funktio-
nen findet dann gegebenenfalls ein Zweigwechsel statt. Kiea man vermei-
den, wenn man die resultierende Stammfunktion als SummeAvkustangens-
funktionen schreibt, deren Argumente Polynome sind. Egrantige Summe ist
dann automatisch stetig. Dies wird mit dem folgenden Alponus von Rioboo
[Ri01991] erreicht.

Satz 12.12SeiK ein Korper miti £ K. Seien weite(x),b(x) € K[x] von 0 ver-
schiedene Polynome. Seien schliel3lmk),d(X) € K[x], c(X) = 0, derart, dal3
b(x)d(X) — a(X)c(x) = g(xX) = gcda(x),b(x)) sei, d. h.,g(x),c(x) und d(x) findet
man mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus.
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Dann gelten die Gleichungen

a(x) + ib(x) —b(x) + ia(x)

Diln————— = Diln . (12.22)
ax) — ib(x) —b(X) — 1a(X)
= 2D arctana(x)d(x) + be9ex) + Diln —d(x) hl !C(X) )
ax) d(x) —ic(x)

Diese Gleichungen liefern einen rekursiven Algorithmus BRarstellung von

i In(@x) + ib(x) — i In@x) —ib(x)) = iln g&;ﬁ:ggg durch eine Summe von Arkus-

tangenstermen mit polynomialen Argumenten.

Beweis: Die erste Gleichung folgt aus der Rechnung

I n[ 1] : = Together [
DILog[(a[x] +Ib [x1)/ (a[x]1-1b [X])]1-
Log [ (-b[x] +la [X])/ (-b[x]-Ta [X])]1,
X11]
Qut[1]= 0
Sei nun als@(x) := gcda(x),b(x)) € K[x]. Dann bestimmt man mit dem erweiter-
ten Euklidischen Algorithmus(x),d(x) € K[x] mit b(x) d(x) — a(x) c(X) = g(x). Wir
schreiben in der Folgp(x) := 2XIX+bX X pa gx) sowohla(x) als auchb(x)

teilt, ist p(x) € K[x]. Wegen 70
ax)+ibx)  (dX) —ic(x _ ax) + 1 b(x))' d(x) +1c(X)
ax)—ibx)  \dx)+icx) ax) —ibx)) dx) —icx)

ax) d(x) + b(x)c(x) + i(b(x) d(x) — a(X) c(x))\ d(x) +ic(x)
ax) d(x) + b(x) c(x) — i(b(x) d(x) — a(x) c(x))) ' d(xX) — i c(X)
_(ax)dX) +b(X)c(X) +i g(x)). d(X) + 1 ¢(X)

ax)d(x) + b(x)cx) —igx)/ d(x)—ic(x)
pXxX) +1  d(X) +ic(X)
PO —i d(x) —icX)
und mit (12.20) ist

ax) + 1 b(x)
ax) — i b(x)

also die zweite Gleichung von (12.22).

d(X) + 1 ¢(X)

Diln m,

= 2D arctanp(x) + Diln

Der rekursive Algorithmus zur Bestimmung einer stetigeam@hfunktion funktio-
niert nun wie folgt.

Falls dega(x),x) < dedgb(x),x) ist, kann man mit der ersten Gleichung aus (12.22)
die Rolle vona(x) und b(x) vertauschen. Wir konnen also o. B. d. A. annehmen,
daR de¢h(x),x) < dega(x),x) ist.



12.4 Logarithmischer Tell 411

Ist nunb(x) | a(x), so verwenden wir die Transformation (12.21)

ax) + 1) =2D arctan@ . (12.23)

Diln ax) — i b(x) b(x)

Dies ist bereits eine Darstellung durch einen Arkustangemsmit Polynomargu-
ment.

Wir nehmen nun in der Folge an, db(X) kein Teiler vona(x) ist. Mit dem erwei-
terten Euklidischen Algorithmus bestimmen wir dann deol3ein gemeinsamen
Teilerg(x) = gcda(x),b(x)) sowiec(x),d(x) € K[x] derart, dab(x) d(X)—a(x) c(X) =
g(x) gilt. Hierbei ist degd(x),x) < dega(x),x), s. Ubungsaufgabe 12.2. Die zweite
Gleichung in (12.22) liefert dann also die rekursive Vorgth

a(x) + ib(x) .d(X) +ic(X)

D| In m = 2D arCtanp(X) + D |m

mit einem (weiteren) Arkustangenssummanden mit Polyngoment. Wegen
degd(x),x) < dega(x),x) ist sichergestellt, dal’ die Rekursion terminiert. [

Sitzung 12.7Fur den erweiterten Euklidischen Algorithmus laden wir
I n[ 1] : = Needs ["Algebra‘PolynomialExtendedGCD*" 1

und programmieren den Rioboo-Algorithmus wie folgt:

In[2]:= Clear [LogToArcTan ]

LogToArcTan [a_, b_, x_] :=
LogToArcTan [-b, a, x]/ ; Exponent [a, X] < Exponent [b, X]

LogToArcTan [a_, b_, x_] :=
2ArcTan [a/ b]/ ; PolynomialQ [Together [a/Db], x]

LogToArcTan [a., b_, x_.] := Module [{g, c, d},
{g, {d, c}} = PolynomialExtendedGCD [b, -a];
2ArcTan [Together [(a*d+b=xc)/g]] +LogToArcTan [d, c, X]
1

Fur unsere Beispielfunktion aus Sitzung 12.6 erhalten wir
I n[3]: = rioboo = LogToArcTan [x®-3x, x? -2, X]

Qut[3] = 2tan’(x) + 2 tarr*(x) + 2 tanl(:—zL (®-3x+ x))

welches eine stetige Darstellung als Summe von Arkustastgenen mit polynomialen
Argumenten ist:
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rioboo

| n[ 4] : = Plot [7, {x, -3,3}]
4l
ol
-3 -2 1 1 2 3
)
-4t

Qut [ 4] = -Graphics-

Man sieht, daf3 sich nun auch automatisch eine weitere \ménsaverte Eigenschaft der
Stammfunktion ergeben hat: Die zu integrierende Funkt@%% ist eine gerade
Funktion, also gibt es eine ungerade Stammfunktion. Deb&beAlgorithmus liefert die-
se. O

12.5 Erganzende Bemerkungen

Die Kombination der betrachteten Algorithmen liefert einelistandigen Algo-
rithmus zur rationalen Integration. Bis auf einige effizsteigernde Adaptionen ist
dies der augenblickliche Stand der Dinge auf diesem Gealmetwir haben gese-
hen, dal3 dieser Algorithmus beispielsweis#f@mhematicdislang nicht vollstandig
eingebaut ist?

Beim Risch-Algorithmus zur Integration elementarer Fuonkn sind algebrai-

sche, logarithmische und exponentielle Differentialqb@&rerweiterungen fur Ein-
gabe und Ausgabe erlaubt. Wie im rationalen Fall liefertStiukturtheorem eine
Aussage daruber, wie eine mogliche Stammfunktion aess&hnn: Zur Bildung

der Stammfunktion sind nur logarithmische Korpererweimgen notig. Allerdings

treten kompliziertere Turme von Korpererweiterungem @nd die Theorie wird

algebraisch anspruchsvoller. Letzten Endes kann man dimr8tunktion wieder

durch eine Art Koeffizientenvergleich bestimmen. Als Laker zu diesem Thema
sind die Biicher [GCL1992] und [Bro1997] zu empfehlen.

19 Diese Bemerkung gilt (mindestens) Witathematica/ersion 5.0
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UBUNGSAUEGABEN

12.1 Zeigen Sie, dal3 alle moglichen DifferentialoperatoreQ ) durch die beiden
BedingungerD(1) = 0 undD(x) = F(xX) gegeben sind, wobé&i(x) € Q(X) eine
beliebige rationale Funktion ist.

12.2 Zeigen Sie: Seiem(x),b(x) € K[X] und sindg(x) = gcda(x),b(x)) sowie
c(xX),d(x) € K[x] die Polynome, welche vom erweiterten euklidischen Aldorit
mus erzeugt werden, so daX) d(x) + a(x) c(x) = g(x) gilt, dann istdegd(x),x) <
dega(x),x).

Zeigen Sie an einem Beispiel, dal3 die Gleichbog d(x) + a(x) c(x) = g(x) auch
von Polynomen(x),d(x) € K[Xx] erfullt werden kann, die die Beziehudggd(x),x) <
dega(x),x) verletzen.

12.3 Man zeige: Hat ein reelles Polynoaix) € R[X] eine komplexe Nullstelle
z, € C, so ist auch die konjugiert komplexe Zagleine Nullstelle vora(x).

12.4 Finden Sie heraus, fiir welckee N, a < 1000das Polynonx* + a € Z[x]
eine echte ganzzahlige Faktorisierung und damit die ml@oﬁunktion)ﬁ1 e QX
eine echte rationale Partialbruchzerlegung besitzt.

. e -
12.5 Vergleichen Sie die Resultate fgﬂrm1

(a) von Mathematica;
(b) des Rothstein-Trager-Algorithmus;

(c) durch Anwendung einer rationalen Partialbruchzerggdes Integranden.

12.6 Geben Sie zwei weitere — moglichst einfache — Beispieted&n Rioboo-
Algorithmus.

12.7 Im der Analysis-Vorlesung wird haufig dian3-Substitution vorgestellt, mit
welcher man jede trigonometrische rationale FunkRox) € R(sinx, cosx) inte-
grieren kann, da die Substitution auf einen rationalerghateden fiihrt. Zeigen Sie
an einem Beispiel, dal3 diese Substitution im allgemeinemfalls zu unstetigen
Stammfunktionen fiihrt. Wird dies vom Rioboo-Algorithmibishoben?



