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Kapitel 1

Einleitung

Auf dem Gebiet der Eckenfärbungsproblematik bei Graphen stellt das chromatische Polynom
seit einem guten Jahrhundert einen festen Bestandteil dar. Seit seiner ursprünglichen Einfüh-
rung unterlag es stets unterschiedlichen Verallgemeinerungen, wobei jedoch noch immer sehr
viele offene Fragen bestehen. Wie bereits bewiesen wurde, ist die Berechnung des chromati-
schen Polynoms eines beliebigen Graphen ein NP-vollständiges Problem, weshalb bis heute
kein genereller effizienter Algorithmus zur Lösung dieses Problems existiert. Diese Tatsache
gibt Anlass für die vorliegende Arbeit, in welcher Methoden zur Berechnung chromatischer
Polynome häufig auftretender Graphentypen entwickelt werden.

1.1 Überblick über die Entwicklung chromatischer Polynome

Der Ursprung chromatischer Polynome lässt sich bis ins Jahr 1852 zurückverfolgen, in wel-
chem Francis Guthrie bekanntlich die Vierfarbenvermutung äußerte. Jene besagt, dass stets
vier voneinander verschiedene Farben ausreichen, um die Länder auf einer Landkarte derart
einzufärben, dass jedes Land in genau einer Farbe gefärbt wird, und zwei Länder, welche eine
gemeinsame Grenze besitzen, verschieden voneinander gefärbt sein müssen. Diese Frage zog
das Interesse der Forschung auf sich, und infolge dessen führte George D. Birkhoff im Jahre
1912 ([3], S. 42 ff.) erstmals ein Polynom ein, welches seit 1946 durch Birkhoff und Lewis ([4], S.
360) als chromatisches Polynom bekannt wurde. Wie Birkhoff und Lewis bemerkten, geht das
chromatische Polynom nicht nur der Frage nach, ob eine gegebene Anzahl an Farben ausreicht,
um die Länder auf einer Landkarte in der geforderten Weise einzufärben. Vielmehr vermag es
auch die Anzahl zulässiger Färbungen einer Karte zu einer gegebenen, beliebigen Farbenmenge
zu verraten. Diese Problematik lässt sich graphentheoretisch interpretieren, indem man eine
Karte derart als einen Graphen auffasst, dass die Länder den Ecken des Graphen entsprechen
und zwei Ecken genau dann durch eine Kante miteinander verbunden werden, wenn die zuge-
hörigen Länder benachbart sind. Bis heute wurde das so eingeführte chromatische Polynom,
welches wir in dieser Arbeit vorwiegend ’univariates chromatisches Polynom’ nennen werden,
vielfach erforscht und auch verallgemeinert.
Eine sehr bekannte Verallgemeinerung des univariaten chromatischen Polynoms stammt von
Tutte und Whitney, welche ihren Ursprung bereits im Jahre 1931 bei Whitney ([34], S. 122 ff.)
fand und 1954 bei Tutte ([30], S. 85 ff.) als dichromatisches Polynom bekannt wurde. Dieses
wird auch Tutte-Polynom oder Tutte-Whitney-Polynom genannt und ist ein bivariates Poly-
nom. Es erlaubt grob gesagt in der ersten Variablen Aussagen darüber, wie stark der Graph
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außerhalb von Teilgraphen zusammenhängt, während die zweite Variable darüber Aufschluss
gibt, wie stark genau diese Teilgraphen unzusammenhängend sind. Das chromatische Poly-
nom ist eine Evaluation des Tutte-Polynoms und gibt als solche im Allgemeinen bei einem
wenig zusammenhängenden Graphen eine größere Anzahl an Färbungsmöglichkeiten aus als
bei einem stark zusammenhängenden.
Eine weitere bedeutende Verallgemeinerung des chromatischen Polynoms stammt von Doh-
men, Pönitz und Tittmann aus dem Jahre 2003 ([9], S. 69 ff.), nämlich das verallgemeinerte
bivariate chromatische Polynom, welches wir auch kurz als bivariates chromatisches Polynom
bezeichnen werden. Dieses gestattet zu den bisherigen Farben im Sinne des univariaten chroma-
tischen Polynoms zusätzlich solche, welche ohne Rücksicht auf die Nachbarschaftsverhältnisse
der Ecken innerhalb des Graphen vergeben werden dürfen. Ist die Menge dieser zusätzlichen
Farben leer, erhalten wir selbstverständlich wiederum das univariate chromatische Polynom.
Neben den oben genannten Verallgemeinerungen des univariaten chromatischen Polynoms
sind zu verschiedenen Zeiten außerdem noch weitere Graphenpolynome eingeführt worden.
Hierzu gehört zum Beispiel das Monochrome Polynomial nach ([32], S. 63). Dieses lässt sich
zum trivariaten chromatischen Polynom verallgemeinern, einem Spezialfall des multivariaten
chromatischen Polynoms nach White ([33], S. 10 f.). Das trivariate chromatische Polynom ist
darüber hinaus zugleich eine Verallgemeinerung des bivariaten chromatischen Polynoms.
Bereits vor der Einführung des trivariaten chromatischen Polynoms stellten Averbouch, God-
lin und Makowsky im Jahre 2008 ein sogenanntes Edge-Elimination-Polynomial vor, welches
wiederum unter anderem eine Verallgemeinerung des Tutte-Polynoms, des bivariaten chromati-
schen Polynoms sowie des Matching-Polynoms darstellt ([1], S. 34 f.) Zu einer in dieser Arbeit
verwendeten Definition des Matching-Polynoms siehe ([16], S. 334). Das Edge-Elimination-
Polynomial lässt sich rekursiv bestimmen ([1], S. 34 f.), wobei aus der Rekursionsgleichung
dieses Polynoms auch insbesondere eine Rekursionsgleichung für das bivariate ([1], S. 33) und
damit auch eine bereits seit langem bekannte Rekursionsformel für das univariate chromati-
sche Polynom ([18], S. 57) folgt, da nach ([9], S. 70) das univariate chromatische Polynom
leicht aus dem bivariaten chromatischen Polynom durch Gleichsetzung beider Variablen folgt.
Wie Trinks in ([27], S. 8) kürzlich zeigte, lässt sich das Edge-Elimination-Polynomial sogar
aus dem trivariaten chromatischen Polynom erzeugen und umgekehrt.

1.2 Aufbau dieser Arbeit

Die vorliegende Arbeit besteht aus fünf Kapiteln und einem Anhang. Die ersten drei Kapitel
dienen der Vorbereitung und liefern ab dem zweiten Kapitel zum Verständnis der Thematik
wichtige Definitionen und Sätze, welche allgemein bekannt sind oder der dort angegebenen
Literatur entnommen werden können. Die restlichen Kapitel befassen sich mit eigenen For-
schungsergebnissen, woraufhin der Anhang zu einigen ausgewählten Resultaten Programmcode
enthält. Dieser zeigt exemplarisch den Effizienz-Vorteil der eigenen Ergebnisse im Vergleich
zu bereits bekannten Rekursionsbeziehungen, welche in dieser Arbeit mit vorgestellt werden.
In einigen Beispielrechnungen dieser Schrift werden wir zur leichteren Bestimmung größerer
Polynome ein Computerprogramm verwenden.

Das zweite Kapitel beginnt zunächst mit wichtigen allgemein bekannten Definitionen aus dem
Bereich der Graphentheorie, welche in den darauf folgenden Kapiteln benötigt werden. Dieses
ist vor allem deshalb nicht ganz unwichtig, da sich zum einen in der Literatur viele Definitionen
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voneinander unterscheiden und zum anderen verschiedene Begriffe bei verschiedenen Autoren
mit derselben Bezeichnung belegt werden, was schließlich zu Missverständnissen führen könn-
te. Zudem stellt sich bereits bei der Definition eines Graphen heraus, welche Eigenschaften
uns an Graphen interessieren und welche wir bereits durch die Definition ausschließen. So
wird in dieser Arbeit bereits das Auftreten von mehrfachen Kanten durch die Definition eines
Graphen in unserem Sinne ausgeschlossen.

Im dritten Kapitel gehen wir auf eine speziellere Familie von Definitionen ein, welche sehr
gezielt auf die Thematik dieser Arbeit vorbereiten und nicht allgemein bekannt sein dürften.
So werden im Sinne der dort genannten Literatur Arten von Eckenfärbungen von unterschied-
lichem Allgemeinheitsgrad vorgestellt sowie die dazugehörigen chromatischen Polynome. Zu-
dem geben wir auch bereits bekannte Rekursionsformeln zu den in den ersten vier Abschnitten
vorgestellten Polynomen wieder. Bezogen auf das bivariate chromatische Polynom werden wir
diesen Rekursionen später für gewisse Graphentypen eigene, effizientere Berechnungsmethoden
gegenüberstellen sowie auch zum trivariaten chromatischen Polynom für gewisse Graphenty-
pen alternative Berechnungswege präsentieren. Im letzten Abschnitt bereiten wir eine andere
als die rekursive Zugangsweise zur Bestimmung chromatischer Polynome vor. Hierzu tragen
wir einige Definitionen zu Eckenpartitionen aus der für uns relevanten Literatur zusammen.
Diese bieten uns insbesondere die Möglichkeit, ein Beweismittel für viele der darauf folgenden
Sätze zu schaffen, welche wiederum ihrerseits eine schnelle Berechnung chromatischer Polyno-
me für bestimmte Graphentypen ermöglichen.

Das vierte Kapitel stellt die ersten eigenen Resultate vor. Es werden zunächst allgemeine
Darstellungen des bivariaten chromatischen Polynoms mithilfe von bestimmten Eckenparti-
tionen entwickelt, welche zwar keine schnelle Berechnung chromatischer Polynome erlauben,
dafür jedoch, wie oben bereits erwähnt, sehr nützliche Beweismittel darstellen. So verwenden
wir diese im Weiteren, um Formeln für bestimmte Graphentypen zu entwickeln, welche ef-
fektivere Berechnungsmittel als die bekannten Rekursionsgleichungen sind. Weiterhin sollen
auch bestimmte Grapheneigenschaften im Sinne von Rekursionsmöglichkeiten genutzt sowie
die Eigenschaften von Ableitungen für bestimmte Graphentypen kurz untersucht werden. Zu-
dem stellen wir für zwei ganz spezielle Familien von Graphen jeweils einen Zusammenhang
zwischen dem bivariaten chromatischen Polynom und dem ebenfalls bereits bekannten Mat-
chingpolynom her. Hier zeigt sich, dass sich das bivariate chromatische Polynom eines beliebi-
gen Graphen einer der genannten Familien mithilfe der Koeffizienten des Matchingpolynoms
eines weiteren Graphen bestimmen lässt.

Einen ähnlichen Aufbau weist darüber hinaus das fünfte Kapitel auf. Hier werden für das
trivariate chromatische Polynom zunächst zwei allgemeine Darstellungen eingeführt, worauf-
hin wir für bestimmte Graphentypen wiederum spezielle Formeln angeben und schließlich auch
hier gewisse Grapheneigenschaften zur Reduktion nutzen.

Abschließend zeigen wir im Anhang zu einigen ausgewählten Sätzen computergestützte Bei-
spielberechnungen, welche, wie bereits eingangs erwähnt, den Vorteil dieser Resultate gegen-
über der bereits bekannten Rekursionsformel des bivariaten chromatischen Polynoms ver-
deutlichen. Ausnahmen bilden hierbei lediglich die als Beweismittel vorgesehenen allgemeinen
Formeln für das bivariate chromatische Polynom sowie zwei Beispiele zu den Koeffizienten des
trivariaten chromatischen Polynoms, welche keinem Vergleich unterzogen werden sollen.
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Kapitel 2

Definitionen aus der Graphentheorie

Weil wir in der vorliegenden Arbeit verschiedene bereits bekannte Begriffe aus der Graphen-
theorie benötigen, soll in diesem Kapitel eine kleine Einführung in die Thematik gegeben wer-
den. Man beachte allerdings, dass einige graphentheoretische Begriffe in der Literatur nicht
einheitlich verwendet werden, weshalb wir uns im Folgenden auf gewisse Bezeichnungsweisen
festlegen werden. Zu den in der Literatur geläufigen Definitionen wird jeweils exemplarisch
eine Quelle mit angegeben.

2.1 Ecken und Kanten

Zunächst gilt es zu klären, was wir unter einem Graphen verstehen. Dafür beginnen wir mit
folgender Definition:

Definition 2.1 Es sei M eine Menge. Dann bezeichnen wir die Potenzmenge von M mit
P(M) = {X|X ⊆M}. Weiterhin sei Pk(M) = {X ∈ P(M)| |X| = k}.

Da wir in dieser Arbeit in der Regel gewisse Graphentypen ausschließen werden, genügt uns
eine vereinfachte Definition eines Graphen.

Definition 2.2 ([8], S. 2).
Einen Graphen G definieren wir als ein Tupel G = (V (G), E(G)) = (V,E) zweier Mengen
V (G) = V und E(G) = E mit E ⊆ P2(V ). Die Elemente aus V nennen wir Ecken und die
Elemente aus E nennen wir Kanten von G. Ein Spezialfall sei der Nullgraph ∅ ohne Ecken
und Kanten.

Diese Definition schließt bereits das Auftreten von Schlingen, wobei ein Element aus E ∩
P1(V ) Schlinge heißt, sowie mehrfachen Kanten aus, welche für unsere späteren Betrachtungen
ohnehin irrelevant sind.

Bemerkung 2.3 Ein Graph G gemäß Definition 2.2 wird häufig schlicht genannt, etwa in
([6], S. 7).

Wie wir im nächsten Kapitel sehen werden, interessiert uns vor allem die Frage, ob zwischen
zwei unterschiedlichen Ecken überhaupt (mindestens) eine Kante existiert oder nicht. Zudem
wird es für uns von Bedeutung sein, nur endlich viele Ecken und damit auch Kanten zuzulassen.
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Definition 2.4 Ein Graph G mit |V (G)| <∞ heißt endlich ([8], S. 2).

Im Unterschied zu einigen alternativen Definitionsmöglichkeiten in der Literatur ordnet unsere
Definition eines Graphen dessen Kanten keine Richtungen zu, was für unsere Zwecke auch nicht
erforderlich sein wird.
Abbildung 2.1 zeigt ein Beispiel eines Graphen nach unserer Definition.

Abbildung 2.1: Graph

Bemerkung 2.5 Von nun an werden wir stets implizit voraussetzen, dass alle betrachteten
Graphen endlich sind.

Zu einem Graphen lassen sich Aussagen sowohl über die Beziehungen zwischen Ecken oder
Kanten untereinander als auch zwischen Ecken und Kanten machen.

Definition 2.6 Zwei Ecken v1, v2 ∈ V heißen adjazent oder benachbart zueinander, wenn
{v1, v2} ∈ E gilt ([8], S. 3).
Wir nennen N(v) = {w ∈ V | {v, w} ∈ E} die Menge aller Nachbarn von v ([31], S. 10).
Weiterhin nennt man eine Ecke v ∈ V inzident zu einer Kante e ∈ E, wenn v ∈ e gilt ([8], S.
2).
Nicht adjazente Ecken sowie Kanten ohne gemeinsame Ecken nennen wir unabhängig vonein-
ander, und eine Menge X ⊆ V (G) oder Y ⊆ E(G) bezeichnen wir als unabhängig, wenn ihre
Elemente paarweise unabhängig voneinander sind ([8], S. 3).

Wie wir später sehen werden, spielen insbesondere unabhängige Eckenmengen bei den Ecken-
färbungsproblemen eine entscheidende Rolle.
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2.2 Teilgraphen

Bei der Betrachtung von Graphen ist es häufig hilfreich, die Aufmerksamkeit auf bestimmte
Teilmengen der Ecken- und Kantenmenge zu richten.

Definition 2.7 ([8], S. 3 f.).
Einen Graphen H = (W,F ) nennen wir einen Teilgraphen von G = (V,E), wenn W ⊆ V und
F ⊆ E gilt. Wir schreiben dafür auch H ⊆ G. Dieser Graph heißt ein induzierter Teilgraph
von G, wenn er alle Kanten {v1, v2} ∈ E mit v1, v2 ∈ W enthält. Für X ⊆ V (G) bezeichne
G[X] den von X induzierten Teilgraphen.

Mit anderen Worten ist ein Teilgraph eines Graphen genau dann ein induzierter Graph, wenn
die Kanten, welche zwischen den aus dem Ausgangsgraphen für den Teilgraphen ausgewähl-
ten Ecken vorkommen, allesamt auch im Teilgraphen auftreten. Betrachtet man beispielsweise
eine Kante, so ist deren größtmöglicher induzierter Teilgraph die Kante selbst und der einzige
nicht induzierte Teilgraph besteht aus beiden Ecken mit leerer Kantenmenge.
Weil sich ein Teilgraph H eines Graphen G = (V,E) für gewisse Mengen V1 ⊆ V und E1 ⊆ E
als H = (V \ V1, E \ E1) darstellen lässt und wir später bei der Einführung von Graphenope-
rationen mit Bezeichnungen wie ’+’ und ’−’ arbeiten werden, fügen wir hier zunächst eine
Bemerkung ein.

Bemerkung 2.8 Für einen Graphen G = (V,E) und Mengen V1 ⊆ V oder E1 ⊆ E werden
wir die Menge V \ V1 als V − V1 und die Menge E \ E1 entsprechend als E − E1 schreiben.

Nun wenden wir uns einigen weiteren Definitionen zu.

Definition 2.9 Einen nichtleeren Graphen P = (V,E) mit der Eckenmenge V = {v0, . . . , vk}
und der Kantenmenge E = {{v0, v1} , {v1, v2} , . . . , {vk−1, vk}} mit paarweise verschiedenen
vi für i = 0, . . . , k nennen wir einen Weg der Länge k von v0 nach vk und schreiben hierfür
Pk+1 ([8], S. 6).
Ein nichtleerer Graph heißt zusammenhängend, wenn es für alle u,w ∈ V einen Weg von u
nach w gibt, das heißt einen Weg P mit u = v0 und w = vk ([8], S. 10).
Einen maximalen zusammenhängenden Teilgraphen von G nennt man eine Komponente von
G ([8], S. 11).

Der in Abbildung 2.1 gezeigte Graph besteht beispielsweise aus drei Komponenten.
In manchen Fällen ist es von Bedeutung, dass ein Teilgraph alle Ecken des ursprünglichen
Graphen enthält.

Definition 2.10 Ein aufspannender Teilgraph eines Graphen G = (V,E) ist ein Teilgraph
H = (V, F ) von G mit F ⊆ E ([8], S. 4).
Für F ⊆ E sei G〈F 〉 = (V, F ) der von F aufgespannte aufspannende Teilgraph von G ([28],
S. 2).

Abbildung 2.2 zeigt einen aufspannenden Teilgraphen des oben gezeigten Graphen.

Teilgraphen eines Graphen weisen immer eine bestimmte Struktur auf, welche einerseits durch
die Anzahl der Ecken und, wie es sich in unserer Arbeit meistens als entscheidender heraus-
stellen wird, durch die Adjazenzverhältnisse zwischen den Ecken untereinander charakterisiert
wird. Spezialfälle sind die paarweise Adjazenz aller Ecken zueinander sowie das Fehlen aller
Kanten zwischen diesen Ecken.
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Abbildung 2.2: Aufspannender Teilgraph des Graphen aus Abbildung 2.1

Definition 2.11 Ein Graph mit n Ecken heißt vollständig, wenn alle Ecken paarweise adja-
zent zueinander sind, und wird mit Kn bezeichnet ([8], S. 3).
Es sei G ein Graph. Einen vollständigen Teilgraphen von G nennt man eine Clique ([31], S.
163).

Abbildung 2.3 zeigt einen Graphen mit den Cliquen K3, K2 und K1.

Ein weiterer und für uns wichtiger Spezialfall eines Teilgraphen ist ein ganz bestimmter Typ
eines aufspannenden Teilgraphen.

Definition 2.12 ([10], S. 75).
Gegeben seien ein Graph G und ein aufspannender Teilgraph M von G. M heißt Matching
von G, wenn die einzigen Komponenten von M Ecken und Kanten sind. Enthält M genau k
Kanten, so nennt man M ein k-Matching von G.

Im Allgemeinen kann man in einem gegebenen Graphen kein eindeutiges k-Matching festlegen.
Daher werden wir in einem späteren Kapitel sehen, dass durch das sogenannte Matchingpo-
lynom eines Graphen G für jedes k die Anzahl der k-Matchings in G gezählt wird.

2.3 Trennende Ecken und Kanten in Graphen

Entfernt man beliebige Ecken eines Graphen, so kann es passieren, dass der neue Graph aus
mehr Komponenten besteht als der vorherige Graph. Hierzu geben wir die folgende Definition
an.
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Abbildung 2.3: Graph mit den Cliquen K3, K2 und K1

Definition 2.13 Es sei G ein Graph. Eine Artikulation (in der englischsprachigen Literatur
auch ’cutvertex’ genannt) in G ist eine Ecke v ∈ V (G), durch deren Entfernung sich die Anzahl
der Komponenten von G vergrößert. Unter einer Brücke in G versteht man analog dazu eine
Kante e ∈ E(G), deren Entfernung unter Beibehaltung der beiden zugehörigen Ecken ebenfalls
die Anzahl der Komponenten von G vergrößert ([6], S. 6).
Falls G ein zusammenhängender Graph ist und für W ⊆ V (G) oder W ⊆ E(G) der Graph
G−W nicht mehr zusammenhängend ist, so trennt W den Graphen G. Wir nennen W einen
Trenner in G. Falls zwei Ecken v und w in verschiedenen Komponenten von G −W liegen,
so trennt W die Ecken v und w voneinander ([6], S. 73).

In Abbildung 2.4 sind zwei Graphen zu sehen, von welchen der links abgebildete Graph eine
Artikulation enthält und der rechts gezeigte Graph eine Brücke.

Diese Eigenschaften werden wir später zur Reduktion von Graphen verwenden, um damit
chromatische Polynome zu bestimmen.

2.4 Operationen innerhalb von Graphen

Zur Berechnung chromatischer Polynome existieren bereits weitere Methoden, welche später
vorgestellt werden sollen und sich der folgenden Operationen innerhalb eines Graphen bedie-
nen. Diese erzeugen aus einem gegebenen Graphen jeweils einen neuen Graphen. Eine dieser
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Abbildung 2.4: Artikulation und Brücke

Operationen ist das Entfernen oder Hinzufügen von Kanten ohne Veränderung der Anzahl der
Ecken.

Definition 2.14 ([8], S. 4).
Für einen Graphen G = (V,E) mit U ⊂ V sei G− U = G[V − U ].
Weiterhin erhalten wir für eine Ecke v ∈ V den Graphen G− v mit der Eckenmenge V −{v}
und der Kantenmenge E − {e ∈ E|v ∈ e} (Löschung von v).
Analog dazu definieren wir für eine Kantenmenge F ⊆ E den Graphen G− F = (V,E − F ).
Schließlich lässt sich für eine Kante e ∈ E aus G ein neuer Graph G − e = (V,E − {e})
konstruieren (Löschung von e).
Analog sei der Graph G+ e für e ∈ P2(V ) definiert durch G+ e = (V,E ∪ {e}) (Addition von
e).

Eine vorhandene Kante lässt sich nicht nur entfernen, sondern auch mitsamt ihrer Ecken zu
einer neuen Ecke verschmelzen. Dadurch erhält man einen Graphen mit einer Ecke weniger
als zuvor.

Definition 2.15 ([6], S. 24).
Aus einem Graphen G erhalten wir für eine Kante e = {v1, v2} ∈ E einen neuen Graphen
G/e, indem wir v1 und v2 identifizieren und alle dabei eventuell entstehenden Mehrfachkanten
durch einfache Kanten erstezen (Kontraktion von e).

Die beiden oben genannten Kantenoperationen finden sich auch in ([1], S. 32), wo jedoch noch
eine weitere Möglichkeit eingeführt wird. Hierbei wird eine Kante unter Einbeziehung ihrer
Ecken entfernt, so dass der neue Graph zwei Ecken weniger besitzt als der vorherige.
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Definition 2.16 ([1], S. 32).
Aus einem Graphen G erhalten wir für eine Kante e = {v1, v2} ∈ E einen neuen Graphen
G− {v1, v2} = G[V − {v1, v2}] (Extraktion von e).

In Abbildung 2.5 zeigen wir vier Graphen. Ausgehend von dem links abgebildeten Graphen
G erhalten wir folgendermaßen drei verschiedene Graphen: Löschen wir aus G eine Kante
e = {v1, v2}, so ergibt sich der rechts daneben stehende Graph G−e. Kontrahieren wir dagegen
in G die Kante e, erhalten wir nach dem Ersetzen der beiden entstehenden Mehrfachkanten
durch jeweils einfache Kanten den dritten Graphen G/e. Der vierte Graph G−{v1, v2} ergibt
sich schließlich aus der Extraktion der Kante e in G.

Abbildung 2.5: G, G− e, G/e und G− {v1, v2}

Für einen gegebenen Graphen benötigen wir später hin und wieder zusätzlich einen ganz
bestimmten Graphen mit gleicher Eckenanzahl, bei welchem jedoch im Allgemeinen die Kan-
tenanzahl eine andere ist.

Definition 2.17 ([8], S. 4).
Zu einem Graphen G = (V,E) nennen wir den Graphen G = (V, F ) mit der Kantenmenge
F = {{v1, v2} ∈ P2(V )| {v1, v2} /∈ E} das Komplement von G.

Eine interessante Eigenschaft eines beliebigen Graphen besteht darin, dass eine Clique dieses
Graphen eine unabhängige Eckenmenge im Komplement induziert und umgekehrt. Auch auf
diese Tatsache werden wir in späteren Kapiteln zurückgreifen.

2.5 Operationen zwischen verschiedenen Graphen

Bisher haben wir uns ausschließlich auf Operationen innerhalb eines gegebenen Graphen be-
schränkt. Wir werden sehen, dass sich auch Operationen zwischen zwei verschiedenen Graphen
durchführen lassen.

Definition 2.18 ([8], S. 3).
Es seien G1 = (V1, E1) und G2 = (V2, E2) gegeben. Dann sei G1 ∪ G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2)
und analog G1 ∩G2 = (V1 ∩ V2, E1 ∩ E2).
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In einigen Fällen ist es jedoch sinnvoll, außer den bereits bestehenden Kanten der beteilig-
ten Graphen gewisse weitere Kanten mit in den neuen Graphen aufzunehmen. Eine solche
Möglichkeit besteht darin, alle Kanten mit zu berücksichtigen, welche aus jedem der beiden
Graphen jeweils eine Ecke besitzen.

Definition 2.19 ([20], S. 131).
Es seien G1 = (V1, E1) und G2 = (V2, E2) mit V1∩V2 = ∅ und daher auch E1∩E2 = ∅. Dann
sei G1 ∗ G2 = (W,F ) der Graph mit der Eckenmenge W = V1 ∪ V2 und der Kantenmenge
F = E1∪E2∪{{v1, v2} |v1 ∈ V1 ∧ v2 ∈ V2}. Diesen bezeichnet man als Join der beiden Graphen
G1 und G2.

In Abbildung 2.6 zeigen wir zwei Graphen G1 und G2 sowie deren Join G1 ∗G2.

Abbildung 2.6: G1, G2 und G1 ∗G2

Auf diese Weise entsteht also stets ein Graph, welcher aus genau einer Komponente besteht.

2.6 Beziehungen zwischen Graphen

Zwei Graphen sind genau dann gleich, wenn ihre Ecken- und Kantenmengen übereinstimmen.
Für viele Anwendungen ist dieser Gleichheitsbegriff jedoch zu streng.

Definition 2.20 ([8], S. 3).
Zwei Graphen G1 = (V1, E1) und G2 = (V2, E2) heißen isomorph, wenn es eine Bijektion
φ : V1 → V2 gibt und zudem für alle v, w ∈ V1 genau dann {φ(v), φ(w)} ∈ E2 gilt, wenn
{v, w} ∈ E1 gilt.

Wenn wir später hinsichtlich der chromatischen Polynome von einem Graphen sprechen, so
ist dabei also kein einzelner Graph gemeint, sondern die gesamte Äquivalenzklasse der zu ihm
isomorphen Graphen. Der Einfachheit halber werden wir beide Begriffe synonym verwenden,
da wir bei den Färbungsproblemen sehen werden, dass zueinander isomorphe Graphen diesel-
ben chromatischen Eigenschaften aufweisen.
In Abbildung 2.7 zeigen wir zwei Graphen aus derselben Isomorphieklasse.
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Abbildung 2.7: Zueinander isomorphe Graphen

2.7 Besondere Graphen

Einige Graphen besitzen aufgrund ihrer Adjazenzverhältnisse besondere Strukturen, welche
auch bei der Berechnung chromatischer Polynome für diesen Graphentyp von Vorteil sein
können. Wir beginnen mit einigen einfachen Grundtypen.

Bemerkung 2.21 Einen Weg haben wir bereits in Definition 2.9 kennengelernt.

Hierauf aufbauend lassen sich weitere Graphentypen definieren.

Definition 2.22 ([8], S. 8).
Es sei P = (V,E) ein Weg mit der Eckenmenge V = {v0, v1, . . . , vk−1} für k ≥ 3 und der Kan-
tenmenge E = {{v0, v1} , {v1, v2} , . . . , {vk−2, vk−1}}. Dann erhalten wir hieraus den Graphen
S = (V, F ) mit F = {{v0, v1} , {v1, v2} , . . . , {vk−2, vk−1}} ∪ {{vk−1, v0}} und nennen diesen
einen Kreis der Länge k. Wir schreiben hierfür auch Ck.

Grafik 2.8 zeigt einen Weg P5 der Länge 4 und einen Kreis C7 der Länge 7.

Bei Färbungsproblemen von Graphen spielt es im Allgemeinen eine Rolle, ob ein Graph kreis-
frei ist oder nicht.

Definition 2.23 ([8], S. 13).
Einen Graphen ohne Kreise bezeichnen wir als Wald. Einen zusammenhängenden Wald nennen
wir einen Baum.

Möchten wir von einem Graphen einen zusammenhängenden Teilgraphen ohne Kreise be-
trachten, welcher alle Ecken des Ausgangsgraphen enthält, so ist dieser zwangsläufig ein auf-
spannender Baum. Im Allgemeinen ist dieser in einem gegebenen Graphen, wie Teilgraphen
generell, jedoch nicht eindeutig bestimmt.
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Abbildung 2.8: Weg P5 der Länge 4 und Kreis C7 der Länge 7

Definition 2.24 ([6], S. 10).
Ein Teilgraph T eines Graphen G, welcher ein Baum ist und V (T ) = V (G) erfüllt, heißt ein
Spannbaum von G.

Ein weiterer Graphentyp ist dadurch charakterisiert, dass seine Eckenmenge sich in genau r
verschiedene unabhängige Mengen partitionieren lässt. Alle vorkommenden Kanten besitzen
also Ecken aus verschiedenen Blöcken der Eckenpartition.

Definition 2.25 ([8], S. 17).
Einen Graphen G nennen wir r-partit für r ≥ 2, wenn es eine Partition Π = {X1, X2, . . . , Xr}
von V (G) gibt, so dass für jede Kante e ∈ E(G) die Relation |e ∩Xi| ≤ 1 für alle i = 1, . . . , r
gilt. Für r = 2 nennen wir G auch bipartit.

In speziellen Fällen kann man diesen Graphen als Join mehrerer Graphen mit leerer Kan-
tenmenge auffassen, nämlich immer dann, wenn alle erlaubten Kanten tatsächlich auftreten.

Definition 2.26 ([8], S. 17 f.).
Einen r-partiten Graphen G nennen wir vollständig r-partit, wenn für jedes Eckenpaar mit
aus verschiedenen Blöcken stammenden Ecken diese beiden Ecken zueinander adjazent sind.
Ist ni = |Xi| für jedes i ∈ {1, 2, . . . , r}, so bezeichnen wir G auch als Kn1,n2,...,nr .
Graphen der Form K1,n heißen Sterne. Wir schreiben stattdessen auch Sn+1.

Eine weitere Spezialisierung des Graphen aus Definition 2.26 ist ein Graph, dessen Eckenmenge
derart partitioniert ist, dass die Blöcke einelementig sind. Das bedeutet, dass alle unabhängigen
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Eckenmengen jeweils genau eine Ecke enthalten und daher keine unabhängigen Eckenpaare
im Graphen existieren.

Bemerkung 2.27 Den vollständigen Graphen Kn mit n Ecken haben wir bereits in Definition
2.11 kennengelernt.

Passend hierzu können wir einen weiteren Graphentyp definieren.

Definition 2.28 ([20], S. 141).
Das Komplement Kn eines vollständigen Graphen Kn nennen wir einen leeren Graphen auf
n Ecken.

In Abbildung 2.9 sind der vollständig 3-partite Graph K2,2,1, der vollständige Graph K5 sowie
der leere Graph K5 aufgeführt.

Abbildung 2.9: K2,2,1, K5 und K5

Einen Graphen, welcher uns hinsichtlich der Färbungsprobleme unter anderem beschäftigen
wird, erhält man durch die Löschung von Sternen aus einem vollständigen Graphen.

Definition 2.29 Es seien t1, . . . , tN natürliche Zahlen. Wir bezeichnen einen Graphen mit

Kn−
N∑
m=1

tmSm+1, wenn wir aus einem Graphen Kn die Kanten von jeweils tm Sternen Sm+1

löschen, so dass deren Ecken erhalten bleiben und insgesamt alle betrachteten Sterne paarweise
eckendisjunkt sind.

Als Beispiel zeigen wir den Graphen K6 − S2 − S3 in Abbildung 2.10.

Ein weiterer besonderer Graphentyp erfüllt im Hinblick auf seine Kreise eine bestimmte Be-
dingung, wie der folgende Satz zeigt.

Definition 2.30 ([31], S. 163).
Ein chordaler Graph ist ein Graph, dessen induzierte Kreise stets von der Form C3 sind.
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Abbildung 2.10: K6 − S2 − S3

Schließlich gibt es Graphen, die es uns ermöglichen, die Eckenmenge derart in zwei Blöcke
zu partitionieren, dass einer der Blöcke einen vollständigen Graphen und der andere eine
unabhängige Eckenmenge induziert. Er wird demnach als Splitgraph bezeichnet.

Definition 2.31 ([11], S. 667).
Ein Splitgraph ist ein Graph, dessen Eckenmenge in zwei disjunkte Teilmengen zerfällt, so
dass eine der Teilmengen unabhängig ist und die andere eine Clique induziert.

Nun haben wir alle Graphentypen benannt, welche wir in den nächsten Abschnitten benötigen
werden. Daher gehen wir an dieser Stelle zu den Färbungsproblemen über.
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Kapitel 3

Eckenfärbungen von Graphen

In diesem Abschnitt stellen wir einige bereits bekannte Graphenpolynome vor, welche im
Hinblick auf Eckenfärbungsprobleme entwickelt wurden. Letztere gehen ursprünglich von der
Vierfarbenvermutung und der damit verbundenen Frage aus, ob stets vier Farben ausreichen,
um die Länder auf einer Landkarte mithilfe dieser Farben derart einzufärben, dass jedes Land
genau eine Farbe erhält und keine zwei benachbarten Länder gleich gefärbt sind. Motiviert
durch diese Frage führte Birkhoff ([3], S. 42 ff.) im Jahre 1912 ein Polynom in einer Variablen
ein, welches nach ([4], S. 360) als sogenanntes chromatisches Polynom bekannt wurde und wir
im Folgenden entsprechend als univariates chromatisches Polynom bezeichnen werden. Hierbei
stellen wir die Landkarte als einen Graphen dar, wobei jedes Land einer Ecke entspricht und
jede Landesgrenze zwischen zwei Ländern einer Kante zwischen den entsprechenden Ecken.
Dieses ist zunächst ein Graph, welcher isomorph zu einem Graphen ohne sich überschneidende
Kanten, das heißt planar, ist. Das chromatische Polynom lässt sich jedoch allgemein auf jeden
Graphen übertragen, so dass wir uns auch in dieser Arbeit nicht speziell auf planare Graphen
beschränken. Zu einem gegebenen Graphen gibt uns das univariate chromatische Polynom für
eine variable Anzahl an Farben die Anzahl aller möglichen Eckenfärbungen an, so dass zuein-
ander adjazente Ecken niemals dieselbe Farbe erhalten dürfen. Die Menge dieser Farben heißt
hierbei die Menge der echten Farben. Im Jahre 2003 stellten Dohmen, Pönitz und Tittman ([9],
S. 69 ff.) darauf aufbauend ein bivariates chromatisches Polynom vor, welches über die oben
genannten Färbungen hinaus zusätzlich sogenannte unechte Farben gestattet, welche beliebig
an die Ecken vergeben werden dürfen. Auch hierzu gibt es mit dem sogenannten multivariaten
chromatischen Polynom nach White ([33], S. 10 f.) eine Verallgemeinerung, aus welcher sich
speziell das trivariate chromatische Polynom nach White ([33], S. 10 f.) ableiten lässt. Dieses
trivariate chromatische Polynom berücksichtigt schließlich alle beliebigen Eckenfärbungen ei-
nes Graphen mithilfe aller gegebenen echten und unechten Farben, wobei hier auch all jene
Eckenfärbungen mitgezählt werden, welche echt einfarbige Kanten enthalten. Das trivaria-
te chromatische Polynom verallgemeinert zudem das Monochrome Polynomial nach ([32], S.
63), welches neben dem bivariaten chromatischen Polynom eine andere Verallgemeinerung des
univariaten chromatischen Polynoms ist und alle beliebigen Eckenfärbungen eines Graphen
mithilfe aller gegebenen echten Farben berücksichtigt, wobei auch hier echt einfarbige Kanten
auftreten dürfen.
Zunächst stellen wir das univariate chromatische Polynom vor, um in den darauf folgenden
Abschnitten das Monochrome Polynomial, das bivariate chromatische Polynom und das tri-
variate chromatische Polynom zu thematisieren.
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Weil wir bei jeder Eckenfärbung eines Graphen dessen Eckenmenge derart partitionieren kön-
nen, dass wir jede vergebene Farbe mit jeweils genau einer Teilmenge der Partition identifi-
zieren, werden wir den letzten Abschnitt Eckenpartitionen von Graphen widmen.

3.1 Das univariate chromatische Polynom

In diesem Abschnitt stellen wir das bereits oben erwähnte univariate chromatische Polynom
vor, zu welchem sich eine Einführung in ([18], S. 52 ff.) findet. Uns interessieren Färbungen
der Ecken eines Graphen, so dass folgende Vorschrift zur Wahl der Farben gelte:

Definition 3.1 ([18], S. 52).
Es sei G = (V,E) ein Graph. Unter einer (echten) Eckenfärbung von G verstehen wir eine Ab-
bildung φ : V → {1, 2, . . . , y} mit der Bedingung, dass für alle e = {u, v} ∈ E die Ungleichheit
φ(u) 6= φ(v) gelte.

Eine solche Färbung nennen wir auch eine zulässige Färbung von G.
Hierbei möchten wir auch stets zwei Färbungen, welche sich lediglich durch die Permutation
der verteilten Farben voneinander unterscheiden, jedoch nicht durch die Partition der Ecken-
menge in Farbgruppen, als verschiedene Färbungen behandeln. Stehen für einen Kreis Ck mit
gerader Länge k etwa genau zwei Farben zur Verfügung, so gibt es also genau zwei verschiedene
Färbungsmöglichkeiten.

Bemerkung 3.2 ([3], S. 42).
Die Anzahl P (G; y) aller Eckenfärbungen eines Graphen G in y Farben ist ein Polynom in y
vom Grad n = |V (G)|, welches sich folgendermaßen ermitteln lässt: Es sei mi für i = 1, . . . , n
die Anzahl aller zulässigen Eckenfärbungsmöglichkeiten von G unter Einsatz von genau i Far-
ben und unter Missachtung von Permutationen der verwendeten Farben. Dann ergeben sich
unter Berücksichtigung dieser Permutationen nun miy (y − 1) . . . (y − i+ 1) Möglichkeiten,
die Ecken von G in genau i Farben zu färben, so dass auch je zwei Färbungen als verschie-
den voneinander betrachet werden, welche sich lediglich durch eine Permutation der Farben
voneinander unterscheiden. Insgesamt erhält man also

P (G; y) =
n∑
i=1

miy
i ,

wobei yi = y (y − 1) . . . (y − i+ 1) die fallende Faktorielle sei.

Für gewisse einfache Graphentypen finden sich bereits einige Beispiele:

Beispiel 3.3 Es sei Tn = (V,E) ein Baum mit |V (Tn)| = n. Dann gilt nach ([18], S. 61)

P (Tn; y) = y (y − 1)n−1 .

Für einen Kreis Cn erhalten wir nach ([18], S. 62)

P (Cn; y) = (y − 1)n + (−1)n (y − 1) .

Schließlich besitzt laut ([18], S. 54 f.) der Graph Kn beziehungsweise der Graph Kn das uni-
variate chromatische Polynom

P (Kn; y) = yn
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beziehungsweise

P (Kn; y) = yn .

Dieses Beispiel beantwortet bereits eine interessante Frage, wie die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 3.4 Mithilfe der Formel für beliebige Bäume nach ([18], S. 61) zeigte sich be-
reits früh, dass ein und demselben chromatischen Polynom durchaus mehrere nicht zueinander
isomorphe Graphen zugrunde liegen können.

Bei Graphen, welche sich in einem vollständigen Graphen schneiden, lässt sich diese Eigen-
schaft weiterhin zur Zerlegung des chromatischen Polynoms nutzen.

Bemerkung 3.5 Es sei G ein Graph mit G = G1 ∪ G2 für zwei Graphen G1 und G2 sowie
G1 ∩G2 = Kr für ein r ≥ 1. Dann gilt nach ([18], S. 59)

P (G; y) =
P (G1; y)P (G2; y)

yr
,

wobei nach Beispiel 3.3

yr = P (Kr; y)

gilt.

Dieses Resultat ergibt sich nach ([18], S. 59) aus der Überlegung, dass der Schnittgraph sich
aufgrund seiner Vollständigkeit in genau yr Farben färben lässt und die beiden Restgraphen
jeweils noch genau P (G1;y)

yr beziehungsweise P (G2;y)
yr Färbungen besitzen. Damit ergibt sich

schließlich das Produkt

P (G; y) =
P (G1; y)P (G2; y)

yr
.

Bei Tutte ([29], S. 26 f.) finden wir außerdem die folgende Rekursionsgleichung zur Bestimmung
des chromatischen Polynoms eines Graphen, welche bei Read in der folgenden Form dargestellt
wird:

Satz 3.6 ([18], S. 57).
Es sei G = (V,E) ein Graph und e ∈ E. Dann gilt

P (G; y) = P (G− e; y)− P (G/e; y) .

Die Rekursion ergibt sich nach ([18], S. 55 ff.) aus der Überlegung, dass zwei zueinander adja-
zente Ecken stets verschieden voneinander gefärbt sein müssen. Fehlt die mit ihnen inzidente
Kante, so kommen alle Fälle hinzu, in welchen beide Ecken dieselbe Farbe erhalten. Weil die-
se Fälle jedoch nicht der Definition einer echten Eckenfärbung im Ausgangsgraphen gerecht
werden, müssen sie wieder subtrahiert werden. Das sind jedoch genau die Färbungen, welche
durch die Identifikation beider Ecken als eine einzige Ecke entstehen.
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Wir einigen uns speziell für den Nullgraphen ∅ auf dessen univariates chromatisches Polynom
P (∅;x, y) = 1, da wir im nächsten Abschnitt zum bivariaten chromatischen Polynom eine
analoge Festlegung übernehmen werden.
Wir bestimmen nun exemplarisch das chromatische Polynom des Graphen C4 mithilfe von
Satz 3.6 und werden sehen, dass die Berechnung gemäß Beispiel 3.3 dasselbe Ergebnis liefert.

Beispiel 3.7 Es sei C4 = (V,E) und e ∈ E. Dann ist C4 − e ein Baum T4 (welcher zugleich
ein Weg ist) und C4/e ein vollständiger Graph K3 (welcher zugleich ein Kreis ist). Es gilt
nach Satz 3.6

P (C4; y) = P (T4; y)− P (K3; y)

= y (y − 1)3 − y3

= y2
(

(y − 1)2 − (y − 2)
)

= y2
(
y2 − 3y + 3

)
.

Beispiel 3.3 liefert ebenfalls

P (C4; y) = (y − 1)4 + (−1)4 (y − 1)

= (y − 1)
(

(y − 1)3 + 1
)

= (y − 1)
(
y3 − 3y2 + 3y

)
= y2

(
y2 − 3y + 3

)
.

Für Graphen mit verhältnismäßig vielen Kanten ist es jedoch recht mühsam, für die jeweils
entstehenden Graphen wiederholt die Rekursion anzuwenden, bis man schließlich Graphen er-
hält, welche ein bekanntes univariates chromatisches Polynom besitzen. Um Rekursionsschritte
einzusparen, kann es günstiger sein, wie folgt vorzugehen.

Bemerkung 3.8 ([18], S. 55 f.).
Es sei G = (V,E) ein Graph und e /∈ E. Dann lässt sich durch die Umstellung der Rekursi-
onsbeziehung aus Satz 3.6 das univariate chromatische Polynom auch durch die Addition der
fehlenden Kante e bestimmen, das heißt, es gilt

P (G; y) = P (G+ e; y) + P (G/e; y) .

Abschließend betrachten wir zwei weitere Möglichkeiten der Darstellung des univariaten chro-
matischen Polynoms. Die erste davon stellen wir in der folgenden Bemerkung vor.

Bemerkung 3.9 ([35], S. 576 f.).
Es sei G = (V,E) ein Graph und t die Anzahl aller möglichen (echten und nicht echten)
Eckenfärbungen von G. Weiterhin sei für {v1, w1} , . . . , {vk, wk} ∈ E und für ein i ∈ {1, . . . , k}
der Wert t(Avi,wi) die Anzahl aller solcher Färbungen derart, dass die beiden Ecken der Kante
{vi, wi} gleich gefärbt sind und entsprechend t(Avi,wi) die Anzahl aller solcher Färbungen
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derart, dass dieses nicht zutrifft. Dann ist die Anzahl aller echten Eckenfärbungen von G
durch t(Av1,w1 . . . Avk,wk) gegeben. Somit ergibt sich

P (G; y) = t(Av1,w1 . . . Avk,wk)

= t−
(
t(Av1,w1) + . . .+ t(Avk,wk)

)
+

(
t(Av1,w1Av2,w2) + t(Av1,w1Av3,w3) + . . .+ t(Avk−1,wk−1

Avk,wk)
)

−
(
t(Av1,w1Av2,w2Av3,w3) + . . .

)
+ . . .

+ (−1)|E|t(Av1,w1 . . . Avk,wk) .

Aufgrund weiterführender Überlegungen ergibt sich nach ([35], S. 577) hieraus besonders ein-
fach die zweite Darstellungsalternative, welche bereits in ([3], S.45) unabhängig und vor dem
Hintergrund anderer Überlegungen eingeführt wurde.

Bemerkung 3.10 ([35], S. 577).
Es sei die Situation aus Bemerkung 3.9 gegeben. Zu jedem t(Avi1 ,wi1 . . . Avir ,wir ) mit r ≤ k
betrachte man den Teilgraphen H = (V, {{vi1 , wi1} . . . {vir , wir}}) von G, so dass für jede
Kante deren Ecken in derselben Farbe gefärbt seien. Damit sind in jeder Komponente alle
Ecken einfarbig. Es sei (von ([35], S. 577) in der Notation nach ([3], S. 43) dargestellt) (p, s)
die Anzahl aller Teilgraphen von G mit genau p Komponenten und s Kanten. Da man für
jede Komponente jeweils eine der y Farben wählt, ergibt sich weiterhin ein Faktor yp und
zusammen mit Bemerkung 3.9 schließlich

P (G; y) =
∑
p,s

(−1)s (p, s) yp .

In den nächsten Abschnitten zeigen wir nun einige verschiedene Verallgemeinerungen des chro-
matischen Polynoms.

3.2 Das Monochrome Polynomial

Das Monochrome Polynomial berücksichtigt zusätzlich zu den im Sinne des univariaten chro-
matischen Polynoms zulässigen Eckenfärbungen nun auch alle Eckenfärbungen mit mindestens
einem adjazenten gleichfarbigen Eckenpaar. Zunächst beginnen wir mit einer Definition des
Monochrome Polynomials.

Definition 3.11 ([32], S. 63).
Es sei G = (V,E) ein Graph und y die Anzahl aller gegebenen Farben. Weiterhin sei bi(y) für
i = 0, . . . , |E| die Anzahl aller beliebigen Eckenfärbungen von G, in welchen jeweils genau i
einfarbige Kanten vorkommen. Dann ist das Monochrome Polynomial definiert als

B (G; y, z) =

|E|∑
i=0

bi(y)zi .
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Nach ([32], S. 63) ist b0(y) hierbei selbstverständlich das univariate chromatische Polynom
von G.
Auch für das Monochrome Polynomial exisiert eine Rekursionsvorschrift, welche unter ande-
rem eine spezielle Vorschrift für Graphen mit Schlingen enthält. Obwohl wir in dieser Schrift
Graphen ohne Schlingen betrachten, führen wir der Vollständigkeit halber diesen Teil der
Rekursion mit auf.

Satz 3.12 ([32], S. 64).
Es sei G = (V,E) ein Graph mit dem Monochrome Polynomial

B (G; y, z) =

|E|∑
i=0

bi(y)zi .

Dann gelten folgende Beziehungen:
Falls G zusammenhängend ist, gilt für eine Kante e ∈ E, welche keine Schlinge und keine
Brücke ist,

B (G; y, z) = B (G− e; y, z) + (z − 1)B (G/e; y, z) .

Für den Fall, dass e eine Schlinge ist, gilt

B (G; y, z) = zB (G− e; y, z) .

Und schließlich gilt für den Fall, dass e eine Brücke ist,

B (G; y, z) = (z + y − 1)B (G/e; y, z) .

In ([32], S. 64) fehlt ein genauer Beweis, weil die Formeln nach ([32], S. 63) analog zu der
Rekursion des univariaten chromatischen Polynoms folgen. Wir liefern an dieser Stelle eine
kurze Beweisidee.
Die erste Gleichheit ergibt sich, indem man mit B (G− e; y, z) alle Eckenfärbungen von G
identifiziert, so dass bei den Fällen mit echt einfarbigem e dessen Beitrag z fehlt. Dieser wird
von zB (G/e; y, z) geliefert, wobei nun allerdings genau diese Fälle aus dem ersten Teil über-
flüssig werden, so dass sie durch −B (G/e; y, z) wieder subtrahiert werden müssen.
Für die zweite Gleichheit berücksichtigt man, dass die Schlinge stets nur Eckenfärbungen mit
mindestens einer echt einfarbigen Kante erzeugt. Enfernt man die Schlinge in B (G− e; y, z),
entfernt man aus jeder Eckenfärbung also genau eine echt einfarbige Kante. Daher muss man
hier stets zu jeder Eckenfärbung den entfallenen Beitrag z wieder hinzumultiplizieren.
Schließlich zählt man für die dritte Gleichheit mit zB (G/e; y, z) zunächst alle Eckenfärbun-
gen, in welchen e echt einfarbig vorliegt und ersetzt den aufgrund der fehlenden Kante e
ebenfalls fehlenden Beitrag z multiplikativ. Um auch die Anzahl aller anderen Eckenfärbun-
gen zu erhalten, zieht man den Summanden (y − 1)B (G/e; y, z) heran, wobei man die durch
die Kontraktion fehlende zweite Ecke von e echt und verschieden zur ersten Ecke färbt. Hier-
für gibt es noch (y − 1) Möglichkeiten. Falls hierbei weitere echt einfarbige Kanten entstehen,
welche diese zweite Ecke von e, aber nicht die erste, enthalten, zählt man stattdessen eine
andere geeignete Eckenfärbung, in welcher diese Ecken nicht mehr dieselbe Farbe erhalten.
Die vernachlässigte Eckenfärbung wird dafür analog bei der Wahl einer anderen geeigneten
Farbe aus den y − 1 Farben gezählt.
Zu Definition 3.11 wenden wir uns folgendem Beispiel zu.
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Beispiel 3.13 Es sei nochmals der Graph K3 gegeben. Wir können keine, genau eine oder
genau drei Kanten einfarbig färben. Wir erhalten also für den Fall, dass keine einfarbige Kante
vorliegt, P (K3; y) Färbungsmöglichkeiten. Falls genau eine Kante einfarbig ist, haben wir 3y2

Möglichkeiten. Schließlich liefert uns der letzte Fall genau y Möglichkeiten. Damit erhalten wir
insgesamt also

B (K3; y, z) = P (K3; y) + 3y2z + yz3 .

Eine weitere Verallgemeinerung des univariaten chromatischen Polynoms auf einer anderen
Ebene stellen wir nun mit dem bivariaten chromatischen Polynom vor.

3.3 Das bivariate chromatische Polynom

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns, wie bereits erwähnt, mit einer Lockerung der Vor-
schriften zur Färbung der Ecken, indem wir nun zusätzlich Farben erlauben, welche beliebig
vergeben werden dürfen. Die Einführung zum bivariaten chromatischen Polynom findet man
in ([9], S. 69 ff.).

Definition 3.14 ([9], S. 69).
Es sei G = (V,E) ein Graph. Weiterhin sei X = Y ∪ Z mit Y ∩ Z = ∅ die Menge aller
verfügbaren Farben. Die Farben aus Y heißen echt, die Farben aus Z unecht. Es sei |X| = x
und |Y | = y. Eine verallgemeinerte echte Eckenfärbung von G ist eine Abbildung φ : V → X,
so dass für alle e = {v1, v2} ∈ V mit φ(v1) ∈ Y und φ(v2) ∈ Y φ(v1) 6= φ(v2) gelte.

Die Anzahl aller Eckenfärbungen gemäß Definition 3.14 lässt sich in der folgenden Form zum
Ausdruck bringen.

Bemerkung 3.15 ([9], S. 70).
Die Anzahl aller verallgemeinerten echten Eckenfärbungen eines Graphen G in x Farben be-
zeichnet man mit P (G;x, y). Diese lässt sich in der Form

P (G;x, y) =
∑
X⊆V

(x− y)|X| P (G−X; y)

darstellen.

Die in Bemerkung 3.15 vorgestellte Beziehung ergibt sich nach ([9], S. 70) aus folgender Überle-
gung: Man kann jede verallgemeinerte echte Eckenfärbung erhalten, indem man zunächst eine
entsprechende Teilmenge X ⊆ V für die unechten Farben auswählt. Hierbei gibt es (x− y)|X|

Möglichkeiten, die Ecken aus X in unechten Farben einzufärben. Die verbliebenen Ecken färbt
man echt, wofür es genau P (G−X; y) Möglichkeiten gibt.

Es liegt nahe, zwei Sonderfälle des bivariaten chromatischen Polynoms zu betrachten.

Bemerkung 3.16 ([9], S.70).
Falls Y = ∅ gilt, so erhalten wir

P (G;x, 0) = x|V (G)| ,

27



während im Falle Z = ∅ mit

P (G; y, y) = P (G; y)

das univariate chromatische Polynom vorliegt.

Auch zu Definition 3.14 möchten wir einige Darstellungen für das bivariate chromatische
Polynom bestimmter Graphentypen kurz vorstellen.

Beispiel 3.17 ([9], S. 78 ff.).
Für den vollständigen Graphen Kn gilt

P (Kn;x, y) =

n∑
k=0

(
n

k

)
(x− y)k yn−k .

Weiterhin gilt für den vollständig bipartiten Graphen Km,n

P (Km,n;x, y) =

m∑
k=0

(
m

k

)
(x− y)m−k

k∑
j=0

Sk,jy
j (x− j)n .

Hierbei sei Sk,j die Stirlingzahl der zweiten Art.
Ein Weg Pn besitzt das bivariate chromatische Polynom

P (Pn;x, y) =
∑

0<i+2j≤n
(−1)n−i−j

(
i+ j

i

)(
n− i− j − 1

n− i− 2j

)
xiyj .

Und schließlich gilt für den Kreis Cn

P (Cn;x, y) = (−1)n y + n
∑

0<i+2j≤n

(−1)n−i−j

i+ j

(
i+ j

i

)(
n− i− j − 1

n− i− 2j

)
xiyj .

Wie bereits zum univariaten chromatischen Polynom lässt sich auch hier eine Aussage be-
züglich eindeutiger oder nichteindeutiger bivariater chromatischer Polynome nichtisomorper
Graphen machen.

Bemerkung 3.18 Nicht zueinander isomorphe Graphen müssen nicht zwangsläufig vonein-
ander verschiedene bivariate chromatische Polynome besitzen. In ([9], S. 81) wurde durch
vollständige Auflistung festgestellt, dass sich unter allen Bäumen mit bis zu neun Ecken kein
Paar mit demselben bivariaten chromatischen Polynom befindet. Jedoch werden in ([9], S. 81)
zwei nichtisomorphe Bäume mit jeweils zehn Ecken und demselben bivariaten chromatischen
Polynom angegeben. Diese stellen wir in Abbildung 3.1 dar und bestimmen deren bivariates
chromatisches Polynom:

x10 − y + 4xy − 8x2y + 12x3y − 14x4y + 14x5y − 12x6y + 10x7y − 9x8y + 5y2 − 20xy2

+38x2y2 − 52x3y2 + 53x4y2 − 44x5y2 + 26x6y2 − 8y3 + 30xy3 − 48x2y3 + 50x3y3

−28x4y3 + 4y4 − 12xy4 + 9x2y4 .
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Abbildung 3.1: Nichtisomorphe Bäume mit demselben bivariaten chromatischen Polynom

Dieses Polynom haben wir mithilfe der im folgenden Satz vorgestellten Rekursionsgleichung
ermittelt.

Wie im vorigen Abschnitt bereits angedeutet wurde, gibt es nämlich auch beim bivariaten
chromatischen Polynom die Möglichkeit der rekursiven Bestimmung.

Satz 3.19 ([1], S. 33).
Es sei e = {v1, v2} ∈ E. Dann gilt

P (G;x, y) = P (G− e;x, y)− P (G/e;x, y) + (x− y)P (G− {v1, v2} ;x, y)

mit den Anfangsbedingungen P (K1;x, y) = x und P (∅;x, y) = 1.
Für Graphen G1, G2 mit disjunkten Eckenmengen gilt zudem

P (G1 ∪G2;x, y) = P (G1;x, y)P (G2;x, y) .

Dieses Resultat folgt nach ([1], S. 34) aus der Überlegung, dass eine verallgemeinerte echte
Färbung von G− e zugleich eine solche von G sein kann. In letzterem Fall dürfen die Ecken v1
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und v2 jedoch nicht in derselben echten Farbe gefärbt sein. Daher subtrahieren wir alle solchen
Fälle, weil sie in G nicht gestattet sind. Allerdings subtrahieren wir dabei auch unerwünschter
Weise die erlaubten Fälle, in welchen beide Ecken in derselben unechten Farbe gefärbt sind
und müssen diese daher wieder hinzufügen.
Analog zur Rekursionsformel des univariaten chromatischen Polynoms ist selbstverständlich
auch hier eine Umstellung möglich.

Bemerkung 3.20 Es seien G und e = {v1, v2} ∈ E wie in Satz 3.19 sowie darüber hinaus
H = G− e. Dann gilt nach ([1], S. 33)

P (H;x, y) = P (H + e;x, y) + P ((H + e) /e;x, y)− (x− y)P ((H + e)− {v1, v2} ;x, y)

mit P (K1;x, y) = x und P (∅;x, y) = 1. Nach 3.17 gilt außerdem

P (Kn;x, y) =
n∑
k=0

(
n

k

)
(x− y)k yn−k .

Zu Satz 3.19 betrachten wir nun ein Beispiel.

Beispiel 3.21 Es sei der Graph K2 gegeben. Dann erhalten wir nach Satz 3.19

P (K2;x, y) = P (K2;x, y)− P (K1;x, y) + (x− y)P (∅;x, y)

= x2 − x+ x− y
= x2 − y .

Dieses Ergebnis folgt auch aus Beispiel 3.17 mit

P (K2;x, y) =
2∑

k=0

(
2

k

)
(x− y)k y2−k

= y2 + 2 (x− y) y + (x− y)2

= y2 − y + 2xy − 2y2 + x2 − 2xy + y2

= x2 − y .

Auch über die partielle Ableitung bivariater chromatischer Polynome nach x lässt sich eine
interessante Aussage machen.

Satz 3.22 ([9], S. 71).
Es sei G = (V,E) ein Graph. Dann gilt

∂

∂x
P (G;x, y) =

∑
v∈V

P (G− v;x, y) .

Dieser Zusammenhang lässt sich nach ([9], S. 71) aus Bemerkung 3.15 herleiten.
Im folgenden Abschnitt werden wir eine gleichzeitige Verallgemeinerung des Monochrome Po-
lynomials und des bivariaten chromatischen Polynoms kennenlernen.
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3.4 Das trivariate chromatische Polynom

Bei der echten sowie der verallgemeinerten echten Eckenfärbung ist es nicht erlaubt, zwei
Ecken einer Kante in derselben echten Farbe zu färben, weshalb alle Eckenfärbungen mit
mindestens einer echt einfarbigen Kante beim univariaten und beim bivariaten chromatischen
Polynom nicht berücksichtigt werden. Das Monochrome Polynomial schließt hingegen alle
Eckenfärbungen aus, in welchen mindestens eine unechte Farbe verwendet wird. In ([33], S.
10 f.) wird mit dem multivariaten und speziell dem trivariaten chromatischen Polynom eine
Möglichkeit dargestellt, alle diese Eckenfärbungen mit zu berücksichtigen. Wir betrachten
dazu die folgende Definition des trivariaten chromatischen Polynoms nach ([26], S. 51).

Definition 3.23 ([26], S. 51).
Das sogenannte trivariate chromatische Polynom für einen Graphen G = (V,E) ist wie folgt
definiert:
Es seien die Farbenmengen X, Y und Z definiert wie in Definition 3.14, das heißt y = |Y | ≤
x = |X|. Für alle beliebigen Eckenfärbungen Φ : V → {1, . . . , y, y + 1, . . . , x} von G besitzt
das trivariate chromatische Polynom die Form

P̃ (G;x, y, z) =
∑

Φ:V→{1,...,y,y+1,...,x}

∏
e∈E mit ∃c≤y∀v∈eΦ(v)=c

z .

Legt man Definition 2.2 eines Graphen zugrunde, so lässt sich dieses Polynom auch einfacher
darstellen.

Bemerkung 3.24 Gegeben sei die Situation in Definition 3.23. Dann besitzt das trivariate
chromatische Polynom auch die Darstellung

P̃ (G;x, y, z) =
∑

Φ:V→{1,...,y,y+1,...,x}

z|{{v,w}∈E | Φ(v)=Φ(w)≤y}| .

Nach ([27], S. 8) lässt sich dieses Graphenpolynom aus dem in ([1], siehe S. 34 f.) eingeführten
Edge-Elimination-Polynomial herleiten, was wir in Bemerkung 3.27 kurz begründen werden.
Das Edge-Elimination-Polynomial stellt nach ([1], S. 35) eine Verallgemeinerung einiger be-
kannter Graphenpolynome dar, darunter auch des bivariaten chromatischen Polynoms und
des Matchingpolynoms, auf welches wir später noch einmal zurückkommen werden. Nun soll
zunächst eine kurze rekursive Darstellung des Edge-Elemination-Polynomials erfolgen.

Definition 3.25 ([1], S. 35).
Es sei G = (V,E) ein Graph und e = {v1, v2} ∈ E beliebig gewählt. Dann lässt sich das
Edge-Elimination-Polynomial ξ(G;x, y, z) folgendermaßen definieren:

ξ(G;x, y, z) = ξ(G− e;x, y, z) + yξ(G/e;x, y, z)

+ zξ(G− {v1, v2} ;x, y, z)

mit den Anfangsbedingungen

ξ(K1;x, y, z) = x;

ξ(∅;x, y, z) = 1 .
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Für Graphen G1, G2 mit disjunkten Eckenmengen gilt ferner

ξ(G1 ∪G2;x, y, z) = ξ(G1;x, y, z)ξ(G2;x, y, z) .

Ähnlich lässt sich auch eine Rekursion für das trivariate chromatische Polynom aufstellen, wie
in ([27], S. 7 f.) bewiesen wird.

Satz 3.26 ([27], S. 7).
Für einen Graphen G = (V,E) mit e = {v1, v2} ∈ E und Graphen G1, G2 mit G1 ∩ G2 = ∅
gilt

P̃ (G;x, y, z) = P̃ (G− e;x, y, z) + (z − 1) P̃ (G/e;x, y, z) + (1− z) (x− y) P̃ (G− v1 − v2;x, y, z)

P̃ (G1 ∪G2;x, y, z) = P̃ (G1;x, y, z)P̃ (G2;x, y, z)

P̃ (K1;x, y, z) = x .

Für den Beweis wurde unter anderem eine Fallunterscheidung danach vorgenommen, ob die
Kante e verschiedenfarbige Ecken besitzt oder ob diese echt beziehungsweise unecht einfarbig
sind.
Nun kommen wir, wie oben bereits angemerkt wurde, kurz auf den Zusammenhang zwischen
dem trivariaten chromatischen Polynom und dem Edge-Elimination-Polynomial zurück. Hier
wurde in ([27], S. 8) folgende Beziehung aus dem Ergebnis in Satz 3.26 gefolgert.

Bemerkung 3.27 ([27], S. 8).
Für einen Graphen G gilt

P̃ (G;x, y, z) = ξ(G;x, z − 1, (1− z) (x− y))

ξ(G;x, y, z) = P̃ (G;x, x+
z

y
, y + 1) .

Speziell erhält man nach ([1], S. 35) das bivariate chromatische Polynom aus dem Edge-
Elimination-Polynomial durch

ξ(G;x,−1, x− y) = P (G;x, y) .

Weiterhin existiert neben der rekursiven auch folgende explizite Darstellung des Edge-Elimina-
tion-Polynomials.

Definition 3.28 ([1], S. 35).
Es sei G = (V,E) ein Graph. Für eine Menge F ⊆ E sei V (F ) die Menge aller Ecken, welche
zu mindestens einer Kante aus F gehören. Es sei nun A,B ⊆ E mit V (A)∩V (B) = ∅, wofür
wir (A ∪ B) ⊆ E schreiben. Weiterhin sei k(A) die Anzahl der zusammenhängenden Kom-
ponenten des Graphen (V,A) und kcov(B) die Anzahl der zusammenhängenden Komonenten
von (V (B), B). Dann besitzt das Edge-Elimination-Polynomial ξ(G;x, y, z) folgende explizite
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Darstellung:

ξ(G;x, y, z) =
∑

(A∪B)⊆E

xk(A∪B)−kcov(B)y|A|+|B|−kcov(B)zkcov(B) .

Dieses Graphenpolynom ist äquivalent zum Covered Components Polynomial in ([28], S. 3),
welches wir in Definition 3.29 vorstellen.

Definition 3.29 ([28], S. 3).
Das Covered Components Polynomial C(G;x, y, z) für einen Graphen G = (V,E) ist folgen-
dermaßen definiert:
Unter einer abgedeckten zusammenhängenden Komponente von G verstehen wir eine zusam-
menhängende Komponente von G mit mindestens einer Kante. Dann gilt

C(G;x, y, z) =
∑
A⊆E

xk(G〈A〉)y|A|zc(G〈A〉) ,

wobei k(G 〈A〉) die Anzahl der zusammenhängenden Komponenten des aufspannenden Teil-
graphen G 〈A〉 = (V,A) von G ist, welcher durch A aufgespannt wird. Weierhin sei c(G 〈A〉)
die Anzahl der entsprechenden abgedeckten zusammenhängenden Komponenten des Graphen
G 〈A〉 = (V,A).

Die Äquivalenz zwischen dem Edge-Elimination-Polynomial und dem Covered Components
Polynomial ist nach ([28], S. 6) folgendermaßen gegeben.

Bemerkung 3.30 ([28], S. 6).

C(G;x, y, z) = ξ(G;x, y, xyz − xy)

ξ(G;x, y, z) = C(G;x, y,
z

xy
+ 1) .

Zwischen dem bivariaten chromatischen Polynom eines Graphen G = (V,E) und seinem tri-
variaten chromatischen Polynom besteht folgender Zusammenhang: Während das trivariate
chromatische Polynom über alle beliebigen Eckenfärbungen Φ : V → {1, . . . , y, y + 1, . . . , x}
von G summiert und für jede gezählte Färbung einen Summanden zk mit

k = | {e = {v, w} ∈ E|Φ(v) = Φ(w) ≤ y} |

hinzufügt, erhält man das bivariate chromatische Polynom von G durch eine ausschließliche
Summation über alle Färbungen Φ mit k = 0.
Zu Definition 3.23 betrachten wir nun ein Beispiel.

Beispiel 3.31 Wir betrachten den Graphen K3. Unter ausschließlicher Berücksichtigung der
Färbungen, in welchen keine Kante in derselben echten Farbe gefärbt ist, erhalten wir nach
der Definition des trivariaten chromatischen Polynoms das bivariate chromatische Polynom.
Weiterhin erlaubt es der vorliegende Graph, entweder genau eine Kante in der selben echten

33



Farbe zu färben oder auch alle drei Kanten echt gleichfarbig zu gestalten. Insgesamt ergibt sich
also folgendes Polynom:

P̃ (K3;x, y, z) = P (K3;x, y) + 3y (x− 1) z + yz3 .

Schließlich lässt sich auch hier die Frage nach der Eindeutigkeit des trivariaten chromatischen
Polynoms beantworten.

Bemerkung 3.32 Das Edge-Elimination-Polynomial unterscheidet sich bei nichtisomorphen
Graphen mit weniger als 8 Ecken, bei Graphen mit 8 Ecken und weniger als 12 Kanten oder
bei Bäumen mit weniger als 10 Ecken. Jenseits dieser Einschränkungen gibt es nichtisomorphe
Graphen mit demselben Edge-Elimination-Polynomial ([28], S. 22). So besitzen unter anderem
die Graphen aus Abbildung 3.1 dasselbe Edge-Elimination-Polynomial ([2], S. 7).

Aus Komplexitätsgründen verzichten wir jedoch auf die Berechnung des Polynoms.
An anderer Stelle werden wir uns der Untersuchung der in diesem Kapitel vorgestellten Gra-
phenpolynome für bestimmte Graphentypen zuwenden, wofür wir jedoch zunächst im folgen-
den Abschnitt eine Vorbereitung vornehmen möchten.

3.5 Eckenpartitionen

Bei der Bestimmung chromatischer Polynome helfen uns neben rekursiven Methoden auch
direkte Untersuchungen der Eckenmenge eines Graphen daraufhin, auf welche Weisen sie sich
in unabhängige Mengen partitionieren lässt. Zur Vorbereitung darauf geben wir hier eine kurze
Einführung zu den entsprechenden Bezeichnungen.

Definition 3.33 Es sei G = (V,E) ein Graph. Eine Partition von V nennen wir eine Parti-
tion von G. Die Menge aller Partitionen von G bezeichnen wir mit Π(G).
Jedes Element einer Partition heißt Block.

Uns werden vor allem ganz besondere Partitionen der Eckenmenge interessieren, denn wie
bereits angemerkt wurde, ist es für die Menge aller Farben beim univariaten chromatischen
Polynom sowie für die Menge der echten Farben beim bivariaten chromatischen Polynom
verboten, zueinander adjazente Ecken in derselben echten Farbe einzufärben.

Definition 3.34 Eine unabhängige Partition π von G = (V,E) ist wie in ([9], S. 74) eine
Partition von G derart, dass jeder Block A ∈ π gemäß Definition 2.6 unabhängig ist. Die
Menge aller unabhängigen Partitionen nennen wir ΠI(G).

Zur Veranschaulichung ziehen wir ein Beispiel heran.

Beispiel 3.35 Es sei der Kreis C4 = (V,E) mit

V = {v1, v2, v3, v4}

E =
{
{v1, v2} , {v2, v3} , {v3, v4} , {v4, v1}

}
gegeben. Damit erhalten wir

ΠI(C4) =
{{
{v1} , {v2} , {v3} , {v4}

}
,
{
{v1, v3} , {v2} , {v4}

}
,{

{v1} , {v2, v4} , {v3}
}
,
{
{v1, v3} , {v2, v4}

}}
.
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Darüber hinaus betrachten wir auch Partitionen, von welchen jeder Block jeweils einen zu-
sammenhängenden Graphen induziert.

Definition 3.36 Eine zusammenhängende Partition π von G = (V,E) ist wie in ([19], S.
1) eine Partition von G, so dass für alle A ∈ π der Graph G[A] zusammenhängend ist. Die
Menge aller zusammenhängenden Partitionen nennen wir ΠC(G).

Auch hier wenden wir uns einem Beispiel zu.

Beispiel 3.37 Wir betrachten die beiden Graphen G1
∼= P1 und G2

∼= P2 sowie G = G1 ∪G2

mit G = G1 ∩G2 = ∅. Weiterhin seien

V (G1) = {v1}
V (G2) = {v2, v3}
E(G1) = ∅

E(G2) =
{
{v2, v3}

}
gegeben. Dann erhalten wir

ΠC(G) =
{{
{v1} , {v2} , {v3}

}
,
{
{v1} , {v2, v3}

}}
.

Bei einigen Eckenpartitionen wird es uns später interessieren, ob zwischen zwei Ecken aus
verschiedenen Blöcken eine Kante existiert oder nicht, weshalb wir die folgende Definition
angeben.

Definition 3.38 Gegeben sei ein Graph G = (V,E) und eine Partition π ∈ Π(G). Zwei
verschiedene Blöcke A und B der Partition π heißen adjazent in G, wenn eine Kante {u, v} ∈
E mit u ∈ A und v ∈ B existiert.

Wir nehmen hierfür nochmals Bezug auf Beispiel 3.35.

Beispiel 3.39 Es sei die Situation aus Beispiel 3.35 gegeben. In der Partition{
{v1} , {v2, v4} , {v3}

}
sind sowohl die Blöcke {v1} und {v2, v4} adjazent zueinander als auch die Blöcke {v3} und
{v2, v4}.

Schließlich werden wir noch eine weitere Art von Partitionen benötigen.

Definition 3.40 Gegeben sei ein Graph G = (V,E). Eine Partition π ∈ Π(G) heißt Cli-
quenpartition von G, wenn jeder Block x ∈ π eine Clique in G induziert. Die Menge aller
Cliquenpartitionen bezeichnen wir mit ΠCl(G).

Die oben vorgestellten Begriffe werden wir im folgenden Kapitel für einige neue Gleichungen
zur Berechnung chromatischer Polynome verwenden.
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Kapitel 4

Formeln für das bivariate
chromatische Polynom

Um das bivariate chromatische Polynom eines Graphen zu bestimmen, wurde bereits die
Rekursionsgleichung aus ([1], S. 33) vorgestellt. Hierbei ist man jedoch auf bereits bekannte
bivariate chromatische Polynome von entsprechenden Graphen angewiesen. Das sind im Allge-
meinen völlig kantenlose Graphen beziehungsweise vollständige Graphen. Für einige spezielle
Graphentypen sind jedoch nach Beispiel 3.17 bereits eigene Beziehungen bekannt, welche eine
direkte Berechnung gestatten. Im folgenden Abschnitt sollen zwei allgemeingültige und für
jeden beliebigen Graphen gültige Formeln vorgestellt werden, welche mithilfe von Eckenparti-
tionen zum Ziel führen. Diese Darstellungen eignen sich vor allem als Beweismethode für Sätze
aus dem darauffolgenden Abschnitt, in welchem wir uns wieder auf spezielle und in Beispiel
3.17 noch nicht vorgestellte Graphen mit gewissen Eigenschaften beschränken. Letztere erlau-
ben eine gezieltere Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms. Im letzten Abschnitt
nutzen wir schließlich gewisse Eigenschaften von Graphen zur Reduktion des bivariaten chro-
matischen Polynoms auf kleinere derartige Polynome.
Die in diesem Kapitel vorgestellten Gleichungen lassen im allgemeinen Fall auch die Beschrän-
kung auf das univariate chromatische Polynom zu, indem man einfach den Fall x = y betrach-
tet, ansonsten werden wir x 6= y fordern. Daher werden wir den univariaten Fall zu jedem
Ergebnis jeweils nur dann gesondert hinzufügen, wenn die Herleitung aus dem allgemeinen
Fall etwas unübersichtlicher wird. Oftmals treten im Folgenden Terme der Form (. . .)0 auf,
welchen wir dann stets den Wert 1 zuordnen, insbesondere auch dann, wenn es sich um den
Fall 00 handelt.

4.1 Allgemeine Formeln

Zunächst zeigen wir einige allgemeingültige Darstellungen des bivariaten chromatischen Poly-
noms, welche man auf alle schlichten Graphen anwenden kann. Die Sätze in diesem Abschnitt
sollen in erster Linie als schnelles Beweismittel für mehrere Sätze aus den beiden folgen-
den Abschnitten verwendet werden. Alternativ mögliche vollständige Induktionen können sich
nämlich für einige Behauptungen extrem lang und mühselig gestalten.
Wir beginnen mit folgendem Satz.

Satz 4.1 Es sei G ein Graph, ΠI(G[X]) sei die Menge aller unabhängigen Partitionen von
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X ⊆ V (G). Es sei n = |V (G)|. Dann gilt

P (G;x, y) =
∑
W⊆V

(x− y)|W |
∑

π∈ΠI(G[V−W ])

y|π|

=
n∑
i=0

(x− y)n−i
∑

X⊆V (G) mit |X|=i

∑
π∈ΠI(G[X])

y|π| .

Beweis:
Nach Bemerkung 3.15 gilt

P (G;x, y) =
∑
W⊆V

(x− y)|W | P (G−W ; y) .

Zusammen mit der bereits bekannten Beziehung aus Korollar 4.5 erhalten wir die erste Gleich-
heit.
Für die zweite Gleichheit gehen wir von dem Fall aus, dass zunächst alle v ∈ V (G) aus Z ge-
färbt sind, färben anschließend eine Ecke v1 und dann stets eine weitere Ecke v2, . . . , vi ∈ V (G)
aus Y . Hierbei müssen wir (wieder im Sinne von Korollar 4.5) jeweils alle unabhängigen Par-
titionen von {v1, v2, . . . , vi} betrachten und zu jedem π ∈ ΠI({v1, v2, . . . , vi}) pro Block eine
Farbe aus Y vergeben.
q.e.d.

Zunächst untersuchen wir ein einfaches Beispiel.

Beispiel 4.2 Wir betrachten den Weg

P3 =
(
{1, 2, 3} ,

{
{1, 2} , {2, 3}

})
.

Die untenstehende Tabelle zeigt alle Teilgraphen von P3 sowie jeweils alle dazugehörigen mög-
lichen unabhängigen Partitionen der jeweiligen Eckenmenge.

G[{1, 2, 3}]
{
{1} , {2} , {3}

}
,
{
{1, 3} , {2}

}
G[{2, 3}]

{
{2} , {3}

}
G[{1, 3}]

{
{1} , {3}

}
,
{
{1, 3}

}
G[{1, 2}]

{
{1} , {2}

}
G[{1}]

{
{1}

}
G[{2}]

{
{2}

}
G[{3}]

{
{3}

}
G[∅] ∅

37



Wir setzen die entsprechenden Werte in die Gleichung aus Satz 4.1 ein:

P (P3;x, y) = (x− y)3 y0 + (x− y)2 3y1 + (x− y)
(
3y2 + y1

)
+
(
y3 + y2

)
= x3 − 3x2y + 3xy2 − y3 +

(
x2 − 2xy + y2

)
3y + 3xy (y − 1) + xy − 3y2 (y − 1)

−y2 + y
(
y2 − 3y + 2

)
+ y2 − y

= x3 − 3x2y + 3xy2 − y3 + 3x2y − 6xy2 + 3y3 + 3xy2 − 3xy + xy − 3y3 + 3y2

−y2 + y3 − 3y2 + 2y + y2 − y
= x3 + y − 2xy .

Ein weiteres Beispiel A.1 im Anhang zeigt, dass die Berechnung mithilfe von Satz 4.1 zwar
zeitlich wesentlich ungünstiger ist als durch den Einsatz der Rekursionsbeziehungen aus Satz
3.19 und Bemerkung 3.20. Allerdings wird sich Satz 4.1 später als nützliches Beweismittel her-
ausstellen, weshalb er für uns dennoch von großer Bedeutung ist. Die Berechnung in Anhang
A.1 findet sich auch auf der beigefügten CD-ROM, welche diesen und alle weiteren Anhänge
dieser Schrift in ausführlicher Form enthält.

In einigen Fällen wird es sich eher eignen, die äußere Summe über die unabhängigen Par-
titionen der Eckenmenge zu bilden. Auch hierfür haben wir eine Möglichkeit gefunden.

Satz 4.3 Es sei G ein Graph, ΠI(G) sei die Menge aller unabhängigen Partitionen von V (G).
Dann ist

P (G;x, y) =
∑

π∈ΠI(G)

|{X∈π| |X|=1}|∑
i=0

(
|{X ∈ π| |X| = 1}|

i

)
(x− y)i y|π|−i

eine alternative Darstellungsweise zu Theorem 6 und Korollar 7 in ([9], S. 74 f.).

Beweis:
Zunächst färben wir für jede unabhängige Partition π ∈ ΠI(G) die Blöcke aus π paarweise
verschieden echt und haben daher y|π| Möglichkeiten wie beim univariaten chromatischen Po-
lynom. Dieses entspricht dem Fall i = 0. Um die Farben aus Z einzubringen, wählen wir i
Blöcke mit i ≥ 1 zur Färbung in derartigen Farben aus, erlauben dieses Vorgehen jedoch ledig-
lich für X ∈ π mit |X| = 1, um doppelte Färbungen zu vermeiden. Letzteres Problem könnte
sich ansonsten folgendermaßen ergeben: Aufgrund der Definition der unechten Farben dürfen
wir nun auch verschiedene Blöcke von π mit derselben unechten Farbe versehen. Färben wir
also einen Block X ∈ π mit |X| ≥ 2 unecht, so erhalten wir dieselbe Färbung auch über jede
Verfeinerung π′ von π, in welcher wir genau den Block X ∈ π durch Blöcke X ′1, . . . , X ′k ∈ π′
mit 2 ≤ k ≤ |X| ersetzt haben. Hierzu färben wir X ′1, . . . , X ′k jeweils in derselben unechten
Farbe, in welcher wir zuvor X gefärbt haben, und übernehmen für alle anderen, unverändert
gebliebenen Blöcke jeweils dieselbe Farbe wie zuvor.
Um nun aus den |{X ∈ π| |X| = 1}| einelementigen Blöcken i Blöcke unecht zu färben, gibt
es
(|{X∈π||X|=1}|

i

)
viele Möglichkeiten. Da auch die feinste Partition π0 mit |X0| = 1 für alle

X0 ∈ π0 für jeden Graphen auftritt, wird auch der Fall berücksichtigt, dass alle Farben aus Z
gewählt werden.
q.e.d.
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Wir kommen noch einmal auf Beispiel 4.2 zurück, welches wir nun mithilfe von Satz 4.3
untersuchen.

Beispiel 4.4 Für den Weg

P3 =
(
{1, 2, 3} ,

{
{1, 2} , {2, 3}

})
gilt offenbar

ΠI(P3) =
{{
{1} , {2} , {3}

}
,
{
{1, 3} , {2}

}}
.

Wir setzen die entsprechenden Werte in die Gleichung aus Satz 4.3 ein:

P (P3;x, y) =

3∑
i=0

(
3

i

)
(x− y)i y3−i +

1∑
i=0

(
1

i

)
(x− y)i y2−i

= y
(
y2 − 3y + 2

)
+ (3x− 3y)

(
y2 − y

)
+ 3y

(
x2 − 2xy + y2

)
+ x3 − 3x2y

+3xy2 − y3 + y2 − y + xy − y2

= y3 − 3y2 + 2y + 3xy2 − 3xy − 3y3 + 3y2 + 3x2y − 6xy2 + 3y3 + x3 − 3x2y

+3xy2 − y3 + y2 − y + xy − y2

= x3 + y − 2xy .

Auch hier möchten wir auf ein zusätzliches Beispiel A.2 im Anhang hinweisen, wobei Satz 4.3
ähnlich wie Satz 4.1 primär als späteres Beweismittel verwendet wird.

Die Sätze 4.1 und 4.3 lassen sich als eine Verallgemeinerung des folgenden Korollars auf-
fassen, welches eine bereits seit langem geläufige Darstellung für das univariate chromatische
Polynom zeigt.

Korollar 4.5 Für den Spezialfall Z = ∅ erhalten wir die bereits bekannte und in Bemerkung
3.2 vorgestellte Darstellung des univariaten chromatischen Polynoms

P (G; y) =
∑

π∈ΠI(G)

y|π| .

Des Weiteren lässt sich zur Berechnung chromatischer Polynome zu einem gegebenen Graphen
G auch ein weiterer Graph nutzen, nämlich dessen Komplement.

Bemerkung 4.6 ([12], S.74).
Es sei G ein Graph mit n = |V (G)|. Dann gilt

P (G; y) =

n∑
i=1

si(G)yi ,

wobei si(G) die Anzahl aller aufspannenden Teilgraphen von G mit genau i zusammenhängen-
den Komponenten ist, welche jeweils einen vollständigen Teilgraphen in G induzieren.
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Ähnlich hierzu erhalten wir für den bivariaten Fall folgendes Resultat:

Korollar 4.7 Es sei G ein Graph. Dann gilt

P (G;x, y) =
∑

W⊆V (G)

(x− y)|W |
∑

π∈ΠCl(G[V (G)−W ])

y|π|

=
n∑
i=0

(x− y)n−i
∑

X⊆V (G) mit |X|=i

∑
π∈ΠCl(G[X])

y|π|

und

P (G;x, y) =
∑

π∈ΠCl(G)

|{X∈π||X|=1}|∑
i=0

(
|{X ∈ π| |X| = 1}|

i

)
(x− y)i y|π|−i .

Beweis:
Weil für einen beliebigen Graphen H jede in V (H) unabhängige Menge eine Clique in H
induziert und umgekehrt, folgt die Behauptung aus Satz 4.1 beziehungsweise Satz 4.3.
q.e.d.

Nun verfügen wir über hilfreiche Mittel, um viele Behauptungen in den folgenden beiden
Abschnitten zu beweisen.

4.2 Formeln für bestimmte Graphentypen

Für gewisse Typen von Graphen lässt sich eine Gleichung zur schnellen und einfachen Berech-
nung des bivariaten chromatischen Polynoms angeben. In diesem Abschnitt stellen wir einige
dieser Spezialfälle vor.

4.2.1 Sterne und disjunkte Vereinigungen von Sternen

Wir beginnen dieses Kapitel mit einfachen Fällen von Graphen, nämlich mit Sternen und
disjunkten Vereinigungen aus solchen.

Satz 4.8 Es sei N ≥ 1. Für einen Stern SN+1 gilt

P (SN+1;x, y) = (x− y)xN + y (x− 1)N .

Beweis:
Wenn wir die Ecke v mit |N(v)| = N in einer unechten Farbe färben, so können wir die
weiteren Ecken beliebig färben. Andernfalls haben wir eine echte Farbe für die Ecke v mit
|N(v)| = N , die wir dann für die übrigen Ecken nicht nochmals verwenden dürfen.
q.e.d.

Das folgende Korollar beruht auf Satz 3.19.
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Korollar 4.9 Für einen Graphen G =
∑N

m=1 tmSm+1 =
⋃N
m=1

⋃tm
i=1 Sm+1 mit tm ≥ 0 für

alle m ∈ {1, 2, . . . , N} mit N ≥ 1 gilt

P (G;x, y) =
N∏
m=1

(
P (Sm+1;x, y)

)tm
.

In Satz 4.8 haben wir eine Formel und damit eine rekursionsfreie Berechnungsmethode vorge-
stellt. Dieses bietet gegenüber einer Rekursionsgleichung bekanntlich einen enormen Vorteil,
weil die Bestimmung weiterer Graphenpolynome entfällt. Auch an anderen Stellen in dieser
Schrift werden wir rekursionsfreie Berechnungsmöglichkeiten für das bivariate chromatische
Polynom oder für die Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms einführen, wobei
sich selbstverständlich auch dort stets ein großer rechnerischer Vorteil ergeben wird.

Bemerkung 4.10 Es sei G = (V,E) der Graph aus Korollar 4.9. Offenbar gilt

|E| =

N∑
m=1

tmm

und für n = |V |

n =
N∑
m=1

tm (m+ 1)

= |E|+
N∑
m=1

tm

> |E| .

Es sei H(n,N, t1, . . . , tN ) die Anzahl aller Graphenoperationen, welche unter Verwendung von
Satz 3.19 notwendig sind. Weil wir für jeden bei den Rekursionen entstehenden Graphen pro
Kante jeweils einen Rekursionsschritt ausführen und in jedem solchen jeweils drei Graphen
entstehen, erhalten wir offenbar

H(n,N, t1, . . . , tN ) ≤
|E|∑
i=1

3i

≤ |E|3|E|

≤ C3|E|

< C3n

und damit ein exponentiell beschränktes Wachstum mit der Basis 3. Für den univariaten Fall
ersetzen wir diese Basis lediglich durch die Basis 2, weil bei jedem Rekursionsschritt gemäß
Satz 3.6 jeweils zwei neue Graphen entstehen.
Diese Abschätzung lässt sich nicht weiter nach unten verfeinern, wie bereits alle Graphen vom
Typ t1S2 mit t1 ≥ 1 demonstrieren. Es gilt

|V (t1S2)| = 2t1
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und

|E(t1S2)| = t1 .

Weil bei jedem Schritt der Rekursion aus Satz 3.19 drei neue Graphen mit jeweils genau einer
Kante weniger als unmittelbar zuvor entstehen und die Kanten paarweise keine gemeinsamen
Ecken besitzen, erhalten wir sogar die Gleichheit

H(2t1, 1, t1) =

|E|∑
i=1

3i

=

t1∑
i=1

3i .

Im univariaten Fall gilt dieses analog mit der Basis 2.
Betrachten wir dagegen die Anzahl K(n,N, t1 . . . , tN ) aller notwendigen Graphen- und Re-
chenoperationen, welche mit der Methode aus Korollar 4.9 einhergehen, so sind hier, wie man
an der Beziehung

P (G;x, y) =

N∏
m=1

(
(x− y)xm + y (x− 1)m

)tm
erkennt, weder im bivariaten noch im univariaten Fall Graphenoperationen erforderlich. Wei-
terhin gilt m < n und tm ≤ n. Weil die in dieser Arbeit auftretenden Rechenoperationen
jedoch zumeist keinen großen Komplexitätsbeitrag leisten, werden wir diese von nun an, so-
fern nichts anderes erwähnt wird, vernachlässigen. Daher ergibt sich mit der Kenntnis, dass
n linear wächst, also eine lineare Beschränkung von K(n,N, t1, . . . , tN ).

Wie wir speziell in der Implementierung A.3 von Korollar 4.9 im Anhang sehen, erreichen
wir mithilfe von Korollar 4.9 gegenüber der Implementierung der Rekursionsbeziehung nach
([1], S. 33) mittels Kantenlöschung, Kantenkontraktion und Kantenextraktion aus Satz 3.19
einen sehr großen zeitlichen Vorteil. Auf die Verwendung der Umstellungsvariante letzterer
Rekursionsgleichung in Bemerkung 3.20, welche Kantenadditionen, Kantenlöschungen und
Kantenextraktionen erforderlich macht, verzichten wir hier allerdings, da sich die Berechnung
mittels dieser Methode als noch zeitaufwendiger erwiesen hat als unter Verwendung von Satz
3.19. Wie wir am zweiten Beispielgraphen sehen, erlaubt die Formel aus Korollar 4.9 trotz
der 350 Ecken und der entsprechenden Kanten des Graphen eine Berechnung des bivariaten
chromatischen Polynoms innerhalb von weniger als einer Sekunde, während die Rekursion aus
Satz 3.19 nach einer Stunde erfolglos abgebrochen wird. Aufgrund des großen Umfanges des
Polynoms geben wir dieses jedoch nicht mit aus.

4.2.2 Löschung von Sternen aus vollständigen Graphen

Unsere Überlegungen setzen wir mit einem Graphentypus fort, welcher über verhältnismäßig
viele Kanten verfügt. Wir erhalten ihn, indem wir aus einem vollständigen Graphen die Kanten
von gewissen zueinander paarweise disjunkten Teilgraphen löschen.
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Satz 4.11 Es sei G = Kn −
N∑
m=1

tmSm+1, wobei tm ≥ 0 für alle m ∈ {1, . . . , N} gelte und

N ≥ 1 die Anzahl der Kanten eines solchen Sterns mit maximaler Kantenanzahl sei. Zudem
sei n ≥

∑N
m=0 tm (m+ 1). Dann gilt

P (G;x, y) =

tN∑
bN=0

(
tN
bN

)
N bN

tN−1∑
bN−1=0

(
tN−1

bN−1

)
(N − 1)bN−1

. . .

t2∑
b2=0

(
t2
b2

)
2b2

t1∑
b1=0

(
t1
b1

)
1b1

n−2bN−...−2b1∑
i=0

(
n− 2bN − . . .− 2b1

i

)
(x− y)i yn−bN−...−b1−i .

Beweis:
Zum Beweis verwenden wir Satz 4.3:
Die erste Summe in Satz 4.3 wird über alle unabhängigen Partitionen von G gebildet. Um
diese Partitionen beim Graphen G zu erzeugen, darf jeder Block nur entweder aus einer Ecke
oder aus zwei solchen Ecken bestehen, zwischen welchen eine Kante gelöscht wurde. Es gibt∏N
m=1

∑tm
bm=0

(
tm
bm

)
mbm Möglichkeiten, Blöcke X2 mit |X2| = 2 zu wählen, für die übrigen

Blöcke X1 gilt |X1| = 1. Also folgt |ΠI(G)| =
∏N
m=1

∑tm
bm=0

(
tm
bm

)
mbm .

q.e.d.

Im folgenden Beispiel wenden wir Satz 4.11 auf den in Abbildung 4.1 gezeigten Graphen
an.

Beispiel 4.12 Wir bestimmen exemplarisch das bivariate chromatische Polynom des Graphen
G = K6 − S2 − S4 mithilfe von Satz 4.11:

P (G;x, y) =
1∑

b3=0

(
1

b3

)
3b3

0∑
b2=0

(
0

b2

)
2b2

1∑
b1=0

(
1

b1

)
1b1

6−2b3−2b2−2b1∑
i=0

(
6− 2b3 − 2b2 − 2b1

i

)
(x− y)i y6−b3−b2−b1−i

= x6 − 42y + 60xy − 45x2y + 24x3y − 11x4y + 47y2 − 52xy2 + 24x2y2 − 6y3 .

Das Ergebnis aus Satz 4.11 lässt sich selbstverständlich auch auf den Spezialfall des univariaten
chromatischen Polynoms übertragen.

Korollar 4.13 Es sei G = Kn −
N∑
m=1

tmSm+1, wobei tm ≥ 0 für alle m ∈ {1, . . . , N} gelte

und N ≥ 1 die Anzahl der Kanten eines solchen Sterns mit maximaler Kantenanzahl sei. n
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Abbildung 4.1: K6 − S2 − S4

sei hinreichend groß. Dann gilt

P (G; y) =

tN∑
bN=0

(
tN
bN

)
N bN

tN−1∑
bN−1=0

(
tN−1

bN−1

)
(N − 1)bN−1

. . .

t2∑
b2=0

(
t2
b2

)
2b2

t1∑
b1=0

(
t1
b1

)
1b1

yn−bN−...−b1 .

Beweis:
Die Behauptung folgt aus Satz 4.11 für x = y.
q.e.d.

Wie wir nun sehen, lässt die Anwendung der Gleichung aus Satz 4.11 eine vergleichsweise
kurze Laufzeit erwarten.
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Bemerkung 4.14 Es sei G = (V,E) der Graph aus Satz 4.11. Dann gilt

n ≥
N∑
m=1

tm (m+ 1)

≥
N∑
m=1

tm (4.1)

= |E(G)| =
n (n− 1)

2
− |E| ,

wobei n(n−1)
2 etwa nach ([31], S. 6 f.) die Anzahl der Kanten des Graphen Kn ergibt.

Die für den von uns betrachteten Graphentyp zur Bestimmung des bivariaten chromatischen
Polynoms günstigere der beiden Methoden aus Satz 3.19 und Bemerkung 3.20 ist offenbar die
Methode aus Bemerkung 3.20. Diese liefert für die Anzahl H(n,N, t1, . . . , tN ) aller hierbei
notwendigen Graphenoperationen nach der Abschätzung (4.1) die Beschränkung

H(n,N, t1, . . . , tN ) ≤
|E(G)|∑
i=1

3i

≤ |E(G)|3|E(G)|

≤ C3|E(G)|

= C3
n(n−1)

2
−|E|

≤ C3n .

Damit liegt ein exponentiell beschränktes Wachstum mit der Basis 3 vor. Für den univariaten
Fall gilt diese Abschätzung mit der Basis 2.
Wie wir nun am Beispiel der Graphen K2k−kS2 mit k ≥ 1 nachvollziehen, lässt sich die erste
Relation nicht durch eine strenge Ungleichung ersetzen. Offenbar gilt

|V (K2k − kS2)| = 2k

und

|E(K2k − kS2)| =
2k(2k − 1)

2
− k

= 2k(k − 1)

sowie

|E(K2k − kS2)| = k .

Da in jedem Schritt der Rekursion nach Bemerkung 3.20 aus jedem Graphen drei neue Graphen
mit jeweils genau einer Kante mehr als zuvor entstehen, benötigen wir

H(2k, 1, k) =

|E(G)|∑
i=1

3i

=

|E(K2k−kS2)|∑
i=1

3i
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Graphenoperationen im bivariaten Fall, während wir im univariaten Fall gemäß Bemerkung
3.8 die Basis 3 durch die Basis 2 ersetzen. Die Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass die
Elemente aus E(G) paarweise keine gemeinsamen Ecken besitzen und wir daher nicht mit
weniger als |E| Rekursionsschritten auskommen.
Die Beziehung aus Satz 4.11 beziehungsweise Korollar 4.13 verzichtet dagegen auf jegliche
Graphenoperationen. Weil n lediglich einem linearen Wachstum unterliegt, ist die Komplexität
K(n,N, t1, . . . , tN ) dieser Formel sowohl im univariaten als auch im bivariaten Fall linear
beschränkt.

Anhand von weiteren Beispielen wird im Anhang unter A.4 veranschaulicht, dass die Berech-
nung des bivariaten chromatischen Polynoms großer Graphen mithilfe von Satz 4.11 deutlich
schneller gelingt als mit der Rekursionsformel nach ([1], S. 33) aus Satz 3.19, und auch ge-
genüber der Umstellung dieser Gleichung aus Bemerkung 3.20 noch einen zeitlichen Vorteil
aufweist. Zudem zeigen wir auch speziell für den univariaten Fall den zeitlichen Vorteil des
Ergebnisses aus Korollar 4.13 gegenüber der Implementierung des univariaten chromatischen
Polynoms durch ([20], S.210 f.). Besonders erwähnenswert ist der vierte Beispielgraph, des-
sen bivariates chromatisches Polynom mittels Bemerkung 3.20 selbst innerhalb einer Stunde
noch nicht berechnet werden kann, wohingegen die Methode aus Satz 4.11 bereits nach etwa
11 Sekunden das Polynom liefert. Aus Übersichtsgründen verzichten wir auf die Ausgabe der
Abbildung des entsprechenden Graphen sowie auf die Ausgabe des Polynoms.

4.2.3 Spezielle Splitgraphen

Der nächste Graphentyp, welchem wir uns widmen, ist der sogenannte Splitgraph. Bei diesem
lässt sich die Eckenmenge in zweierlei Eckenmengen partitionieren, nämlich in eine unabhängi-
ge Eckenmenge und die Eckenmenge einer Clique. Weil es jedoch mit größerer Eckenanzahl in
den beiden Blöcken der Partition zunehmend mehr Kombinationsmöglichkeiten für die Kanten
zwischen beiden Blöcken gibt, beschränken wir uns hier auf den Fall, dass alle diese Kanten
tatsächlich auftreten. Damit haben wir auch hier wie im vorigen Abschnitt einen Graphen mit
verhältnismäßig vielen Kanten vorliegen.

Satz 4.15 Es sei G = (V,E) der Graph Ks ∗Kk mit s ≥ 1 und k ≥ 1. Dann gilt

P (G;x, y) =
s∑
t=0

(
s

t

)
(x− y)s−t yt

k∑
l=0

(
k

l

)
(x− y)k−l (y − t)l

=

s∑
t=0

(
s

t

)
(x− y)s−t yt (x− t)k .

Beweis:
Nach Beispiel 3.17 ist das bivariate chromatische Polynom eines Ks gegeben durch

P (Ks;x, y) =

s∑
t=0

(
s

t

)
(x− y)t ys−t

=

s∑
t=0

(
s

t

)
(x− y)s−t yt .
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Die Ecken des Graphen Kk dürfen wir untereinander beliebig mit Farben aus Y und X\Y
färben. Im Graphen Ks ∗Kk müssen wir für die Ecken des Kk jeweils lediglich genau die im
TeilgraphenKs aus Y verwendeten Farben ausschließen. Hierbei gibt es jeweils

(
k
l

)
Möglichkei-

ten, aus k Ecken l Ecken echt zu färben, wobei genau die t echten Farben desKs ausgeschlossen
werden. Zusammenfassend müssen wir zur Färbung des Kk aus den x Farben also lediglich
genau t Farben ausschließen und dürfen ansonsten frei wählen.
q.e.d.

Wir wenden uns nun einem Beispiel zu.

Beispiel 4.16 Es sei der Graph G = K4 ∗K3 gegeben. Dann gilt

P (G;x, y) =

4∑
t=0

(
4

t

)
(x− y)4−t yt (x− t)3

= x7 + 384y − 504xy + 336x2y − 154x3y + 56x4y − 18x5y − 488y2

+ 540xy2 − 276x2y2 + 75x3y2 + 108y3 − 60xy3 .

Zum univariaten Fall erhalten wir auf alternative Art ein bereits bekanntes Ergebnis.

Korollar 4.17 ([23], S.197).
Es sei der Graph G = Ks ∗Kk mit s ≥ 1 und k ≥ 1 aus Satz 4.15 gegeben. Dann gilt

P (G; y) = ys (y − s)k .

Beweis:
Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 4.15.
q.e.d.

Wir untersuchen den Rechenaufwand der Methode aus Satz 4.15 nun genauer.

Bemerkung 4.18 In der Situation aus Satz 4.15 halten wir die Gleichungen

|V | = s+ k

und

|E| =
s (s− 1)

2
+ sk

sowie

|E(G)| =
k (k − 1)

2

fest.
Die Methode aus Satz 3.19 mit H1(s, k) notwendigen Graphenoperationen beziehungsweise der
Einsatz von Bemerkung 3.20 mit H2(s, k) notwendigen Graphenoperationen ergibt, ähnlich
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wie in den Bemerkungen 4.10 beziehungsweise 4.14, worauf wir uns von nun an auch in allen
folgenden Komplexitätsanalysen berufen werden,

H1(s, k) ≤
|E|∑
i=1

3i

≤ |E|3|E|

≤ C3|E|

= C3
s(s−1)

2
+sk

beziehungsweise

H2(s, k) ≤
|E(G)|∑
i=1

3i

≤ |E(G)|3|E(G)|

≤ C3|E(G)|

= C3
k(k−1)

2

und damit jeweils ein exponentiell beschränktes Wachstum. Auf den univariaten Fall bezo-
gen gelten diese Abschätzungen nach Satz 3.6 beziehungsweise Bemerkung 3.8 jeweils mit
C2

s(s−1)
2

+sk beziehungsweise C2
k(k−1)

2 .
Eine kleinere Basis können wir nicht finden, was wir zunächst für die Methode aus Satz 3.19
am Beispiel Ks ∗K1 = Ks+1 mit s ≥ 2 zeigen. Es gilt

|V (Ks+1)| = s+ 1

und

|E(Ks+1)| =
s (s− 1)

2
+ s

=
(s+ 1)s

2
.

In jedem Rekursionsschritt nach Satz 3.19 erhalten wir drei Graphen mit jeweils höchstens
zwei Ecken weniger als vorher. Damit sind mindestens bs+1c

2 Rekursionschritte erforderlich,
um den ersten kantenlosen Graphen zu erhalten. Es gilt also

H1(s, 1) ≥

bs+1c
2∑
i=1

3i

für den bivariaten Fall, während wir im univariaten Fall nach Satz 3.6 stattdessen über 2i

summieren.
Die Gleichung aus Bemerkung 3.20 betrachten wir nochmals für alle Graphen K1 ∗Kk = Sk+1

mit k ≥ 2. Es gilt

|V (Sk+1)| = k + 1
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und

|E(Sk+1)| = k

sowie

|E(Sk+1)| =
k (k − 1)

2
.

In jedem Schritt der Rekursionsbeziehung aus Bemerkung 3.20 entstehen drei Graphen mit
jeweils höchstens zwei Ecken weniger als zuvor. Daher müssen wir mindestens bkc2 Rekursi-
onsschritte durchführen, um den ersten Graphen ohne Kanten zu erhalten, woraus

H2(1, k) ≥

bkc
2∑
i=1

3i

für den bivariaten Fall folgt, während im univariaten Fall nach Bemerkung 3.8 wieder über 2i

zu summieren ist.
Dagegen kommen in der Relation aus Satz 4.15 beziehungsweise Korollar 4.17 keinerlei Gra-
phenoperationen vor, weshalb wegen s < n und k < n jeweils ein linear beschränktes Wachstum
der Komplexität K(s, k) vorliegt.

Für zwei weitere Beispiele verwenden wir die Methode aus Satz 4.15 im Anhang A.5 unter
Einbeziehung einer Laufzeitmessung. Dabei erkennen wir einen deutlichen zeitlichen Vorteil
der Beziehungen aus Satz 4.15 und Bemerkung 3.20 gegenüber der Rekursion aus Satz 3.19.
Beim zweiten Beispiel verzichten wir aufgrund der hohen Eckenzahl auf die Ausgabe der
Abbildung des Graphen. Hier vergleichen wir die Gleichungen aus Satz 3.19 und Bemerkung
3.20, welche jeweils nach einer Stunde noch zu keinem Ergebnis führen, mit der Formel aus Satz
4.15, welche die Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms innerhalb von weniger als
einer Sekunde ermöglicht. Allerdings geben wir lediglich die in Anspruch genommene Zeit aus,
das Polynom aufgrund seiner Länge jedoch nicht.
Wir betrachten nun einen weiteren Spezialfall eines Splitgraphen. Verknüpft man einenK1 mit
einem vollständigen Teilgraphen eines Ks, so lässt sich das bivariate chromatische Polynom
noch leichter bestimmen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 4.19 Es sei G = (V,E) ein Graph, welcher aus einem Ks und einer Ecke v entsteht,
indem man v durch einen Join mit einem Kr ⊂ Ks verbindet. Dann gilt

P (G;x, y) = (x− y)P (Ks;x, y) + y
(
P (Ks;x− 1, y − 1) + (s− r)P (Ks−1;x− 1, y − 1)

)
.

Beweis:
Falls v unecht gefärbt ist, dürfen wir den Graphen Ks beliebig färben, was (x− y)P (Ks;x, y)
Möglichkeiten ergibt.
Falls v echt gefärbt ist, dürfen wir dieselbe Farbe nicht für die Nachbarschaft N(v) von v
verwenden. Wir färben also zunächst den Graphen Ks ohne die bereits gewählte echte Farbe.
Hierfür gibt es y

(
P (Ks;x−1, y−1)

)
Möglichkeiten. Nun fehlen genau die Fälle, in denen eine

Ecke aus V (G) − N(v) − {v} ebenfalls in der für v gewählten echten Farbe gefärbt ist. Das
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sind pro echter Farbe (s− r)P (Ks−1;x − 1, y − 1) Möglichkeiten, womit sich also insgesamt
y
(
P (Ks;x− 1, y − 1) + (s− r)P (Ks−1;x− 1, y − 1)

)
Möglichkeiten ergeben.

q.e.d.

Auch hierzu betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 4.20 Es sei G = K5 ∪K7 mit K5 ∩K7 = K4 der Graph aus Abbildung 4.2. Hierbei
ist r = 4 und s = 7 nach Satz 4.19. Wir erhalten

P (G;x, y) = (x− y)P (K7;x, y) + y
(
P (K7;x− 1, y − 1) + 3P (K6;x− 1, y − 1)

)
= x8 − 2880y + 3600xy − 2280x2y + 984x3y − 330x4y + 94x5y − 25x6y + 4176y2

− 4620xy2 + 2470x2y2 − 820x3y2 + 165x4y2 − 1360y3 + 1050xy3 − 285x2y3 + 60y4 .

Abbildung 4.2: K5 ∪K7 mit K5 ∩K7 = K4

Zur Komplexität der Methode aus Satz 4.19 lassen sich folgende Aussagen machen.
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Bemerkung 4.21 Wir betrachten die in Satz 4.19 gegebene Situation. Es gilt

|V | = s+ 1

und

|E| =
s (s− 1)

2
+ r .

Für die Anzahl H(s, r) aller mittels der Rekursionsgleichung aus Bemerkung 3.20 erforderli-
chen Graphenoperationen erhalten wir

H(s, r) ≤ 3C(s− r)

für den bivariaten Fall, womit das Wachstum nur linear beschränkt ist. Letzteres trifft auch auf
den univariaten Fall zu, wenngleich wir hier gemäß Bemerkung 3.8 die Konstante 2 verwenden
müssen.
Betrachtet man einen Graphen Kn − e mit n ≥ 2 und e ∈ E(Kn), so erhält man

H(n, n− 1) = 3C

im bivariaten Fall, während im univariaten Fall wieder der Faktor 2 zugrunde zu legen ist.
Diese untere Grenze entspricht vom Komplexitätsaufwand der Methode aus Satz 4.19. Setzt
man nämlich die rekursionsfreie Formel für das bivariate chromatische Polynom des vollstän-
digen Graphen nach ([9], S. 78) als bekannt voraus, so sind mithilfe der Methode aus Satz 4.19
in jedem Fall nur einmalig drei Graphen zu bilden, um deren bivariates chromatisches Poly-
nom jeweils direkt zu bestimmen. Zur Berechnung des univariaten chromatischen Polynoms
werden entsprechend zwei Graphen gebildet. Somit gilt für die Anzahl K(s, r) aller Graphen-
operationen mittels der Beziehung aus Satz 4.19 stets

K(s, r) ≤ H(s, r) .

Zu Beispiel 4.20 fügen wir im Anhang unter A.6 einen Programmcode hinzu. Dieser zeigt uns
auch hier wieder eine deutlich kürzere Berechnungsdauer mithilfe von Satz 4.19 gegenüber den
Rekursionsformeln nach ([1], S. 33) aus Satz 3.19 und Bemerkung 3.20.

4.2.4 Bestimmte vollständig k-partite Graphen

Zu den häufig mit Interesse untersuchten Graphen zählen unter anderem die vollständig k-
partiten Graphen mit k ≥ 2. So haben wir bereits in Beispiel 3.17 eine Darstellung des
bivariaten chromatischen Polynoms vollständig bipartiter Graphen Km,n kennengelernt. Wir
geben nun Formeln für gewisse vollständig k-partite Graphen mit k ≥ 2 an, welche man als
Verallgemeinerung der vollständig bipartiten Graphen K2,2 und K3,3 zu vollständig k-partiten
Graphen K2,...,2 und K3,...,3 auffassen kann. Zuvor erinnern wir nochmals an die Definition
eines vollständig k-partiten Graphen.

Definition 4.22 Gemäß Definition 2.25 und Definition 2.26 ist der vollständig k-partite
Graph folgendermaßen definiert:
Einen Graphen G nennen wir k-partit für k ≥ 2, wenn es eine Partition Π = {X1, X2, . . . , Xk}
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von V (G) gibt, so dass für jede Kante e ∈ E(G) die Relation |e ∩Xi| ≤ 1 für alle i = 1, . . . , k
gilt. Für k = 2 nennen wir G auch bipartit. Einen k-partiten Graphen G nennen wir vollstän-
dig k-partit, wenn für jedes Eckenpaar mit aus verschiedenen Blöcken stammenden Ecken diese
beiden Ecken zueinander adjazent sind. Ist ni = |Xi| für jedes i ∈ {1, 2, . . . , k}, so bezeichnen
wir G auch als Kn1,n2,...,nk .

Wir beginnen nun mit dem Graphentyp K2,...,2, welchen wir als K2,2,2,2,2 in Abbildung 4.3
zeigen.

Abbildung 4.3: K2,2,2,2,2

Satz 4.23 Es sei G = (V,E) der vollständig k-partite Graph K2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k−mal

. Dann gilt

P (G;x, y) =

k∑
i=0

(
k

i

) 2k−2i∑
l=0

(
2k − 2i

l

)
(x− y)2k−2i−l yi+l .

Beweis:
Wir verwenden Satz 4.11 und identifizieren den dort betrachteten GraphenKn−

∑N
m=1 tmSm+1

für N ≥ 1 und tm ≥ 0 mit dem Graphen K2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k−mal

, indem wir n = 2k, N = 1 und t1 = k

setzen:

P (K2k − kS2;x, y) =
k∑

b1=0

(
k

b1

) 2k−2b1∑
l=0

(
2k − 2b1

l

)
(x− y)b1+l y2k−b1−l

=
k∑

b1=0

(
k

b1

) 2k−2b1∑
l=0

(
2k − 2b1

l

)
(x− y)2k−2b1−l yb1+l .
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q.e.d.

Hierzu berechnen wir folgendes Beispiel.

Beispiel 4.24 Es sei G = K2,2,2,2. Dann erhalten wir

P (G;x, y) =

4∑
i=0

(
4

i

) 8−2i∑
l=0

(
8− 2i

l

)
(x− y)8−2i−l yi+l

= x8 − 2790y + 3408xy − 2128x2y + 912x3y − 306x4y + 88x5y − 24x6y + 4059y2

− 4392xy2 + 2320x2y2 − 768x3y2 + 156x4y2 − 1332y3 + 1008xy3 − 272x2y3 + 60y4 .

Auf den univariaten Fall beschränkt ergibt sich folgendes Resultat.

Korollar 4.25 Es sei G = (V,E) der vollständig k-partite Graph K2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
k−mal

aus Satz 4.23.

Dann gilt

P (G; y) =

k∑
i=0

(
k

i

)
y2k−i .

Beweis:
Die Behauptung folgt aus Satz 4.23.
q.e.d.

Wir untersuchen nun die Komplexität des Ergebnisses aus Satz 4.23.

Bemerkung 4.26 In der Situation aus Satz 4.23 sei H(n, k) für n = |V | die Anzahl aller
Graphenoperationen, welche sich durch die rekursive Bestimmung des bivariaten chromati-
schen Polynoms gemäß Bemerkung 3.20 ergeben. Es gilt offenbar

n = 2k

sowie

|E| =
2k (2k − 1)

2
− k

= 2k (k − 1)

und

|E(G)| = k .

Damit erhalten wir für den bivariaten Fall aufgrund der Beziehung

H(n, k) =

|E(G)|∑
i=1

3i

≤ |E(G)|3|E(G)|

≤ C3|E(G)|

= C3k

= C3
n
2
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ein exponentiell beschränktes Wachstum mit der Basis
√

3. Für den univariaten Fall ergibt
sich nach Bemerkung 3.8 dieses Ergebnis mit der Basis

√
2. Die Gleichheit erhalten wir, weil

alle e ∈ E(G) paarweise keine gemeinsamen Ecken besitzen.
Betrachten wir dagegen die Gleichung aus Satz 4.23 beziehungsweise Korollar 4.25, so un-
terliegt die Komplexität K(n, k) hier wegen k < n und dem linearen Wachstum von n einer
linearen Beschränkung.

Unter A.7 im Anhang erfolgt wiederum eine beispielhafte Berechnung des bivariaten sowie
des univariaten chromatischen Polynoms von Graphen der Form aus Satz 4.23. Hierbei zeigt
die Laufzeitmessung für den bivariaten Fall den zeitlichen Vorteil der Formel aus Satz 4.23
gegenüber den Rekursionsgleichungen nach ([1], S. 33) aus Satz 3.19 und Bemerkung 3.20.
Wie man sieht, vergrößert sich dieser mit zunehmender Ecken- und Kantenanzahl. Für einen
Graphen mit 30 Ecken beispielsweise liefert die Rekursion aus Bemerkung 3.20, welche für
diesen Graphentyp schneller arbeitet als die Rekursion aus Satz 3.19, nach einer Stunde noch
immer kein Ergebnis, wohingegen wir dieses mittels Satz 4.23 nach etwa 14 Sekunden erhal-
ten, welches wir allerdings, ebenso wie die Abbildung des Graphen selbst, nicht mit ausgeben.
Auch beim Vergleich des Ergebnisses aus Korollar 4.25 mit der Implementierung des univa-
riaten chromatischen Polynoms durch ([20], S. 210 f.) sehen wir einen zeitlichen Vorteil der
Methode aus Satz 4.23.

Es folgt nun der aus kombinatorischen Gründen schon ein wenig aufwendiger zu untersuchende
Graphentyp K3,...,3.

Satz 4.27 Es sei G = (V,E) der vollständig k-partite Graph K3, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
k−mal

. Dann gilt

P (G;x, y) =

k∑
i=0

(
k

i

) i∑
t=0

(
i

t

)
3i−t

3k−2i−t∑
l=0

(
3k − 2i− t

l

)
(x− y)3k−2i−t−l yi+l .

Beweis:
Wir verwenden Satz 4.3 mit

|ΠI(K3,3,...,3)| =
k∑
i=0

(
k

i

) i∑
t=0

(
i

t

)
3i−t

sowie für jedes πi,t ∈ ΠI(K3,3,...,) wegen

|πi,t| = 3k − 2i− t+ (i− t) + t

= 3k − i− t

außerdem

|{X ∈ πi,t| |X| = 1}| = 3k − 2i− t .

Dann erhalten wir

P (K3,3,...,3;x, y) =
k∑
i=0

(
k

i

) i∑
t=0

(
i

t

)
3i−t

3k−2i−t∑
l=0

(
3k − 2i− t

l

)
(x− y)l y3k−i−t−l

=
k∑
i=0

(
k

i

) i∑
t=0

(
i

t

)
3i−t

3k−2i−t∑
l=0

(
3k − 2i− t

l

)
(x− y)3k−2i−t−l yi+l .
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q.e.d.

Mithilfe von Satz 4.27 bestimmen wir nun das bivariate chromatische Polynom des Graphen
K3,3.

Beispiel 4.28 Für den Graphen G = K3,3 liefert die Berechnung

P (G;x, y) =

2∑
i=0

(
2

i

) i∑
t=0

(
i

t

)
3i−t

6−2i−t∑
l=0

(
6− 2i− t

l

)
(x− y)6−2i−t−l yi+l

= x6 − 31y + 42xy − 33x2y + 18x3y − 9x4y + 36y2 − 36xy2 + 18x2y2 − 6y3 .

Auch für diesen Graphentyp leiten wir den univariaten Fall her.

Korollar 4.29 Für den Graphen G = K3, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
k−mal

aus Satz 4.27 gilt

P (G; y) =

k∑
i=0

(
k

i

) i∑
t=0

(
i

t

)
3i−ty3k−i−t .

Beweis:
Das Ergebnis erhalten wir aus Satz 4.27.
q.e.d.

Auch hier betrachten wir den Rechenaufwand genauer.

Bemerkung 4.30 Für Satz 4.27 erhalten wir analog zu Bemerkung 4.26 folgendes Ergebnis.
Es sei H(n, k) mit n = |V | die Anzahl aller unter Einsatz von Bemerkung 3.20 durchzufüh-
renden Graphenoperationen. Es zeigt sich aufgrund der Beziehungen

n = 3k

sowie

|E| =
3k (3k − 1)

2
− 3k

=
9k (k − 1)

2

und

|E(G)| = 3k

für den bivariaten Fall durch die Abschätzung

H(n, k) ≤
|E(G)|∑
i=1

3i

≤ |E(G)|3|E(G)|

≤ C3|E(G)|

= C33k

= C3n
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ein exponentiell beschränktes Wachstum mit der Basis 3. Für den univariaten Fall ergibt sich
gemäß Bemerkung 3.8 dasselbe Ergebnis stattdessen mit der Basis 2.
Eine kleinere Basis lässt sich nicht finden, da offenbar für jeden einzelnen Block jeweils mehr
als drei Graphenoperationen erforderlich sind. Da wir also für jeden der k Blöcke jeweils mehr
als einen Rekursionsschritt einplanen müssen, ergibt sich also

H(n, k) >

k∑
i=1

3i

für den bivariaten Fall, während der univariate Fall abermals den Ersatz der Basis 3 durch
die Basis 2 erfordert.
Dagegen unterliegt die Komplexität K(n, k) der Formel aus Satz 4.27 beziehungsweise Korollar
4.29 wegen k < n und dem linearen Wachstum von n einer linearen Beschränkung.

Auch hierzu sollen im Anhang unter A.8 Beispiele folgen. Wieder zeigt sich hier für den
bivariaten Fall der zeitliche Vorteil bei der Verwendung von Satz 4.27 gegenüber den Rekursi-
onsgleichungen nach ([1], S. 33) aus Satz 3.19 und Bemerkung 3.20. Der zeitliche Unterschied
zwischen den Rekursionsgleichungen und der Formel aus Satz 4.27 wächst wiederum zusam-
men mit der Ecken-und Kantenanzahl. Dieses gilt auch für den univariaten Fall aus Korollar
4.29 im Vergleich zur Implementierung nach ([20], S. 210 f.). Für den bivariaten Fall können
wir auch hier wieder erkennen, dass die Methode aus Satz 4.27 noch dann ein Ergebnis lie-
fert, wenn der Graph bereits 60 Ecken und die entsprechenden Kanten umfasst, wofür wir
lediglich etwa 72 Sekunden benötigen. Auf die Darstellung des Graphen sowie die Ausgabe
des Polynoms verzichten wir jedoch aus Übersichtlichkeitsgründen. Dagegen erreichen wir mit
der Rekursion aus Bemerkung 3.20, welche für diesen Graphentyp schneller arbeitet als die
Rekursion aus Satz 3.19, selbst nach einer Stunde noch kein Resultat.

4.3 Möglichkeiten der Reduktion

Bei dem Versuch, das bivariate chromatische Polynom eines Graphen zu bestimmen, stellt
sich häufig die Frage, ob man dabei auf bereits bekannte bivariate chromatische Polynome
von anderen Graphen zurückgreifen kann. Dieses ist, wie wir bereits erfahren haben, etwa bei
der Anwendung der Rekursionsformel nach ([1], S. 33) der Fall. Weil sich dieses Verfahren
jedoch mit zunehmender Ecken- und Kantenanzahl als unverhältnismäßig aufwendig erweist,
stellen wir hier einige weitere Ansätze vor. Dabei nutzen wir die Besonderheiten von Graphen
mit bestimmten günstigen Eigenschaften aus, indem wir auf die entsprechenden Polynome von
Teilgraphen zurückgreifen oder rekursiv auf andere Graphen derselben Art.

4.3.1 Splitgraphen

An dieser Stelle kommen wir noch einmal auf Splitgraphen zurück, zu welchen wir bereits zwei
Spezialfälle betrachtet haben. Hier lassen wir nun stattdessen beliebige Splitgraphen zu und
zeigen mit dem folgenden Satz, dass sich das bivariate chromatische Polynom eines solchen
Graphen auf bivariate chromatische Polynome kleinerer Graphen reduzieren lässt.

Satz 4.31 Es sei G = (V,E) ein Splitgraph mit G1 = Kk und G2 = Ks, welcher die Ecken-
menge V (G) = V (G1) ∪ V (G2) mit V (G1) ∩ V (G2) = ∅ besitzt. Weiter sei Γ(v) die Menge
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aller unabhängigen Teilmengen von V (G), die v enthalten. Dann gilt

P (G;x, y) =
k∑
i=0

(x− y)k−i yi
∑

{v1,v2,...,vi}⊆V (G1)∑
(I1,I2,...,Ii)∈Γ(v1)×Γ(v2)×...×Γ(vi) mit Il∩Im=∅ für alle l,m∈{1,2,...,i} mit l 6=m

P (Ks − I1 − I2 − . . .− Ii;x− i, y − i)

=
k∑
i=0

(x− y)k−i yi
∑

{v1,v2,...,vi}⊆V (G1)∑
(I1,I2,...,Ii)∈Γ(v1)×Γ(v2)×...×Γ(vi) mit Il∩Im=∅ für alle l,m∈{1,2,...,i} mit l 6=m

(x− i)s−|I1|−|I2|−...−|Ii|+i .

Beweis:
Wir wenden aufG1 Satz 4.1 an. Innerhalb des GraphenG1 erlaubt jede Auswahl {v1, v2, . . . , vi}
lediglich die triviale unabhängige Partition {{v1} , {v2} , . . . , {vi}}. Somit müssen alle echten
Farben in G1 paarweise verschieden zueinander sein. Daher erhalten wir (x− y)k−i yi Möglich-
keiten für G1, die gewählten Ecken echt und die verbliebenen Ecken in G1 unecht zu färben.
Für die jeweiligen zugehörigen Färbungsmöglichkeiten von G2 betrachten wir alle Möglich-
keiten, Ecken aus V (G2) jeweils gleich zu färben wie die jeweils gewählten Ecken vr mit
r = 1, 2, . . . , i. Die vr sind paarweise verschieden echt gefärbt, daher auch die Ir, also muss
gelten Il ∩ Im = ∅ für alle l,m ∈ {1, 2, . . . , i} mit l 6= m. Die bereits verwendeten Farben aus
Y verwenden wir nicht für die übrigen Ecken in G2, um unerlaubte Färbungen auszuschließen,
da Nachbarschaften zwischen Ecken aus V (G1) und V (G2) im Allgemeinen existieren. Die er-
laubten Fälle wurden bereits in der Auswahl der (I1, I2, . . . , Ii) berücksichtigt.
q.e.d.

Zur Veranschaulichung betrachten wir das Beispiel des in Abbildung 4.4 gezeigten Graphen.

Abbildung 4.4: Splitgraph aus Beispiel 4.32
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Beispiel 4.32 Es sei G wie in Satz 4.31 mit k = 3 und s = 2. Wir setzen

V (G1) = V (K3) = {1, 2, 3}
V (G2) = V (K2) = {4, 5}
V (G) = {1, 2, 3, 4, 5}

E(K3) =
{
{1, 2} , {1, 3} , {2, 3}

}
E(K2) = ∅

E(G) = E(K3) ∪
{
{1, 4} , {2, 4} , {2, 5}

}
.

Wir erhalten

Γ(1) =
{
{1} , {1, 5}

}
Γ(2) =

{
{2}

}
Γ(3) =

{
{3} , {3, 4} , {3, 5} , {3, 4, 5}

}
Γ(1)× Γ(2) =

{(
{1} , {2}

)
,
(
{1, 5} , {2}

)}
Γ(1)× Γ(3) =

{(
{1} , {3}

)
,
(
{1, 5} , {3}

)
,
(
{1} , {3, 4}

)
,
(
{1, 5} , {3, 4}

)
,(

{1} , {3, 5}
)
,
(
{1, 5} , {3, 5}

)
,
(
{1} , {3, 4, 5}

)
,
(
{1, 5} , {3, 4, 5}

)}
Γ(2)× Γ(3) =

{(
{2} , {3}

)
,
(
{2} , {3, 4}

)
,
(
{2} , {3, 5}

)
,
(
{2} , {3, 4, 5}

)}
Γ(1)× Γ(2)× Γ(3) =

{(
{1} , {2} , {3}

)
,
(
{1, 5} , {2} , {3}

)
,
(
{1} , {2} , {3, 4}

)
,(

{1, 5} , {2} , {3, 4}
)
,
(
{1} , {2} , {3, 5}

)
,
(
{1, 5} , {2} , {3, 5}

)
,(

{1} , {2} , {3, 4, 5}
)
,
(
{1, 5} , {2} , {3, 4, 5}

)}
.

Weiterhin gilt

IΓ(1) =
{
{1} , {1, 5}

}
IΓ(2) =

{
{2}

}
IΓ(3) =

{
{3} , {3, 4} , {3, 5} , {3, 4, 5}

}
IΓ(1) × IΓ(2) =

{(
{1} , {2}

)
,
(
{1, 5} , {2}

)}
IΓ(1) × IΓ(3) =

{(
{1} , {3}

)
,
(
{1, 5} , {3}

)
,
(
{1} , {3, 4}

)
,
(
{1, 5} , {3, 4}

)
,(

{1} , {3, 5}
)
,
(
{1} , {3, 4, 5}

)}
IΓ(2) × IΓ(3) =

{(
{2} , {3}

)
,
(
{2} , {3, 4}

)
,
(
{2} , {3, 5}

)
,
(
{2} , {3, 4, 5}

)}
IΓ(1) × IΓ(2) × IΓ(3) =

{(
{1} , {2} , {3}

)
,
(
{1, 5} , {2} , {3}

)
,
(
{1} , {2} , {3, 4}

)
,(

{1, 5} , {2} , {3, 4}
)
,
(
{1} , {2} , {3, 5}

)
,
(
{1} , {2} , {3, 4, 5}

)}
.
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Nach Einsetzen in die Gleichung erhalten wir

P (G;x, y) = (x− y)3 x2

+ (x− y)2 y
(

3 (x− 1)2 + 3 (x− 1) + 1
)

+ (x− y) y2
(

3 (x− 2)2 + 6 (x− 2) + 3
)

+ y3
(

(x− 3)2 + 3 (x− 3) + 2
)

= x5 + 4y − 9xy + 9x2y − 6x3y − 3y2 + 4xy2 .

Zum univariaten Fall ergibt sich folgende Vereinfachung.

Korollar 4.33 Es sei G der Graph aus in Satz 4.31. Dann gilt

P (G; y) = yk
∑

{v1,v2,...,vi}⊆V (G1) ∑
(I1,I2,...,Ii)∈Γ(v1)×Γ(v2)×...×Γ(vi) mit Il∩Im=∅ für alle l,m∈{1,2,...,i} mit l 6=m

(y − i)s−|I1|−|I2|−...−|Ii|+i .

Beweis:
Die Behauptung folgt aus Satz 4.31.
q.e.d.

Nachdem wir in Satz 4.31 allgemeine Splitgraphen betrachtet haben, beschränken wir uns
im folgenden Satz nochmals auf einen Spezialfall. Hier wird sich nämlich herausstellen, dass
sich für einen solchen Fall eine Rekursionsgleichung aufstellen lässt, welche für die Bestim-
mung des bivariaten chromatischen Polynoms auf die bivariaten chromatischen Polynome von
Graphen desselben Typs zurückgreift. Dabei soll ein solcher Graph folgendermaßen beschaffen
sein: Wir betrachten zu zwei Graphen Ks und Kk mit s ≥ 1 und k ≥ 1 deren Join Ks ∗Kk

und löschen genau t paarweise voneinander unabhängige Kanten, welche jeweils genau eine
Ecke aus Ks und eine weitere Ecke aus Kk besitzen.

Satz 4.34 Es sei der Graph Ks ∗Kk − {e1, e2, . . . , et} gegeben mit s ≥ 1, k ≥ 1, s ≥ t und
k ≥ t, so dass für alle i, j ∈ {1, 2, . . . , t} mit i 6= j ei ∩ ej = ∅ sowie für alle ei = {v1, v2} mit
i ∈ {1, 2, . . . , t} v1 ∈ V (Ks) und v2 ∈ V (Kk) gelte. Dann gilt die Rekursion

P (Ks ∗Kk − {e1, e2, . . . , et} ;x, y) = P (Ks ∗Kk − {e1, e2, . . . , et−1} ;x, y)

+ P (Ks ∗Kk−1 − {e1, e2, . . . , et−1} ;x, y)

− (x− y)P (Ks−1 ∗Kk−1 − {e1, e2, . . . , et−1} ;x, y)

mit der Anfangsbedingung

P (Ks ∗Kk − {e1} ;x, y) = P (Ks ∗Kk;x, y) + P (Ks ∗Kk−1;x, y)

− (x− y)P (Ks−1 ∗Kk−1;x, y) .
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Beweis:
Zum Beweis verwenden wir die Rekursionsbeziehung aus Satz 3.19, welche wir gemäß Bemer-
kung 3.20 so umstellen, dass wir von dem Graphen mit einer gelöschten Kante e = {v1, v2}
ausgehen:

P (G− e;x, y) = P (G;x, y) + P (G/e;x, y)

− (x− y)P (G− {v1, v2} ;x, y) .

q.e.d.

Wir betrachten die Komplexität dieser Methode.

Bemerkung 4.35 Für Satz 4.34 erhalten wir zunächst

|V | = |V (Ks)|+ |V (Kk)|
= s+ k

und

|E(Ks ∗Kk − {e1, e2, . . . , et})| =
s (s− 1)

2
+ sk − t

sowie wegen

t ≤ min {s, k}

auch

|E(Ks ∗Kk − {e1, e2, . . . , et})| =
k (k − 1)

2
+ t

≤ k (k − 1)

2
+ min {s, k} .

Somit ergibt sich zunächst mithilfe der herkömmlichen Rekursionen aus Satz 3.19 beziehungs-
weise Bemerkung 3.20 wiederum eine exponentiell beschränkte Anzahl der jeweils benötigten
Graphenoperationen H1(s, k, t) beziehungsweise H2(s, k, t). Dieses sehen wir durch die Ab-
schätzungen

H1(s, k, t) ≤
|E(Ks∗Kk−{e1,e2,...,et})|∑

i=1

3i

≤ |E(Ks ∗Kk − {e1, e2, . . . , et})|3|E(Ks∗Kk−{e1,e2,...,et})|

≤ C3|E(Ks∗Kk−{e1,e2,...,et})|

= C3
s(s−1)

2
+sk−t

und

H2(s, k, t) ≤
|E(Ks∗Kk−{e1,e2,...,et})|∑

i=1

3i

≤ |E(Ks ∗Kk − {e1, e2, . . . , et})|3|E(Ks∗Kk−{e1,e2,...,et})|

≤ C3|E(Ks∗Kk−{e1,e2,...,et})|

= C3
k(k−1)

2
+t

≤ C3
k(k−1)

2
+min{s,k} .
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Wie Satz 3.6 und Bemerkung 3.8 zeigen, ergibt sich für den univariaten Fall hier stattdessen
jeweils C2

s(s−1)
2

+sk−t beziehungsweise C2
k(k−1)

2
+min{s,k}.

Eine kleinere Basis lässt sich für keine der beiden Beziehungen finden, da wir bereits für
den Teilgraphen Ks mithilfe der Rekursion aus Satz 3.19 mindestens bsc2 Rekursionsschritte
benötigen, um erstmalig auf einen kantenlosen Graphen zu stoßen und das Verfahren aus
Bemerkung 3.20 analog mindestens bkc2 Rekursionsschritte erfordert, bis der erste vollständige
Graph erscheint. Weil aus jedem Graphen im bivariaten Fall jeweils drei neue entstehen, ergibt
sich hier offenbar

H1(s, k, t) ≥

bsc
2∑
i=1

3i

beziehungsweise

H2(s, k, t) ≥

bkc
2∑
i=1

3i .

Im univariaten Fall ersetzen wir wiederum die Summanden 3i durch 2i.
Setzt man bei der Methode aus Satz 4.34 die für die Bestimmung des bivariaten chromati-
schen Polynoms des Graphen Ks ∗ Kk aus der Anfangsbedingung notwendige rekursionsfreie
Darstellung als bekannt voraus, so erhalten wir für die Anzahl aller mittels Satz 4.34 benötigten
Graphenoperationen K(s, k, t)

K(s, k, t) ≤ 3Ct

≤ 3Cmin{s,k}

mit der Basis 3, was wegen t ≤ s und t ≤ k zumeist von Vorteil ist. Im univariaten Fall
erhalten wir dabei wiederum statt dem Faktor 3 den Faktor 2.

Wie wir in Anhang A.9 veranschaulichen, stellt Satz 4.34 eine beachtliche zeitliche Verkürzung
der Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms des Graphentyps aus Satz 4.34 im
Vergleich zu den Rekursionsgleichungen nach ([1], S. 33) aus Satz 3.19 und Bemerkung 3.20
zur Verfügung. Wie der vierte Beispielgraph mit 50 Ecken zeigt, liefern die herkömmlichen
beiden Rekursionen nach einer Stunde noch kein Ergebnis, während dieses mithilfe von Satz
4.34 bereits nach rund 32 Sekunden möglich ist. Allerdings verzichten wir hierbei auf die
Abbildung des Graphen sowie auf die Ausgabe des Polynoms. Für den univariaten Fall zeigt
der Vergleich der Methode aus Satz 4.34 mit der Implementierung nach ([20], S. 210 f.) ebenfalls
einen zeitlichen Vorteil.
Wir stellen noch eine abschließende weitere Formel für allgemeine Splitgraphen vor.

Satz 4.36 Es sei G = (V,E) ein Splitgraph wie in Satz 4.31 mit V (G) = V (Kk) ∪ V (Ks)
und V (Kk) ∩ V (Ks) = ∅. Weiter sei V (Ks) = {vi ∈ V (G)|i = 1, . . . , s} und für W ⊆ V (Kk)
sei NG[V (Kk)−W ](vi) = {w ∈ V (Kk)−W | {vi, w} ∈ E(G)}. Dann gilt

P (G;x, y) =
∑

W⊆V (Kk)

(x− y)|W | yk−|W |
s∏
i=1

(
x−

∣∣NG[V (Kk)−W ](vi)
∣∣) .
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Beweis:
Nach ([23], S. 197) gilt

P (G; y) = yk
s∏
i=1

(y − |N(vi)|)

mit N(vi), weil es für den Teilgraphen Kk aufgrund seiner k paarweise zueinander adjazenten
Ecken yk Färbungsmöglichkeiten gibt und für jede der Ecken vi des Teilgraphen Ks genau
die Farben gewählt werden dürfen, welche noch nicht in N(vi) auftreten. Zusammen mit der
Beziehung

P (G;x, y) =
∑

W⊆V (G)

(x− y)|W | P (G−W ; y)

aus Bemerkung 3.15 folgt die Behauptung.
q.e.d.

Wir greifen nun bezogen auf Satz 4.36 nochmals das Beispiel 4.32 auf.

Beispiel 4.37 Es sei die Situation aus Beispiel 4.32 gegeben. Wegen W ⊆ V (K3) betrachten
wir

P(X) =
{
∅, {1} , {2} , {3} , {1, 2} , {1, 3} , {2, 3} , V (K3)

}
.

Damit ergibt sich

P (G;x, y) =
∑

W∈P(X)

(x− y)|W | y3−|W |
5∏
i=4

(
x− |NG[V (K3−W )](i)|

)
= y3 (x− 1) (x− 2) + (x− y) y2

(
(x− 1)2 + x (x− 1) + (x− 1) (x− 2)

)
+ (x− y)2 y

(
x2 + x (x− 1) + (x− 1)2

)
+ (x− y)3 x2

= x5 + 4y − 9xy + 9x2y − 6x3y − 3y2 + 4xy2 .

Dieses Beispiel gibt Anlass zu der folgenden Bemerkung.

Bemerkung 4.38 Die Summen in den Sätzen 4.31 und 4.36 unterscheiden sich offensichtlich
in ihrem für die Anwendung jeweils erforderlichen Aufwand erheblich voneinander. Daher
gelingt die Bestimmung des bivariaten chromatischen Polynoms eines allgemeinen Splitgraphen
mithilfe von Satz 4.36 sehr viel leichter als unter Verwendung von Satz 4.31.

4.3.2 Bestimmte bipartite Graphen

Graphen, welche häufig im Mittelpunkt des Interesses der Forschung in der Graphentheorie
stehen, sind bekanntlich die bipartiten Graphen. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es
ähnlich wie in Satz 4.34 möglich ist, eine Rekursionsbeziehung für spezielle bipartite Graphen
anzugeben. Wir beginnen mit dem folgenden Satz.

62



Satz 4.39 Es sei G = (V,E) der Graph Kr1+r2,s1+r2 − {e1, e2, . . . , er2} mit ei ∈ E(G) für
i ∈ {1, 2, . . . , r2} und ei ∩ ej = ∅ für i 6= j. Dann gilt die Rekursionsgleichung

P (G;x, y) = P (Kr1+r2,s1+r2 − {e1, e2, . . . , er2−1} ;x, y)

+ yP (Kr1+r2−1,s1+r2−1 − {e1, e2, . . . , er2−1} ;x− 1, y − 1)

mit der Anfangsbedingung

P (Kr1+1,s1+1 − {e1} ;x, y) = P (Kr1+1,s1+1;x, y) + yP (Kr1,s1 ;x− 1, y − 1) .

Eine Darstellung des bivariaten chromatischen Polynoms für einen Graphen der Form Kr,s

liefert Beispiel 3.17 mit

P (Kr,s;x, y) =
r∑

k=0

(
r

k

)
(x− y)r−k

k∑
j=0

Sk,jy
j (x− j)s .

Beweis:
P (Kr1+r2,s1+r2 − {e1, e2, . . . , er2−1} ;x, y) liefert genau all jene Eckenfärbungen des Graphen
Kr1+r2,s1+r2 − {e1, e2, . . . , er2}, bei welchen v1 und v2 mit {v1, v2} = er2 nicht in derselben
Farbe aus Y gefärbt sind. Letztere Färbungen sind jedoch wegen er2 /∈ E(G) aber auch
erlaubt, das sind genau yP (Kr1+r2−1,s1+r2−1 − {e1, e2, . . . , er2−1} ;x − 1, y − 1), da für alle
v ∈ V (G)\ {v1, v2} v ∈ N(v1) ∪N(v2) gilt.
q.e.d.

Wir wenden uns nun einem Beispielgraphen zu, welcher in Abbildung 4.5 gezeigt wird.

Beispiel 4.40 Es sei die Situation aus Satz 4.39 mit r1 = 3, s1 = 2 und r2 = 2 gegeben
sowie V (K3+2,2+2) = {vr11, vr12, vr13, vr21, vr22, ws11, ws12, wr21, wr22} mit e1 = {vr21, wr21}
und e2 = {vr22, wr22}. Dann gilt

P (K3+2,2+2 − {e1, e2} ;x, y)

= P (K3+2,2+2 − {e1} ;x, y) + yP (K3+1,2+1 − {e1} ;x− 1, y − 1)

=
(
P (K3+2,2+2;x, y) + yP (K3+1,2+1;x− 1, y − 1)

)
+ y

(
P (K3+1,2+1;x− 1, y − 1) + (y − 1)P (K3,2;x− 2, y − 2)

)
=

3+2∑
k=0

(
3 + 2

k

)
(x− y)3+2−k

k∑
j=0

Sk,jy
j (x− j)2+2

+ 2y
3+1∑
k=0

(
3 + 1

k

)
(x− y)3+1−k

k∑
j=0

Sk,j (y − 1)j (x− 1− j)2+1

+ y (y − 1)

3∑
k=0

(
3

k

)
(x− y)3−k

k∑
j=0

Sk,j (y − 2)j (x− 2− y)2

= x9 + 1649y − 2565xy + 2054x2y − 1134x3y + 485x4y − 175x5y + 56x6y

− 18x7y − 2735y2 + 3877xy2 − 2753x2y2 + 1294x3y2 − 430x4y2

+ 97x5y2 + 1223y3 − 1385xy3 + 693x2y3 − 174x3y3 − 138y4 + 78xy4 .
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Abbildung 4.5: K3+2,2+2 − {e1, e2} aus Beispiel 4.40

Es folgt nun eine Komplexitätsanalyse der Rekursionsbeziehung aus Satz 4.39.

Bemerkung 4.41 In der Situation aus Satz 4.39 erhalten wir für n = |V | und |E| die Be-
ziehungen

n = r1 + s1 + 2r2 (4.2)

und

|E| = (r1 + r2) (s1 + r2)− r2

sowie

|E(G)| =
(r1 + r2) (r1 + r2 − 1)

2
+

(s1 + r2) (s1 + r2 − 1)

2
+ r2 .

Es sei H1(r1, r2, s1) beziehungsweise H2(r1, r2, s1) die Anzahl aller Graphenoperationen, wel-
che unter Verwendung der Rekursionsformel aus Satz 3.19 beziehungsweise aus Bemerkung
3.20 zur Bestimmung des bivariaten chromatischen Polynoms eines Graphen der Form

64



Kr1+r2,s1+r2 − {e1, . . . , er2} erforderlich sind. Auf diese Weise ergibt sich jeweils

H1(r1, r2, s1) ≤
|E|∑
i=1

3i

=

(r1+r2)(s1+r2)−r2∑
i=1

3i

≤ (r1 + r2) (s1 + r2)− r23(r1+r2)(s1+r2)−r2

≤ C3(r1+r2)(s1+r2)−r2

beziehungsweise

H2(r1, r2, s1) ≤
|E(G)|∑
i=1

3i

≤

(r1+r2)(r1+r2−1)
2

+
(s1+r2)(s1+r2−1)

2
+r2∑

i=1

3i

≤
(

(r1 + r2) (r1 + r2 − 1)

2
+

(s1 + r2) (s1 + r2 − 1)

2
+ r2

)
· 3

(r1+r2)(r1+r2−1)
2

+
(s1+r2)(s1+r2−1)

2
+r2

≤ C3
(r1+r2)(r1+r2−1)

2
+

(s1+r2)(s1+r2−1)
2

+r2 .

Nach Satz 3.6 beziehungsweise Bemerkung 3.8 erhalten wir im univariaten Fall analog statt-
dessen C2(r1+r2)(s1+r2)−r2 beziehungsweise C2

(r1+r2)(r1+r2−1)
2

+
(s1+r2)(s1+r2−1)

2
+r2.

Eine kleinere Basis lässt sich nicht wählen, wie das Beispiel des Graphen K2,2 mit n = 4 zeigt.
Hier benötigen wir mittels Satz 3.19 bis zum Erhalt des ersten kantenlosen Graphen zwei Re-

kursionsschritte und damit bereits
∑ b4c

2
i=1 3i Graphenoperationen. Damit gilt also speziell für

diesen Graphen im bivariaten Fall

H1(2, 0, 2) ≥

bnc
2∑
i=1

3i . (4.3)

Vewenden wir Bemerkung 3.20, so sind bis zum Erhalt des ersten vollständigen Graphen eben-

falls
∑ b4c

2
i=1 3i Graphenoperationen notwendig, woraus speziell für den Graphen K2,2

H2(2, 0, 2) ≥

bnc
2∑
i=1

3i (4.4)

folgt. Im univariaten Fall müssen wir dagegen in beiden Ergebnissen stattdessen jeweils über
2i summieren.
Zum Vergleich sei K(r1, r2, s1) die Anzahl aller Graphenoperationen, welche nun unter Anwen-
dung von Satz 4.39 zur Bestimmung des bivariaten chromatischen Polynoms eines Graphen
der Form Kr1+r2,s1+r2 − {e1, . . . , er2} erfoderlich sind. Pro Rekursionsschritt entstehen zwei
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neue Graphen, jeder durch jeweils eine Kantenaddition oder zwei Eckenlöschungen, wobei wir
letztere als Extraktion auffassen können. Insgesamt erhalten wir also

K(r1, r2, s1) ≤ C2r2 .

Im univariaten Fall ergibt sich dasselbe Resultat, weil wir auch hier in jedem Rekursionsschritt
immer beide Graphenoperationen benötigen.
Es zeigt sich zwar bereits bei der Methode aus Satz 4.39 ein exponentielles Wachstum, jedoch
genügt hier im bivariaten Fall schon eine kleinere Basis als Obergrenze. Daher erweist sich
die Methode aus Satz 4.39 hier als der schnellere Weg. Im univariaten Fall folgt aus den
Beziehungen (4.2), (4.3) und (4.4) eine zumindest nicht größere Komplexität der Methode aus
Satz 4.39 gegenüber der Komplexität der Gleichungen aus Satz 3.6 und Bemerkung 3.8.

Wie zu vielen bisher aufgeführten Sätzen sollen auch hierzu im Anhang unter A.10 Beispiele
berechnet werden. Bezüglich des bivariaten chromatischen Polynoms ist der zeitliche Vorteil
der Verwendung von Satz 4.39 gegenüber den Rekursionsbeziehungen nach ([1], S. 33) aus Satz
3.19 und Bemerkung 3.20 auch hier offensichtlich. Während diese Rekursionsgleichungen für
einen Graphen wie in Satz 4.39 mit 60 Ecken nach einer Stunde noch kein Ergebnis liefern, kann
die Methode aus Satz 4.39 dieses nach etwa 220 Sekunden leisten. Der Vergleich zwischen der
Verwendung des Satzes 4.39 für den univariaten Fall und der Implementierung des univariaten
chromatischen Polynoms nach ([20], S. 210 f.) zeigt ebenfalls einen großen zeitlichen Vorteil.

4.3.3 Vollständig k-partite Graphen

In diesem Abschnitt möchten wir speziell die vollständig bipartiten Graphen zu vollständig
k-partiten Graphen für alle k ≥ 1 verallgemeinern. Auch hier lässt sich das bivariate chroma-
tische Polynom rekursiv berechnen.

Satz 4.42 Es seien r ≥ 1 und k ≥ 1. Dann gilt für den Graphen Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸
k-mal

(analog zum

bipartiten Fall bei ([9], S. 78)) die Rekursionsformel

P (Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸
k-mal

;x, y) =

r∑
i=0

(
r

i

)
(x− y)i

r−i∑
j=0

Sr−i,jy
jP (Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸

(k−1)-mal

;x− j, y − j)

mit der Anfangsbedingung

P (Kr;x, y) = xr .

Beweis:
Wir können den Graphen Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸

k-mal

offenbar folgendermaßen auffassen:

P (Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸
k-mal

;x, y) = P (Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸
(k−1)-mal

∗Kr;x, y) .

Aus den r Ecken des Graphen Kr wählen wir stets i Ecken aus, welche wir unecht färben
möchten. Dabei durchlaufen wir von keiner Ecke bis hin zu allen Ecken jedes i als Anzahl
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der ausgewählten Ecken. Hierbei ist für jedes dieser i die Anzahl aller möglichen Auswahlen
von i Ecken aus den r Ecken bekanntlich

(
r
i

)
. Die verbleibenden r − i Ecken färben wir

echt. Aufgrund ihrer paarweisen Unabhängigkeit dürfen wir sie beliebig partitionieren, um
den Blöcken paarweise verschiedene echte Farben zuzuordnen. Hier ergeben sich als mögliche
Anzahlen von Blöcken alle Zahlen von 0 bis r− i. Weil jede dieser Ecken zu jeweils allen Ecken
des Graphen Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸

(k−1)-mal

adjazent ist, dürfen wir die bereits verwendeten echten Farben für

den Graphen Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸
(k−1)-mal

nicht mehr verwenden. Damit ergibt sich schließlich

P (Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸
k-mal

;x, y) =
r∑
i=0

(
r

i

)
(x− y)i

r−i∑
j=0

Sr−i,jy
jP (Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸

(k−1)-mal

;x− j, y − j) .

q.e.d.

Speziell für den univariaten Fall lässt sich folgendes Resultat festhalten.

Korollar 4.43 Es sei die Situation aus Satz 4.42 gegeben. Dann gilt

P (Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸
k-mal

; y) =
r∑
j=0

Sr,jy
jP (Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸

(k−1)-mal

; y − j)

mit der Anfangsbedingung

P (Kr; y) = yr .

Beweis:
Die Behauptung ergibt sich direkt aus Satz 4.42.
q.e.d.

Wir geben später in Bemerkung 4.47 eine Komplexitätsuntersuchung für einen allgemeineren
Fall an und beginnen im Anhang unter A.11 für Satz 4.42 mit einigen Beispielberechnungen. Es
zeigt sich bei dieser rekursiven Methode ein deutlicher Zeitvorteil gegenüber der Berechnung
des bivariaten chromatischen Polynoms mithilfe der Rekursionsgleichungen nach ([1], S. 33)
aus Satz 3.19 und Bemerkung 3.20. Für einen Graphen mit 40 Ecken und den entsprechenden
Kanten liefern die Methoden aus Satz 3.19 und Bemerkung 3.20 selbst nach einer Stunde noch
kein Ergebnis, während man dieses unter Verwendung von Satz 4.42 bereits nach etwa 162
Sekunden erzielt. Auch für das univariate chromatische Polynom erweist sich die Verwendung
von Korollar 4.43 gegenüber der Implementierung nach ([20], S. 210 f.) als zeitlich vorteilhaft.

Mit derselben Methode wie in Satz 4.42 lässt sich die folgende Verallgemeinerung beweisen.

Satz 4.44 Es seien t ≥ 1 und ni ≥ 1 für alle i ∈ {1, 2, . . . , t}. Dann gilt für den Graphen
Kn1,n2,...,nt (auch hier wieder analog zum bipartiten Fall bei ([9], S. 78)) die Rekursionsdar-
stellung

P (Kn1,n2,...,nt ;x, y) =

nt∑
i=0

(
nt
i

)
(x− y)i

nt−i∑
j=0

Snt−i,jy
jP (Kn1,n2,...,nt−1 ;x− j, y − j)
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mit der Anfangsbedingung

P (Kn1 ;x, y) = xn1 .

Beweis:
Wir können den Graphen Kn1,n2,...,nt offenbar folgendermaßen auffassen:

P (Kn1,n2,...,nt ;x, y) = P (Kn1,n2,...,nt−1 ∗Knt ;x, y) .

Aus den nt Ecken des Graphen Knt wählen wir stets i Ecken aus, welche wir unecht färben
möchten. Dabei durchlaufen wir von keiner Ecke bis hin zu allen Ecken jedes i als Anzahl
der ausgewählten Ecken. Hierbei ist für jedes dieser i die Anzahl aller möglichen Auswahlen
von i Ecken aus den nt Ecken bekanntlich

(
nt
i

)
. Die verbleibenden nt − i Ecken färben wir

echt. Aufgrund ihrer paarweisen Unabhängigkeit dürfen wir sie beliebig partitionieren, um
den Blöcken paarweise verschiedene echte Farben zuzuordnen. Hier ergeben sich als mögliche
Anzahlen von Blöcken alle Zahlen von 0 bis nt−i. Weil jede dieser Ecken zu jeweils allen Ecken
des Graphen Kn1,n2,...,nt−1 adjazent ist, dürfen wir die bereits verwendeten echten Farben für
den Graphen Kn1,n2,...,nt−1 nicht mehr verwenden. Damit ergibt sich schließlich

P (Kn1,n2,...,nt ;x, y) =

nt∑
i=0

(
nt
i

)
(x− y)i

nt−i∑
j=0

Snt−i,jy
jP (Kn1,n2,...,nt−1 ;x− j, y − j) .

q.e.d.

An dieser Stelle veranschaulichen wir die Situation an folgendem Beispiel.

Beispiel 4.45 Es sei der Graph K2,2,3 gegeben. Dann gilt

P (K2,2,3;x, y)

=
3∑
i=0

(
3

i

)
(x− y)i

3−i∑
j=0

S3−i,jy
jP (K2,2;x− j, y − j)

=
3∑
i=0

(
3

i

)
(x− y)i

3−i∑
j=0

S3−i,jy
j

(
2∑

k=0

(
2

k

)
(x− j − y + j)k

2−k∑
l=0

S2−k,l (y − j)l P (K2;x− j − l, y − j − l)

)
= x7 + 284y − 376xy + 256x2y − 121x3y + 46x4y − 16x5y

− 366y2 + 410xy2 − 216x2y2 + 62x3y2 + 84y3 − 48xy3 .

Auch hier ergänzen wir eine kurze Betrachtung des univariaten Falls.

Korollar 4.46 Aus der Situation gemäß Satz 4.44 folgt

P (Kn1,n2,...,nt ; y) =

nt∑
j=0

Snt,jy
jP (Kn1,n2,...,nt−1 ; y − j)
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mit der Anfangsbedingung

P (Kn1 ; y) = yn1 .

Beweis:
Wir setzen in Satz 4.44 x = y.
q.e.d.

Für Satz 4.44 und damit auch für Satz 4.42 zeigen wir nun den zeitlichen Vorteil bei der
Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms gegenüber der Rekursion aus Satz 3.19
und Bemerkung 3.20.

Bemerkung 4.47 Für den Graphen aus Satz 4.44 gilt für |V | = n selbstverständlich

n =
t∑
i=1

ni (4.5)

und offensichtlich auch

|E| =
t−1∑
i=1

ni

t∑
j=i+1

nj

sowie

|E(G)| =
t∑
i=1

ni (ni − 1)

2
.

Damit können wir die Komplexität H1(n1, . . . , nt, t) beziehungsweise H2(n1, . . . , nt, t) der Me-
thode aus Satz 3.19 beziehungsweise Bemerkung 3.20 im bivariaten Fall folgendermaßen ab-
schätzen:

H1(n1, . . . , nt, t) ≤
|E|∑
i=1

3i

≤

∑t−1
i=1 ni

∑t
j=i+1 nj∑

i=1

3i

≤
t−1∑
i=1

ni

t∑
j=i+1

nj3
∑t−1
i=1 ni

∑t
j=i+1 nj

≤ C3
∑t−1
i=1 ni

∑t
j=i+1 nj

≤ C3
t(t−1)

2
n2

= C3
t(t−1)

2 (
∑t
i=1 ni)

2
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beziehungsweise

H2(n1, . . . , nt, t) ≤
|E(G)|∑
i=1

3i

≤

∑t
i=1

ni(ni−1)
2∑

i=1

3i

≤
t∑
i=1

ni (ni − 1)

2
3
∑t
i=1

ni(ni−1)
2

≤ C3
∑t
i=1

ni(ni−1)
2

≤ C3t
n(n−1)

2

= C3t
∑t
i=1 ni(−1+

∑t
i=1 ni)

2 .

Gemäß Satz 3.6 beziehungsweise Bemerkung 3.8 ergibt sich hier für das univariate chromati-

sche Polynom C2
t(t−1)

2 (
∑t
i=1 ni)

2

beziehungsweise C2t
∑t
i=1 ni(−1+

∑t
i=1 ni)

2 .
Um zu zeigen, dass man im bivariaten Fall für die Abschätzug von H1(n1, . . . , nt, t) keine
kleinere Basis wählen kann, betrachten wir den Beispielgraphen K1,1 mit n = 2. Es sind ein
Rekursionschritt und damit drei Graphenoperationen notwendig, um ausschließlich kantenlose
Graphen zu erhalten, womit wir für diesen Graphen

H1(1, 1, 2) ≥

bnc
2∑
i=1

3i

gezeigt haben.
Untersuchen wir nun H2(n1, . . . , nt, t), so ergibt sich für den Graphen K2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

t−mal

mit t ≥ 1

und n = 2t

H2(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
t−mal

, t) =

btc
2∑
i=1

3i

wie in Bemerkung 4.26. Wir sehen also, dass sich zu unseren Abschätzungen keine kleinere
Basis finden lässt. Im univariaten Fall gelten diese Überlegungen jeweils analog mit den Sum-
manden 2i.
Betrachten wir die Methode aus Satz 4.44, so haben wir die Komplexität der Stirlingzahlen
zweiter Art mit zu berücksichtigen. Diese lassen sich zum einen etwa nach ([36], S. 19) rekur-
siv durch die Relation

Sr,k = Sr−1,k−1 + kSr−1,k

für (r, k) 6= (0, 0) mit Sr,0 = 0 und Sr,r = 1 bestimmen. Falls r < k, r < 0 oder k < 0 ist, so
setzt man Sr,k = 0.
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Eine rekursionsfreie Alternative bietet die Gleichung

Sr,k =

k∑
i=1

(−1)k−i
ir−1

(i− 1)!(k − i)!

mit r, k > 0, welche etwa in ([36], S. 20) angegeben wird.
Verwendet man die Rekursionsgleichung, so ist hierbei ein exponentielles Wachstum des Re-
chenaufwandes zu erwarten. Allerdings bringt diese Methode unter Verwendung der Remem-
berprogrammierung in Mathematica, wie es etwa in ([13], S. 36 ff.) anhand der rekursiven
Bestimmung der Fibonaccizahlen demonstriert wird, eine nur geringe Komplexität mit sich.
Die Komplexität der zweiten Methode erweist sich dagegen aufgrund der Rekursionsfreiheit der
Gleichung als noch besser, weshalb wir nun diese verwenden und die Anzahl aller notwendigen
Rechenoperationen bestimmen1. Zunächst benötigen wir zur Berechnung von Sr,k insgesamt

(k − 1) + 4k

Additionen. Hiervon stammen k− 1 Additionen aus der Summe über k Summanden, während
innerhalb eines jeden Summanden jeweils 4 Additionen erforderlich sind, welche zusammen
4k Additionen liefern. Weiterhin erhalten wir

4k + (r − 2) k +

k−1∑
j=1

2 (k − j − 1) +

k∑
j=2

(j − 2)

Multiplikationen. Hierbei liefert jeder der k Summanden 4 davon durch die Multiplikationen
(−1)·1 und (−1)(...) · (...)(...) , die Division und die Multiplikation (. . .)!·(. . .)! im Nenner. Weiterhin
ergeben sich in jedem der k Summanden innerhalb der Potenz ir−1 weitere r−2 Multiplikatio-
nen, was über alle Summanden zu k (r − 2) führt, und schließlich innerhalb der Terme (−1)k−i,
(i− 1)! und (k − i)! über alle Summanden zusammen

∑k−1
j=1 2 (k − j − 1) +

∑k
j=2 (j − 2) Mul-

tiplikationen.
Insgesamt erhalten wir mit k ≤ r für die Anzahl L(Sr,k) aller Rechenoperationen, welche zur
Bestimmung von Sr,k erforderlich sind, also die Abschätzung

L(Sr,k) ≤ (k − 1) + 4k + 4k + (r − 2) k +

k−1∑
j=1

2 (k − j − 1) +

k−1∑
j=1

(j − 1)

=
3k2

2
+ kr +

5k

2
+ 2

≤ 5r2

2
+

5r

2
+ 2

< Cr2 .

Man beachte die Gültigkeit von r < n, was man anhand des Auftretens der Stirlingzahlen
in Satz 4.44 leicht erkennt. Unter der Voraussetzung, dass Rechenoperationen ein deutlich
geringeres Maß an Komplexität mit sich bringen als Graphenoperationen, erhalten wir nun

1Eine einfachere Methode geht iterativ vor und benötigt daher keine Fakultätsberechnungen, wie man in
([15], Abschnitt 1.9) nachlesen kann.
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für die Anzahl K(n, n1, . . . , nt, t) aller unter Verwendung von Satz 4.44 notwendigen Graphen-
und Rechenoperationen

K(n, n1, . . . , nt, t) ≤ C (t− 1)n4 .

Hierbei werden die Rechenoperationen mit der Variablen n und die Graphenoperationen mit
der Variablen t identifiziert. Auf diese Weise ergibt sich offenbar lediglich ein polynomiell
beschränktes Wachstum der Anzahl aller hierbei notwendigen Rechenperationen, was auch für
den univariaten Fall aus Korollar 4.46 gilt, während die Graphenoperationen sogar nur linear
beschränkt sind. Aufgrund der Gleichung (4.5) können wir K(n, n1, . . . , nt, t) auch ohne die
Abhängigkeit von t in der Form K(n, n1, . . . , nt) betrachten. Somit erhalten wir

K(n, n1, . . . , nt) ≤ Cn5

und damit insgesamt ein nur polynomiell beschränktes Wachstum von K(n, n1, . . . , nt), wobei
ein Faktor n4 in n5 für die bereits erwähnte geringere Komplexität der Rechenoperationen steht.
Insgesamt weist die Methode aus Satz 4.44 beziehungsweise Korollar 4.46 also gegenüber den
Standardrekursionen einen deutlichen Komplexitätsvorteil auf.

4.3.4 Trenner in Graphen

Nachdem wir in den vorigen Abschnitten recht spezielle Graphentypen betrachet haben, wen-
den wir uns nun einem zumindest etwas allgemeineren Fall zu. Die einzige Bedingung, welche
die im Folgenden behandelten Graphen erfüllen müssen, ist die, dass diese Graphen einen
bestimmten vollständigen Graphen als Trenner besitzen. Der folgende Satz beginnt mit dem
einfachsten Fall, nämlich mit Graphen, welche einen Graphen K1 als Trenner enthalten.

Satz 4.48 Es sei G =
⋃r
i=1Gi mit Gi ∩Gj = {v} für alle i, j ∈ {1, . . . , r} mit i 6= j und ein

v ∈ V (G), das heißt, v sei eine Artikulation in G. Es sei Γ(v) wie in Satz 4.31. Dann gilt

P (G;x, y) = (x− y)

r∏
i=1

P (Gi − {v} ;x, y)

+ y
∑
I∈Γ(v)

r∏
i=1

P (Gi − I;x− 1, y − 1) .

Man beachte, dass Gi nicht zusammenhängend sein muss.

Beweis:
Die Ecke v lässt sich aus Z oder aus Y färben. Der erste Fall ist mit
(x− y)

∏r
i=1 P (Gi − {v} ;x, y) Möglichkeiten trivial. Im zweiten Fall gibt es y Möglichkeiten,

die Ecken aus I in einer einzigen echten Farbe zu färben. Für V (G) − I bleiben dann y − 1
echte Farben und x− 1 Farben insgesamt zur Auswahl übrig.
q.e.d.

Hierzu betrachten wir den in Abbildung 4.6 dargestellten Graphen, dessen bivariates chro-
matisches Polynom wir in Beispiel 4.49 mithilfe von Satz 4.48 bestimmen.
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Abbildung 4.6: Graph aus Beispiel 4.49

Beispiel 4.49 Es sei r = 2 und der Graph aus Abbildung 4.6 derart, dass G1
∼= C3 und

G2
∼= C4 mit V (G1)∩ V (G2) = {v} ist. Wir definieren die Ecken- und Kantenmengen folgen-

dermaßen:

V (G1) = {v, 1, 2}

E(G1) =
{
{v, 1} , {v, 2} , {1, 2}

}
V (G2) = {v, 3, 4, 5}

E(G2) =
{
{v, 3} , {v, 5} , {3, 4} , {4, 5}

}
.

Weiterhin sei

Γ(v) =
{
{v} , {v, 4}

}
.

Nach Satz 4.48 erhalten wir

P (G;x, y) = (x− y)P (G1 − {v} ;x, y)P (G2 − {v} ;x, y)

+ y
(
P (G1 − {v} ;x− 1, y − 1)P (G2 − {v} ;x− 1, y − 1)

+ P (G1 − {v, 4} ;x− 1, y − 1)P (G2 − {v, 4} ;x− 1, y − 1)
)

= (x− y)P (P2;x, y)P (P3;x, y)

+ y
(
P (P2;x− 1, y − 1)P (P3;x− 1, y − 1)

+ P (P2;x− 1, y − 1)P (K2;x− 1, y − 1)
)
.

Nach ([9], S. 80) kennen wir

P (P2;x, y) = x2 − y
P (P3;x, y) = x3 − 2xy + y .

Daraus folgt auch

P (P2;x− 1, y − 1) = (x− 1)2 − (y − 1)

= x2 − 2x− y + 2
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und

P (P3;x, y) = (x− 1)3 − 2 (x− 1) (y − 1) + (y − 1)

= x3 − 3x2 − 5x− 2xy + 3y − 4 .

Zudem gilt selbstverständlich wegen K2
∼= K1 ∪K1 mit K1 ∩K1 6= ∅ nach Satz 3.19

P (K2;x− 1, y − 1) = (x− 1)2 .

Schließlich fassen wir die oben genannten bivariaten chromatischen Polynome zu folgendem
Endergebnis zusammen:

P (G;x, y) = x6 − 6y + 12xy − 13x2y + 10x3y − 7x4y + 9y2 − 14xy2 + 10x2y2 − 2y3 .

Eine Vereinfachung von Satz 4.48 ergibt sich für den Spezialfall G =
⋃k
i=1Kri mit der Bedin-

gung Krl ∩Krm = {v} für alle l,m ∈ {1, 2, . . . , k} mit l 6= m, so dass wir hier nicht mit der
Menge Γ(v) zu arbeiten brauchen. Daraus ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 4.50 Es sei G =
⋃k
i=1Kri mit Krl ∩ Krm = {v} für alle l,m ∈ {1, 2, . . . , k} mit

l 6= m und ein v ∈ V (G), das heißt, v sei eine Artikulation in G. Dann gilt

P (G;x, y) = (x− y)

k∏
i=1

P (Kri−1;x, y) + y

k∏
i=1

P (Kri−1;x− 1, y − 1) .

Beweis:
Die Behauptung folgt aus Satz 4.48.
q.e.d.

Enthält ein Trenner außer einer einzelnen Ecke noch eine weitere, so lässt sich genau da-
nach unterscheiden, ob der Trenner ein K2 oder ein K2 ist. Wir wenden uns zunächst dem
erstgenannten Fall zu.

Satz 4.51 Es sei G =
⋃r
i=1Gi mit Gi ∩ Gj = K2 für alle i, j ∈ {1, . . . , r} mit i 6= j und⋂r

i=1Gi = K2, das heißt, K2 mit V (K2) = {v1, v2} sei ein Trenner in G. Es seien Γ(v1) und
Γ(v2) wie in Satz 4.31. Dann gilt

P (G;x, y) = (x− y)2
r∏
i=1

P (Gi − {v1, v2} ;x, y)

+ (x− y) y
∑

I1∈Γ(v1)

r∏
i=1

P (Gi − (I1 ∪ {v2}) ;x− 1, y − 1)

+ (x− y) y
∑

I2∈Γ(v2)

r∏
i=1

P (Gi − (I2 ∪ {v1}) ;x− 1, y − 1)

+ y (y − 1) ∑
(I1,I2)∈Γ(v1)×Γ(v2) mit I1∩I2=∅

r∏
i=1

P (Gi − (I1, I2) ;x− 2, y − 2) .
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Beweis:
Die Ecken aus

⋂r
i=1Gi = K2 lassen sich beide aus Z = X \ Y färben, hierfür gibt es demnach

genau (x− y)2∏r
i=1 P (Gi − {v1, v2} ;x, y) Möglichkeiten.

Es lässt sich weiterhin auch je eine Ecke aus Y und die andere Ecke aus Z färben. Dieselbe
echte Farbe wie die der bereits echt gefärbten Ecke dürfen wir an alle Ecken vergeben, wel-
che untereinander sowie zu der bereits echt gefärbten Ecke unabhängig sind. Für alle übrigen
Ecken bleiben y − 1 echte und x− 1 Farben insgesamt übrig.
Färben wir beide Ecken aus

⋂r
i=1Gi = K2 (zwangsläufig verschieden) echt, so betrachten wir

alle (I1, I2) ∈ Γ(v1)× Γ(v2) mit I1 ∩ I2 = ∅ und färben beide dieser Mengen verschieden echt,
das ergibt y (y − 1) Möglichkeiten der Farbwahl. Für die übrigen Ecken bleiben y − 2 echte
und x− 2 Farben insgesamt.
q.e.d.

Als Trenner betrachten wir im Folgenden auch den Graphen K2, was sich als ein wenig kom-
plizierter erweist.

Satz 4.52 Es sei G =
⋃r
i=1Gi mit Gi ∩ Gj = K2 für alle i, j ∈ {1, . . . , r} mit i 6= j und⋂r

i=1Gi = K2, das heißt, K2 mit V (K2) = {v1, v2} sei ein Trenner in G. Es seien Γ(v1) und
Γ(v2) wie in Satz 4.31. Weiterhin sei Γ(v1, v2) die Menge aller unabhängigen W ⊆ V (G) mit
v1, v2 ∈W . Dann gilt

P (G;x, y) = (x− y)2
r∏
i=1

P (Gi − {v1, v2} ;x, y)

+ (x− y) y
∑

I1∈Γ(v1)−{v2}

r∏
i=1

P (Gi − (I1 ∪ {v2}) ;x− 1, y − 1)

+ (x− y) y
∑

I2∈Γ(v2)−{v1}

r∏
i=1

P (Gi − (I2 ∪ {v1}) ;x− 1, y − 1)

+ y
∑

I1,2∈Γ(v1,v2)

r∏
i=1

P (Gi − I1,2;x− 1, y − 1)

+ y (y − 1)
∑

(I1,I2)∈(Γ(v1)−{v2})×(Γ(v2)−{v1}) mit I1∩I2=∅
r∏
i=1

P (Gi − (I1, I2) ;x− 2, y − 2) .

Beweis:
Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz 4.51 geführt. Allerdings müssen wir wegen
{v1, v2} /∈ E(G) statt der Mengen Γ(v1) und Γ(v2) die Mengen Γ(v1)−{v2} und Γ(v2)−{v1}
betrachten. Außerdem dürfen wir nun zusätzlich v1 und v2 in derselben echten Farbe färben.
Daher müssen wir den Summanden y

∑
I1,2∈Γ(v1,v2)

∏r
i=1 P (Gi − I1,2;x− 1, y − 1)

hinzunehmen.
q.e.d.

Zur Veranschaulichung ziehen wir den in Abbildung 4.7 gezeigten Graphen heran.
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Abbildung 4.7: Graph aus Beispiel 4.53

Beispiel 4.53 Es sei G = G1 ∪G2 mit G1 ∩G2 = K2. Weiterhin sei

V (K2) = {u, v}
E(K2) = ∅
V (G1) = {u, v, 1, 2}

E(G1) =
{
{u, 1} , {1, 2} , {v, 2}

}
V (G2) = {u, v, 3, 4}

E(G2) =
{
{u, 3} , {u, 4} , {3, 4} , {v, 3} , {v, 4}

}
,

so dass G1 = C4 − {u, v} = P4 beziehungsweise G2 = K4 − {u, v} sei. Dann erhalten wir die
untenstehende Tabelle.

Γ(u)− {v}
{
{u} , {u, 2}

}
Γ(v)− {u}

{
{v} , {v, 2}

}
Γ(u)− {v} × Γ(v)− {u}

{(
{u} , {v}

)
,
(
{u} , {v, 1}

)
,
(
{u, 2} , {v}

)
,
(
{u, 2} , {v, 1}

)}
Γ(u, v)

{
{u, v}

}
Das Einsetzen in die Formel aus Satz 4.52 ergibt

P (G;x, y) = (x− y)2 P (P2;x, y)2

+ 2 (x− y) y
(
P (P2;x− 1, y − 1)2 + P (K1;x− 1, y − 1)P (P2;x− 1, y − 1)

)
+ yP (P2;x− 1, y − 1)2

+ y (y − 1)
(
P (P2;x− 2, y − 2)2 + 2P (K1;x− 2, y − 2)P (P2;x− 2, y − 2)

+ P (∅;x− 2, y − 2)P (P2;x− 2, y − 2)
)

= x6 − 14y + 20xy − 17x2y + 12x3y − 8x4y + 19y2 − 24xy2 + 14x2y2 − 3y3 ,
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wobei wir die bivariaten chromatischen Polynome der beteiligten Graphen bereits aus Satz 3.19
und Beispiel 4.49 kennen.

Schließlich ist es auch möglich, generell für ein beliebiges s ≥ 2 zu einem Graphen G mit
einem Teilgraphen Ks als Trenner eine Rekursionsformel anzugeben. Der nächste Satz zeigt
uns jedoch, wie der Aufwand mit wachsendem s steigt.

Satz 4.54 Es sei G =
⋃r
i=1Gi mit Gi ∩ Gj = Ks für alle i, j ∈ {1, . . . , r} mit i 6= j und⋂r

i=1Gi = Ks, das heißt, Ks sei ein Trenner in G. Es sei Γ(v) für v ∈ V (G) definiert wie in
Satz 4.31. Dann gilt

P (G;x, y) =

s∑
k=0

(x− y)s−k yk
∑

{v1,v2,...,vk}⊆V (
⋂r
i=1Gi)∑

(I1,I2,...,Ik)∈Γ(v1)×Γ(v2)×...×Γ(vk) mit Il∩Im=∅ für l 6=m

r∏
i=1

P
(
Gi −

r⋂
j=1

Gj −
k⋃
t=1

It;x− k, y − k
)
.

Hierbei sei der Summand für k = 0 zu verstehen als (x− y)s
∏r
i=0 P (Gi −

⋂r
j=1Gj ;x, y).

Beweis:
Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 4.1.
q.e.d.

Zunächst halten wir die Situation für den Fall x = y fest. Allerdings werden wir in Satz
4.58 eine Darstellung des bivariaten chromatischen Polyoms für diesen Fall nach ([25], S. 100)
vorstellen, welche sich besser eignet als das folgende Korollar 4.55.

Korollar 4.55 Für die Situation aus Satz 4.54 gilt

P (G; y) = ys
∑

{v1,v2,...,vk}⊆V (
⋂r
i=1Gi)∑

(I1,I2,...,Ik)∈Γ(v1)×Γ(v2)×...×Γ(vk) mit Il∩Im=∅ für l 6=m
r∏
i=1

P
(
Gi −

r⋂
j=1

Gj −
s⋃
t=1

It; y − s
)
.

Beweis:
Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 4.54.
q.e.d.

Es besteht jedoch auch für einen Graphen mit einem allgemeineren Trenner die Möglichkeit
einer Reduktion, wie wir unten zeigen werden. Zuvor benötigen wir hierfür eine Definition.
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Definition 4.56 ([25], S. 99 f.).
Es sei G ein Graph und H ein Teilgraph von G. Weiterhin sei π ∈ ΠI(H). Dann erhalten
wir bezüglich π einen neuen Graphen Gπ folgendermaßen: Jeden Block X ∈ π ersetzen wir
durch eine Ecke und fügen zwischen jedem Paar dieser neuen Ecken jeweils eine Kante ein,
sofern beide Ecken noch nicht adjazent zueinander sind. Außerdem bestehe zwischen allen
Eckenpaaren v ∈ V (H) und w ∈ V (G−H) genau dann eine Adjazenz, wenn w in G zu einer
Ecke aus dem Block X ∈ π mit v ∈ X adjazent war.

Beispiel 4.57 Es sei nochmals der Graph aus Beispiel 4.53 und Abbildung 4.7 gegeben. Dann
gilt für H = K2

ΠI(H) =
{{
{u} , {v}

}
,
{
{u, v}

}}
.

Abbildung 4.8 zeigt die daraus resultierenden Graphen G{{u},{v}} und G{{u,v}}.

Abbildung 4.8: G{{u},{v}} und G{{u,v}} aus Beispiel 4.57

Hiermit können wir nun für einen zusammenhängenden Graphen mithilfe eines Trenners von
beliebiger Form das bivariate chromatische Polynom bestimmen, wobei sich verschiedene An-
sätze betrachten lassen.

Satz 4.58 Es sei G = G1∪G2 mit G1∩G2 = H. FürW ⊆ V (H) sei PH−W (
(
Gi −W

)
π

;x, y)
die Anzahl der verallgemeinerten echten Färbungen von Gi−W unter der Bedingung, dass alle
Ecken aus (H −W )π echt gefärbt seien. Für W ⊆ V (K|π|) definieren wir PK|π|−W (Giπ;x, y)
entsprechend. Dann gilt

P (G;x, y) =
∑

W⊆V (G)

(x−y)|W |
∑

π∈ΠI(G[V (H)−W ])

P (
(
G1−W

)
π

; y)P (
(
G2−W

)
π

; y)

y|π|

=
∑

W⊆V (H)

(x−y)|W |
∑

π∈ΠI(G[V (H)−W ])

PH−W (
(
G1−W

)
π

;x, y)PH−W (
(
G2−W

)
π

;x, y)

y|π|
.

Für den Fall x 6= y gilt außerdem

P (G;x, y) =
∑

π∈ΠI(G[V (H)])

∑
W⊆V (K|π|)

PK|π|−W (G1
π;x, y)PK|π|−W (G2

π;x, y)

(x− y)|W | y|π|−|W |
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beziehungsweise für den Fall x = y nach ([25], S. 100)

P (G; y) =
∑

π∈ΠI(G[V (H)])

1

y|π|
P (G1

π; y)P (G2
π; y) .

Beweis:
Die erste Gleichung folgt aus der Kombination der beiden folgenden Gleichungen:
Zunächst gilt nach Bemerkung 3.15

P (G;x, y) =
∑

W⊆V (G)

(x− y)|W | P (G−W ; y) .

Wie bereits erwähnt, gilt nach ([25], S. 100)

P (G; y) =
∑

π∈ΠI(G[V (H)])

1

y|π|
P (G1

π; y)P (G2
π; y) .

Diese Überlegung ergibt sich folgendermaßen: Zunächst wähle man wie in ([25], S. 97 f.) G1

und G2 derart, dass diese Graphen keine gemeinsame Kante im Trenner (V (H), E(G[V (H)]))
besitzen. Das weitere Vorgehen besteht gemäß ([25], S. 99 f.) darin, aus jeder unabhängigen
Partition des Trenners wie in Definition 4.56 jeweils einen vollständigen Graphen zu konstru-
ieren. Damit lässt sich die Situation aus Bemerkung 3.5 anwenden, wonach für einen Graphen
G = G1 ∪G2 mit G1 ∩G2 = Kr und r ≥ 1

P (G; y) =
P (G1; y)P (G2; y)

P (Kr; y)

gilt.
Für die zweite Gleichung summieren wir statt über alle W ⊆ V (G) lediglich über alle
W ⊆ V (H). Um die unechten Farben in V (G − H) zu berücksichtigen, müssen wir statt
den univariaten chromatischen Polynomen nun die bivariaten chromatischen Polynome von
Gi − W für i ∈ {1, 2} heranziehen, jedoch unter der Einschränkung, dass die Ecken aus
(H −W )π echt gefärbt seien.
Für den letzten Schritt vertauschen wir die Summationsreihenfolge sowie die Rollen von W
und π.
q.e.d.

Hieraus ergibt sich unmittelbar ein einfacher Spezialfall.

Korollar 4.59 Es sei die Situation aus Satz 4.58 für den Fall H ∼= Kr mit r =
∣∣V (G1) ∩ V (G2)

∣∣
gegeben. Dann gilt

P (G;x, y) =
∑

W⊆V (Kr)

PKr−W (G1;x, y)PKr−W (G2;x, y)

(x− y)|W | yr−|W |
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Beweis:
Weil ΠI(Kr) =

{{
{v1} , . . . , {vr}

}}
mit V (Kr) = {v1, . . . , vr} gilt, folgt die Behauptung.

q.e.d.

Um die etwas unschönen Beschränkungen an die chromatischen Polynome in der Beziehung
aus Satz 4.58 zu umgehen, bietet sich der folgende Ansatz an, welcher sich dem allgemein be-
kannten Prinzip der Inklusion-Exklusion bedient (siehe hierzu etwa [7], S. 12 f.). Diese Methode
wurde bereits in Bemerkung 3.9 für die allgemeine Darstellung des univariaten chromatischen
Polynoms verwendet, ohne jedoch speziell Trenner-Eigenschaften zu nutzen. Setzt man die
Möbius-Inversion als bekannt voraus, so lässt sich das Prinzip der Inklusion-Exklusion damit
leicht beweisen (siehe hierzu etwa [24], S. 173 f.). Wir werden hier jedoch einen alternativen
Beweis mittels vollständiger Induktion zeigen.

Satz 4.60 Es sei die Situation aus Satz 4.58 gegeben. Dann gilt

P (G;x, y) =
∑

W⊆V (H)

(x−y)|W |
∑

π∈ΠI(G[V (H)−W ])

∏2
i=1

∑
σ⊆π (−1)|σ|(x−y)|σ|P (

(
Gi−W−σ

)
π−σ ;x, y)

y|π|
.

Beweis:
Wir zeigen

P (H−W )(
(
Gi −W

)
π

;x, y) =
∑
σ⊆π

(−1)|σ| (x− y)|σ| P (
(
Gi −W − σ

)
π−σ ;x, y)

durch vollständige Induktion nach |π|.
Einen induktiven Beweis des Prinzips der Inklusion-Exklusion findet man zum Beispiel in ([7],
S. 12 f.). Wir werden ihn hier jedoch auf unsere Anwendung bezogen durchführen.
Induktionsanfang: |π| = 1.
In diesem Fall ist (H −W )π

∼= K1, und es sei V (K1) = {v}.
Wir könnten die Ecke v zunächst echt oder unecht färben. Unter der Einschränkung, sie
stets echt färben zu müssen, bestimmen wir zunächst die Anzahl aller verallgemeinerten Fär-
bungen von

(
Gi −W

)
π
und subtrahieren die Anzahl aller verallgemeinerten Färbungen von(

Gi −W
)
π
unter der Bedingung, dass v unecht gefärbt ist:

P (H−W )(
(
Gi −W

)
π

;x, y) = P (
(
Gi −W

)
π

;x, y)− (x− y)P (
(
Gi −W − π

)
;x, y)

= (−1)0 (x− y)0 P (
(
Gi −W − ∅

)
π−∅ ;x, y)

+ (−1)1 (x− y)1 P (
(
Gi −W − π

)
π−π ;x, y)

=
∑
σ⊆π

(−1)|σ| (x− y)|σ| P (
(
Gi −W − σ

)
π−σ ;x, y) .

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte für |π|.

Induktionsschritt: |π| → |π|+ 1.
Es sei κ ∈ ΠI(H − W ) mit |κ| = |π| + 1. Wir wählen einen Block κ1 ∈ κ derart, dass
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π = κ− {κ1} sei. Dann erhalten wir

P (H−W )(
(
Gi −W

)
κ

;x, y) = P (H−W−κ1)(
(
Gi −W

)
κ

;x, y)

− (x− y)P (H−W−κ1)(
(
Gi −W − κ1

)
κ

;x, y)

= P (H−W−κ1)(
((
Gi −W

)
κ1

)
π

;x, y)

− (x− y)P (H−W−κ1)(
(
Gi −W − κ1

)
π

;x, y) .

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt nun

P (H−W )(
(
Gi −W

)
κ

;x, y) =
∑
σ⊆π

(−1)|σ| (x− y)|σ| P (
((
Gi −W

)
κ1
− σ

)
π−σ

;x, y)

− (x− y)
∑
σ⊆π

(−1)|σ| (x− y)|σ| P (
(
Gi −W − κ1 − σ

)
π−σ ;x, y)

=
∑
σ⊆π

(−1)|σ| (x− y)|σ| P (
((
Gi −W

)
κ1
− σ

)
π−σ

;x, y)

+
∑
σ⊆π

(−1)|σ|+1 (x− y)|σ|+1 P (
(
Gi −W − κ1 − σ

)
π−σ ;x, y)

=
∑
σ⊆π

(−1)|σ| (x− y)|σ| P (
(
Gi −W − σ

)
π−σ ;x, y) .

q.e.d.

Zur Verdeutlichung greifen wir auf ein oben bereits angeführtes Beispiel zurück.

Beispiel 4.61 Es sei nochmals die Situation aus Beispiel 4.53 und Abbildung 4.7 mit H = K2

und V (H) = {u, v} gegeben. Dann erhalten wir

P(V (H)) =
{
∅, {u} , {v} , {u, v}

}
und damit

ΠI(G[V (H)]− ∅) =
{{
{u} , {v}

}
,
{
{u, v}

}}
ΠI(G[V (H)]− {u}) =

{
{v}

}
ΠI(G[V (H)]− {v}) =

{
{u}

}
ΠI(G[V (H)]− {u, v}) =

{
∅
}
.
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Für das Einsetzen in die Gleichung aus Satz 4.60 beachte man folgende Isomorphien:

(P4){{u},{v}}
∼= C4

(P3){{u}}
∼= (P3){{v}}

∼= P3

(P2){∅}
∼= P2

(K4 − e){{u},{v}} ∼= K4

(K3){{u}}
∼= (K3){{v}} = K3

(K2){∅}
∼= K2

(P4){{u,v}}
∼= C3

(K4 − e){{u,v}} ∼= K3 .

Damit folgt

P (G;x, y) =
((
P (C4;x, y)− 2 (x− y)P (P3;x, y) + (x− y)2 P (P2;x, y)

)
(
P (K4;x, y)− 2 (x− y)P (K3;x, y) + (x− y)2 P (K2;x, y)

) 1

y2

+
(
P (C3;x, y)− (x− y)P (P2;x, y)

)
(
P (K3;x, y)− (x− y)P (K2;x, y)

)1

y

)
+ 2 (x− y)((

P (P3;x, y)− (x− y)P (P2;x, y)
)

(
P (K3;x, y)− (x− y)P (K2;x, y)

)1

y

)
+ (x− y)2(

P (P2;x, y)P (K2;x, y)
)
.

Selbstverständlich treffen die folgenden Beziehungen zu:

K3
∼= C3

K2
∼= P2 .

Nach ([9], S. 80) gilt zudem

P (C3;x, y) = x3 − 3xy + 2y

P (C4;x, y) = x4 − 4x2y + 4xy + 2y2 − 3y

P (P3;x, y) = x3 − 2xy + y

sowie nach Beispiel 3.17

P (K4;x, y) =

4∑
k=0

(
4

k

)
(x− y)k y4−k

= x4 − 6y + 8xy − 6x2y + 3y2 .
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Hieraus und mithilfe des bivariaten chromatischen Polynoms P (P2;x, y) = x2−y aus Beispiel
4.49 folgt schließlich

P (G;x, y) = x6 − 14y + 20xy − 17x2y + 12x3y − 8x4y + 19y2 − 24xy2 + 14x2y2 − 3y3 .

Im Allgemeinen lassen sich Graphen jedoch mehrfach trennen, so dass wir in einem gegebenen
Graphen statt eines Trenners zumeist mehrere Trenner finden können. Besonders unkompli-
ziert gestalten sich dabei Graphen mit vollständigen Trennern, weil hier die Notwendigkeit
entfällt, die voneinander getrennten Teilgraphen mühsam zu modifizieren wie in Satz 4.58.
Wir werden sehen, dass sich insbesondere chordale Graphen derart zerlegen lassen. Hierfür
benötigen wir zunächst die folgende Definition.

Definition 4.62 ([8], S. 337).
Es sei G = (V,E) ein Graph, T ein Baum und X = (Xt)t∈V (T ). Eine Baumzerlegung (T,X)
von G ist folgendermaßen definiert:

1. V =
⋃
t∈V (T )Xt.

2. Zu jeder Kante e ∈ E gibt es ein t ∈ V (T ), so dass Xt beide Ecken von e enthält.

3. Für t1, t2, t3 ∈ V (T ) gilt: Wenn t2 auf einem Weg in T mit Anfangspunkt t1 und End-
punkt t3 liegt, dann gilt Xt1 ∩Xt3 ⊆ Xt2.

Der folgende Satz zeigt die Bedeutung von Definition 4.62 für chordale Graphen.

Satz 4.63 ([8], S. 344).
Ein Graph G ist genau dann chordal, wenn er eine Baumzerlegung (T,X) mit X = (Xt)t∈V (T )

derart besitzt, dass die Graphen G[Xt] vollständig sind.

Dieser Satz wird in ([8], S. 344) per Induktion nach der Eckenzahl von G bewiesen.
Wir ziehen ihn nun heran, um das bivariate chromatische Polynom eines chordalen Graphen,
welcher eine bestimmte Art der Baumzerlegung gemäß Satz 4.63 besitzt, unter Verwendung
kleinerer Graphen zu bestimmen.

Satz 4.64 Es sei G = (V,E) ein chordaler Graph, welcher eine Baumzerlegung (T,X) mit
V (T ) = I und X = (Xi)i∈I derart besitzt, dass für jedes i ∈ I die Eckenmenge Xi eine
Clique induziert und für alle paarweise voneinander verschiedenen i1, i2, j1, j2 ∈ I die Be-
ziehung V (G[Xi1 ] ∩ G[Xj1 ]) ∩ V (G[Xi2 ] ∩ G[Xj2 ]) = ∅ erfüllt sei. Wir bezeichnen für jede
Teilmenge W ⊆

⋃
i,j∈I mit i 6=j V (G[Xi] ∩ G[Xj ]) die Anzahl aller verallgemeinerten echten

Eckenfärbungen von G[Xi]−W unter der Bedingung, dass alle Ecken aus G[Xi] ∩G[Xi+1]−W
echt gefärbt seien und hierbei jeder Block von π ∈ ΠI(

⋃
i,j∈I mit i 6=j(G[Xi]∩G[Xj ]−W )) gemäß

(
⋃
i,j∈I mit i 6=j(G[Xi] ∩ G[Xj ] −W ))π dieselbe echte Farbe erhält, analog zu der Definition in

Satz 4.58 mit P
⋃⋂
−W (G[Xi]−W ;x, y). Dann gilt

P (G;x, y) =
∑

W⊆
⋃
i,j∈I mit i 6=j V (G[Xi]∩G[Xj ])

(x− y)|W |
∑

π∈ΠI(
⋃
i,j∈I mit i 6=j(G[Xi]∩G[Xj ])−W )

1

y|π|

|I|∏
i=1

P
⋃⋂
−W (G[Xi]−W ;x, y) .
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Bevor wir zum Beweis übergehen, erwähnen wir den Graphen K2 ∗ K4 als Beispiel eines
chordalen Graphen mit einer nicht gestattenten Baumzerlegung, nämlich X1 = V (K3), X2 =
V (K3), X3 = V (K3), X4 = V (K3) und X5 = V (K2) mit T = S5.

Beweis:
Wir führen eine vollständige Induktion nach |I| durch.

Induktionsanfang: |I| = 2.
Dieser Fall wurde schon in Satz 4.58 behandelt. An dieser Stelle handelt es sich zudem um den
Spezialfall, dass aufgrund der Cliqueneigenschaften der V (Xi) und V (Xj) für alle i, j ∈ I auch
V (G[Xi] ∩ G[Xj ]) eine Clique induziert und der Graph G[Xi] ∩ G[Xj ] somit vollständig ist.
Daher gilt für π ∈ ΠI(

⋃
i,j∈I mit i 6=j (G[Xi] ∩G[Xj ])) stets (G[Xi] ∩G[Xj ])π = G[Xi]∩G[Xj ].

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte für ein I mit |I| ≥ 2 für einen wie im Satz
geforderten Graphen H =

⋃|I|
i=1G[Xi]. Es sei G = H ∪ G[X|I|+1] ebenfalls ein wie im Satz

geforderter Graph.

Induktionsschritt: |I| → |I|+ 1.
Wir wenden Satz 4.58 auf G = H ∪G[X|I|+1] an. Es seien I = {1, 2, . . . , k − 1} und I ∪{k} =
{1, 2, . . . , k − 1, k}. Dann ist |I ∪ {k} | = |I|+ 1. Wir erhalten

P (G;x, y) =
∑

W ′⊆V (H∩G[X|I|+1])

(x−y)|W
′| ∑
π′∈ΠI(H∩G[X|I|+1−W ′])

1

y|π
′|

PH∩G[X|I|+1]−W ′(H−W ′;x, y)PH∩G[X|I|+1]−W ′(G[X|I|+1]−W ′;x, y)

=
∑

W ′⊆V (H∩G[X|I|+1])

(x−y)|W
′| ∑
π′∈ΠI(H∩G[X|I|+1−W ′])

1

y|π
′|( ∑

W ′′⊆
⋃
i,j∈I mit i 6=j V (G[Xi]∩G[Xj ])

(x−y)|W
′′| ∑
π′′∈ΠI(

⋃
i,j∈I mit i 6=j(G[Xi]∩G[Xj ])−W ′′)

1

y|π
′′|

·
( |I|∏
i=1

P
⋃⋂
−W ′′(G[Xi]−W ′′;x, y)

)
PH∩G[X|I|+1]−W ′(G[X|I|+1]−W ′;x, y)

)
.

Da für alle i1, i2, j1, j2 ∈ I nach der Voraussetzung die Beziehung V (G[Xi1 ] ∩ G[Xj1 ]) ∩
V (G[Xi2 ] ∩ G[Xj2 ]) = ∅ gilt, folgt offenbar auch W ′ ∩ W ′′ = ∅ sowie für alle σ′ ∈ π′

und σ′′ ∈ π′′ σ′ ∩ σ′′ = ∅. Wir setzen W = W ′ ∪ W ′′. Weiterhin gilt o. B. d. A. zudem
H ∩ G[X|I|+1] = G[X|I|] ∩ G[X|I|+1]. Ansonsten nummeriere man die Elemente aus I um.
Unter diesen Bedingungen erhalten wir

P (G;x, y) =
∑

W⊆
⋃
i,j∈I∪{k} mit i 6=j V (G[Xi]∩G[Xj ])∑

π∈ΠI(
⋃
i,j∈I∪{k} mit i6=j(G[Xi]∩G[Xj ])−W )

(x−y)|W |
1

y|π|

|I|+1∏
i=1

P
⋃⋂
−W(G[Xi]−W ;x, y) .
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q.e.d.

Abschließend betrachten wir auch hierzu den univariaten Fall.

Korollar 4.65 Für die Situation aus Satz 4.64 gilt

P (G; y) =
∑

π∈ΠI(
⋃
i,j∈I mit i 6=j(G[Xi]∩G[Xj ]))

1

y|π|

|I|∏
i=1

P
⋃⋂

(G[Xi]; y) .

Beweis:
Die Behauptung ergibt sich aus Satz 4.64.
q.e.d.

4.4 Ableitungsformeln

In Satz 3.22 haben wir bereits einen Zusammenhang zwischen der partiellen Ableitung des
bivariaten chromatischen Polynoms nach x und bivariaten chromatischen Polynomen kleinerer
Graphen kennengelernt. Nun untersuchen wir einige Graphentypen genauer daraufhin. Unsere
Überlegungen beginnen wir mit dem bereits vorgestellten Sterngraph.

Satz 4.66 Es sei für N ≥ 1 der Stern SN+1 = (V,E) gegeben. Dann gilt

∂

∂x
P (SN+1;x, y) = NP (SN ;x, y) + xN

beziehungsweise

P (SN ;x, y) =
∂
∂xP (SN+1;x, y)− xN

N
.

Beweis:
Nach Satz 3.22 gilt

∂

∂x
P (SN+1;x, y) =

∑
v∈V

P (SN+1 − v;x, y)

= NP (SN ;x, y) + P (KN ;x, y)

= NP (SN ;x, y) + xN .

q.e.d.

Neben den Sternen lohnt es sich auch, einen anderen bereits bekannten Graphentyp zu unter-
suchen. Hier zeigt sich erneut ein Zusammenhang zwischen der partiellen Ableitung nach x des
bivariaten chromatischen Polynoms eines solchen Graphen und dem bivariaten chromatischen
Polynom desselben Graphentyps mit weniger Ecken.
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Satz 4.67 Es sei r ≥ 1 und k ≥ 2. Dann gilt für den Graphen Kr, . . . , r︸ ︷︷ ︸
k-mal

= (V,E)

∂

∂x
P (Kr, . . . , r︸ ︷︷ ︸

k-mal

;x, y) = rk
r−1∑
i=0

(
r − 1

i

)
(x− y)i

r−1−i∑
j=0

Sr−1−i,jy
jP (Kr, . . . , r︸ ︷︷ ︸

(k−1)-mal

;x− j, y − j) .

Beweis:
Nach Satz 3.22 gilt

∂

∂x
P (Kr, . . . , r︸ ︷︷ ︸

k-mal

;x, y) =
∑
v∈V

P (Kr, . . . , r︸ ︷︷ ︸
k-mal

− v;x, y)

= rkP (Kr, . . . , r︸ ︷︷ ︸
(k−1)-mal

∗Kr−1;x, y)

= rk

r−1∑
i=0

(
r − 1

i

)
(x− y)i

r−1−i∑
j=0

Sr−1−i,jy
j

P (Kr, . . . , r︸ ︷︷ ︸
(k−1)-mal

;x− j, y − j) .

q.e.d.

Im nächsten Abschnitt stellen wir einen Zusammenhang zwischen dem bivariaten chroma-
tischen Polynom und einem weiteren Graphenpolynom, nämlich dem Matchingpolynom, bei
bestimmten Graphen her.

4.5 Bivariates chromatisches Polynom und Matchingpolynom

Bei der Berechnung chromatischer Polynome von Graphen kommt es bekanntlich auf die un-
abhängigen Partitionen der Eckenmege an, sofern bei einer Eckenfärbung echte Farben dabei
sind. Aufgrund ihrer Struktur besitzen einige Graphen die Eigenschaft, dass alle unabhängigen
Partitionen ihrer Eckenmenge ausschließlich aus ein- und zweielementigen Blöcken bestehen.
Das bedeutet, dass jeder von ihnen eine Kante oder eine Ecke im komplementären Graphen
induziert. Daher entspricht jeder unabhängigen Partition eines solchen Graphen ein Matching
im komplementären Graphen.
In der Literatur finden sich verschiedene Definitionen des Matchingspolynoms. Wenn wir im
Folgenden vom Matchingpolynom sprechen, gehen wir von der folgenden Form aus, welche in
([16], S. 334) als Matching-Generating-Polynomial bezeichnet wird.

Definition 4.68 ([16], S. 334).
Gegeben sei ein Graph G mit |V (G)| =: n. Weiterhin sei ak für k = 1, . . . , bn/2c die Anzahl
der k-Matchings in G. Das Matching-Generating-Polynomial ist definiert als

M(G;x) =

bn/2c∑
k=0

akx
k .
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Nun betrachten wir den Graphentypen aus Definition 2.29, dessen unabhängige Partitionen
die eingangs genannte Eigenschaft besitzen.

Satz 4.69 Es seien t1, . . . , tN natürliche Zahlen. Einen Graphen G nennen wir gemäß Defi-

nition 2.29 einen Kn−
N∑
m=1

tmSm+1, wenn wir aus einem Graphen Kn die Kanten von jeweils

tm Sternen Sm+1 löschen, so dass deren Ecken erhalten bleiben und insgesamt alle betrachte-
ten Sterne paarweise eckendisjunkt sind. Weiterhin sei H =

∑N
m=1 tmSm+1, |V (H)| =: n und

M(H;x) =
∑bn/2c

k=0 akx
k. Dann gilt

P (G;x, y) =

bn/2c∑
k=0

ak

n−2k∑
i=0

(
n− 2k

i

)
(x− y)i yn−k−i .

Demnach ist k die Anzahl aller Blöcke X ∈ π ∈ ΠI(G) mit |X| > 1 und ak die Anzahl
aller solcher π mit k solchen X. Man beachte, dass im Allgemeinen ab einem gewissen k die
Beziehung ak = 0 gilt.

Beweis:
In jeder unabhängigen Partition von V (G) befinden sich ausschließlich Blöcke, welche jeweils
aus einer Ecke oder einer gelöschten Kante bestehen, also einer Kante aus E(H). Um dieses
zu erreichen, dürfen keine zwei Kanten von H eine gemeinsame Ecke besitzen. Daher suchen
wir nach allen möglichen Matchings von H. Die Anzahl ak der k-Matchings in H entspricht
also der Anzahl der Partitionen π von V (G) mit genau k Blöcken X mit |X| > 1.
q.e.d.

Schließlich halten wir noch das folgende weitere Ergebnis fest.

Korollar 4.70 Es sei k ≤
∑N

i=1 ti. Satz 4.11 und Definition 4.68 liefern

ak =
k∑

bN=0

(
tN
bN

)
N bN

k−bN∑
bN−1=0

(
tN−1

bN−1

)
(N − 1)bN−1 . . .

k−bN−...−b3∑
b2=0

(
t2
b2

)
2b2
(

t1
k − bN − . . .− b2

)
.

Für jede speziell ausgewählte Folge bN , . . . , b1 gilt zudem

k =
N−1∑
i=0

bN−i .

q.e.d.

Des Weiteren besteht auch ein Zusammenhang zwischen dem bivariaten chromatischen Poly-
nom einer sogenannten Biclique und dem Matchingpolynom des dazu komplementären Gra-
phen. Dieser Zusammenhang wurde bereits in ([5], S. 288 f.) speziell für das univariate chro-
matische Polynom angegeben und soll hier nicht genauer vorgestellt werden, weil wir eine
allgemeinere Form für den bivariaten Fall zeigen werden. Zunächst benötigen wir eine Defini-
tion.
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Definition 4.71 ([5], S.287 f.).
Eine (m,n)-Biclique ist ein Graph G, welcher das Komplement eines bipartiten Graphen mit
den beiden Blöcken der Kardinalitäten m und n mit n ≥ m darstellt.

Nun verallgemeinern wir das oben angesprochene Resultat aus ([5], S. 288 f.) in folgendem
Satz.

Satz 4.72 Es sei G eine (m,n)-Biclique mit n ≥ m und

MG =
{
F ⊆ E(G)|F ist ein Matching in G

}
.

Weiterhin sei ai
G
die Anzahl aller i-Matchings in G. Dann gilt analog zum univariaten Fall in

([5], S. 288 f.):

P (G;x, y) =
∑

X∈MG

∑
W⊆V (G)−V (X)

(x− y)|W | ym+n−|W |−|E(X)|

=
∑
H⊆G

(x− y)G−H
∑

X∈MH

ym+n−|W |−|E(X)|

=
m∑
i=0

ai
G

m+n−2i∑
j=0

(x− y)j
(
m+ n− 2i

j

)
ym+n−j−i .

Beweis:
Gleiche echte Farben dürfen ausschließlich zwischen nicht zueinander adjazenten Ecken verge-
ben werden. Wie bereits in ([5], S. 288) angemerkt wurde, sind die einzigen Fälle, in welchen
dieses möglich ist, jedoch Ecken, welche in G zu einem Matching gehören. Unechte Farben
vergeben wir nur für solche Ecken, welche nicht zum jeweils betrachteten Matching gehören.
Hier haben wir

(
m+n−2i

j

)
Möglichkeiten, aus diesen Ecken j Ecken auszuwählen. Alle verblei-

benden m + n − j Ecken färben wir paarweise verschieden echt, wobei wir die Ecken der i
Kanten eines jeden i-Matchings jeweils mit derselben Farbe versehen.
q.e.d.

Im folgenden Kapitel werden wir uns einer weiteren Verallgemeinerung des chromatischen
Polynoms zuwenden, nämlich dem trivariaten chromatischen Polynom, welches auch alle un-
zulässigen Färbungen mitzählt.
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Kapitel 5

Formeln für das trivariate
chromatische Polynom

5.1 Allgemeine Formeln

In Definition 3.23 haben wir bereits das trivariate chromatische Polynom eingeführt, welches
alle beliebigen Eckenfärbungen eines Graphen G berücksichtigt. Dabei werden auch alle in G
möglichen Färbungen mitgezählt, bei welchen mindestens eine Kante vorkommt, deren Ecken
in derselben echten Farbe gefärbt sind. Für die Koeffizienten dieses Polynoms führen wir in die-
sem Abschnitt ergänzend zu den oben bereits vorgestellten Darstellungsweisen zum bivariaten
chromatischen Polynom zwei Gleichungen ein, welche sich auf jeden beliebigen Graphentyp
anwenden lassen. Wir wiederholen die Definition 3.23 des trivariaten chromatischen Polynoms
an dieser Stelle noch einmal.

Definition 5.1 Das trivariate chromatische Polynom für einen Graphen G = (V,E) ist wie
folgt definiert:
Es seien die Farbenmengen X, Y und Z definiert wie in Definition 3.14, das heißt y = |Y | ≤
x = |X|. Für alle beliebigen Eckenfärbungen Φ : V → {1, . . . , y, y + 1, . . . , x} von G besitzt
das trivariate chromatische Polynom nach ([26], S. 51) die Form

P̃ (G;x, y, z) =
∑

Φ:V→{1,...,y,y+1,...,x}

∏
e∈E mit ∃c≤y∀v∈eΦ(v)=c

z

und lässt sich für Graphen nach Definition 2.2 auch darstellen als

P̃ (G;x, y, z) =
∑

Φ:V→{1,...,y,y+1,...,x}

z|{{v,w}∈E | Φ(v)=Φ(w)≤y}| .

Wie in Bemerkung 3.27 bereits erwähnt wurde, ist das trivariate chromatische Polynom äqui-
valent zum Edge-Elimination-Polynomial aus Definition 3.25 beziehungsweise Definition 3.28,
welches nach Bemerkung 3.30 wiederum äquivalent zum Covered Components Polynomial aus
Definition 3.29 ist.
In den beiden Sätzen 5.4 und 5.7 werden wir Darstellungsweisen der Koeffizienten des tri-
variaten chromatischen Polynoms einführen. Zunächst betrachten wir dieses Polynom in der
folgenden Form, welche sich an den univariaten Fall mit Z = ∅ und damit an das Monochrome
Polynomial in 3.11 anlehnt.
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Bemerkung 5.2 Zu einem Graphen G = (V,E) sei cm(G;x, y) die Anzahl aller verallge-
meinerten Eckenfärbungen mit genau m Kanten, deren Ecken jeweils gleichfarbig echt gefärbt
sind. Dann lässt sich das trivariate chromatische Polynom alternativ zu Definition 3.23 und
analog zu der Darstellung des Monochrome Polynomial in Definition 3.11 wie folgt darstellen:

P̃ (G;x, y, z) =

|E|∑
m=0

cm(G;x, y)zm .

Die Koeffizienten cm(G;x, y) des trivariaten chromatischen Polynoms sind also wiederum bi-
variate Polynome, wobei offenbar insbesondere der Koeffizient c0(G;x, y) identisch mit dem
bivariaten chromatischen Polynom von G ist.
Aus Definition 5.2 ergibt sich nun der folgende Zusammenhang, welcher auch ohne Beweis
unmittelbar einsehbar ist.

Bemerkung 5.3 Falls G aus zwei Komponenten G1 und G2 besteht, so gilt selbstverständlich

cm(G;x, y) =
m∑
i=0

ci(G1;x, y)cm−i(G2;x, y) .

Allgemeiner gilt: Falls G aus den Komponenten G1, . . . , Gk mit k ≥ 1 besteht, dann erhalten
wir

cm(G;x, y) =
∑

{(j1,...,jk)∈{0,...,m}k | j1+...+jk=m}

k∏
l=1

cjl(Gl;x, y) .

Wir wenden uns nun einer dem bivariaten Fall aus Satz 4.1 ähnlichen Darstellungsweise für die
Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms zu. Diese entspricht der Darstellungs-
weise der Anzahl bestimmter nicht zulässiger Färbungen nach ([9], S. 72). Mit dem Bezug
auf die Koeffizienten betrachten wir dabei jedoch speziell die Anzahl aller nicht zulässigen
Färbungen mit einer festen beliebigen Anzahl echt einfarbig gefärbter Kanten.

Satz 5.4 Es sei zu einem Graphen G = (V,E) für alle W ⊆ V und für alle π ∈ ΠC(G−W )
die Menge aller Kanten von G−W , deren Ecken nicht zu verschiedenen Blöcken von π gehören,
mit E(π) bezeichnet. Weiterhin sei Am = {W ⊂ V ||E(G−W )| ≥ m}. Schließlich sei ΠI(π)
die Menge aller unabhängigen Partitionen von Gπ, wobei Gπ der Graph mit der Eckenmenge
V (Gπ) =

{
v1, . . . , v|π|

}
sei, so dass jedes vk mit k = 1, . . . , |π| einem Block von π entspricht

und E(Gπ) = {{vk, vl} |k 6= l, vk, vl ∈ V (Gπ) und ∃w1 ∈ vk, ∃w2 ∈ vl mit {w1, w2} ∈ E} gel-
te. Dann gilt ähnlich den Überlegungen in ([9], S. 72)

cm(G;x, y) =
∑

W∈Am

(x− y)|W |
∑

π∈ΠC(G−W ) mit |E(π)|=m

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ| .

Beweis:
Weil die unechten Farben stets beliebig verteilt werden dürfen, gehen wir wie in Bemerkung
3.15 vor, indem wir nacheinander zunächst jedes W ⊆ V unecht färben und die verbleibenden
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Ecken ausschließlich in echten Farben folgendermaßen färben: Aus den nicht unecht gefärb-
ten Ecken bilden wir jede mögliche zusammenhängende Partition derart, dass innerhalb der
Blöcke insgesamt genau m Kanten liegen. Nun soll jeder Block einfarbig sein, so dass stets
beide Ecken jeder der genannten m Kanten jeweils echt gleichfarbig sind. Um keine weiteren
echt einfarbigen Kanten zu erhalten, dürfen ausschließlich jene Blöcke aus π ∈ ΠC(G −W )
die gleiche echte Farbe erhalten, zwischen welchen keine Kante besteht. Daher bilden wir die
dritte Summe über alle κ ∈ ΠI(π).
q.e.d.

Zu Satz 5.4 berechnen wir folgendes Beispiel, welches wir zusätzlich im Anhang A.12 un-
ter Verwendung von Mathematica nachvollziehen. Dort fügen wir außerdem noch ein weiteres
Beispiel hinzu. Aufgrund der größeren Komplexität bestimmen wir allerdings exemplarisch
nur einen der Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms.

Beispiel 5.5 Es sei K4 = (V,E) mit e ∈ E. Wir betrachten den Graphen K4 − e. Wie wir
leicht feststellen können, ist K4−e ∼= K3∪K3 mit K3∩K3 = K2. Es sei also die Eckenmenge
V = {v1, v2, v3, v4} derart, dass G[v1, v2, v4] ∼= K3 und G[v2, v3, v4] ∼= K3 gelte. Dann erhalten
wir

A3 = {∅, {v1} , {v3}}

und

{π ∈ ΠC(K4 − e− ∅) | |E(π)| = 3} =
{{
{v1} , {v2, v3, v4}

}
,
{
{v1, v2, v4} , {v3}

}}
=

{
π1, π2

}
{π ∈ ΠC(K4 − e− {v1}) | |E(π)| = 3} =

{{
{v1, v2, v4}

}}
=

{
π3

}
{π ∈ ΠC(K4 − e− {v3}) | |E(π)| = 3} =

{{
{v2, v3, v4}

}}
=

{
π4

}
mit

π1 =
{
{v1} , {v2, v3, v4}

}
π2 =

{
{v1, v2, v4} , {v3}

}
π3 =

{
{v1, v2, v4}

}
π4 =

{
{v2, v3, v4}

}
sowie

ΠI(π1) =
{{
{v1}

}
,
{
{v2, v3, v4}

}}
ΠI(π2) =

{{
{v1, v2, v4}

}
,
{
{v3}

}}
ΠI(π3) =

{{
{v1, v2, v4}

}}
ΠI(π4) =

{{
{v2, v3, v4}

}}
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und daher

c3(K4 − e;x, y) =
∑
W∈A3

(x− y)|W |
∑

π∈ΠC(K4−e−W ) mit |E(π)|=3

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

= (x− y)|∅|
∑

π∈ΠC(K4−e−∅) mit |E(π)|=3

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

+ (x− y)|{v1}|
∑

π∈ΠC(K4−e−{v1}) mit |E(π)|=3

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

+ (x− y)|{v3}|
∑

π∈ΠC(K4−e−{v3}) mit |E(π)|=3

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

= (x− y)0
∑

π∈ΠC(K4−e−∅) mit |E(π)|=3

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

+ (x− y)1
∑

π∈ΠC(K4−e−{v1}) mit |E(π)|=3

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

+ (x− y)1
∑

π∈ΠC(K4−e−{v3}) mit |E(π)|=3

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

= 2y2 + 2 (x− y) y1

= 2y (y − 1 + x− y)

= 2y (x− 1) .

Anhand eines einfacheren Graphen bestimmen wir nun im nächsten Beispiel das gesamte
trivariate chromatische Polynom.

Beispiel 5.6 Wir betrachten den Graphen K2 = (V,E) mit V = {v1, v2}. Weil hier |E| = 1
gilt, ist für alle s ≥ 2 der Koeffizient cs(K2;x, y) = 0, so dass wir nur c0(K2;x, y) und
c1(K2;x, y) bestimmen müssen. Wir erhalten

A0 = {W ⊆ V | |E(K2 −W )| ≥ 0}
=

{
∅, {v1} , {v2} , {v1, v2}

}
und

{π ∈ ΠC(K2 − ∅) | |E(π)| = 0} =
{{
{v1} , {v2}

}}
ΠI

({
{v1} , {v2}

})
=

{{{
{v1}

}
,
{
{v2}

}}}

{π ∈ ΠC(K2 − {v1}) | |E(π)| = 0} =
{{
{v2}

}}
ΠI

({
{v2}

})
=

{{{
{v2}

}}}

{π ∈ ΠC(K2 − {v2}) | |E(π)| = 0} =
{{
{v1}

}}
ΠI

({
{v1}

})
=

{{{
{v1}

}}}
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{π ∈ ΠC(K2 − {v1, v2}) | |E(π)| = 0} =
{
∅
}

ΠI(∅) =
{
∅
}

sowie

A1 = {W ⊆ V | |E(K2 −W )| ≥ 1}
=

{
∅
}

und

{π ∈ ΠC(K2 − ∅) | |E(π)| = 1} =
{{
{v1, v2}

}}
ΠI

({
{v1, v2}

})
=

{{{
{v1, v2}

}}}
.

Damit nimmt das trivariate chromatische Polynom von K2 die folgende Form an:

P̃ (K2;x, y, z) = c0(K2;x, y, z) + c1(K2;x, y, z)z

=
∑
W∈A0

(x− y)|W |
∑

π∈ΠC(K2−W ) mit |E(π)|=0

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

+

 ∑
W∈A1

(x− y)|W |
∑

π∈ΠC(K2−W ) mit |E(π)|=1

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

 z

= (x− y)|∅|
∑

π∈ΠC(K2−∅) mit |E(π)|=0

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

+ (x− y)|{v1}|
∑

π∈ΠC(K2−{v1}) mit |E(π)|=0

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

+ (x− y)|{v2}|
∑

π∈ΠC(K2−{v2}) mit |E(π)|=0

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

+ (x− y)|{v1,v1}|
∑

π∈ΠC(K2−{v1,v2}) mit |E(π)|=0

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

+ (x− y)|∅|
∑

π∈ΠC(K2−∅) mit |E(π)|=1

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ| .

Daraus erhalten wir

P̃ (K2;x, y, z) = y

∣∣∣∣
{{
{v1}
}
,
{
{v2}
}}∣∣∣∣

+ (x− y) y

∣∣∣∣
{{
{v2}
}}∣∣∣∣

+ (x− y) y

∣∣∣∣
{{
{v1}
}}∣∣∣∣

+ (x− y)2 y|∅| + y

∣∣∣∣
{{
{v1,v2}

}}∣∣∣∣
z

und schließlich

P̃ (K2;x, y, z) = y2 + 2 (x− y) y + (x− y)2 + yz

= y2 − y + 2xy − 2y2 + x2 − 2xy + y2 + yz

= x2 − y + yz
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Wie im bivariaten Fall aus Satz 4.3 existiert auch hier ein Analogon zu Satz 5.4, welches
an dieser Stelle folgt. Es entspricht wiederum der Darstellung der Anzahl bestimmter nicht
zulässiger Färbungen eines Graphen nach ([9], S. 72) und bezieht sich hier wiederum auf jene
unzulässigen Färbungen mit einer festen und beliebigen Anzahl echt einfarbiger Kanten.

Satz 5.7 Für einen Graphen G = (V,E) und π ∈ ΠC(G) sei die Menge aller Kanten von G,
deren Ecken nicht zu verschiedenen Blöcken von π gehören, mit E(π) bezeichnet. ΠI(π −M)
sei für eine Menge M ⊆ {X ∈ π | |X| = 1} analog zur Definition von ΠI(π) in Satz 5.4 derart
definiert, dass statt der Partition π die Teilmenge π−M zugrunde gelegt wird. Dann gilt analog
zu den Überlegungen in ([9], S. 72)

cm(G;x, y) =
∑

π∈ΠC(G) mit |E(π)|=m

∑
M⊆{X∈π | |X|=1}

(x− y)|M |
∑

κ∈ΠI(π−M)

y|κ| .

Beweis:
Wir betrachten jede zusammenhängende Partition, welche innerhalb aller Blöcke insgesamt m
Kanten enthält. Jeder Block soll einfarbig gefärbt werden, wobei alle Blöcke X mit |X| ≥ 2
echt gefärbt werden sollen. Daher erhalten wir auch genaum gleichfarbig echt gefärbte Kanten.
Weil wir jeden Block bis auf einzelne Ecken verkleinern dürfen, da sich so bei jeder derartigen
Verkleinerung wiederum ein Element aus ΠC(G) ergibt, erhalten wir auch alle Möglichkeiten,
unechte Farben zu verteilen, indem wir diese nur für einelementige Blöcke zulassen. Aus der
Menge {X ∈ π | |X| = 1} wählen wir also nacheinander alle Teilmengen aus, deren Elemente
wir mit unechten Farben versehen. Alle verbleibenden Blöcke färben wir echt, so dass ver-
schiedene Blöcke nur dann gleichfarbig gefärbt sein dürfen, wenn zwischen ihnen keine Kante
besteht, da sich sonst mehr als genau m gleichfarbig und echt gefärbte Kanten ergäben.
q.e.d.

Wir wenden nun im folgenden Beispiel Satz 5.7 auf den Graphen aus Beispiel 5.5 an. Auch
hierzu erfolgt im Anhang A.13 eine Berechnung mithilfe von Mathematica, wobei dieselben
beiden Beispiele aus Anhang A.12 nochmals berechnet werden. Hier erkennt man, dass die
Methode aus Satz 5.4 der Herangehensweise aus Satz 5.7 zeitlich überlegen ist. Wir werden
Satz 5.7 jedoch später noch als Beweismittel einsetzen.

Beispiel 5.8 Es sei die Situation aus Beispiel 5.5 gegeben. Diesbezüglich sei wiederum die
Eckenmenge V = {v1, v2, v3, v4} derart, dass G[v1, v2, v4] ∼= K3 und G[v2, v3, v4] ∼= K3 gelte.
Wegen

{π ∈ ΠC(K4 − e) | |E(π)| = 3} =
{{
{v1} , {v2, v3, v4}

}
,
{
{v1, v2, v4} , {v3}

}}
mit

π1 =
{
{v1} , {v2, v3, v4}

}
π2 =

{
{v1, v2, v4} , {v3}

}
erhalten wir

{X ∈ π1 | |X| = 1} =
{
{v1}

}
{X ∈ π2 | |X| = 1} =

{
{v3}

}
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und daher mit Satz 5.7

c3(K4 − e;x, y) =
∑

π∈ΠC(K4−e) mit |E(π)|=3

∑
M⊆|{X∈π | |X|=1}|

(x− y)|M |
∑

κ∈ΠI(π−M)

y|κ|

= (x− y)0 y2 + (x− y)1 y1 + (x− y)0 y2 + (x− y)1 y1

= 2y (y − 1) + 2y (x− y)

= 2y (y − 1 + x− 1)

= 2y (x− 1) .

5.2 Formeln für bestimmte Graphentypen

Wie bereits im Zusammenhang mit dem bivariaten chromatischen Polynom möchten wir auch
hier einige spezielle Graphentypen betrachten und die in Satz 5.2 als cm(G;x, y) definierten
Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms bestimmen.

5.2.1 Vollständige Graphen

Der vollständige Graph lässt sich aufgrund seiner einfachen Kantenstruktur besonders leicht
untersuchen. Daher bestimmen wir zunächst eine Darstellung für die Koeffizienten des triva-
riaten chromatischen Polynoms dieses Graphentyps.

Satz 5.9 Es sei r ≥ 2, 2 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tM ≤ r und M ≥ 1 mit der Eigenschaft∑M
j=1

tj(tj−1)
2 = m. Dann gilt

cm(Kr;x, y) =
∑

{∑M
j=1

tj(tj−1)
2

=m

}
M∏
j=1

(
r −

∑j−1
l=1 tl

tj

) ∏
2≤l≤tM

1

| {j ∈ {1, . . . ,M} |tj = l} |!

r−
∑M
j=1 tj∑

i=0

(
r −

∑M
j=1 tj
i

)
(x− y)i y

r−i+M−
∑M
l=1 tl ,

wobei wir für j = 1 die Vereinbarung
∑j−1

l=1 tl = 0 treffen. Weiterhin gilt für m = 0 trivialer-
weise

c0(Kr;x, y) = P (Kr;x, y) .

Beweis:
Die Behauptung folgt aus Satz 5.7 folgendermaßen:
Alle Blöcke B ∈ π ∈ ΠC(Kr) mit |B| = b induzieren einen vollständigen Graphen Kb mit
1 ≤ b ≤ r. Weil für einen vollständigen Graphen Kb bekanntlich |E(Kb)| = b(b−1)

2 gilt (siehe
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hierzu etwa [31], S. 6 f.), erhalten wir

{π ∈ ΠC(Kr) | |E(π)| = m}

=


 M⋃
j=1

{
V (Ktj )

} ∪ ({ {vk}}) ∣∣∣ Ktj ⊆ Kr für alle j ∈ {1, . . . ,M} ∧
M∑
j=1

tj (tj − 1)

2
= m

∧Ktj1
∩Ktj2

= ∅ für alle j1, j2 ∈ {1, . . . ,M} mit j1 6= j2 ∧ vk ∈ V (Kr)−
M⋃
j=1

V (Ktj )

 .

Für π ∈ ΠC(Kr) gilt

| {X ∈ π ∈ ΠC(Kr) | |X| = 1} | = r −
M∑
j=1

tj ,

wobei
∑M

j=1
tj(tj−1)

2 = m für die jeweilige zusammenhängende Partition π ∈ ΠC(Kr) stehe.
Weil wir bei den Auswahlen der Kj1 ,Kj2 mit |V (Kj1)| = |V (Kj2)| nicht die Auswahlreihen-
folge unterscheiden, fügen wir das Produkt

∏
2≤l≤tM

1
|{j∈{1,...,M}|tj=l}|! hinzu.

Anschließend wählen wir gemäß Bemerkung 3.15 zu jeder Partition π jeweils eine Menge
A ⊆ {X ∈ π ∈ ΠC(Kr) | |X| = 1} zur unechten Eckenfärbung der in den Blöcken X enthal-
tenen Ecken aus. Für κ ∈ ΠC(π −A) ergibt sich schließlich |κ| = r − i−

∑M
j=1 tj +M .

q.e.d.

Aus diesem Satz ergibt sich folgendes Korollar.

Korollar 5.10 Gegeben sei die Situation aus Satz 5.9. Dann gilt für m ≥ 1 mit Bemerkung
3.15

cm(Kr;x, y) =
∑

{∑M
j=1

tj(tj−1)
2

=m

}
M∏
j=1

(
r −

∑j−1
l=1 tl

tj

) ∏
2≤l≤tM

1

| {j ∈ {1, . . . ,M} |tj = l} |!

yMP (Kr−
∑M
j=1 tj

;x−M,y −M) .

Zu Satz 5.9 betrachten wir nun folgendes Beispiel.

Beispiel 5.11 Es sei der Graph K4 gegeben, das heißt, es sei r = 4 und weiterhin sei m = 2.
Wie unschwer zu erkennen ist, finden wir für

∑M
j=1

tj(tj−1)
2 = m genau eine Zerlegung, nämlich
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mit M = 2 und t1 = t2 = 2. Wir erhalten somit 2(2−1)
2 + 2(2−1)

2 = 2. Damit ergibt sich

c2(K4;x, y) =
∑

{
2(2−1)

2
+

2(2−1)
2

=2
}

2∏
j=1

(
4−

∑j−1
l=1 tl

tj

) ∏
2≤l≤t2

1

| {j ∈ {1, 2} |tj = l} |!

4−
∑2
j=1 tj∑

i=0

(
4−

∑2
j=1 tj
i

)
(x− y)i y

4−i+2−
∑2
l=1 tl

=

(
4− 0

t1

)(
4− t1
t2

)
1

2!

4−4∑
i=0

(
4− 4

i

)
(x− y)i y4−i+2−4

=

(
4

2

)(
2

2

)
1

2

(
0

0

)
(x− y)0 y2

= 3y2 .

Anschaulich lässt sich dieses Ergebnis folgendermaßen begründen: Es gibt genau
(

4
2

)
Möglich-

keiten, aus den sechs Kanten des Graphen K4 eine Kante und damit ein Eckenpaar auszuwäh-
len, welches echt einfarbig gefärbt werden soll. Weil wir dabei jedoch auch die anderen beiden
Ecken mit auswählen, obwohl wir diese Wahlmöglichkeit bereits bei den

(
4
2

)
Möglichkeiten

mitgezählt haben, dividieren wir durch zwei, um keine Wahl doppelt zu zählen. Es bleibt nun
von den ursprünglich vier Ecken noch genau ein weiteres Eckenpaar übrig, welches ebenfalls
echt einfarbig gefärbt werden darf, ohne mehr als zwei Kanten einfarbig zu färben. Damit
ergeben sich für das erste Eckenpaar y wählbare Farben, während für das zweite Paar nur
noch y − 1 mögliche Farben verbleiben.
Wir erhalten schließlich noch ein Ergebnis für Graphen, deren Komponenten ausschließlich
vollständige Graphen sind.

Korollar 5.12 Es sei ein Graph
⋃s
i=1Kri = (V,E) mit Kra∩Krb = ∅ für ra, rb ∈ {r1, . . . , rs},

ra 6= rb, ri ≥ 2 und s ≥ 2 sowie 0 ≤ m =
∑s

i=1mi gegeben. Weiterhin sei Mi ≥ 1 und

2 ≤ ti1 ≤ ti2 ≤ . . . ≤ tiMi ≤ ri mit der Eigenschaft
∑Mi

j=1

tij

(
tij−1

)
2 = mi. Dann gilt

cm(
⋃̇s

i=1
Kri ;x, y) =

∑
∑s

i=1

∑Mi
j=1

tij

(
tij
−1

)
2

=mi

∣∣∑s
i=1mi=m



s∏
i=1

cmi(Kri ;x, y) .

Beweis:
Die Behauptung folgt aus Satz 5.9.
q.e.d.
Dieses Resultat werden wir an späterer Stelle nochmals benötigen.

5.2.2 Vollständig bipartite Graphen

Ein häufig studierter Graph ist der vollständig bipartite Graph, welcher sich aufgrund sei-
ner regelmäßigen Kantenstrukturen auch bezüglich des trivariaten chromatischen Polynoms
untersuchen lässt. An dieser Stelle gehen wir wiederum näher auf dessen Koeffizienten ein.
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Satz 5.13 Es sei für r ≥ 1 und s ≥ 1 der zugehörige vollständig bipartite Graph Kr,s gegeben.
Für 1 ≤ m ≤ rs und ein passendes M mit 1 ≤M ≤ m sei

∑M
i=1 piqi = m mit der Eigenschaft

0 < p1q1 ≤ p2q2 ≤ . . . ≤ pMqM ≤ m. Dann gilt

cm(Kr,s;x, y) =
∑

{∑M
i=1 piqi=m}

(
r∑M
i=1 pi

)(
s∑M
i=1 qi

)(∑M
i=1 pi

p1 . . . pM

)(∑M
i=1 qi

q1 . . . qM

)
∏

1≤l1≤r und 1≤l2≤s

1

| {(pi, qi) |pi = l1 ∧ qi = l2 ∧ i ∈ {1, . . . ,M}} |!

r−
∑M
i=1 pi∑

k1=0

(
r −

∑M
i=1 pi

k1

) s−
∑M
i=1 qi∑

k2=0

(
s−

∑M
i=1 qi

k2

)
(x− y)k1+k2

yMP (Kr−k1−
∑M
i=1 pi,s−k2−

∑M
i=1 qi

; y −M) .

Für c0(Kr,s;x, y) gilt trivialerweise und unter Einbezug von Bemerkung 3.15

c0(Kr,s;x, y) = P (Kr,s;x, y)

=
r∑
i=0

(
r

i

) s∑
j=0

(
s

j

)
(x− y)i+j P (Kr−i,s−j ; y) .

Beweis:
Zum Beweis orientieren wir uns an Satz 5.7.
Alle Blöcke B ∈ π ∈ ΠC(Kr,s) mit |B| = pi + qi für i ∈ {1, . . . ,M} sowie 0 ≤ pi ≤ r und
0 ≤ qi ≤ s induzieren einen Graphen Kpi,qi . Da bekanntlich |E(Kpi,qi)| = piqi gilt, erhalten
wir

{π ∈ ΠC(Kr,s) | |E(π)| = m}

=


(
M⋃
i=1

{V (Kpi,qi)}

)
∪

r+s−
∑M
i=1(pi+qi)⋃
j=1

{
{vj}

} ∣∣∣ Kpi,qi ⊆ Kr,s für alle i ∈ {1, . . . ,M}

∧Kpi1 ,qi1
∩Kpi2 ,qi2

= ∅ für alle i1, i2 ∈ {1, . . . ,M} mit i1 6= i2 ∧
M∑
i=1

piqi = m

∧vj ∈

(
V (Kr,s)−

M⋃
i=1

V (Kpi,qi)

)}
.

Um alle Vereinigungen
⋃M
i=1Kpi,qi ⊆ Kr,s zu bilden, wählen wir aus den r+ s Ecken zunächst

die erforderlichen
∑M

i=1 pi+
∑M

i=1 qi Ecken aus und aus letzteren alle Einteilungen {p1, . . . , pM}
und {q1, . . . , qM}. Aus jeder solchen Einteilung bilden wir die Blöcke der Kardinalitäten pi+qi.
Alle nicht gewählten Ecken werden jeweils als einelementige Blöcke aufgefasst. Da wir pro
Einteilung keine Block-Tupel (pi1 , qi1) und (pi2 , qi2) mit i1, i2 ∈ {1, . . . ,M}, i1 6= i2 sowie
pi1 = pi2 und qi1 = qi2 nach ihrer Auswahlreihenfolge unterscheiden dürfen, ist die Anzahl
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aller solcher Auswahlen aus kombinatorischen Gründen also∑
{∑M

i=1 piqi=m}

(
r∑M
i=1 pi

)(
s∑M
i=1 qi

)(∑M
i=1 pi

p1 . . . pM

)(∑M
i=1 qi

q1 . . . qM

)
∏

1≤l1≤r und 1≤l2≤s

1

| {(pi, qi) |pi = l1 ∧ qi = l2 ∧ i ∈ {1, . . . ,M}} |!
.

Weiterhin gilt

| {X ∈ π ∈ ΠC(Kr,s) | |X| = 1} | = r + s−
M∑
i=1

pi −
M∑
i=1

qi

für die Anzahl aller nicht gewählten Ecken aus V (Kr,s).
Außerdem gilt für

π =
(
{V (Kp1,q1), . . . , V (KpM ,qM )} ∪

{
{v}

∣∣ v ∈ V (Kr−
∑M
i=1 pi,s−

∑M
i=1 qi

)
})
∈ ΠC(Kr,s)

und jede gewählte Menge A unecht gefärbter einelementiger Blöcke aus π mit

|A| = k1 + k2 für alle κ ∈ ΠI(π −A)

immer {V (Kp1,q1)} , . . . , {V (KpM ,qM )} ∈ κ. Damit werden für diese Blöcke genau yM echte
Farben benötigt. Die jeweilige Vorabauswahl der jeweiligen Menge A zur unechten Färbung
wurde durch Bemerkung 3.15 gestattet.
q.e.d.

Hieraus lässt sich folgendes Ergebnis ableiten.

Korollar 5.14 Gegeben sei die Situation aus dem obigen Satz. Dann ergibt sich mit Bemer-
kung 3.15 für m ≥ 1

cm(Kr,s;x, y) =
∑

{∑M
i=1 piqi=m}

(
r∑M
i=1 pi

)(
s∑M
i=1 qi

)(∑M
i=1 pi

p1 . . . pM

)(∑M
i=1 qi

q1 . . . qM

)
∏

1≤l1≤r und 1≤l2≤s

1

| {(pi, qi) |pi = l1 ∧ qi = l2 ∧ i ∈ {1, . . . ,M}} |!

yMP (Kr−
∑M
i=1 pi,s−

∑M
i=1 qi

;x−M,y −M) .

Zu Satz 5.13 beschäftigen wir uns nun mit dem folgenden Beispiel.

Beispiel 5.15 Wir betrachten für r = 3 und s = 2 den Graphen K3,2 und bestimmen
c2(K3,2;x, y). Offenbar gilt hier

{
M∑
i=1

piqi = 2

}
= {1 · 1 + 1 · 1 = 2, 1 · 2 = 2, 2 · 1 = 2} .
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Somit ergibt sich

c2(K3,2;x, y) =

(
3

1 + 1

)(
2

1 + 1

)(
1 + 1

1 1

)(
1 + 1

1 1

)
1

|{(1, 1) , (1, 1)}|! |∅|! |∅|! |∅|! |∅|! |∅|!
3−(1+1)∑
k1=0

(
3− (1 + 1)

k1

) 2−(1+1)∑
k2=0

(
2− (1 + 1)

k2

)
(x− y)k1+k2

y2P (K3−k1−(1+1),2−k2−(1+1); y − 2)

+

(
3

1

)(
2

2

)(
1

1

)(
2

2

)
1

|∅|! |{(1, 2)}|! |∅|! |∅|! |∅|! |∅|!
3−1∑
k1=0

(
3− 1

k1

) 2−2∑
k2=0

(
2− 2

k2

)
(x− y)k1+k2

y1P (K3−k1−1,2−k2−2; y − 1)

+

(
3

2

)(
2

1

)(
2

2

)(
1

1

)
1

|∅|! |∅|! |{(2, 1)}|! |∅|! |∅|! |∅|!
3−2∑
k1=0

(
3− 2

k1

) 2−1∑
k2=0

(
2− 1

k2

)
(x− y)k1+k2

y1P (K3−k1−2,2−k2−1; y − 1)

c2(K3,2;x, y) = 6y2P (K1,0; y − 2) + 6 (x− y) y2P (K0,0; y − 2)

+ 3yP (K2,0; y − 1) + 6 (x− y) yP (K1,0; y − 1)

+ 3 (x− y)2 yP (K0,0; y − 1)

+ 6yP (K1,1; y − 1) + 6 (x− y) yP (K1,0; y − 1)

+ 6 (x− y) yP (K0,1; y − 1) + 6 (x− y)2 yP (K0,0; y − 1) .

Unter Beachtung, dass K1,0
∼= K0,1

∼= K1, K0,0
∼= ∅, K2,0

∼= K2 und K1,1
∼= K2 gilt, erhalten

wir

c2(K3,2;x, y) = 6y2P (K1; y − 2) + 6 (x− y) y2P (∅; y − 2)

+ 3yP (K2; y − 1) + 18 (x− y) yP (K1; y − 1)

+ 9 (x− y)2 yP (∅; y − 1) + 6yP (K2; y − 1) ,

und zusammen mit Beispiel 3.3 sowie der Anfangsbedingung aus Satz 3.19 folgt

c2(K3,2;x, y) = 6y2 (y − 2) + 6 (x− y) y2

+ 3y (y − 1)2 + 18 (x− y) y (y − 1)

+ 9 (x− y)2 y + 6y (y − 1)2 .
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Ausmultiplizieren liefert

c2(K3,2;x, y) = 3y(9− 8x+ 3x2 − 6y + 2xy) .

5.2.3 Spezielle Splitgraphen

Wir kommen in diesem Abschnitt nochmals auf spezielle Splitgraphen zurück. Wie wir se-
hen werden, gestaltet sich die Darstellung der Koeffizienten des trivariaten chromatischen
Polynoms hier im Gegensatz zum Fall eines vollständig bipartiten Graphen aufgrund der nun
zusätzlich auftretenden Kanten und der damit einhergehenden größeren Auswahlmöglichkeiten
von m Kanten ein wenig aufwendiger.

Satz 5.16 Es sei für r ≥ 1 und s ≥ 1 der zugehörige Splitgraph Kr ∗ Ks gegeben. Für
1 ≤ m ≤ rs+ s(s−1)

2 , 0 ≤ p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pM ≤ min {r, s}, 1 ≤ q1 ≤ q2 ≤ . . . ≤ qM ≤ s und
ein passendes M mit 1 ≤M ≤ m sei

M∑
i=1

qi

(
pi +

qi − 1

2

)
= m .

Dann gilt

cm(Kr ∗Ks;x, y) =
∑

{∑M
i=1 qi

(
pi+

qi−1

2

)
=m

}
(

r∑M
i=1 pi

)(
s∑M
i=1 qi

)
(∑M

i=1 pi
p1 . . . pM

)(∑M
i=1 qi

q1 . . . qM

)
∏

0≤l1≤r und 1≤l2≤s

1

| {(pi, qi) |pi = l1 ∧ qi = l2 ∧ i ∈ {1, . . . ,M}} |!

r−
∑M
i=1 pi∑

k1=0

(
r −

∑M
i=1 pi

k1

) s−
∑M
i=1 qi∑

k2=0

(
s−

∑M
i=1 qi

k2

)
(x− y)k1+k2

yMP (Kr−k1−
∑M
i=1 pi

∗Ks−k2−
∑M
i=1 qi

; y −M) .

Für c0(Kr,s;x, y) gilt trivialerweise

c0(Kr ∗Ks;x, y) = P (Kr ∗Ks;x, y) .

Beweis:
Wir orientieren uns auch hier wieder an Satz 5.7, legen aber nun die Summe

M∑
i=1

piqi +
qi (qi − 1)

2
= m
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als Kombination der Summen

M∑
i=1

qi (qi − 1)

2

aus Satz 5.9 und

M∑
i=1

piqi

aus Satz 5.13 zugrunde, weil die m echt einfarbigen Kanten nun sowohl innerhalb des voll-
ständigen Teilgraphen Ks als auch zwischen beiden Teilgraphen Kr und Ks liegen können.
Der Beweis erfolgt nun analog zum Beweis von Satz 5.13.
q.e.d.

Auch hieraus erhalten wir eine Folgerung.

Korollar 5.17 Gegeben sei die Situation aus Satz 5.16. Dann ergibt sich mit Bemerkung 3.15

cm(Kr ∗Ks;x, y) =
∑

{∑M
i=1 qi

(
pi+

qi−1

2

)
=m

}
(

r∑M
i=1 pi

)(
s∑M
i=1 qi

)
(∑M

i=1 pi
p1 . . . pM

)(∑M
i=1 qi

q1 . . . qM

)
∏

0≤l1≤r und 1≤l2≤s

1

| {(pi, qi) |pi = l1 ∧ qi = l2 ∧ i ∈ {1, . . . ,M}} |!

yMP (Kr−
∑M
i=1 pi

∗Ks−
∑M
i=1 qi

;x−M2, y −M) .

Zu Satz 5.16 berechnen wir folgendes Beispiel und wählen dafür wie in den vorausgehenden
Beispielen wieder m = 2.

Beispiel 5.18 Es sei r = 3 und s = 4 und somit der Graph K3 ∗ K4 gegeben. Wir wählen
m = 2. Zunächst bestimmen wir alle möglichen Summenzerlegungen gemäß Satz 5.16:{

M∑
i=1

qi

(
pi +

qi − 1

2

)
= 2

}

=

{
1

(
1 +

1− 1

2

)
+ 1

(
1 +

1− 1

2

)
= 2, 1

(
2 +

1− 1

2

)
= 2,

1

(
1 +

1− 1

2

)
+ 2

(
0 +

2− 1

2

)
= 2, 2

(
0 +

2− 1

2

)
+ 2

(
0 +

2− 1

2

)
= 2

}
.
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Wir setzen in die Gleichung aus Satz 5.16 ein und erhalten

c2(K3 ∗K4;x, y) =

(
3

1 + 1

)(
4

1 + 1

)(
1 + 1

1 1

)(
1 + 1

1 1

)
1

| {(1, 1) , (1, 1)} |!|∅|!15

3−(1+1)∑
k1=0

(
3− (1 + 1)

k1

) 4−(1+1)∑
k2=0

(
4− (1 + 1)

k2

)
(x− y)k1+k2

y2P (K3−k1−(1+1) ∗K4−k2−(1+1); y − 2)

+

(
3

2

)(
4

1

)(
2

2

)(
1

1

)
1

| {(2, 1)} |!|∅|!15

3−2∑
k1=0

(
3− 2

k1

) 4−1∑
k2=0

(
4− 1

k2

)
(x− y)k1+k2

y1P (K3−k1−2 ∗K4−k2−1; y − 1)

+

(
3

1

)(
4

1 + 2

)(
1

1

)(
1 + 2

1 2

)
1

| {(1, 1)} |!| {(0, 2)} |!|∅|!14

3−1∑
k1=0

(
3− 1

k1

) 4−(1+2)∑
k2=0

(
4− (1 + 2)

k2

)
(x− y)k1+k2

y2P (K3−k1−1 ∗K4−k2−(1+2); y − 2)

+

(
3

0 + 0

)(
4

2 + 2

)(
0 + 0

0 0

)(
2 + 2

2 2

)
1

| {(0, 2) , (0, 2)} |!|∅|!15

3−(0+0)∑
k1=0

(
3− (0 + 0)

k1

) 4−(2+2)∑
k2=0

(
4− (2 + 2)

k2

)
(x− y)k1+k2

y2P (K3−k1−(0+0) ∗K4−k2−(2+2); y − 2)

c2(K3 ∗K4;x, y) = 36
(
y2P (K3; y − 2) + 3 (x− y) y2P (K2; y − 2)

+ 3 (x− y)2 y2P (K1; y − 2) + (x− y)3 y2P (K0; y − 2)
)

+ 12
(
y1P (K4; y − 1) + 4 (x− y) y1P (K3; y − 1)

+ 6 (x− y)2 y1P (K2; y − 1) + 4 (x− y)3 y1P (K1; y − 1)

+ (x− y)4 y1P (K0; y − 1)
)

+ 36
(
y2P (K2 ∗K1; y − 2) + (x− y) y2P (K2; y − 2)

+ 2 (x− y) y2P (K2; y − 2) + 3 (x− y)2 y2P (K1; y − 2)

+ (x− y)3 y2P (K0; y − 2)
)

+ 3
(
y2P (K3; y − 2) + 3 (x− y) y2P (K2; y − 2)

+ 3 (x− y)2 y2P (K1; y − 2) + (x− y)3 y2P (K0; y − 2)
)
.

Unter Beachtung, dass K2 ∗K1
∼= P3 gilt (wobei P3 selbstverständlich ein Baum T3 ist) und
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zusammen mit Beispiel 3.3 sowie Satz 3.19 folgt weiter

c2(K3 ∗K4;x, y) = 36y2 (y − 2)3 + 180 (x− y) y2 (y − 2)2

+ 225 (x− y)2 y2 (y − 2) + 75 (x− y)3 y2

+ 12y (y − 1)4 + 48 (x− y) y (y − 1)3

+ 72 (x− y)2 y (y − 1)2 + 48 (x− y)3 y (y − 1)

+ 12 (x− y)4 y + 36y2 (y − 2) (y − 3)2

+ 45 (x− y) y2 (y − 2)2 + 3y2 (y − 2)3 .

Schließlich erhalten wir

c2(K3 ∗K4;x, y) = 3y
(
608− 516x+ 198x2 − 41x3 + 4x4 − 772y + 560xy

−174x2y + 25x3y + 168y2 − 60xy2
)
.

5.3 Möglichkeiten der Reduktion

Für bestimmte Graphentypen lassen sich die in Satz 5.2 definierten Koeffizienten des triva-
riaten chromatischen Polynoms mittels Reduktion auf Graphen von geringerer Ecken- oder
Kantenanzahl darstellen. Wir wenden uns nun solchen Möglichkeiten zu.

5.3.1 Graphen mit mindestens einer Kante außerhalb von Teilgraphen C3

Die Kontraktion einer Kante e = {u, v} außerhalb von allen Teilgraphen C3, genauer mit
N(u) ∩ N(v) = ∅, stellt gegenüber der Kontraktion einer anderen Kante ohne diese Eigen-
schaft einen gewissen Vorteil dar, denn offensichtlich können bei der Kontraktion von e keine
Mehrfachkanten (und daher auch nie Schlingen) entstehen. Daher entfällt in diesem Fall der
Prozess des anschließenden Ersetzens von Mehrfachkanten durch Einfachkanten (sowie des
Entfernens von Schlingen), was im folgenden Satz von großer Bedeutung ist. Schließlich ist
es wichtig, bei der Auswahl von echt einfarbig gefärbten Kanten keine Wahlmöglichkeiten zu
unterschlagen.

Satz 5.19 Es sei G = (V,E) ein Graph mit einer Kante e = {u, v} ∈ E, welche die Ei-
genschaft N(u) ∩ N(v) = ∅ besitzt. Für jeden beliebigen Graphen H und r > |E(H)| setzen
wir

cr(H;x, y) = 0 .

Dann gilt nach Satz 3.26

cm(G;x, y) = cm−1(G/e;x, y)− (x− y) cm−1(G− u− v;x, y)

+ cm(G− e;x, y)− cm(G/e;x, y) + (x− y) cm(G− u− v;x, y) .
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Beweis:
Der Beweis ist ähnlich aufgebaut wie der Beweis von Satz 3.26 in ([27], S. 7 f.). Bei der Aus-
wahl der m Kanten zur Bestimmung von cm(G;x, y) können folgende zwei Fälle eintreten:

Fall 1: e ist unter den gewählten m Kanten.
Dann bleiben noch m−1 Kanten zu wählen, ohne jedoch hierbei die Kante e ein weiteres Mal
berücksichtigen zu dürfen. Daher gehen wir nun ersatzweise vom Graphen G/e aus, dürfen je-
doch nicht genau die Fälle berücksichtigen, in welchen die durch die Kontraktion entstandene
Ecke unecht gefärbt ist. Daher erhalten wir für diesen Fall insgesamt
cm−1(G/e;x, y)− (x− y) cm−1(G− u− v;x, y) Möglichkeiten.

Fall 2: e ist nicht unter den gewählten m Kanten.
Dann müssen wir aus E(G/e) noch genaum Kanten wählen. Dabei dürfen jedoch u und v nicht
dieselbe echte Farbe tragen, da ansonsten m+1 Kanten in G echt einfarbig gefärbt wären. Da-
her betrachten wir zunächst alle cm(G−e;x, y) Möglichkeiten, in G genau m Kanten aus G−e
echt einfarbig zu färben. Weil hierbei jedoch auch alle Fälle mitgezählt werden, in welchen u
und v dieselbe echte Farbe erhalten, subtrahieren wir zunächst alle cm(G/e;x, y) Fälle, in wel-
chen u und v einfarbig sind. Weil dabei jedoch auch alle gestatteten (x− y) cm(G−u−v;x, y)
Fälle verloren gehen, in welchen diese Farbe unecht ist, addieren wir diese schließlich wieder.
q.e.d.

Satz 5.19 lässt sich insbesondere für Wälder sowie für Graphen, deren Kreise alle mindestens
die Länge 4 besitzen, anwenden. Weil bei einer Löschung, einer Kontraktion oder einer Extrak-
tion einer Kante in einem Wald wieder jeweils ein Wald entsteht, lässt sich die Vorgehensweise
aus Satz 5.19 bei einem Wald algorithmisch wiederholen. Bei Kreisen der Länge größer als
3 entsteht durch eine Kantenkontraktion ein neuer Kreis, während bei den anderen beiden
Operationen jeweils ein Weg P (und damit ein Wald) entsteht. Somit ist eine algorithmische
Wiederholung auch bei Kreisen möglich.

Korollar 5.20 Es sei W = (V,E) ein Wald oder Cn = (V,E) ein Kreis mit n ≥ 3 und
e = {u, v} ∈ E eine beliebige Kante. Im Falle des Waldes sei |N(u)| = 1.
Dann gilt gemäß Satz 5.19

cm(W ;x, y) = cm−1(W/e;x, y)− (x− y) cm−1(W − u− v;x, y)

+ (x− 1) cm(W/e;x, y) + (x− y) cm(W − u− v;x, y)

beziehungsweise

cm(Cn;x, y) = cm−1(Cn−1;x, y)− (x− y) cm−1(Pn−2;x, y)

+ cm(Pn;x, y)− cm(Cn−1;x, y) + (x− y) cm(Pn−2;x, y) .

Hierbei wenden wir auf die Wege Pn und Pn−2 im nächsten Schritt jeweils die Rekursion für
Wälder an.
Für beide Rekursionen zusammen gelten die Anfangsbedingungen

cr(H;x, y) = 0

für jeden beliebigen Graphen H mit r > |E (H)|,

c0(W ;x, y) = P (W ;x, y) ,
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c0(C3;x, y) = P (K3;x, y) ,

c1(C3;x, y) = 3y (x− y) ,

c2(C3;x, y) = 0 ,

und

c3(C3;x, y) = y .

Wir betrachten nun ein Beispiel zu Korollar 5.20 und damit selbstverständlich einen Spezialfall
von Satz 5.19.

Beispiel 5.21 Es sei der Kreis C5 sowie m = 3 gegeben. Damit erhalten wir

c3(C5;x, y) = c2(C4;x, y)− (x− y) c2(P3;x, y)

+ c3(P5;x, y)− c3(C4;x, y) + (x− y) c3(P3;x, y) .

Aufgrund kombinatorischer Überlegungen wissen wir, dass für einen Graphen C4 zwei echt
gleichfarbige Kanten eine gemeinsame Ecke besitzen können oder nicht. Im ersten Fall erhalten
beide Kanten dieselbe Farbe und die verbleibende Ecke eine andere Farbe, während im zweiten
Fall genau zwei voneinander verschiedene echte Farben vergeben werden. Damit ergibt sich

c2(C4;x, y) = 4y (x− 1) + 2y (y − 1) .

Da ein Weg P3 genau zwei Kanten besitzt, folgt außerdem

c2(P3;x, y) = y .

Im Falle eines Weges P5 gibt es genau zwei Möglichkeiten, drei Kanten so zu wählen, dass
sie alle einen Teilgraphen P4 bilden und eine Ecke verbleibt. Die Kanten sind dann alle in
derselben echten Farbe gefärbt. Weiterhin gibt es genau zwei Möglichkeiten, drei Kanten so
zu wählen, dass zwei Teilgraphen P3 und P2 entstehen, so dass wir genau zwei voneinander
verschiedene echte Farben vergeben und keine Ecke übrig bleibt. Daraus folgt

c3(P5;x, y) = 2y (x− 1) + 2y (y − 1) .

Weil in einem Kreis C4 nicht genau drei einfarbige Kanten gewählt werden können, folgt
trivialerweise

c3(C4;x, y) = 0

und wegen |E(P3)| = 2 < 3

c3(P3;x, y) = 0 .

Hieraus folgt schließlich insgesamt

c3(C5;x, y) = 4y (x− 1) + 2y (y − 1)− (x− y) y + 2y (x− 1) + 2y (y − 1)

= 6y (x− 1) + 4y (y − 1)− y (x− y)

= 5y (y + x− 2) .
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Im Anhang A.14 wenden wir nun Satz 5.19 und Korollar 5.20 im Vergleich zu den Sätzen
5.4 und 5.7 für einige Wälder an. Dabei zeigt sich, dass Korollar 5.20 hiervon die schnellste
Methode zur Bestimmung des trivariaten chromatischen Polynoms darstellt, gefolgt von Satz
5.19.

5.3.2 Vollständige Graphen

Vollständige Graphen verfügen nicht über Ecken mit der in Satz 5.19 genannten Eigenschaft.
Daher stellen wir an dieser Stelle eine andere Herangehensweise an diesen Graphentyp vor.

Satz 5.22 Es sei Kl = (V,E) ein vollständiger Graph mit l ≥ 2 und 0 ≤ m ≤ l(l−1)
2 .

Weiterhin sei t maximal mit der Eigenschaft t(t−1)
2 ≤ m. Für jeden beliebigen Graphen H und

r > |E(H)| setzen wir wieder gemäß Satz 5.19

cr(H;x, y) = 0 .

Außerdem gilt selbstverständlich c0(Kr;x, y) = P (Kr;x, y) für jedes beliebige r. Dann erhalten
wir

cm(Kl;x, y) = y

t∑
i=1

(
l − 1

i− 1

)
c
m− i(i−1)

2

(Kl−i;x− 1; y − 1)

+ (x− y) cm(Kl−1;x, y) .

Beweis:
Wir wählen eine beliebige Ecke v aus V (Kl) aus. Diese dürfen wir unecht oder echt färben.
Falls wir sie unecht färben, müssen wir die m Kanten aus dem Restgraphen Kl−1 wählen. Dies
ergibt den Summanden (x− y) cm(Kl−1;x, y).
Falls wir v echt färben, haben wir dafür zunächst y Möglichkeiten. Für die Auswahl der m
Kanten dürfen wir auch auf N(v) zugreifen, um Kanten {v, w} mit w ∈ N(v) zu erhalten.
Hier lassen sich i Kanten mit i ∈ {0, . . . , t} wählen, welche ebenfalls die bereits gewählte echte
Farbe tragen. Hierfür haben wir jeweils

(
l−1
i

)
Möglichkeiten, da v zu allen übrigen l− 1 Ecken

adjazent ist. Für die restlichen Ecken und Kanten dürfen wir aufgrund der Vollständigkeit von
Kl jedoch nur noch x−1 Farben wählen. Es sind noch m− i(i−1)

2 Kanten aus dem Restgraphen
Kl−i zu wählen.
q.e.d.

Wir betrachten auch zu Satz 5.22 ein Beispiel.

Beispiel 5.23 Es seien l = 4 und m = 3 und somit der Graph K4 gegeben. Gemäß Satz 5.22
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folgt dann t = 3. Damit ergibt sich

c3(K4;x, y) = y
3∑
i=1

(
4− 1

i− 1

)
c

3− i(i−1)
2

(K4−i;x− 1; y − 1) + (x− y) c3(K4−1;x, y)

= y
((3

0

)
c3(K3;x− 1, y − 1) +

(
3

1

)
c2(K2;x− 1, y − 1)

+

(
3

2

)
c0(K1;x− 1, y − 1)

)
+ (x− y) c3(K3;x, y)

= y
(

(y − 1) + 3 · 0 + 3 (x− 1)
)

+ (x− y) y

= y (y − 1) + 3y · 0 + 3y (x− 1) + (x− y) y

= 4y (x− 1) .

5.3.3 Disjunkte Vereinigungen von Sternen

Einen leicht zu untersuchenden Graphentyp stellt die disjunkte Vereinigung von Sternen dar.
Dementsprechend lässt sich auch eine einfache Rekursionsgleichung angeben.

Satz 5.24 Wir betrachten den Graphen G = (V,E) =
∑N

l=1 tlSl+1 aus Korollar 4.9, wobei
offenbar |E| =

∑N
l=1 ltl gilt. Weiterhin seien die Werte k = min {l ∈ {1, . . . , N} |tl > 0} und

α = min {k,m} für ein beliebiges m mit 0 ≤ m ≤
∑N

l=1 ltl gegeben. Ferner definieren wir den
Graphen G− Sk+1 = (tk − 1)Sk+1 +

∑N
l=k+1 tlSl+1. Dann gilt

cm(G;x, y) = (x− y)xkcm(G− Sk+1;x, y)

+ y
α∑
i=0

(
k

i

)
(x− 1)k−i cm−i(G− Sk+1;x; y)

mit der Anfangsbedingung

c0(
M∑
l=1

ulSl+1;x, y) = P (
M∑
l=1

ulSl+1;x, y)

für jeden Graphen
∑M

l=1 ulSl+1 der oben genannten Form.

Beweis:
In einem Stern Sk+1 lässt sich die Ecke v mit |N(v)| = k unecht oder echt färben. Im ersten
Fall dürfen wir alle anderen k Ecken beliebig einfärben, woraus sich für diesen Stern (x− y)xk

Möglichkeiten einer derartigen Färbung ergeben. Weil aber die unecht gefärbte Ecke zu jeder
Kante des Sterns gehört, haben wir in diesem Stern keine echt einfarbig gefärbte Kante und
müssen die geforderten m echt einfarbigen Kanten aus den anderen Sternen wählen, womit
wir (x− y)xkcm(G− Sk+1;x, y) Möglichkeiten erhalten.
Ist die Ecke v mit |N(v)| = k jedoch echt gefärbt, können wir bis zu α weitere Ecken des Sterns
auswählen, welche mit der echt gefärbten Ecke jeweils eine Kante bilden, und diese Ecken in
derselben echten Farbe einfärben. Um keine weiteren Kanten aus diesem Stern zu wählen,
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dürfen wir die verbleibenden Ecken nur noch jeweils in einer der übrigen x − 1 Farben fär-
ben, womit sich also y

∑α
i=0

(
k
i

)
(x− 1)k−i Möglichkeiten ergeben. Die restlichen m− i Kanten

müssen wir aus den übrigen Sternen wählen, was zu y
∑α

i=0

(
k
i

)
(x− 1)k−i cm−i(G−Sk+1;x; y)

Möglichkeiten führt.
q.e.d.

5.3.4 Spezielle Splitgraphen

Zur Bestimmung des trivariaten chromatischen Polynoms gewisser Splitgraphen wurde bereits
eine Methode vorgestellt. Wir kommen an dieser Stelle jedoch nochmals auf diesen Graphen-
typen zurück, da wir alternativ eine rekursive Methode finden können.

Satz 5.25 Es seien r ≥ 1 und s ≥ 1. Weiterhin sei für alle i ∈ {0, . . . , s− 1}

βi = max

{
k ∈ {0, . . . , r}

∣∣k (k − 1)

2
+ (i+ 1) k ≤ m

}
.

Dann gilt

cm(Kr ∗Ks;x, y) = (x− y) cm(Kr ∗Ks−1;x, y)

+
s−1∑
i=0

(
s− 1

i

)
y

βi∑
j=0

(
r

j

)
c
m− j(j−1)

2
−(i+1)j

(Kr−j ∗Ks−1−i;x− 1; y − 1)

mit der Anfangsbedingung

c0(Ka ∗Kb;x, y) = P (Ka ∗Kb;x, y)

cm(Ka ∗K0;x, y) = cm(Ka;x, y)

cm(K0 ∗Kb;x, y) = cm(Kb;x, y)

für a, b ≥ 1.

Beweis:
Wir wählen eine beliebige Ecke v ∈ V (Ks). Diese dürfen wir unecht oder echt färben. Im ersten
Fall müssen wir die m echt einfarbig gefärbten Kanten noch aus dem verbliebenen Graphen
Kr ∗Ks−1 wählen, und daher ergibt sich direkt der erste Summand der Gleichung.
Im zweiten Fall färben wir v echt und haben nun die Möglichkeit, von 0 bis zu s− 1 weiteren
Ecken aus V (Ks) und von 0 bis zu βi weiteren Ecken aus V (Kr) derart auszuwählen, dass
wir zusammen mit der Ecke v insgesamt genau j(j−1)

2 − (i+ 1) j Kanten erhalten, welche wir
in derselben echten Farbe färben. Aufgrund der Nachbarschaftsverhältnisse dürfen wir keine
weiteren Ecken mehr in dieser echten Farbe färben, da wir ansonsten mehr einfarbige Kanten
in dieser Farbe erhalten würden, woraus schließlich der zweite Summand folgt.
q.e.d.

Wir betrachten hierzu nun ein einfaches Beispiel.
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Beispiel 5.26 Es sei der Graph K5 gegeben, welchen wir auch als den Join K4 ∗K1 auffassen
können. Dann erhalten wir nach Satz 5.25 mit m = 3 und β0 = 2

c3(K4 ∗K1;x, y) = (x− y) c3(K4;x, y)

+

0∑
i=0

(
0

i

)
y

2∑
j=0

(
4

j

)
c

3− j(j−1)
2
−(i+1)j

(K4−j ∗K0−i;x− 1, y − 1)

= (x− y) c3(K4;x, y) + y
2∑
j=0

(
4

j

)
c

3− j(j−1)
2
−j(K4−j ;x− 1, y − 1)

= 4 (x− y) (x− 1) y

+ y
(
c3(K4;x− 1, y − 1) + 4c2(K3;x− 1, y − 1) + 6c0(K2;x− 1, y − 1)

)
.

Aus den Beispielen 3.21 und 5.23 kennen wir

c3(K4;x, y) = 4 (x− 1) y

und

c0(K2;x, y) = x2 − y .

Damit erhalten wir

c3(K4 ∗K1;x, y) = 4 (x− y) (x− 1) y + 4y (x− 2) (y − 1)

+ 6y (x− 1)2 − 6y (y − 1)

= 4x2y − 4xy − 4xy2 + 4y2 + 4xy2 − 4xy − 8y2 + 8y

+ 6x2y − 12xy + 6y − 6y2 + 6y

= 10y
(
x2 − 2x− y + 2

)
.

Im Folgenden befassen wir uns nun mit einer einfachen Trenner-Eigenschaft.

5.3.5 Artikulationen zwischen vollständigen Graphen

In diesem Abschnitt wenden wir uns Trennern in Graphen zu. Weil sich dieses beim trivariaten
chromatischen Polynom jedoch als sehr aufwendig erweist, beschränken wir uns hier auf den
Fall, dass eine Artikulation mehrere vollständige Teilgraphen miteinander verbindet.

Satz 5.27 Es sei für ein s ≥ 2 der Graph G = (V,E) =
⋃s
i=1Kri mit

⋂s
i=1Kri = {v} für

v ∈ V und ri ≥ 2 gegeben. Weiterhin sei NKri
(v) = N(v) ∩Kri . Dann gilt

cm(G;x, y) = (x− y) cm (
⋃̇s

i=1
Kri−1;x, y)

+ y ·
∑

{
(I1...,Is)∈P(NKr1

(v))×...×PNKrs (v))
∣∣∑s

i=1
(|Ii|+1)|Ii|

2
≤m

}

c
m−

∑s
i=1

(|Ii|+1)|Ii|
2

(
⋃̇s

i=1
Kri−|Ii|−1;x− 1, y − 1) .

Eine Methode zur Berechnung der Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms von
Graphen der Form

⋃̇s

i=1Kri−1 beziehungsweise
⋃̇s

i=1Kri−|Ii|−1 haben wir bereits in Korollar
5.12 vorgestellt.
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Beweis:
Wir dürfen die Ecke v sowohl unecht als auch echt färben. Im ersten Fall gibt es hierfür (x− y)
Möglichkeiten. Für den verbleibenden Graphen G − v bleiben daher noch m echt einfarbige
Kanten zu wählen, so dass wir

(x− y) cm (
⋃̇s

i=1
Kri−1;x, y)

Möglichkeiten erhalten.
Im zweiten Fall existieren y Möglichkeiten, die Ecke v echt zu färben. Wir dürfen bis zu∑s

i=1 |Ii| Ecken aus N(v) mit Ii ⊆ NKri
(v) wählen, so dass

∑s
i=1

(|Ii|+1)|Ii|
2 ≤ m erfüllt ist.

Damit bleiben also noch m−
∑s

i=1
(|Ii|+1)|Ii|

2 Kanten aus dem Graphen G−
∑s

i=1 Ii zu wählen.
Wegen N(v) = V (G − v) dürfen wir die für v gewählte echte Farbe nicht weiter verwenden.
Damit ergeben sich hier

y ·
∑

{
(I1...,Is)∈P(NKr1

(v))×...×P(NKrs (v))
∣∣∑s

i=1
(|Ii|+1)|Ii|

2
≤m

}

c
m−

∑s
i=1

(|Ii|+1)|Ii|
2

(
⋃̇s

i=1
Kri−|Ii|−1;x− 1, y − 1)

Möglichkeiten.
q.e.d.

Wir führen zu dem in Abbildung 5.1 gezeigten Graphen eine Beispielberechnung durch.

Abbildung 5.1: Graph aus Beispiel 5.28
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Beispiel 5.28 Es sei der Graph G = (V,E) = K3 ∪K2 mit V (K3) = {1, 2, v} und V (K2) =
{3, v} aus Abbildung 5.1 gegeben, das heißt, v ist eine Artikulation in G. Weiter sei m = 2.
Dann erhalten wir

NK3(v) = {1, 2}
NK2(v) = {3}

sowie weiter

P(NK3(v)) = {∅, {1} , {2} , {1, 2}}
P(NK2(v)) = {∅, {3}}

und schließlich

P(NK3(v))× P(NK2(v)) = {(∅, ∅) , (∅, {3}) , ({1} , ∅) , ({1} , {3}) ,
({2} , ∅) , ({2} , {3}) , ({1, 2} , ∅) , ({1, 2} , {3})} .

Hieraus folgt{
(I1, . . . , Is) ∈ P(NKr1

(v))×, . . . ,×P(NKrs (v))
∣∣ s∑
i=1

(|Ii|+ 1) |Ii|
2

≤ 2

}
= {(∅, ∅) , (∅, {3}) , ({1} , ∅) , ({1} , {3}) , ({2} , ∅) , ({2} , {3})} .

Damit bestimmen wir nun den Koeffizienten

c2(G;x, y) = (x− y) c2(K2∪̇K1;x, y)

+ y
(
c2(K2∪̇K1;x− 1, y − 1) + c1(K2;x− 1, y − 1)

+ 2c1(K2;x− 1, y − 1) + 2c0(K1;x− 1, y − 1)
)
.

Es gilt offenbar

c2(K2∪̇K1;x, y) = 0

c2(K2∪̇K1;x− 1, y − 1) = 0

c1(K2;x− 1, y − 1) = y − 1

c1(K2;x− 1, y − 1) = 0 ,

und wie wir bereits in Satz 3.19 gesehen haben,

c0(K1;x− 1, y − 1) = x− 1 .

Hieraus erhalten wir schließlich

c2(G;x, y) = yc1(K2;x− 1, y − 1) + y2c0(K1;x− 1, y − 1)

= y2 + 2 (x− 1) y

= y (−3 + 2x+ y) .
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Kapitel 6

Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir sowohl für das bivariate chromatische Polynom als auch für die Ko-
effizienten des trivariaten chromatischen Polynoms jeweils zwei allgemeine und rekursionsfreie
Darstellungen bereitgestellt. Von den beiden Formeln für das bivariate chromatische Polynom
und einer der beiden Gleichungen für die Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms
haben wir bereits als recht nützliche Beweismittel Gebrauch gemacht. Sowohl diese drei Be-
ziehungen als auch die weitere Darstellung für die Koeffizienten des trivariaten chromatischen
Polynoms könnten möglicherweise auch für spätere Arbeiten als Beweismittel dienen. Wie wir
exemplarisch gezeigt haben, eignen sich diese Formeln für konkrete Graphen jedoch weniger als
eine effektive Berechnungsmethode, weshalb wir für bestimmte Graphentypen deutlich schnel-
lere Alternativen eingeführt haben. Unter diesen Typen von Graphen befinden sich einerseits
recht spezielle Graphenfamilien, welche allerdings einen guten Zugang für Studien zu chro-
matischen Polynomen liefern, andererseits jedoch auch bedeutsamere Familien wie vollständig
partite Graphen oder Splitgraphen. Hier ist es in vielen Fällen sogar möglich, rekursionsfrei zu
arbeiten. Ein weiteres wesentliches und in dieser Arbeit behandeltes Thema stellt die Nutzung
der Eigenschaften von Trennern in Graphen zur Berechnung chromatischer Polynome dar, bie-
tet sich doch gerade hierbei ein eventueller Ansatz für weiterführende Algorithmen auf diesem
Gebiet. Schließlich haben wir für zwei spezielle Graphentypen jeweils einen Zusammenhang
zwischen dem bivariaten chromatischen Polynom des Ausgangsgraphen und dem Matching-
polynom des dazugehörigen Komplements herausgestellt. Hier eröffnet sich nun nicht zuletzt
die Frage, für welche weiteren Graphenfamilien ein ähnlicher Zusammenhang bestehen könnte.

Insgesamt stellt die weitere Suche nach Verallgemeinerungen vieler unserer Ergebnisse zum
bivariaten chromatischen Polynom auf das trivariate chromatische Polynom und damit auf
das Edge-Elimination-Polynomial eine mögliche Basis für einige weitere Nachforschungen dar.
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Anhang A

Beispiele mit Mathematica

Im Folgenden führen wir zu mehreren Sätzen in dieser Schrift Beispiele an, welche wir mit-
hilfe des Programms Mathematica ([37]) berechnen. Für die Berechnung verwenden wir die
in den Mathematica Packages Combinatorica ([20]) und GraphUtilities ([17]) enthaltenen
Implementierungen. Wir werden in jedem der nachfolgend aufgeführten Beispiele für jeweils
mindestens einen Graphen G und eine Kante e = {v1, v2} ∈ E(G) die Rekursion

P (G;x, y) = P (G− e;x, y)− P (G/e;x, y) + (x− y)P (G, v1, v2;x, y)

aus Satz 3.19 oder für eine in G fehlende Kante f = {w1, w2} /∈ E(G) deren Umstellung

P (G;x, y) = P (G+ f ;x, y) + P (G/f ;x, y)− (x− y)P (G− w1 − w2;x, y)

aus Bemerkung 3.20 verwenden. Die erste dieser beiden Formeln wurde durch [21] unter dem
Namen BivariatesPolynom1 implementiert, die zweite haben wir daraus unter der Bezeich-
nung BivariatesPolynom2 durch eine leichte Veränderung übernommen. Beide Funktionen
verwenden die Implementierungen EdgesWithVertices und Subgraph nach [21], um zu einer
beliebigen Eckenmenge eines Graphen den dazugehörigen induzierten Teilgraphen darzustel-
len. In einigen der folgenden Beispiele werden wir auch den univariaten Fall betrachten. Weil
wir entgegen der nicht vorhandenen Definition von 00 in Mathematica von nun an stattdessen
00 = 1 setzen, wie es etwa gemäß ([14], S. 1 ff.) sinnvoll ist, haben wir für den Fall x = y
die Implementierung des univariaten Falles gegebenenfalls entsprechend angepasst. Wir ver-
gleichen diese dann stets mit der Implementierung des univariaten chromatischen Polynoms
ChromaticPolynomial nach ([20], S.210 f.) aus dem Package Combinatorica ([20]), welche
Satz 3.6, Bemerkung 3.8 sowie Beispiel 3.3 verwendet.

Beispiel A.1 In diesem Beispiel verwenden wir neben den Rekursionen BivariatesPolynom1
und BivariatesPolynom2, angewandt auf einen Beispielgraphen, für n = |V (G)| die Imple-
mentierung BivariatesPolynom3 des bivariaten chromatischen Polynoms

P (G;x, y) =
n∑
i=0

(x− y)n−i
∑

X⊆V (G) mit |X|=i

∑
π∈ΠI(G[X])

y|π|

für einen beliebigen Graphen G nach Satz 4.1. Hierzu benötigen wir die Implementierung
IndependentSetPartitions nach [22], um die Menge aller unabhängigen Partitionen der
Eckenmenge eines Graphen zu bestimmen. Auf den univariaten Fall verzichten wir hier. Wie
die Berechnungen zeigen, ist die Methode aus Satz 4.1 zwar allen anderen unterlegen, jedoch
benötigen wir sie in dieser Arbeit als effektives Beweismittel.
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Beispiel A.2 An dieser Stelle bestimmen wir das bivariate chromatische Polynom mithilfe
der oben genannten Implementierungen BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2 sowie
unter Verwendung von Satz 4.3 für einen Beispielgraphen. Für die in Satz 4.3 eingeführte
Darstellung

P (G;x, y) =
∑

π∈ΠI(G)

|{X∈π||X|=1}|∑
i=0

(
|{X ∈ π| |X| = 1}|

i

)
(x− y)i y|π|−i

für einen beliebigen Graphen G benötigen wir neben der Menge aller unabhängigen Partitio-
nen, welche wir bereits beim ersten Beispiel verwendet haben, zusätzlich für jede dieser Par-
titionen die Kardinalität der Menge aller einelementigen Blöcke. Daher fügen wir zusätzlich
die Implementierung der Kardinalität der Menge aller einelementigen Blöcke einer unabhängi-
gen Partition IndependentSetPartitionNumberSingletons1 sowie die Implementierung des
bivariaten chromatischen Polynoms BivariatesPolynom4 nach Satz 4.3 hinzu. Auch hier ver-
zichten wir auf den univariaten Fall.
Ähnlich wie beim ersten Beispiel zeigt sich auch bei der Gleichung aus Satz 4.3 ein deutlicher
zeitlicher Nachteil, jedoch ist auch sie vorrangig als Beweismittel vorgesehen.
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Beispiel A.3 Hier betrachten wir zwei Beispielgraphen der Form H =
∑N

m=1 tmSm+1 mit
tm ≥ 0 für alle m ∈ {1, 2, . . . , N} und N ≥ 1, wobei der zweite Graph aufgrund seines
Umfanges allerdings nicht mit abgebildet wird. Für den ersten Graphen berechnen wir das
bivariate chromatische Polynom sowohl mithilfe der Rekursion BivariatesPolynom1 als auch
durch die Verwendung von Korollar 4.9. Hier haben wir die dort vorgestellte Formel

P (H;x, y) =
N∏
m=1

(P (Sm+1;x, y))tm

zur Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms eines Graphen des oben genannten
Typs auf den Beispielgraphen angewandt direkt eingegeben. Es zeigt sich ein deutlicher zeitli-
cher Vorteil der Methode aus Korollar 4.9 gegenüber der Rekursion BivariatesPolynom1.
Auf die Verwendung der Rekursion BivariatesPolynom2 verzichten wir, weil für jeden Gra-
phen des untersuchten Typs die Anzahl der tatsächlich vorhandenen Kanten im Vergeich zur
Anzahl aller möglichen Kanten stets sehr gering ausfällt und sich die Methode mittels Kanten-
löschung daher besser eignet als die der Kantenaddition. Ferner verzichten wir auf die Eingabe
des univariaten Falles, weil die Komponenten des betrachteten Graphentyps selbstverständlich
Bäume sind und sich daher die bereits bekannte Beziehung aus Beispiel 3.3 für jede einzelne
Komponente ergäbe.
Beim zweiten Graphen, welcher 350 Ecken besitzt, zeigt sich, dass die Methode aus Korollar

118



4.9 zur Berechnung des Ergebnisses weniger als eine Sekunde benötigt, während die Eingabe
der Rekursion BivariatesPolynom1 nach einer Stunde noch erfolglos bleibt. Das Polynom
geben wir aufgrund seiner Länge allerdings nicht mit aus.
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Beispiel A.4 Dieses Beispiel umfasst Berechnungen zu drei verschiedenen Beispielgraphen,
wobei wir Satz 4.11 verwenden. Hier gehen wir ähnlich vor wie in Beispiel A.3, außer dass
wir für die erste der drei Beispielberechnungen die beiden bereits oben auftretenden Darstel-
lungen BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2 der Rekursionen aus Satz 3.19 und
Bemerkung 3.20 parallel verwenden. Die Eingabe der Gleichung

P (G;x, y) =

tN∑
bN=0

(
tN
bN

)
N bN

tN−1∑
bN−1=0

(
tN−1

bN−1

)
(N − 1)bN−1

. . .

t2∑
b2=0

(
t2
b2

)
2b2

t1∑
b1=0

(
t1
b1

)
1b1

n−2bN−...−2b1∑
i=0

(
n− 2bN − . . .− 2b1

i

)
(x− y)i yn−bN−...−b1−i

aus Satz 4.11 für einen Graphen G = Kn −
N∑
m=1

tmSm+1 mit tm ≥ 0 für alle m ∈ {1, . . . , N}

und N ≥ 1 sowie n ≥
∑N

m=0 tm (m+ 1) erfolgt auch hier wieder direkt auf den ersten sowie
den dritten Beispielgraphen angewandt.
Zu den ersten zwei Bespielgraphen bestimmen wir das univariate chromatische Polynom mit-
hilfe der Implementierung ChromaticPolynomial und der Eingabe der Formel aus Korollar
4.13, wobei wir den zweiten und dritten Graphen aufgrund mangelnder Übersichtlichkeit nicht
mehr abbilden.
Es zeigt sich bereits beim ersten Graphen, dass die Rekursion BivariatesPolynom1 am un-
günstigsten ist, gefolgt von der Rekursion BivariatesPolynom2. Darauf folgt die Rekursion
ChromaticPolynomial für den univariaten Fall, was der zweite Graph verdeutlicht.
Für das dritte Beispiel betrachten wir lediglich die Implementierung BivariatesPolynom2 im
Vergleich zur Beziehung aus Satz 4.11. Dieses hat den Grund, dass sich bei Graphen des
vorliegenden Typs die Methode der Kantenaddition sehr viel besser eignet als die der Kan-
tenlöschung, weil diesen Graphen stets nur wenige Kanten im Vergleich zum vollständigen
Graphen mit derselben Eckenanzahl fehlen. Nach Satz 3.19 und Beispiel 3.17 lässt sich das
bivariate chromatische Polynom für leere oder vollständige Graphen schließlich besonders ein-
fach ermitteln. Beim dritten Graphen liefert nur noch die direkte Eingabe der Formel aus Satz
4.11 ein Ergebnis, und dieses bereits nach etwa 11 Sekunden, welches wir jedoch aus Gründen
der Übersichtlichkeit nicht mehr mit ausgeben. Zusammenfassend sind die Methoden aus Satz
4.11 und Korollar 4.13 den anderen also vorzuziehen.
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Beispiel A.5 Unsere Vorgehensweise an dieser Stelle ähnelt wieder der aus den vorigen bei-
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den Beispielen. Hier betrachten wir exemplarisch zwei Graphen und verwenden neben den
beiden Rekursionen BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2 die Relation

P (G;x, y) =

s∑
t=0

(
s

t

)
(x− y)s−t yt (x− t)k

aus Satz 4.15 für einen Graphen G = Ks ∗ Kk mit s ≥ 1 und k ≥ 1 angewandt auf beide
Graphen.
Den univariaten Fall geben wir beim ersten Graphen jeweils mithilfe der Implementierung
ChromaticPolynomial sowie der direkten Eingabe der Gleichung aus Korollar 4.17 mit an,
erwähnen jedoch noch einmal, dass die Beziehung aus Korollar 4.17 bereits bekannt ist.
Wie im vorausgehenden Beispiel sehen wir, dass die Rekursionen BivariatesPolynom1 und
BivariatesPolynom2 weniger geeignet sind als die Methode aus Satz 4.15.
Beim zweiten Graphen verzichten wir auf die Ausgabe seiner Darstellung und vergleichen le-
diglich die Dauer der Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms mittels der Imple-
mentierungen BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2 mit der Dauer der Berechnung
mithilfe der Formel aus Satz 4.15. Es zeigt sich, dass letztere das Ergebnis innerhalb von we-
niger als einer Sekunde liefert, während die erstgenannten beiden Methoden jeweils nach einer
Stunde ohne Ergebnis abbrechen.
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Beispiel A.6 Für die nun folgenden Betrachtungen haben wir neben den beiden Rekursionen
BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2 die Beziehung

P (G;x, y) = (x− y)P (Ks;x, y) + y (P (Ks;x− 1, y − 1) + (s− r)P (Ks−1;x− 1, y − 1))

für Graphen G = (V,E), welche jeweils aus einem Ks und einer Ecke v entstehen, indem
man v durch einen Join mit einem Kr ⊂ Ks verbindet, aus Satz 4.19 unter der Bezeich-
nung BivariatesPolynom5 implementiert. Für die zwei nachfolgend angegebenen Beispielgra-
phen bestimmen wir das bivariate chromatische Polynom zunächst mithilfe der Rekursionen
BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2, um es hinterher unter Verwendung von Satz
4.19 mittels der Implementierung BivariatesPolynom5 zu berechnen. Für die in dieser Glei-
chung auftretenden bivariaten chromatischen Polynome implementieren wir jeweils die Formel
für das bivariate chromatische Polynom des vollständigen Graphen gemäß Beispiel 3.17 un-
ter der Bezeichnung BivariatesPolynomKs. Weil der zweite Graph bereits 200 Ecken besitzt,
bilden wir ihn nicht mit ab und messen für die Berechnung seines bivariaten chromatischen
Polynoms nur die Zeit, ohne einen Output zu erzeugen. Zudem sehen wir von einer Betrach-
tung des univariaten Falles ab, weil sich dieser als sehr einfach erweist.
Abschließend lässt sich festhalten, dass sich die Methode aus Satz 4.19, vor allem für sehr
große Graphen, im Gegensatz zu allen anderen Vorgehensweisen am besten eignet, wie der
zweite Beispielgraph zeigt.
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Beispiel A.7 Für die Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms von k- partiten
Graphen des Typs G = K2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

k−mal

ziehen wir für den ersten von insgesamt drei Graphen zu-

nächst die Rekursionen BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2 heran, um anschlie-
ßend die Gleichung

P (G;x, y) =

k∑
i=0

(
k

i

) 2k−2i∑
l=0

(
2k − 2i

l

)
(x− y)2k−2i−l yi+l

aus Satz 4.23 auf den Graphen direkt angewandt einzugeben. Wir verzichten aufgrund einer
leicht vorstellbaren Struktur auf die graphische Darstellung aller drei Graphen.
Zum ersten Beispielgraphen bestimmen wir wieder zusätzlich das univariate chromatische Po-
lynom unter Anwendung der Implementierung ChromaticPolynomial sowie durch Eingabe der
Beziehung aus Korollar 4.25. Außerdem fügen wir für den univariaten Fall noch einen zweiten
Beispielgraphen hinzu.
Wir erkennen abermals, dass die Rekursionen BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2
beziehungsweise ChromaticPolynomial hinter der Schnelligkeit des Ergebnisses aus Satz 4.23
beziehungsweise Korollar 4.25 zurückliegen.
Für den dritten Graphen umgehen wir hier den Einsatz der Implementierung der Rekursion
BivariatesPolynom1, weil den Graphen des hier untersuchten Typs stets nur wenige Kanten
zur Vollständigkeit fehlen und sich die Methode der Kantenaddition daher für solche Graphen
als sehr viel günstiger erweist im Gegensatz zur Methode der Kantenlöschung. Der dritte Graph
besitzt bereits 30 Ecken und die entsprechenden Kanten, wobei die Verwendung der Rekursion
BivariatesPolynom2 schon nach einer Stunde zum Erliegen kommt. Dagegen lässt sich das
bivariate chromatische Polynom mithilfe von Satz 4.23 bereits innerhalb von etwa 14 Sekunden
berechnen. Aufgrund seines Umfanges verzichten wir jedoch auf dessen Ausgabe.
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Beispiel A.8 Bei Graphen des Typs G = K3, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
k−mal

gehen wir auch hier für drei verschiede-

ne exemplarische Graphen vor wie im vorausgehenden Beispiel. Auf die Verwendung der beiden
Rekursionen BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2 für den ersten Beispielgraphen
folgt die direkte Eingabe der Relation

P (G;x, y) =
k∑
i=0

(
k

i

) i∑
t=0

(
i

t

)
3i−t

3k−2i−t∑
l=0

(
3k − 2i− t

l

)
(x− y)3k−2i−t−l yi+l

aus Satz 4.27 auf diesen Graphen angewandt.
Wir fügen wieder die Berechnung des univariaten chromatischen Polynoms für den ersten so-
wie den zweiten Beispielgraphen unter Anwendung der Implementierung ChromaticPolynomial
sowie durch Eingabe der Formel aus Korollar 4.29 hinzu. Auch hier verzichten wir aufgrund
des einfachen Aufbaus wiederum auf die graphische Darstellung aller drei Graphen.
Bei der Effektivität der einzelnen Methoden zeigt sich hier ein zum vorigen Anhang analoges
Bild: Demnach berechnet das Ergebnis aus Satz 4.27 das bivariate und das Ergebnis aus Ko-
rollar 4.29 das univariate chromatische Polynom eindeutig am schnellsten.
Beim dritten Graphen, welcher nun bereits 60 Ecken und die dazugehörigen Kanten umfasst,
bestimmen wir wiederum das bivariate chromatische Polynom mittels der Implementierung
BivariatesPolynom2 sowie unter direkter Eingabe der Gleichung aus Satz 4.27. Wir verzich-
ten wiederum aus dem gleichen Grund wie in Beispiel A.7 auf die Berechnung des bivariaten
chromatischen Polynoms durch die Formel BivariatesPolynom1. Die Gleichung aus Satz 4.27
liefert das Ergebnis, welches wir auch hier aufgrund seines zu erwartenden großen Umfanges
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nicht mit ausgeben, nach etwa 72 Sekunden, während die alternative Berechnungsmöglichkeit
nach einer Stunde noch immer ohne Erfolg bleibt.
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Beispiel A.9 Unsere nächsten, auch hier wiederum aus drei Graphen bestehenden Betrach-
tungen, beziehen sich auf Graphen der Form Ks ∗ Kk − {e1, e2, . . . , et} mit s ≥ 1, k ≥ 1,
s ≥ t und k ≥ t, so dass für alle i, j ∈ {1, 2, . . . , t} mit i 6= j ei ∩ ej = ∅ sowie für alle
ei = {v1, v2} mit i ∈ {1, 2, . . . , t} die Beziehungen v1 ∈ V (Ks) und v2 ∈ V (Kk) gelten. Für
den ersten Beispielgraphen bestimmen wir das bivariate chromatische Polynom zunächst mit-
hilfe der Rekursionen BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2 und anschließend unter
Anwendung der Beziehung

P (Ks ∗Kk − {e1, e2, . . . , et} ;x, y) = P (Ks ∗Kk − {e1, e2, . . . , et−1} ;x, y)

+ P (Ks ∗Kk−1 − {e1, e2, . . . , et−1} ;x, y)

− (x− y)P (Ks−1 ∗Kk−1 − {e1, e2, . . . , et−1} ;x, y)

mit der Anfangsbedingung

P (Ks ∗Kk − {e1} ;x, y) = P (Ks ∗Kk;x, y) + P (Ks ∗Kk−1;x, y)

− (x− y)P (Ks−1 ∗Kk−1;x, y)

aus Satz 4.34. Hierfür ergänzen wir anfangs zu den bisherigen Implementierungen die Im-
plementierung BivariatesPolynom6 dieser Rekursionsgleichung. Dafür greifen wir neben Satz
4.34 auch Satz 4.15 auf, um das bivariate chromatische Polynom für Graphen der Form Ks∗Kk

mit einzugeben.
Zudem implementieren wir unter der Bezeichnung UnivariatesPolynom6 das Ergebnis aus
Satz 4.34 für den univariaten Fall und vergleichen dieses wiederum mit der Implementierung
ChromaticPolynomial am ersten sowie am zweiten Graphen.
Abermals zeigt sich die zeitliche Unterlegenheit der drei Rekursionen BivariatesPolynom1,
BivariatesPolynom2 und ChromaticPolynomial gegenüber der Methode aus Satz 4.34.
Beim abschließenden dritten Beispielgraphen, welcher 50 Ecken besitzt und daher nicht mit
angezeigt wird, liefert die Methode aus Satz 4.34 das Ergebnis, welches wir aufgrund seiner
Länge ebenfalls nicht mit ausgeben, bereits nach etwa 32 Sekunden, wohingegen die Rekur-
sionen BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2 nach einer Stunde noch ergebnislos
bleiben.
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Beispiel A.10 In diesem Beispiel, welches Berechnungen zu insgesamt drei Graphen umfasst,
zeigt sich bereits beim ersten Beispielgraphen der Vorteil der Rekursion aus Satz 4.39 gegen-
über den beiden Rekursionsgleichungen BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2. Bei
diesem Graphen handelt es sich um einen Graphen des Typs Kr1+r2,s1+r2 − {e1, e2, . . . , er2}
mit ei, ej ∈ E(G) für i, j ∈ {1, 2, . . . , r2} und ei ∩ ej = ∅ für i 6= j. Nach der Berechnung des
bivariaten chromatischen Polynoms durch die Implementierungen BivariatesPolynom1 und
BivariatesPolynom2 folgt die Bestimmung des Polynoms unter Einbezug der Rekursionsrela-
tion

P (G;x, y) = P (Kr1+r2,s1+r2 − {e1, e2, . . . , er2−1} ;x, y)

+ yP (Kr1+r2−1,s1+r2−1 − {e1, e2, . . . , er2−1} ;x− 1, y − 1)

mit der Anfangsbedingung

P (Kr1+1,s1+1 − {e1} ;x, y) = P (Kr1+1,s1+1;x, y) + yP (Kr1,s1 ;x− 1, y − 1)

aus Satz 4.39. Diese Rekursion implementieren wir unter dem Namen BivariatesPolynom7.
Auch hier betrachten wir den univariaten Fall unter Verwendung der Implementierungen
ChromaticPolynomial und UnivariatesPolynom7 sowohl für den oben genannten Graphen
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als auch für ein weiteres Exemplar, wobei sich die Vorgehenweise aus Satz 4.39 trotz ihres
rekursiven Aufbaus als am besten erweist.
Abschließend untersuchen wir den allgemeinen Fall an einem Graphen mit 60 Ecken. Wäh-
rend die Rekursionen BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2 nach einer Stunde je-
weils noch kein Ergebnis hervorbringen, liefert die Methode aus Satz 4.39 dieses nach 220
Sekunden. Auch hier verzichten wir auf die Ausgabe des Graphen und der Polynome.
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Beispiel A.11 An dieser Stelle betrachten wir Berechnungen zu drei verschiedenen Beispiel-
graphen der Form Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸

k-mal

mit r ≥ 1 und k ≥ 1. Für den ersten dieser Graphen führen wir

zunächst wieder Berechnungen des bivariaten chromatischen Polynoms unter Verwendung der
Implementierungen BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2 durch, um anschließend
die als BivariatesPolynom8 implementierte rekursive Beziehung

P (Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸
k-mal

;x, y) =

r∑
i=0

(
r

i

)
(x− y)i

r−i∑
j=0

Sr−i,jy
jP (Kr, r, . . . , r︸ ︷︷ ︸

(k−1)-mal

;x− j, y − j)

mit der Anfangsbedingung

P (Kr;x, y) = xr

aus Satz 4.42 auf ihn anzuwenden.
Für den ersten Graphen untersuchen wir wieder zusätzlich den univariaten Fall und fügen
hierfür schließlich noch einen zweiten Graphen hinzu. Für die Berechnung der univariaten
chromatischen Polynome verwenden wir wieder die Implementierung ChromaticPolynomial
sowie die Implementierung UnivariatesPolynom8 der Formel aus Korollar 4.43. Wir verzich-
ten auf die Abbildung dieses und des dritten Graphen. Bei letzterem unterdrücken wir zudem
die Ausgabe des Polynoms aufgrund seines Umfanges.
Wir sehen am Beispiel des dritten Graphen, dass die Rekursion BivariatesPolynom2 nach
einer Stunde noch immer nicht zum Ergebnis führt, wogegen wir dieses mithilfe der Rekursion
aus Satz 4.42 bereits nach etwa 162 Sekunden erhalten.
Zusammenfassend zeigt sich die längste Laufzeit also wieder bei den bereits bekannten Rekur-
sionen BivariatesPolynom1 und BivariatesPolynom2 sowie ChromaticPolynomial. Damit
ist die rekursive Vorgehensweise aus Satz 4.42 am schnellsten.
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Beispiel A.12 In diesem Beispiel, welches zwei Graphen umfasst, benötigen wir zur Bestim-
mung der Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms mithilfe der Beziehung

cm(G;x, y) =
∑
W∈A

(x− y)|W |
∑

π∈ΠCG−W ) mit |E(π)|=m

∑
κ∈ΠI(π)

y|κ|

aus Satz 5.4 für einen Graphen G = (V,E) mehrere neue Implementierungen. Zunächst erin-
nern wir uns, dass wir nach Satz 5.4 für alle W ⊆ V und für alle π ∈ ΠC(G−W ) die Menge
aller Kanten von G − W , deren Ecken nicht zu verschiedenen Blöcken von π gehören, mit
E(π) bezeichnen. Weiterhin sei A = {W ⊂ V ||E(G−W )| ≥ m} und ΠI(π) die Menge aller
unabhängigen Partitionen von Gπ, wobei Gπ der Graph mit V (Gπ) =

{
v1, . . . , v|π|

}
derart sei,

dass jedes vk mit k = 1, . . . , |π| einem Block von π entspricht und die Kantenmenge durch
E(Gπ) = {{vk, vl} |k 6= l, vk, vl ∈ V (Gπ) und ∃w1 ∈ vk, ∃w2 ∈ vl mit {w1, w2} ∈ E} gegeben
sei.
Zu den neuen Implementierungen zählt zunächst SubsetsWithRemainingEdges der Menge A
all derjenigen Elemente der Potenzmenge der Eckenmenge eines Graphen, deren Elemen-
te jeweils noch einen Teilgraphen des Ausgangsgraphen mit mindestens m Kanten induzie-
ren. In Anlehnung an die Implementierung IndependentSetPartitions nach [22] ergän-
zen wir weiterhin die beiden zusätzlichen Implementierungen ConnectedSetPartitions und
IndependentSetPartitionsOfPartitionsOf. Die erstgenannte erlaubt die Bestimmung der
Menge aller zusammenhängenden Partitionen ΠC(G−W ) der Eckenmenge des Graphen G−
W , während die zweite der Bestimmung der Menge ΠI(π) mit π ∈ ΠC(G−W ) mit |E(π)| = m
aller unabhängigen Partitionen einer zusammenhängenden Partition mit genau m Kanten
dient. Hierbei besteht jeder Block einer solchen Partition κ ∈ ΠI(π) aus paarweise nicht be-
nachbarten Blöcken der zusammenhängenden Partition π. Für die zweite Implementierung
verwenden wir die beiden Implementierungen Pairs und PartitionsOf nach [21], welche zu-
sammen die Menge aller π ∈ ΠC(G−W ) mit |E(π)| = m, das heißt aller zusammenhängenden
Partitionen eines Graphen mit genau m Kanten, bestimmen. Diese Vorbereitungen ermögli-
chen schließlich die Berechnung der Anzahl aller Eckenfärbungen eines Graphen mit genau m
echt einfarbigen Kanten mittels der Implementierung Koeffizient1.
Insbesondere die zweite Berechnung benötigt zwar viel Zeit, dafür setzt die Gleichung zur Be-
stimmung der Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms jedoch keinen bestimmten
Graphentyp voraus.
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Beispiel A.13 An dieser Stelle benötigen wir zur Bestimmung der Koeffizienten des triva-
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riaten chromatischen Polynoms nach Satz 5.7 mithilfe der Relation

cm(G;x, y) =
∑

π∈ΠC(G) mit |E(π)|=m

∑
M⊆{X∈π | |X|=1}

(x− y)|M |
∑

κ∈ΠI(π−M)

y|κ|

einige weitere Implementierungen. Wir erinnern wiederum an die folgenden Definitionen in
Satz 5.7: Für π ∈ ΠC(G) bezeichnen wir die Menge aller Kanten von G, deren Ecken nicht
zu verschiedenen Blöcken von π gehören, mit E(π). Weiterhin sei ΠI(π −M) für eine Men-
ge M ⊆ {X ∈ π | |X| = 1} analog zur Definition von ΠI(π) in Satz 5.4 derart definiert,
dass statt der Partition π die Teilmenge π − M zugrunde gelegt wird. Darauf aufbauend
führen wir drei zusätzliche Implementierungen ein, welche wir PartitionsOfSingletons,
IndependentPartitionsOfPartitionsOfWithoutA sowie Koeffizient2 nennen. Die erstge-
nannte gibt die Menge {X ∈ π | |X| = 1} aller einelementigen Blöcke einer beliebigen zusam-
menhängenden Partition π ∈ ΠC(G) mit genaum Kanten an. Die zweite erfolgt wiederum ähn-
lich der Implementierung IndependentSetPartitions nach [22]. Sie erlaubt die Bestimmung
der Menge ΠI(π −M) aller unabhängigen Partitionen einer zusammenhängenden Partition
eines Graphen ohne eine beliebige Teilmenge M von einelementigen Blöcken der betrachteten
zusammenhängenden Partition. Mit der letzten Implementierung bestimmen wir schließlich die
Anzahl aller Eckenfärbungen eines Graphen mit genau m echt einfarbigen Kanten.
Die Implementierung Koeffizient2 beansprucht zwar mehr Zeit als die Implementierung
Koeffizient1, allerdings benötigen wir diese Darstellung der Koeffizienten des trivariaten
chromatischen Polynoms mehrfach als Beweismittel.
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Beispiel A.14 Abschließend zeigen wir die Berechnung des trivariaten chromatischen Poly-
noms anhand vierer exemplarischer Wälder, wobei die Koeffizienten für jedes dieser Beispiele
nach den Rekursionsvorschriften aus Satz 5.19 und Korollar 5.20 mithilfe der Implementie-
rungen TrivariaterKoeffizientAzyklisch beziehungsweise TrivariaterKoeffizientWald,
welche an die Implementierung BivariatesPolynom1 nach [21] angelehnt sind, bestimmt wer-
den können. Für die Implementierung TrivariaterKoeffizientWald benötigen wir wieder-
um die Implementierung EdgesWithoutLeafs, welche wir ähnlich wie die bereits vorgestellte
Implementierung IndependentSetPartitions nach [22] vornehmen und welche die Menge
aller Kanten e = {v1, v2} bestimmt, so dass |N(v1)| = 1 oder |N(v2)| = 1 gilt. Schließ-
lich geben wir unter Einsatz dieser Implementierungen der Koeffizienten das trivariate chro-
matische Polynom TrivariatesPolynomAzyklisch beziehungsweise das trivariate chromati-
sche Polynom TrivariatesPolynomWald für jeden dieser Graphen aus. Der Implementierung
TrivariaterKoeffizientAzyklisch liegt hierbei die folgende Formel aus Satz 5.19 zugrunde:
Es sei G = (V,E) ein Graph mit einer Kante e = {u, v} ∈ E, welche die Eigenschaft
N(u) ∩N(v) = ∅ besitzt. Für jeden beliebigen Graphen H und r > |E(H)| setzen wir

cr(H;x, y) = 0 .

Dann gilt nach Satz 3.26

cm(G;x, y) = cm−1(G/e;x, y)− (x− y) cm−1(G− u− v;x, y)

+ cm(G− e;x, y)− cm(G/e;x, y) + (x− y) cm(G− u− v;x, y) .

Weiterhin liegt der Implementierung TrivariaterKoeffizientWald die folgende Formel aus
Korollar 5.20 zugrunge: Es sei W = (V,E) ein Wald und e = {u, v} ∈ E eine beliebige Kante.
Dann gilt

cm(W ;x, y) = cm−1(W/e;x, y)− (x− y) cm−1(W − u− v;x, y)

+ cm(W − e;x, y)− cm(W/e;x, y) + (x− y) cm(W − u− v;x, y)
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mit den Anfangsbedingungen

c0(W ;x, y) = P (W ;x, y)

und

cr(H;x, y) = 0

für jeden beliebigen Graphen H mit r > |E(H)|.
Zum Vergleich implementieren wir außerdem das trivariate chromatische Polynom unter der
Bezeichnung TrivariatesPolynom1 beziehungsweise TrivariatesPolynom2, indem wir die
Koeffizienten gemäß Satz 5.4 als Koeffizient1 beziehungsweise Satz 5.7 als Koeffizient2
implementieren. Wie man an den Beispielen sieht, benötigt die Implementierung des tri-
variaten chromatischen Polynoms TrivariatesPolynom2 mithilfe der Implemenetierung der
Koeffizenten Koeffizient2 am meisten Zeit, weshalb sie nur im ersten und zweiten Bei-
spiel zum Einsatz kommt. Auch die Implementierung des trivariaten chromatischen Polynoms
TrivariatesPolynom1 mithilfe der Implementierung der Koeffizenten Koeffizient1 erweist
sich als langsam, weshalb auf sie ab dem vierten Beispiel verzichtet wird. Am schnellsten ge-
lingt die Berechnung mithilfe der Implementierung TrivariatesPolynomWald, gefolgt von der
Implementierung TrivariatesPolynomAzyklisch.
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