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Kapitel 1

Einleitung

Auf dem Gebiet der Eckenfdrbungsproblematik bei Graphen stellt das chromatische Polynom
seit einem guten Jahrhundert einen festen Bestandteil dar. Seit seiner urspriinglichen Einfiih-
rung unterlag es stets unterschiedlichen Verallgemeinerungen, wobei jedoch noch immer sehr
viele offene Fragen bestehen. Wie bereits bewiesen wurde, ist die Berechnung des chromati-
schen Polynoms eines beliebigen Graphen ein NP-vollsténdiges Problem, weshalb bis heute
kein genereller effizienter Algorithmus zur Losung dieses Problems existiert. Diese Tatsache
gibt Anlass fiir die vorliegende Arbeit, in welcher Methoden zur Berechnung chromatischer
Polynome héufig auftretender Graphentypen entwickelt werden.

1.1 Uberblick iiber die Entwicklung chromatischer Polynome

Der Ursprung chromatischer Polynome lésst sich bis ins Jahr 1852 zuriickverfolgen, in wel-
chem Francis Guthrie bekanntlich die Vierfarbenvermutung &ufserte. Jene besagt, dass stets
vier voneinander verschiedene Farben ausreichen, um die Lander auf einer Landkarte derart
einzufarben, dass jedes Land in genau einer Farbe gefarbt wird, und zwei Lander, welche eine
gemeinsame Grenze besitzen, verschieden voneinander gefirbt sein miissen. Diese Frage zog
das Interesse der Forschung auf sich, und infolge dessen fiihrte George D. Birkhoff im Jahre
1912 ([3], S. 42 ff.) erstmals ein Polynom ein, welches seit 1946 durch Birkhoff und Lewis (4], S.
360) als chromatisches Polynom bekannt wurde. Wie Birkhoff und Lewis bemerkten, geht das
chromatische Polynom nicht nur der Frage nach, ob eine gegebene Anzahl an Farben ausreicht,
um die Lander auf einer Landkarte in der geforderten Weise einzufdrben. Vielmehr vermag es
auch die Anzahl zuléssiger Farbungen einer Karte zu einer gegebenen, beliebigen Farbenmenge
zu verraten. Diese Problematik lésst sich graphentheoretisch interpretieren, indem man eine
Karte derart als einen Graphen auffasst, dass die Lander den Ecken des Graphen entsprechen
und zwei Ecken genau dann durch eine Kante miteinander verbunden werden, wenn die zuge-
horigen Lander benachbart sind. Bis heute wurde das so eingefiihrte chromatische Polynom,
welches wir in dieser Arbeit vorwiegend 'univariates chromatisches Polynom’ nennen werden,
vielfach erforscht und auch verallgemeinert.

Eine sehr bekannte Verallgemeinerung des univariaten chromatischen Polynoms stammt von
Tutte und Whitney, welche ihren Ursprung bereits im Jahre 1931 bei Whitney ([34], S. 122 ff.)
fand und 1954 bei Tutte ([30], S. 85 ff.) als dichromatisches Polynom bekannt wurde. Dieses
wird auch Tutte-Polynom oder Tutte-Whitney-Polynom genannt und ist ein bivariates Poly-
nom. Es erlaubt grob gesagt in der ersten Variablen Aussagen dariiber, wie stark der Graph



aufkerhalb von Teilgraphen zusammenhéngt, wihrend die zweite Variable dariiber Aufschluss
gibt, wie stark genau diese Teilgraphen unzusammenhéngend sind. Das chromatische Poly-
nom ist eine Evaluation des Tutte-Polynoms und gibt als solche im Allgemeinen bei einem
wenig zusammenhéngenden Graphen eine groffere Anzahl an Farbungsmoglichkeiten aus als
bei einem stark zusammenhéngenden.

Eine weitere bedeutende Verallgemeinerung des chromatischen Polynoms stammt von Doh-
men, Ponitz und Tittmann aus dem Jahre 2003 ([9], S. 69 ff.), ndmlich das verallgemeinerte
bivariate chromatische Polynom, welches wir auch kurz als bivariates chromatisches Polynom
bezeichnen werden. Dieses gestattet zu den bisherigen Farben im Sinne des univariaten chroma-
tischen Polynoms zusétzlich solche, welche ohne Riicksicht auf die Nachbarschaftsverhéltnisse
der Ecken innerhalb des Graphen vergeben werden diirfen. Ist die Menge dieser zusétzlichen
Farben leer, erhalten wir selbstverstédndlich wiederum das univariate chromatische Polynom.
Neben den oben genannten Verallgemeinerungen des univariaten chromatischen Polynoms
sind zu verschiedenen Zeiten auflerdem noch weitere Graphenpolynome eingefiihrt worden.
Hierzu gehort zum Beispiel das Monochrome Polynomial nach ([32], S. 63). Dieses ldsst sich
zum trivariaten chromatischen Polynom verallgemeinern, einem Spezialfall des multivariaten
chromatischen Polynoms nach White ([33], S. 10 f.). Das trivariate chromatische Polynom ist
dariiber hinaus zugleich eine Verallgemeinerung des bivariaten chromatischen Polynoms.
Bereits vor der Einfithrung des trivariaten chromatischen Polynoms stellten Averbouch, God-
lin und Makowsky im Jahre 2008 ein sogenanntes Edge-Elimination-Polynomial vor, welches
wiederum unter anderem eine Verallgemeinerung des Tutte-Polynoms, des bivariaten chromati-
schen Polynoms sowie des Matching-Polynoms darstellt ([I], S. 34 f.) Zu einer in dieser Arbeit
verwendeten Definition des Matching-Polynoms siehe ([16], S. 334). Das Edge-Elimination-
Polynomial lésst sich rekursiv bestimmen ([I], S. 34 f.), wobei aus der Rekursionsgleichung
dieses Polynoms auch insbesondere eine Rekursionsgleichung fiir das bivariate ([I], S. 33) und
damit auch eine bereits seit langem bekannte Rekursionsformel fiir das univariate chromati-
sche Polynom ([I§], S. 57) folgt, da nach (J9], S. 70) das univariate chromatische Polynom
leicht aus dem bivariaten chromatischen Polynom durch Gleichsetzung beider Variablen folgt.
Wie Trinks in (|27], S. 8) kiirzlich zeigte, ldsst sich das Edge-Elimination-Polynomial sogar
aus dem trivariaten chromatischen Polynom erzeugen und umgekehrt.

1.2 Aufbau dieser Arbeit

Die vorliegende Arbeit besteht aus fiinf Kapiteln und einem Anhang. Die ersten drei Kapitel
dienen der Vorbereitung und liefern ab dem zweiten Kapitel zum Verstdndnis der Thematik
wichtige Definitionen und Sétze, welche allgemein bekannt sind oder der dort angegebenen
Literatur entnommen werden konnen. Die restlichen Kapitel befassen sich mit eigenen For-
schungsergebnissen, woraufhin der Anhang zu einigen ausgewéhlten Resultaten Programmcode
enthélt. Dieser zeigt exemplarisch den Effizienz-Vorteil der eigenen Ergebnisse im Vergleich
zu bereits bekannten Rekursionsbeziehungen, welche in dieser Arbeit mit vorgestellt werden.
In einigen Beispielrechnungen dieser Schrift werden wir zur leichteren Bestimmung groferer
Polynome ein Computerprogramm verwenden.

Das zweite Kapitel beginnt zunéchst mit wichtigen allgemein bekannten Definitionen aus dem
Bereich der Graphentheorie, welche in den darauf folgenden Kapiteln bendotigt werden. Dieses
ist vor allem deshalb nicht ganz unwichtig, da sich zum einen in der Literatur viele Definitionen



voneinander unterscheiden und zum anderen verschiedene Begriffe bei verschiedenen Autoren
mit derselben Bezeichnung belegt werden, was schlieflich zu Missverstédndnissen fithren kénn-
te. Zudem stellt sich bereits bei der Definition eines Graphen heraus, welche Eigenschaften
uns an Graphen interessieren und welche wir bereits durch die Definition ausschliefsen. So
wird in dieser Arbeit bereits das Auftreten von mehrfachen Kanten durch die Definition eines
Graphen in unserem Sinne ausgeschlossen.

Im dritten Kapitel gehen wir auf eine speziellere Familie von Definitionen ein, welche sehr
gezielt auf die Thematik dieser Arbeit vorbereiten und nicht allgemein bekannt sein diirften.
So werden im Sinne der dort genannten Literatur Arten von Eckenfarbungen von unterschied-
lichem Allgemeinheitsgrad vorgestellt sowie die dazugehorigen chromatischen Polynome. Zu-
dem geben wir auch bereits bekannte Rekursionsformeln zu den in den ersten vier Abschnitten
vorgestellten Polynomen wieder. Bezogen auf das bivariate chromatische Polynom werden wir
diesen Rekursionen spéter fiir gewisse Graphentypen eigene, effizientere Berechnungsmethoden
gegeniiberstellen sowie auch zum trivariaten chromatischen Polynom fiir gewisse Graphenty-
pen alternative Berechnungswege préasentieren. Im letzten Abschnitt bereiten wir eine andere
als die rekursive Zugangsweise zur Bestimmung chromatischer Polynome vor. Hierzu tragen
wir einige Definitionen zu Eckenpartitionen aus der fiir uns relevanten Literatur zusammen.
Diese bieten uns insbesondere die Moglichkeit, ein Beweismittel fiir viele der darauf folgenden
Séatze zu schaffen, welche wiederum ihrerseits eine schnelle Berechnung chromatischer Polyno-
me fiir bestimmte Graphentypen erméglichen.

Das vierte Kapitel stellt die ersten eigenen Resultate vor. Es werden zunichst allgemeine
Darstellungen des bivariaten chromatischen Polynoms mithilfe von bestimmten Eckenparti-
tionen entwickelt, welche zwar keine schnelle Berechnung chromatischer Polynome erlauben,
dafiir jedoch, wie oben bereits erwahnt, sehr niitzliche Beweismittel darstellen. So verwenden
wir diese im Weiteren, um Formeln fiir bestimmte Graphentypen zu entwickeln, welche ef-
fektivere Berechnungsmittel als die bekannten Rekursionsgleichungen sind. Weiterhin sollen
auch bestimmte Grapheneigenschaften im Sinne von Rekursionsméglichkeiten genutzt sowie
die Eigenschaften von Ableitungen fiir bestimmte Graphentypen kurz untersucht werden. Zu-
dem stellen wir fiir zwei ganz spezielle Familien von Graphen jeweils einen Zusammenhang
zwischen dem bivariaten chromatischen Polynom und dem ebenfalls bereits bekannten Mat-
chingpolynom her. Hier zeigt sich, dass sich das bivariate chromatische Polynom eines beliebi-
gen Graphen einer der genannten Familien mithilfe der Koeffizienten des Matchingpolynoms
eines weiteren Graphen bestimmen lasst.

Einen ahnlichen Aufbau weist dariiber hinaus das fiinfte Kapitel auf. Hier werden fiir das
trivariate chromatische Polynom zunéchst zwei allgemeine Darstellungen eingefiihrt, worauf-
hin wir fiir bestimmte Graphentypen wiederum spezielle Formeln angeben und schliefllich auch
hier gewisse Grapheneigenschaften zur Reduktion nutzen.

Abschlieflend zeigen wir im Anhang zu einigen ausgewéhlten Sétzen computergestiitzte Bei-
spielberechnungen, welche, wie bereits eingangs erwahnt, den Vorteil dieser Resultate gegen-
iiber der bereits bekannten Rekursionsformel des bivariaten chromatischen Polynoms ver-
deutlichen. Ausnahmen bilden hierbei lediglich die als Beweismittel vorgesehenen allgemeinen
Formeln fiir das bivariate chromatische Polynom sowie zwei Beispiele zu den Koeffizienten des
trivariaten chromatischen Polynoms, welche keinem Vergleich unterzogen werden sollen.
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Kapitel 2

Definitionen aus der Graphentheorie

Weil wir in der vorliegenden Arbeit verschiedene bereits bekannte Begriffe aus der Graphen-
theorie benotigen, soll in diesem Kapitel eine kleine Einfiithrung in die Thematik gegeben wer-
den. Man beachte allerdings, dass einige graphentheoretische Begriffe in der Literatur nicht
einheitlich verwendet werden, weshalb wir uns im Folgenden auf gewisse Bezeichnungsweisen
festlegen werden. Zu den in der Literatur geldufigen Definitionen wird jeweils exemplarisch
eine Quelle mit angegeben.

2.1 Ecken und Kanten

Zunéchst gilt es zu kldren, was wir unter einem Graphen verstehen. Dafiir beginnen wir mit
folgender Definition:

Definition 2.1 FEs sei M eine Menge. Dann bezeichnen wir die Potenzmenge von M mit

P(M) ={X|X C M}. Weiterhin sei Pr,(M) = {X € P(M)||X| = k}.

Da wir in dieser Arbeit in der Regel gewisse Graphentypen ausschlieffen werden, geniigt uns
eine vereinfachte Definition eines Graphen.

Definition 2.2 ([§], S. 2).

FEinen Graphen G definieren wir als ein Tupel G = (V(G), E(G)) = (V,E) zweier Mengen
V(G) =V und E(G) = E mit E C Py(V). Die Elemente aus V nennen wir Ecken und die
FElemente aus E nennen wir Kanten von G. Ein Spezialfall sei der Nullgraph O ohne Ecken
und Kanten.

Diese Definition schliefst bereits das Auftreten von Schlingen, wobei ein Element aus E N
P1 (V') Schlinge heift, sowie mehrfachen Kanten aus, welche fiir unsere spéteren Betrachtungen
ohnehin irrelevant sind.

Bemerkung 2.3 Ein Graph G gemdfi Definition wird hdufig schlicht genannt, etwa in
([6, S. 7).

Wie wir im néchsten Kapitel sehen werden, interessiert uns vor allem die Frage, ob zwischen
zwei unterschiedlichen Ecken iiberhaupt (mindestens) eine Kante existiert oder nicht. Zudem
wird es fiir uns von Bedeutung sein, nur endlich viele Ecken und damit auch Kanten zuzulassen.



Definition 2.4 Ein Graph G mit |V(G)| < oo heifit endlich ([8], S. 2).

Im Unterschied zu einigen alternativen Definitionsméglichkeiten in der Literatur ordnet unsere
Definition eines Graphen dessen Kanten keine Richtungen zu, was fiir unsere Zwecke auch nicht
erforderlich sein wird.

Abbildung [2-1] zeigt ein Beispiel eines Graphen nach unserer Definition.

Abbildung 2.1: Graph

Bemerkung 2.5 Von nun an werden wir stets implizit voraussetzen, dass alle betrachteten
Graphen endlich sind.

Zu einem Graphen lassen sich Aussagen sowohl liber die Beziehungen zwischen Ecken oder
Kanten untereinander als auch zwischen Ecken und Kanten machen.

Definition 2.6 Zwei Ecken vi,va € V heiffen adjazent oder benachbart zueinander, wenn
{’Ul,vg} e FE gilt ([8/, S. 3)

Wir nennen N(v) = {w € V|{v,w} € E} die Menge aller Nachbarn von v ([31], S. 10).
Weiterhin nennt man eine Ecke v € V inzident zu einer Kante e € E, wenn v € e gilt ([§], S.
Nicht adjazente Ecken sowie Kanten ohne gemeinsame Ecken nennen wir unabhdngig vonein-
ander, und eine Menge X C V(G) oder Y C E(G) bezeichnen wir als unabhdngig, wenn ihre
Elemente paarweise unabhdngig voneinander sind ([§], S. 3).

Wie wir spater sehen werden, spielen insbesondere unabhéngige Eckenmengen bei den Ecken-
farbungsproblemen eine entscheidende Rolle.
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2.2 Teilgraphen

Bei der Betrachtung von Graphen ist es haufig hilfreich, die Aufmerksamkeit auf bestimmte
Teilmengen der Ecken- und Kantenmenge zu richten.

Definition 2.7 ([§/, S. 3 f.).

FEinen Graphen H = (W, F) nennen wir einen Teilgraphen von G = (V, E), wenn W C V und
F C E gilt. Wir schreiben dafiir auch H C G. Dieser Graph heif$t ein induzierter Teilgraph
von G, wenn er alle Kanten {v1,v2} € E mit vi,va € W enthdlt. Fiir X C V(G) bezeichne
G[X] den von X induzierten Teilgraphen.

Mit anderen Worten ist ein Teilgraph eines Graphen genau dann ein induzierter Graph, wenn
die Kanten, welche zwischen den aus dem Ausgangsgraphen fiir den Teilgraphen ausgewéhl-
ten Ecken vorkommen, allesamt auch im Teilgraphen auftreten. Betrachtet man beispielsweise
eine Kante, so ist deren grofstmoglicher induzierter Teilgraph die Kante selbst und der einzige
nicht induzierte Teilgraph besteht aus beiden Ecken mit leerer Kantenmenge.

Weil sich ein Teilgraph H eines Graphen G = (V, E) fiir gewisse Mengen V; C V und F; C E
als H= (V\ Vi, E\ Ej) darstellen lasst und wir spater bei der Einfithrung von Graphenope-
rationen mit Bezeichnungen wie '+’ und =’ arbeiten werden, fiigen wir hier zunéchst eine
Bemerkung ein.

Bemerkung 2.8 Fir einen Graphen G = (V, E) und Mengen Vi C V oder E; C E werden
wir die Menge V\ Vi als V. — V1 und die Menge E \ Ey entsprechend als E — Ey schreiben.

Nun wenden wir uns einigen weiteren Definitionen zu.

Definition 2.9 Einen nichtleeren Graphen P = (V, E) mit der Eckenmenge V- = {vg, ..., v;}
und der Kantenmenge E = {{vo,v1},{v1,va},...,{vg_1,vk}} mit paarweise verschiedenen
v; firi =0,...,k nennen wir einen Weg der Linge k von vg nach vy und schreiben hierfiir
Piy1 ([8], S. 6).

Ein nichtleerer Graph heifit zusammenhdngend, wenn es fir alle u,w € V einen Weg von u
nach w gibt, das heifst einen Weg P mit u = vy und w = vy, ([8], S. 10).

Einen maximalen zusammenhdngenden Teilgraphen von G nennt man eine Komponente von

G (8. S. 11).

Der in Abbildung gezeigte Graph besteht beispielsweise aus drei Komponenten.
In manchen Fallen ist es von Bedeutung, dass ein Teilgraph alle Ecken des urspriinglichen
Graphen enthalt.

Definition 2.10 FEin aufspannender Teilgraph eines Graphen G = (V, E) ist ein Teilgraph
H = (V,F) von G mit F CE ([§], S. 4).

Fir F C E sei G(F) = (V, F) der von F aufgespannte aufspannende Teilgraph von G ([2§],
S. 2).

Abbildung zeigt einen aufspannenden Teilgraphen des oben gezeigten Graphen.

Teilgraphen eines Graphen weisen immer eine bestimmte Struktur auf, welche einerseits durch
die Anzahl der Ecken und, wie es sich in unserer Arbeit meistens als entscheidender heraus-
stellen wird, durch die Adjazenzverhéaltnisse zwischen den Ecken untereinander charakterisiert
wird. Spezialfille sind die paarweise Adjazenz aller Ecken zueinander sowie das Fehlen aller
Kanten zwischen diesen Ecken.
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Abbildung 2.2: Aufspannender Teilgraph des Graphen aus Abbildung

Definition 2.11 FEin Graph mit n Ecken heifit vollstindig, wenn alle Ecken paarweise adja-
zent zueinander sind, und wird mit K, bezeichnet ([8], S. 3).

Es sei G ein Graph. Einen vollstindigen Teilgraphen von G nennt man eine Clique ([31)], S.
163).

Abbildung zeigt einen Graphen mit den Cliquen K3, K9 und Kj.

Ein weiterer und fiir uns wichtiger Spezialfall eines Teilgraphen ist ein ganz bestimmter Typ
eines aufspannenden Teilgraphen.

Definition 2.12 ([10/, S. 75).

Gegeben seien ein Graph G und ein aufspannender Teilgraph M von G. M heifit Matching
von G, wenn die einzigen Komponenten von M Ecken und Kanten sind. Enthdlt M genau k
Kanten, so nennt man M ein k-Matching von G.

Im Allgemeinen kann man in einem gegebenen Graphen kein eindeutiges k-Matching festlegen.
Daher werden wir in einem spéteren Kapitel sehen, dass durch das sogenannte Matchingpo-
lynom eines Graphen G fiir jedes k die Anzahl der k-Matchings in G gezdhlt wird.

2.3 Trennende Ecken und Kanten in Graphen

Entfernt man beliebige Ecken eines Graphen, so kann es passieren, dass der neue Graph aus
mehr Komponenten besteht als der vorherige Graph. Hierzu geben wir die folgende Definition
an.
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Abbildung 2.3: Graph mit den Cliquen K3, K9 und K3

Definition 2.13 Es sei G ein Graph. Eine Artikulation (in der englischsprachigen Literatur
auch ’cutvertex’ genannt) in G ist eine Eckev € V(G), durch deren Entfernung sich die Anzahl
der Komponenten von G vergréflert. Unter einer Bricke in G versteht man analog dazu eine
Kante e € E(G), deren Entfernung unter Beibehaltung der beiden zugehdrigen Ecken ebenfalls
die Anzahl der Komponenten von G vergréfert ([G], S. 6).

Falls G ein zusammenhdngender Graph ist und fir W C V(G) oder W C E(G) der Graph
G — W nicht mehr zusammenhdngend ist, so trennt W den Graphen G. Wir nennen W einen
Trenner in G. Fulls zwei Ecken v und w in verschiedenen Komponenten von G — W liegen,
so trennt W die Ecken v und w voneinander ([6], S. 73).

In Abbildung sind zwei Graphen zu sehen, von welchen der links abgebildete Graph eine
Artikulation enthélt und der rechts gezeigte Graph eine Briicke.

Diese Eigenschaften werden wir spéater zur Reduktion von Graphen verwenden, um damit
chromatische Polynome zu bestimmen.

2.4 Operationen innerhalb von Graphen

Zur Berechnung chromatischer Polynome existieren bereits weitere Methoden, welche spater
vorgestellt werden sollen und sich der folgenden Operationen innerhalb eines Graphen bedie-
nen. Diese erzeugen aus einem gegebenen Graphen jeweils einen neuen Graphen. Eine dieser
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Abbildung 2.4: Artikulation und Briicke

Operationen ist das Entfernen oder Hinzufligen von Kanten ohne Verdnderung der Anzahl der
Ecken.

Definition 2.14 ([§/, S. 4).

Fiir einen Graphen G = (V,E) mit U CV sei G —U = G[V — U].

Weiterhin erhalten wir fir eine Ecke v € V' den Graphen G —v mit der Eckenmenge V — {v}
und der Kantenmenge E — {e € E|v € e} (Léschung von v).

Analog dazu definieren wir fir eine Kantenmenge F C E den Graphen G — F = (V,E — F).
Schlieflich ldsst sich fir eine Kante e € E aus G ein neuer Graph G —e = (V, E — {e})
konstruieren (Léschung von e).

Analog sei der Graph G + e fiir e € Po(V') definiert durch G +e = (V, EU{e}) (Addition von

e).

Eine vorhandene Kante lasst sich nicht nur entfernen, sondern auch mitsamt ihrer Ecken zu
einer neuen Ecke verschmelzen. Dadurch erhdlt man einen Graphen mit einer Ecke weniger
als zuvor.

Definition 2.15 ([4/, S. 24).

Aus einem Graphen G erhalten wir fir eine Kante e = {vi,v2} € E einen neuen Graphen
G /e, indem wir vi und vy identifizieren und alle dabei eventuell entstehenden Mehrfachkanten
durch einfache Kanten erstezen (Kontraktion von e).

Die beiden oben genannten Kantenoperationen finden sich auch in ([I], S. 32), wo jedoch noch
eine weitere Moglichkeit eingefiihrt wird. Hierbei wird eine Kante unter Einbeziehung ihrer
Ecken entfernt, so dass der neue Graph zwei Ecken weniger besitzt als der vorherige.
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Definition 2.16 ([1/, S. 32).
Aus einem Graphen G erhalten wir fir eine Kante e = {vi,v2} € E einen neuen Graphen

G — {v1,v2} = G[V — {v1,v2}] (Extraktion von e).

In Abbildung zeigen wir vier Graphen. Ausgehend von dem links abgebildeten Graphen
G erhalten wir folgendermafsen drei verschiedene Graphen: Loschen wir aus G eine Kante
e = {v1, v2}, so ergibt sich der rechts daneben stehende Graph G —e. Kontrahieren wir dagegen
in G die Kante e, erhalten wir nach dem Ersetzen der beiden entstehenden Mehrfachkanten
durch jeweils einfache Kanten den dritten Graphen G/e. Der vierte Graph G — {v1, va} ergibt
sich schlieflich aus der Extraktion der Kante e in G.

®

Abbildung 2.5: G, G — e, G/e und G — {vy,v2}

Fiir einen gegebenen Graphen bendtigen wir spater hin und wieder zusétzlich einen ganz
bestimmten Graphen mit gleicher Eckenanzahl, bei welchem jedoch im Allgemeinen die Kan-
tenanzahl eine andere ist.

Definition 2.17 ([8/, S. 4).
Zu einem Graphen G = (V, E) nennen wir den Graphen G = (V,F) mit der Kantenmenge
F = {{v1,v2} € P2(V)|{v1,v2} ¢ E} das Komplement von G.

Eine interessante Eigenschaft eines beliebigen Graphen besteht darin, dass eine Clique dieses
Graphen eine unabhéngige Eckenmenge im Komplement induziert und umgekehrt. Auch auf
diese Tatsache werden wir in spéteren Kapiteln zuriickgreifen.

2.5 Operationen zwischen verschiedenen Graphen

Bisher haben wir uns ausschliefslich auf Operationen innerhalb eines gegebenen Graphen be-
schrankt. Wir werden sehen, dass sich auch Operationen zwischen zwei verschiedenen Graphen
durchfiihren lassen.

Definition 2.18 ([8/, S. 3).
Es seien G1 = (V1, E1) und Go = (Va, Eg) gegeben. Dann sei G1 U Go = (V3 U Vo, By U E3)
und analog Gy NGy = (V1 NV, E1 N Ey).
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In einigen Féllen ist es jedoch sinnvoll, aufer den bereits bestehenden Kanten der beteilig-
ten Graphen gewisse weitere Kanten mit in den neuen Graphen aufzunehmen. Eine solche
Moglichkeit besteht darin, alle Kanten mit zu beriicksichtigen, welche aus jedem der beiden
Graphen jeweils eine Ecke besitzen.

Definition 2.19 ([20], S. 131).

FEs seien G1 = (V1, E1) und Go = (Va, E2) mit V1NV, = 0 und daher auch E1 N Ey = (). Dann
sei G1 * Gy = (W, F) der Graph mit der Eckenmenge W = Vi UV, und der Kantenmenge
F = EyUEU{{v1,v2} |v1 € Vi Awvg € Vo }. Diesen bezeichnet man als Join der beiden Graphen
G1 und Gs.

In Abbildung zeigen wir zwei Graphen G; und G sowie deren Join Gy * Gs.

Abbildung 2.6: G, G2 und G1 * G4

Auf diese Weise entsteht also stets ein Graph, welcher aus genau einer Komponente besteht.

2.6 Beziehungen zwischen Graphen

Zwei Graphen sind genau dann gleich, wenn ihre Ecken- und Kantenmengen iibereinstimmen.
Fiir viele Anwendungen ist dieser Gleichheitsbegriff jedoch zu streng.

Definition 2.20 ([§/, S. 3).

Zwei Graphen G1 = (V1,Eq) und Go = (Va, Eg) heiffen isomorph, wenn es eine Bijektion
¢ : Vi = Vo gibt und zudem fir alle v,w € Vi genau dann {¢(v),p(w)} € Eo gilt, wenn
{v,w} € By gilt.

Wenn wir spéter hinsichtlich der chromatischen Polynome von einem Graphen sprechen, so
ist dabei also kein einzelner Graph gemeint, sondern die gesamte Aquivalenzklasse der zu ihm
isomorphen Graphen. Der Einfachheit halber werden wir beide Begriffe synonym verwenden,
da wir bei den Farbungsproblemen sehen werden, dass zueinander isomorphe Graphen diesel-
ben chromatischen Eigenschaften aufweisen.

In Abbildung zeigen wir zwei Graphen aus derselben Isomorphieklasse.
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Abbildung 2.7: Zueinander isomorphe Graphen

2.7 Besondere Graphen

Einige Graphen besitzen aufgrund ihrer Adjazenzverhéltnisse besondere Strukturen, welche
auch bei der Berechnung chromatischer Polynome fiir diesen Graphentyp von Vorteil sein
konnen. Wir beginnen mit einigen einfachen Grundtypen.

Bemerkung 2.21 FEinen Weg haben wir bereits in Definition kennengelernt.
Hierauf aufbauend lassen sich weitere Graphentypen definieren.

Definition 2.22 ([§/, S. 8).

Es sei P = (V, E) ein Weg mit der Eckenmenge V- = {vg,v1,...,vk_1} fir k > 3 und der Kan-
tenmenge E = {{vo,n1},{vi,v2},...,{vk—2,vk_1}}. Dann erhalten wir hieraus den Graphen
S =WV,F) mit F = {{vg,v1},{vi,v2},...,{vg—2,vk—1}} U {{vg_1,v0}} und nennen diesen
einen Kreis der Linge k. Wir schreiben hierfiir auch Cl.

Grafik [2.8] zeigt einen Weg P5 der Lénge 4 und einen Kreis C7 der Léange 7.

Bei Farbungsproblemen von Graphen spielt es im Allgemeinen eine Rolle, ob ein Graph kreis-
frei ist oder nicht.

Definition 2.23 ([§/, S. 13).
Einen Graphen ohne Kreise bezeichnen wir als Wald. Einen zusammenhdngenden Wald nennen
wir einen Baum.

Mochten wir von einem Graphen einen zusammenhéngenden Teilgraphen ohne Kreise be-
trachten, welcher alle Ecken des Ausgangsgraphen enthélt, so ist dieser zwangslaufig ein auf-
spannender Baum. Im Allgemeinen ist dieser in einem gegebenen Graphen, wie Teilgraphen
generell, jedoch nicht eindeutig bestimmt.
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Abbildung 2.8: Weg P5 der Lange 4 und Kreis C7 der Lange 7

Definition 2.24 (/6], S. 10).
Ein Teilgraph T eines Graphen G, welcher ein Baum ist und V(T) = V(G) erfillt, heifit ein
Spannbaum von G.

Ein weiterer Graphentyp ist dadurch charakterisiert, dass seine Eckenmenge sich in genau r
verschiedene unabhéngige Mengen partitionieren ldsst. Alle vorkommenden Kanten besitzen
also Ecken aus verschiedenen Blocken der Eckenpartition.

Definition 2.25 ([§/, S. 17).

Finen Graphen G nennen wir r-partit fir r > 2, wenn es eine Partition 11 = {X1, Xo,..., X, }
von V(QG) gibt, so dass fir jede Kante e € E(G) die Relation |eN X;| <1 fir allei=1,...,r
gilt. Firr =2 nennen wir G auch bipartit.

In speziellen Fillen kann man diesen Graphen als Join mehrerer Graphen mit leerer Kan-
tenmenge auffassen, ndmlich immer dann, wenn alle erlaubten Kanten tatséchlich auftreten.

Definition 2.26 ([§/, S. 17 f.).

Einen r-partiten Graphen G nennen wir vollstindig r-partit, wenn fir jedes Eckenpaar mit
aus verschiedenen Blocken stammenden FEcken diese beiden Ecken zueinander adjazent sind.
Ist n; = | X;]| fir jedes i € {1,2,...,7}, so bezeichnen wir G auch als Ky, n,y....n, -

Graphen der Form K, heifflen Sterne. Wir schreiben stattdessen auch Spi1.

Eine weitere Spezialisierung des Graphen aus Definition [2.26]ist ein Graph, dessen Eckenmenge
derart partitioniert ist, dass die Blocke einelementig sind. Das bedeutet, dass alle unabhéangigen
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Eckenmengen jeweils genau eine Ecke enthalten und daher keine unabhéngigen Eckenpaare
im Graphen existieren.

Bemerkung 2.27 Den vollstindigen Graphen K,, mit n Ecken haben wir bereits in Definition

kennengelernt.

Passend hierzu kénnen wir einen weiteren Graphentyp definieren.

Definition 2.28 ([20/, S. 141).
Das Komplement K, eines vollstindigen Graphen K, nennen wir einen leeren Graphen auf
n FEcken.

In Abbildung sind der vollstédndig 3-partite Graph K> o 1, der vollstandige Graph K5 sowie
der leere Graph K5 aufgefiihrt.

®

Abbildung 2.9: K321, K5 und Ks

Einen Graphen, welcher uns hinsichtlich der Farbungsprobleme unter anderem beschéftigen
wird, erhélt man durch die Loschung von Sternen aus einem vollstdndigen Graphen.

Definition 2.29 FEs scien t1,...,tn natirliche Zahlen. Wir bezeichnen einen Graphen mit
N
Ky, — > tmSm+1, wenn wir aus einem Graphen K, die Kanten von jeweils t,, Sternen Sp,+1

m=1
loschen, so dass deren Ecken erhalten bleiben und insgesamt alle betrachteten Sterne paarweise
eckendisjunkt sind.

Als Beispiel zeigen wir den Graphen Kg — S5 — S3 in Abbildung

Ein weiterer besonderer Graphentyp erfiillt im Hinblick auf seine Kreise eine bestimmte Be-
dingung, wie der folgende Satz zeigt.

Definition 2.30 ([51/, S. 163).
Ein chordaler Graph ist ein Graph, dessen induzierte Kreise stets von der Form C3 sind.
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Abbildung 2.10: K¢ — Sy — S3

Schlieflich gibt es Graphen, die es uns erméglichen, die Eckenmenge derart in zwei Blocke
zu partitionieren, dass einer der Blocke einen vollstindigen Graphen und der andere eine
unabhéngige Eckenmenge induziert. Er wird demnach als Splitgraph bezeichnet.

Definition 2.31 ([11/, S. 667).
Ein Splitgraph ist ein Graph, dessen Eckenmenge in zwei disjunkte Teilmengen zerfillt, so
dass eine der Teilmengen unabhdngig ist und die andere eine Clique induziert.

Nun haben wir alle Graphentypen benannt, welche wir in den néchsten Abschnitten bendétigen
werden. Daher gehen wir an dieser Stelle zu den Farbungsproblemen {iber.
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Kapitel 3

Eckenfarbungen von Graphen

In diesem Abschnitt stellen wir einige bereits bekannte Graphenpolynome vor, welche im
Hinblick auf Eckenfarbungsprobleme entwickelt wurden. Letztere gehen urspriinglich von der
Vierfarbenvermutung und der damit verbundenen Frage aus, ob stets vier Farben ausreichen,
um die Lénder auf einer Landkarte mithilfe dieser Farben derart einzufarben, dass jedes Land
genau eine Farbe erhédlt und keine zwei benachbarten Lénder gleich gefarbt sind. Motiviert
durch diese Frage fiihrte Birkhoff (3], S. 42 ff.) im Jahre 1912 ein Polynom in einer Variablen
ein, welches nach ([4], S. 360) als sogenanntes chromatisches Polynom bekannt wurde und wir
im Folgenden entsprechend als univariates chromatisches Polynom bezeichnen werden. Hierbei
stellen wir die Landkarte als einen Graphen dar, wobei jedes Land einer Ecke entspricht und
jede Landesgrenze zwischen zwei Landern einer Kante zwischen den entsprechenden Ecken.
Dieses ist zunéchst ein Graph, welcher isomorph zu einem Graphen ohne sich iiberschneidende
Kanten, das heifst planar, ist. Das chromatische Polynom lasst sich jedoch allgemein auf jeden
Graphen iibertragen, so dass wir uns auch in dieser Arbeit nicht speziell auf planare Graphen
beschranken. Zu einem gegebenen Graphen gibt uns das univariate chromatische Polynom fiir
eine variable Anzahl an Farben die Anzahl aller méglichen Eckenfarbungen an, so dass zuein-
ander adjazente Ecken niemals dieselbe Farbe erhalten diirfen. Die Menge dieser Farben heifst
hierbei die Menge der echten Farben. Im Jahre 2003 stellten Dohmen, Pénitz und Tittman ([9],
S. 69 ff.) darauf aufbauend ein bivariates chromatisches Polynom vor, welches iiber die oben
genannten Farbungen hinaus zusétzlich sogenannte unechte Farben gestattet, welche beliebig
an die Ecken vergeben werden diirfen. Auch hierzu gibt es mit dem sogenannten multivariaten
chromatischen Polynom nach White ([33], S. 10 f.) eine Verallgemeinerung, aus welcher sich
speziell das trivariate chromatische Polynom nach White ([33], S. 10 f.) ableiten lasst. Dieses
trivariate chromatische Polynom beriicksichtigt schliefslich alle beliebigen Eckenfarbungen ei-
nes Graphen mithilfe aller gegebenen echten und unechten Farben, wobei hier auch all jene
Eckenfarbungen mitgezahlt werden, welche echt einfarbige Kanten enthalten. Das trivaria-
te chromatische Polynom verallgemeinert zudem das Monochrome Polynomial nach ([32], S.
63), welches neben dem bivariaten chromatischen Polynom eine andere Verallgemeinerung des
univariaten chromatischen Polynoms ist und alle beliebigen Eckenfarbungen eines Graphen
mithilfe aller gegebenen echten Farben beriicksichtigt, wobei auch hier echt einfarbige Kanten
auftreten diirfen.

Zunéchst stellen wir das univariate chromatische Polynom vor, um in den darauf folgenden
Abschnitten das Monochrome Polynomial, das bivariate chromatische Polynom und das tri-
variate chromatische Polynom zu thematisieren.

21



WEeil wir bei jeder Eckenfarbung eines Graphen dessen Eckenmenge derart partitionieren kon-
nen, dass wir jede vergebene Farbe mit jeweils genau einer Teilmenge der Partition identifi-
zieren, werden wir den letzten Abschnitt Eckenpartitionen von Graphen widmen.

3.1 Das univariate chromatische Polynom

In diesem Abschnitt stellen wir das bereits oben erwdhnte univariate chromatische Polynom
vor, zu welchem sich eine Einfithrung in ([18], S. 52 ff.) findet. Uns interessieren Farbungen
der Ecken eines Graphen, so dass folgende Vorschrift zur Wahl der Farben gelte:

Definition 3.1 ([1§], S. 52).

Es sei G = (V, E) ein Graph. Unter einer (echten) Eckenfirbung von G verstehen wir eine Ab-
bildung ¢ : V — {1,2,...,y} mit der Bedingung, dass fir alle e = {u,v} € E die Ungleichheit
B(u) # B() gelte.

Eine solche Farbung nennen wir auch eine zuléssige Féarbung von G.

Hierbei mo6chten wir auch stets zwei Farbungen, welche sich lediglich durch die Permutation
der verteilten Farben voneinander unterscheiden, jedoch nicht durch die Partition der Ecken-
menge in Farbgruppen, als verschiedene Farbungen behandeln. Stehen fiir einen Kreis C mit
gerader Lange k etwa genau zwei Farben zur Verfiigung, so gibt es also genau zwei verschiedene
Farbungsmoglichkeiten.

Bemerkung 3.2 ([3], S. 42).

Die Anzahl P(G;y) aller Eckenfirbungen eines Graphen G in y Farben ist ein Polynom in y
vom Grad n = |V(G)|, welches sich folgendermafSen ermitteln lasst: Es sei m; firi=1,...,n
die Anzahl aller zuldssigen Eckenfirbungsmdoglichkeiten von G unter Finsatz von genau i Far-
ben und unter Missachtung von Permutationen der verwendeten Farben. Dann ergeben sich
unter Bertcksichtigung dieser Permutationen nun m;y (y —1)...(y — i+ 1) Mdglichkeiten,
die Ecken von G in genau i Farben zu firben, so dass auch je zwei Farbungen als verschie-
den voneinander betrachet werden, welche sich lediglich durch eine Permutation der Farben
voneinander unterscheiden. Insgesamt erhdlt man also

P(Giy) = > myt,
=1

wobei yt =y (y —1)...(y — i+ 1) die fallende Faktorielle sei.
Fiir gewisse einfache Graphentypen finden sich bereits einige Beispiele:
Beispiel 3.3 Es sei T,, = (V, E) ein Baum mit |V (T,,)| = n. Dann gilt nach ([18], S. 61)
P(Tyy) = yy-1"".
Fiir einen Kreis Cy, erhalten wir nach ([18], S. 62)
P(Cniy) = (y-1D"+(1)"@y—-1).

Schlieflich besitzt laut (18], S. 54 f.) der Graph K, beziehungsweise der Graph K, das uni-
variate chromatische Polynom

P(Kny) = y*
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beziehungsweise

Dieses Beispiel beantwortet bereits eine interessante Frage, wie die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 3.4 Mithilfe der Formel fiir belicbige Baume nach ([18], S. 61) zeigte sich be-
reits frih, dass ein und demselben chromatischen Polynom durchaus mehrere nicht zueinander
isomorphe Graphen zugrunde liegen kénnen.

Bei Graphen, welche sich in einem vollstdndigen Graphen schneiden, lasst sich diese Eigen-
schaft weiterhin zur Zerlegung des chromatischen Polynoms nutzen.

Bemerkung 3.5 Es sei G ein Graph mit G = Gy U Gy fiir zwei Graphen G1 und Gy sowie
G1 NGy =K, fir einr > 1. Dann gilt nach ([18], S. 59)

P(Giy) = P(Gl;yg)/f(G%y) ’

wobei nach Beispiel [3.3]

gilt.

Dieses Resultat ergibt sich nach ([I8], S. 59) aus der Uberlegung, dass der Schnittgraph sich
aufgrund seiner Vollstdndigkeit in genau y™ Farben farben ldsst und die beiden Restgraphen
jeweils noch genau &;;y) beziehungsweise %ﬁ;y) Farbungen besitzen. Damit ergibt sich

schliefllich das Produkt

P(G1;y)P(Gasy) '

P(Gyy) = o

Bei Tutte ([29], S. 26 {.) finden wir auferdem die folgende Rekursionsgleichung zur Bestimmung
des chromatischen Polynoms eines Graphen, welche bei Read in der folgenden Form dargestellt
wird:

Satz 3.6 ([18], S. 57).
Es sei G = (V, E) ein Graph und e € E. Dann gilt

P(Gsy) = P(G—ey)—P(G/ey) .

Die Rekursion ergibt sich nach ([I8], S. 55 ff.) aus der Uberlegung, dass zwei zueinander adja-
zente Ecken stets verschieden voneinander gefdrbt sein miissen. Fehlt die mit ihnen inzidente
Kante, so kommen alle Falle hinzu, in welchen beide Ecken dieselbe Farbe erhalten. Weil die-
se Fille jedoch nicht der Definition einer echten Eckenfdrbung im Ausgangsgraphen gerecht
werden, miissen sie wieder subtrahiert werden. Das sind jedoch genau die Farbungen, welche
durch die Identifikation beider Ecken als eine einzige Ecke entstehen.
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Wir einigen uns speziell fiir den Nullgraphen () auf dessen univariates chromatisches Polynom
P(0;x,y) = 1, da wir im néchsten Abschnitt zum bivariaten chromatischen Polynom eine
analoge Festlegung iibernehmen werden.

Wir bestimmen nun exemplarisch das chromatische Polynom des Graphen Cj; mithilfe von
Satz und werden sehen, dass die Berechnung geméf Beispiel dasselbe Ergebnis liefert.

Beispiel 3.7 Es sei Cy = (V,E) und e € E. Dann ist Cy — e ein Baum Ty (welcher zugleich
ein Weg ist) und Cy/e ein vollstindiger Graph Ks (welcher zugleich ein Kreis ist). Es gilt
nach Satz[3.4

P(Cy;y) = P(Tyy) — P(Ks5y)

Beispiel 3.3 liefert ebenfalls

P(Cyy) = (-D'"+(-1)'(@y-1)
= w-1(w-1*+1)
= (y—1)<y3—3y2+3y)
= ¥ (y*-3y+3) .

Fiir Graphen mit verhaltnisméafig vielen Kanten ist es jedoch recht miithsam, fiir die jeweils
entstehenden Graphen wiederholt die Rekursion anzuwenden, bis man schliefslich Graphen er-
hélt, welche ein bekanntes univariates chromatisches Polynom besitzen. Um Rekursionsschritte
einzusparen, kann es giinstiger sein, wie folgt vorzugehen.

Bemerkung 3.8 ([18/, S. 55 f.).

Es sei G = (V, E) ein Graph und e ¢ E. Dann ldsst sich durch die Umstellung der Rekursi-
onsbeziehung aus Satz[3.0 das univariate chromatische Polynom auch durch die Addition der
fehlenden Kante e bestimmen, das heifit, es gilt

P(Gyy) = P(G+ey)+ P(G/ey) .

Abschliefsend betrachten wir zwei weitere Moglichkeiten der Darstellung des univariaten chro-
matischen Polynoms. Die erste davon stellen wir in der folgenden Bemerkung vor.

Bemerkung 3.9 ([35], S. 576 f.).

Es sei G = (V,E) ein Graph und t die Anzahl aller mdglichen (echten und nicht echten)
Eckenfarbungen von G. Weiterhin sei fir {vi,w1},...,{vg, wr} € E und fir eini € {1,...,k}
der Wert t( Ay, w,;) die Anzahl aller solcher Farbungen derart, dass die beiden Ecken der Kante

{vi,w;} gleich gefdarbt sind und entsprechend t(Ay, w;) die Anzahl aller solcher Firbungen
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derart, dass dieses nicht zutrifft. Dann ist die Anzahl aller echten Eckenfdirbungen von G

durch t(Ay, - - - Avywy,) gegeben. Somit ergibt sich
P(Gyy) = t(zvlfuu "'Z”kawk)
=t = (H(Ann) + o+ HAnn)
+ (t(AthlAU27w2) + t(Avl,wl Av37w3) +o.F t(AkalywkflAvhwk))

- (t(Athl A’U2,w2A”03,w3) + .. )

+ (—DEH( Ay - Ay -

Aufgrund weiterfiihrender Uberlegungen ergibt sich nach ([35], S. 577) hieraus besonders ein-
fach die zweite Darstellungsalternative, welche bereits in (3], S.45) unabhéngig und vor dem
Hintergrund anderer Uberlegungen eingefithrt wurde.

Bemerkung 3.10 ([35], S. 577).

Es sei die Situation aus Bemerkung gegeben. Zu jedem t(Ay, w,, - Av, ;) mit v < k
betrachte man den Teilgraphen H = (V,{{vi;,wi, } ... {vi,,wi, }}) von G, so dass fiir jede
Kante deren Ecken in derselben Farbe gefirbt seien. Damit sind in jeder Komponente alle
Ecken einfarbig. Es sei (von ([35], S. 577) in der Notation nach ([3], S. 43) dargestellt) (p, s)
die Anzahl aller Teilgraphen von G mit genau p Komponenten und s Kanten. Da man fir

jede Komponente jeweils eine der y Farben wdhlt, ergibt sich weiterhin ein Faktor yP und
zusammen mit Bemerkung 3.9 schliefSlich

P(Giy) = > (=1)°(p,s)v".

p?s

In den néchsten Abschnitten zeigen wir nun einige verschiedene Verallgemeinerungen des chro-
matischen Polynoms.

3.2 Das Monochrome Polynomial

Das Monochrome Polynomial beriicksichtigt zusédtzlich zu den im Sinne des univariaten chro-
matischen Polynoms zuldssigen Eckenfarbungen nun auch alle Eckenfdrbungen mit mindestens
einem adjazenten gleichfarbigen Eckenpaar. Zunéchst beginnen wir mit einer Definition des
Monochrome Polynomials.

Definition 3.11 ([32/, S. 63).
Es sei G = (V, E) ein Graph und y die Anzahl aller gegebenen Farben. Weiterhin sei b;(y) fir
i =0,...,|E| die Anzahl aller beliebigen Eckenfirbungen von G, in welchen jeweils genau i
einfarbige Kanten vorkommen. Dann ist das Monochrome Polynomial definiert als
|E] '
B(Gy,2) = Y by,
i=0
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Nach ([32], S. 63) ist by(y) hierbei selbstverstindlich das univariate chromatische Polynom
von G.

Auch fiir das Monochrome Polynomial exisiert eine Rekursionsvorschrift, welche unter ande-
rem eine spezielle Vorschrift fiir Graphen mit Schlingen enthélt. Obwohl wir in dieser Schrift
Graphen ohne Schlingen betrachten, filhren wir der Vollstandigkeit halber diesen Teil der
Rekursion mit auf.

Satz 3.12 (/32], S. 64).
Es sei G = (V, E) ein Graph mit dem Monochrome Polynomial

|E]

B(Giy,z) = > biy)z'.
i=0

Dann gelten folgende Beziehungen:
Falls G zusammenhdngend ist, gilt fiir eine Kante e € E, welche keine Schlinge und keine
Briicke ist,

B(Giy,z) = B(G—ey,2)+(2—-1)B(G/e;y,2) .
Fiir den Fall, dass e eine Schlinge ist, gilt
B(G;y,z) = zB(G—e;y,2) .
Und schliefllich gilt fiir den Fall, dass e eine Briicke ist,
B(Giy,z) = (z+y—1)B(G/ey,2) .

In ([32], S. 64) fehlt ein genauer Beweis, weil die Formeln nach ([32], S. 63) analog zu der
Rekursion des univariaten chromatischen Polynoms folgen. Wir liefern an dieser Stelle eine
kurze Beweisidee.

Die erste Gleichheit ergibt sich, indem man mit B (G — e;y, z) alle Eckenfarbungen von G
identifiziert, so dass bei den Féllen mit echt einfarbigem e dessen Beitrag z fehlt. Dieser wird
von zB (G/e;y, z) geliefert, wobei nun allerdings genau diese Fille aus dem ersten Teil iiber-
fliissig werden, so dass sie durch —B (G/e;y, z) wieder subtrahiert werden miissen.

Fiir die zweite Gleichheit beriicksichtigt man, dass die Schlinge stets nur Eckenfarbungen mit
mindestens einer echt einfarbigen Kante erzeugt. Enfernt man die Schlinge in B (G — e;y, z),
entfernt man aus jeder Eckenfdarbung also genau eine echt einfarbige Kante. Daher muss man
hier stets zu jeder Eckenfiarbung den entfallenen Beitrag z wieder hinzumultiplizieren.
Schliefslich z&hlt man fiir die dritte Gleichheit mit 2B (G/e;y, z) zunéchst alle Eckenfarbun-
gen, in welchen e echt einfarbig vorliegt und ersetzt den aufgrund der fehlenden Kante e
ebenfalls fehlenden Beitrag z multiplikativ. Um auch die Anzahl aller anderen Eckenfarbun-
gen zu erhalten, zieht man den Summanden (y — 1) B (G/e;y, z) heran, wobei man die durch
die Kontraktion fehlende zweite Ecke von e echt und verschieden zur ersten Ecke farbt. Hier-
fiir gibt es noch (y — 1) Moglichkeiten. Falls hierbei weitere echt einfarbige Kanten entstehen,
welche diese zweite Ecke von e, aber nicht die erste, enthalten, zahlt man stattdessen eine
andere geeignete Eckenfarbung, in welcher diese Ecken nicht mehr dieselbe Farbe erhalten.
Die vernachlissigte Eckenfarbung wird dafiir analog bei der Wahl einer anderen geeigneten
Farbe aus den y — 1 Farben gezéhlt.

Zu Definition wenden wir uns folgendem Beispiel zu.

26



Beispiel 3.13 FEs sei nochmals der Graph Ks gegeben. Wir kinnen keine, genau eine oder
genau drei Kanten einfarbig farben. Wir erhalten also fiir den Fall, dass keine einfarbige Kante
vorliegt, P(K3;y) Firbungsméglichkeiten. Falls genau eine Kante einfarbig ist, haben wir 3y>
Moaglichkeiten. Schlieflich liefert uns der letzte Fall genauw y Mdoglichkeiten. Damit erhalten wir
msgesamt also

B(K3;y,2) = P(Ksy)+3y2z +y23.

Eine weitere Verallgemeinerung des univariaten chromatischen Polynoms auf einer anderen
Ebene stellen wir nun mit dem bivariaten chromatischen Polynom vor.

3.3 Das bivariate chromatische Polynom

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns, wie bereits erwdhnt, mit einer Lockerung der Vor-
schriften zur Farbung der Ecken, indem wir nun zusédtzlich Farben erlauben, welche beliebig
vergeben werden diirfen. Die Einfiilhrung zum bivariaten chromatischen Polynom findet man

in (9], S. 69 f£.).

Definition 3.14 ([9/, S. 69).

Es sei G = (V,E) ein Graph. Weiterhin sei X =Y UZ mit Y N Z = 0 die Menge aller
verfiigharen Farben. Die Farben aus Y heiflen echt, die Farben aus Z unecht. Es sei |X| = x
und |Y| = y. Eine verallgemeinerte echte Eckenfarbung von G ist eine Abbildung ¢ : V — X,
so dass fir alle e = {vy,v2} € V mit ¢(v1) € Y und ¢p(v2) € Y p(v1) # ¢p(v2) gelte.

Die Anzahl aller Eckenfiarbungen geméf Definition [3.14] lasst sich in der folgenden Form zum
Ausdruck bringen.

Bemerkung 3.15 ([9/, S. 70).
Die Anzahl aller verallgemeinerten echten Eckenfarbungen eines Graphen G in x Farben be-
zeichnet man mit P(G;x,y). Diese lisst sich in der Form

P(Gizy) = Y (@-yXPG-X;y)
XCV
darstellen.

Diein Bemerkungvorgestellte Beziehung ergibt sich nach ([9], S. 70) aus folgender Uberle-
gung: Man kann jede verallgemeinerte echte Eckenfarbung erhalten, indem man zunéchst eine
entsprechende Teilmenge X C V fiir die unechten Farben auswéhlt. Hierbei gibt es (z — y)‘X|
Moglichkeiten, die Ecken aus X in unechten Farben einzufiarben. Die verbliebenen Ecken farbt
man echt, wofiir es genau P(G — X;y) Moglichkeiten gibt.

Es liegt nahe, zwei Sonderfille des bivariaten chromatischen Polynoms zu betrachten.

Bemerkung 3.16 ([9/, S5.70).
Falls Y = 0 gilt, so erhalten wir

P(G;z,0) = V@l
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wdhrend im Falle Z = () mit
P(Giy,y) = P(Gy)
das univariate chromatische Polynom vorliegt.

Auch zu Definition mochten wir einige Darstellungen fiir das bivariate chromatische
Polynom bestimmter Graphentypen kurz vorstellen.

Beispiel 3.17 ([9], S. 78 ff.).
Fiir den vollstindigen Graphen K, gilt

P(Kp;z,y) = i(:) (@ —y)Fy=t.

k=0

Weiterhin gilt fiir den vollstindig bipartiten Graphen K,

m k
m m— i A\
P(Km,n;xay) = Z<k>($_y) k25k7jyl($—]) .
k=0 7=0

Hierbei sei Sy ; die Stirlingzahl der zweiten Art.
Ein Weg P, besitzt das bivariate chromatische Polynom

it Fg\(n—i—73—1\ ,;
PPn = —1\ vy ol
(Pn;,y) > (-1 ( ; )( n—i 2 >wy

0<i+2j<n

Und schlieflich gilt fiir den Kreis Cy,

P(Criyy) = (=1)"y+n Y (_1)n_i_j(ifj> <n_i_j_1)xiyj.

1+ 7 n—1i—2j
0<i+2j<n TJ J

Wie bereits zum univariaten chromatischen Polynom lasst sich auch hier eine Aussage be-
ziiglich eindeutiger oder nichteindeutiger bivariater chromatischer Polynome nichtisomorper
Graphen machen.

Bemerkung 3.18 Nicht zueinander isomorphe Graphen miissen nicht zwangsliufig vonein-
ander verschiedene bivariate chromatische Polynome besitzen. In ([9], S. 81) wurde durch
vollstindige Auflistung festgestellt, dass sich unter allen Baumen mit bis zu neun Ecken kein
Paar mit demselben bivariaten chromatischen Polynom befindet. Jedoch werden in ([9], S. 81)
zwei nichtisomorphe Bdume mit jeweils zehn Ecken und demselben bivariaten chromatischen
Polynom angegeben. Diese stellen wir in Abbildung dar und bestimmen deren bivariates
chromatisches Polynom:

210 — gy + dzy — 822y + 1223y — 14ty + 1425y — 1225y + 1027y — 928y + 5y — 20212
+3822y% — 5223y% + 53xty? — 4425y% + 2625y% — 8y + 302> — 4822y + 50233
—28z%y° 4+ 4y* — 12zy* + 922yt .
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Abbildung 3.1: Nichtisomorphe B&dume mit demselben bivariaten chromatischen Polynom

Dieses Polynom haben wir mithilfe der im folgenden Satz vorgestellten Rekursionsgleichung
ermittelt.

Wie im vorigen Abschnitt bereits angedeutet wurde, gibt es ndmlich auch beim bivariaten
chromatischen Polynom die Moglichkeit der rekursiven Bestimmung.

Satz 3.19 ([1], S. 33).
Es sei e = {v1,va} € E. Dann gilt

P(Gyz,y) = P(G-—ez,y)— P(G/e;z,y) + (x —y) P(G — {v1,v2};2,9)

mit den Anfangsbedingungen P(Ky;x,y) = x und P(0;z,y) = 1.
Fiir Graphen G1,Ge mit disjunkten Eckenmengen gilt zudem

P(G1UGoyz,y) = P(Giz,y)P(Gosz,y) -

Dieses Resultat folgt nach ([I], S. 34) aus der Uberlegung, dass eine verallgemeinerte echte
Féarbung von G — e zugleich eine solche von G sein kann. In letzterem Fall diirfen die Ecken vy
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und wvo jedoch nicht in derselben echten Farbe geférbt sein. Daher subtrahieren wir alle solchen
Fille, weil sie in G nicht gestattet sind. Allerdings subtrahieren wir dabei auch unerwiinschter
Weise die erlaubten Fille, in welchen beide Ecken in derselben unechten Farbe geférbt sind
und miissen diese daher wieder hinzufiigen.

Analog zur Rekursionsformel des univariaten chromatischen Polynoms ist selbstverstéandlich
auch hier eine Umstellung moglich.

Bemerkung 3.20 Es seien G und e = {v1,v2} € E wie in Satz[3.19 sowie dariber hinaus
H = G — e. Dann gilt nach (1], S. 33)

P(H;z,y) = P(H+ex,y)+ P((H+e)/e;z,y) — (v —y) P((H +e) — {v1,v2} 52, 7)
mit P(Ky;x,y) = x und P(0;z,y) = 1. Nachgz'lt auflerdem

P(Ky;z,y) = Zn:<z> (@ —y) "yt

k=0

Zu Satz betrachten wir nun ein Beispiel.
Beispiel 3.21 Es sei der Graph Ko gegeben. Dann erhalten wir nach Satz[3.19

P(Ky;z,y) = P(Kaz,y)— P(Ki;z,y)+ (z —y) P(0;2,y)
= xzfl‘Jrl‘*y
= 22—y.

Dieses Ergebnis folgt auch aus Beispiel [3.17 mit

P(Kya,y) = i(z) (z —y)Fy2=k

k=0
= y¥*+2@ -y y+(z—y)
= ¥’ —y+2zy—2y° +2° — 22y + ¥’
= 22 —y.

2

Auch iiber die partielle Ableitung bivariater chromatischer Polynome nach x lasst sich eine
interessante Aussage machen.

Satz 3.22 ([9], S. 71).
Es sei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt

0
P(G: — E P(G — v .
6x (G’ x? y) UEV (G /U) l’? y)

Dieser Zusammenhang lasst sich nach ([9], S. 71) aus Bemerkung herleiten.
Im folgenden Abschnitt werden wir eine gleichzeitige Verallgemeinerung des Monochrome Po-
lynomials und des bivariaten chromatischen Polynoms kennenlernen.
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3.4 Das trivariate chromatische Polynom

Bei der echten sowie der verallgemeinerten echten Eckenfiarbung ist es nicht erlaubt, zwei
Ecken einer Kante in derselben echten Farbe zu farben, weshalb alle Eckenfarbungen mit
mindestens einer echt einfarbigen Kante beim univariaten und beim bivariaten chromatischen
Polynom nicht beriicksichtigt werden. Das Monochrome Polynomial schlieft hingegen alle
Eckenfarbungen aus, in welchen mindestens eine unechte Farbe verwendet wird. In ([33], S.
10 f.) wird mit dem multivariaten und speziell dem trivariaten chromatischen Polynom eine
Moglichkeit dargestellt, alle diese Eckenfirbungen mit zu beriicksichtigen. Wir betrachten
dazu die folgende Definition des trivariaten chromatischen Polynoms nach ([26], S. 51).

Definition 3.23 (/20/, S. 51).

Das sogenannte trivariate chromatische Polynom fir einen Graphen G = (V| E) ist wie folgt
definiert:

Es seien die Farbenmengen X, Y und Z definiert wie in Deﬁm’tion das heifft y = Y| <
x = |X|. Fir alle beliebigen Eckenfarbungen ® : V. — {1,...,y,y+1,...,x} von G besitzt
das trivariate chromatische Polynom die Form

P(G;x,y,z) = Z H Z.

O:V—={1,....y,y+1,...,z} e€E mit Ic<yVveed(v)=c

Legt man Definition [2.2] eines Graphen zugrunde, so lédsst sich dieses Polynom auch einfacher
darstellen.

Bemerkung 3.24 Gegeben sei die Situation in Definition [3.25 Dann besitzt das trivariate
chromatische Polynom auch die Darstellung

P(G, z,y, Z) = Z Z|{{U7W}GE | ©(v)=2(w)<y}| .
O:V—{1,...,y,y+1,...,z}

Nach (|27, S. 8) ldsst sich dieses Graphenpolynom aus dem in ([1], siche S. 34 f.) eingefiihrten
Edge-Elimination-Polynomial herleiten, was wir in Bemerkung [3.27] kurz begriinden werden.
Das Edge-Elimination-Polynomial stellt nach ([I], S. 35) eine Verallgemeinerung einiger be-
kannter Graphenpolynome dar, darunter auch des bivariaten chromatischen Polynoms und
des Matchingpolynoms, auf welches wir spater noch einmal zuriickkommen werden. Nun soll
zunéchst eine kurze rekursive Darstellung des Edge-Elemination-Polynomials erfolgen.

Definition 3.25 ([1/, S. 35).
Es sei G = (V,E) ein Graph und e = {vi,v2} € E beliebig gewdhit. Dann lisst sich das
Edge-Elimination-Polynomial £(G; x,y, z) folgendermaflen definieren:

§(Gix,y,2) = &G —emy, 2)+ys(Glesx,y,2)
+ 2(G — {vr,v2} 7,y 2)

mit den Anfangsbedingungen

§(Kysx,y,2) =
§0;2,y,2) = 1.
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Fiir Graphen G1, G2 mit disjunkten Eckenmengen gilt ferner

§(G1UGyz,y,2) = &(Griz,y,2)E(Ga2,y,2) .

Ahnlich lisst sich auch eine Rekursion fiir das trivariate chromatische Polynom aufstellen, wie
in (]27], S. 7 f.) bewiesen wird.

Satz 3.26 ([27], S. 7).
Fiir einen Graphen G = (V, E) mit e = {v1,v2} € E und Graphen G1,G2 mit G1 N Gs = ()
gilt

P(G,J),y,Z) = ﬁ(G—e,w,y,z)—l—(z—1)]5(G/e,:v,y,z)—|—(1—Z)(x—y)P(G—vl—vg7x,y,z)

p(GlLJGQ;:CayaZ) = P(Gl;q;?y)Z)P(GZ;l‘ayvz)

P(K1;$7yvz) = .

Fiir den Beweis wurde unter anderem eine Fallunterscheidung danach vorgenommen, ob die
Kante e verschiedenfarbige Ecken besitzt oder ob diese echt beziehungsweise unecht einfarbig
sind.

Nun kommen wir, wie oben bereits angemerkt wurde, kurz auf den Zusammenhang zwischen
dem trivariaten chromatischen Polynom und dem Edge-Elimination-Polynomial zuriick. Hier
wurde in ([27], S. 8) folgende Beziehung aus dem Ergebnis in Satz gefolgert.

Bemerkung 3.27 ([27/, S. 8).
Fiir einen Graphen G gilt

p(G;.’L‘,y,Z) = §(G;x,z—1,(1—z)($—y))
£(Giayy,2) = P(G;m,x+§,y+1>.

Speziell erhdlt man nach ([I], S. 35) das bivariate chromatische Polynom aus dem Edge-
Elimination-Polynomial durch

Weiterhin existiert neben der rekursiven auch folgende explizite Darstellung des Edge-Elimina-
tion-Polynomials.

Definition 3.28 ([1/, S. 35).

Es sei G = (V, E) ein Graph. Fir eine Menge F C E sei V(F') die Menge aller Ecken, welche
zu mindestens einer Kante aus F' gehdren. Es sei nun A, B C E mit V(A)NV(B) = 0, wofir
wir (AU B) C E schreiben. Weiterhin sei k(A) die Anzahl der zusammenhdngenden Kom-
ponenten des Graphen (V, A) und keon(B) die Anzahl der zusammenhdngenden Komonenten
von (V(B), B). Dann besitzt das Edge-FElimination-Polynomial £(G;x,y, z) folgende explizite

32



Darstellung:

é(G’ x, 1, z) — Z mk(AUB)*kcov(B)y‘A|+|B|*kcov(B)chov(B) .
(AUB)CE

Dieses Graphenpolynom ist dquivalent zum Covered Components Polynomial in ([28], S. 3),
welches wir in Definition [3.29] vorstellen.

Definition 3.29 (/28/, S. 3).

Das Covered Components Polynomial C(G;x,y,z) fir einen Graphen G = (V, E) ist folgen-
dermafSen definiert:

Unter einer abgedeckten zusammenhdngenden Komponente von G verstehen wir eine zusam-
menhdngende Komponente von G mit mindestens einer Kante. Dann gilt

C(Gia,y,z) = 3 abOUANALGEA)
ACE

wobei k(G (A)) die Anzahl der zusammenhdingenden Komponenten des aufspannenden Teil-
graphen G (A) = (V, A) von G ist, welcher durch A aufgespannt wird. Weierhin sei c¢(G (A))
die Anzahl der entsprechenden abgedeckten zusammenhdngenden Komponenten des Graphen

G (A) = (V, A).

Die Aquivalenz zwischen dem Edge-Elimination-Polynomial und dem Covered Components
Polynomial ist nach (28], S. 6) folgendermafen gegeben.

Bemerkung 3.30 (/2§/, S. 6).

C(Giz,y,z) = &(Gz,y,zyz — zy)
z
S(G,x,y,z) - C(vaaya;y+1)

Zwischen dem bivariaten chromatischen Polynom eines Graphen G = (V, E) und seinem tri-
variaten chromatischen Polynom besteht folgender Zusammenhang: Wahrend das trivariate
chromatische Polynom iiber alle beliebigen Eckenfarbungen ® : V- — {1,...,y,y+1,...,2}
von G summiert und fiir jede gezihlte Firbung einen Summanden z* mit

k = |{e={v,w} € E|®(v) = d(w) < y}|

hinzufiigt, erhélt man das bivariate chromatische Polynom von G durch eine ausschliefliche
Summation iiber alle Farbungen ® mit £ = 0.
Zu Definition betrachten wir nun ein Beispiel.

Beispiel 3.31 Wir betrachten den Graphen Ks. Unter ausschlieflicher Beriicksichtigung der
Fdrbungen, in welchen keine Kante in derselben echten Farbe gefdrbt ist, erhalten wir nach
der Definition des trivariaten chromatischen Polynoms das bivariate chromatische Polynom.
Weiterhin erlaubt es der vorliegende Graph, entweder genau eine Kante in der selben echten
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Farbe zu farben oder auch alle drei Kanten echt gleichfarbig zu gestalten. Insgesamt ergibt sich
also folgendes Polynom:

P(K3;2,y,2) = P(Ksjz,y)+3y(x—1)z+yz*.

Schlieflich 1asst sich auch hier die Frage nach der Eindeutigkeit des trivariaten chromatischen
Polynoms beantworten.

Bemerkung 3.32 Das Edge-Elimination-Polynomial unterscheidet sich bei nichtisomorphen
Graphen mit weniger als 8 Ecken, bei Graphen mit 8 Ecken und weniger als 12 Kanten oder
bei Baumen mit weniger als 10 Ecken. Jenseits dieser Finschrinkungen gibt es nichtisomorphe
Graphen mit demselben Edge-Elimination-Polynomial ([28], S. 22). So besitzen unter anderem
die Graphen aus Abbildung (3.1 dasselbe Edge-Elimination-Polynomial (2], S. 7).

Aus Komplexitdtsgriinden verzichten wir jedoch auf die Berechnung des Polynoms.

An anderer Stelle werden wir uns der Untersuchung der in diesem Kapitel vorgestellten Gra-
phenpolynome fiir bestimmte Graphentypen zuwenden, wofiir wir jedoch zunéchst im folgen-
den Abschnitt eine Vorbereitung vornehmen mochten.

3.5 Eckenpartitionen

Bei der Bestimmung chromatischer Polynome helfen uns neben rekursiven Methoden auch
direkte Untersuchungen der Eckenmenge eines Graphen daraufhin, auf welche Weisen sie sich
in unabhéngige Mengen partitionieren ldsst. Zur Vorbereitung darauf geben wir hier eine kurze
Einfiihrung zu den entsprechenden Bezeichnungen.

Definition 3.33 Es sei G = (V, E) ein Graph. Eine Partition von V nennen wir eine Parti-
tion von G. Die Menge aller Partitionen von G bezeichnen wir mit II(G).
Jedes Element einer Partition heifft Block.

Uns werden vor allem ganz besondere Partitionen der Eckenmenge interessieren, denn wie
bereits angemerkt wurde, ist es flir die Menge aller Farben beim univariaten chromatischen
Polynom sowie fiir die Menge der echten Farben beim bivariaten chromatischen Polynom
verboten, zueinander adjazente Fcken in derselben echten Farbe einzufarben.

Definition 3.34 FEine unabhingige Partition m von G = (V, E) ist wie in ([9], S. 74) eine
Partition von G derart, dass jeder Block A € w gemdjf§ Definition unabhdngig ist. Die
Menge aller unabhdingigen Partitionen nennen wir I1;(G).

Zur Veranschaulichung ziehen wir ein Beispiel heran.
Beispiel 3.35 Es sei der Kreis Cy = (V, E) mit

V = {UI,UQ,U3,U4}
E = {{0177}2}7{02703}7{0&1)4}7{@4’@1}}

gegeben. Damit erhalten wir
m(Ca) = {{{va} fead foa} foa} o { {or,oa} oo} foul |,
{{o} {ozoa} o5} Jo{ {or,es} fonoa) )
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Dariiber hinaus betrachten wir auch Partitionen, von welchen jeder Block jeweils einen zu-
sammenhangenden Graphen induziert.

Definition 3.36 FEine zusammenhingende Partition m von G = (V, E) ist wie in ([19], S.
1) eine Partition von G, so dass fir alle A € m der Graph G[A] zusammenhdngend ist. Die
Menge aller zusammenhdngenden Partitionen nennen wir Ilo(QG).

Auch hier wenden wir uns einem Beispiel zu.

Beispiel 3.37 Wir betrachten die beiden Graphen G1 = Py und Go = Py sowie G = G1 UGy
mit G = G1 NGy = (. Weiterhin seien

V(G1) {1}
V(Ge) = {va,vs}
EG) = 0

B(Gy) = {{va.us}}

gegeben. Dann erhalten wir

Ho(@) = {{{or} {2} fus} | {{or} {wavs} }

Bei einigen Eckenpartitionen wird es uns spéter interessieren, ob zwischen zwei Ecken aus
verschiedenen Blocken eine Kante existiert oder nicht, weshalb wir die folgende Definition
angeben.

Definition 3.38 Gegeben sei ein Graph G = (V,E) und eine Partition © € II(G). Zwei
verschiedene Blocke A und B der Partition 7 heifien adjazent in G, wenn eine Kante {u,v} €
E mitue A undv € B existiert.

Wir nehmen hierfiir nochmals Bezug auf Beispiel [3.35

Beispiel 3.39 Es sei die Situation aus Beispiel [3.35 gegeben. In der Partition

{{v1} vz} {ea) }

sind sowohl die Blicke {v1} und {va,v4} adjazent zueinander als auch die Blocke {vs} und
{’02, ’04}.

Schliefslich werden wir noch eine weitere Art von Partitionen bendtigen.

Definition 3.40 Gegeben sei ein Graph G = (V,E). Eine Partition m € 1I(G) heifst Cli-
quenpartition von G, wenn jeder Block x € w eine Clique in G induziert. Die Menge aller
Cliquenpartitionen bezeichnen wir mit oi(G).

Die oben vorgestellten Begriffe werden wir im folgenden Kapitel fiir einige neue Gleichungen
zur Berechnung chromatischer Polynome verwenden.
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Kapitel 4

Formeln fiir das bivariate
chromatische Polynom

Um das bivariate chromatische Polynom eines Graphen zu bestimmen, wurde bereits die
Rekursionsgleichung aus ([I], S. 33) vorgestellt. Hierbei ist man jedoch auf bereits bekannte
bivariate chromatische Polynome von entsprechenden Graphen angewiesen. Das sind im Allge-
meinen vollig kantenlose Graphen beziehungsweise vollstdndige Graphen. Fiir einige spezielle
Graphentypen sind jedoch nach Beispiel bereits eigene Beziehungen bekannt, welche eine
direkte Berechnung gestatten. Im folgenden Abschnitt sollen zwei allgemeingiiltige und fiir
jeden beliebigen Graphen giiltige Formeln vorgestellt werden, welche mithilfe von Eckenparti-
tionen zum Ziel fiihren. Diese Darstellungen eignen sich vor allem als Beweismethode fiir Sdtze
aus dem darauffolgenden Abschnitt, in welchem wir uns wieder auf spezielle und in Beispiel
noch nicht vorgestellte Graphen mit gewissen Eigenschaften beschrinken. Letztere erlau-
ben eine gezieltere Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms. Im letzten Abschnitt
nutzen wir schliefslich gewisse Eigenschaften von Graphen zur Reduktion des bivariaten chro-
matischen Polynoms auf kleinere derartige Polynome.

Die in diesem Kapitel vorgestellten Gleichungen lassen im allgemeinen Fall auch die Beschrén-
kung auf das univariate chromatische Polynom zu, indem man einfach den Fall x = y betrach-
tet, ansonsten werden wir & # y fordern. Daher werden wir den univariaten Fall zu jedem
Ergebnis jeweils nur dann gesondert hinzufiigen, wenn die Herleitung aus dem allgemeinen
Fall etwas uniibersichtlicher wird. Oftmals treten im Folgenden Terme der Form (.. .)0 auf,
welchen wir dann stets den Wert 1 zuordnen, insbesondere auch dann, wenn es sich um den
Fall 0° handelt.

4.1 Allgemeine Formeln

Zunachst zeigen wir einige allgemeingiiltige Darstellungen des bivariaten chromatischen Poly-
noms, welche man auf alle schlichten Graphen anwenden kann. Die Sétze in diesem Abschnitt
sollen in erster Linie als schnelles Beweismittel fiir mehrere Sétze aus den beiden folgen-
den Abschnitten verwendet werden. Alternativ mogliche vollstdndige Induktionen kénnen sich
namlich fiir einige Behauptungen extrem lang und miihselig gestalten.

Wir beginnen mit folgendem Satz.

Satz 4.1 Es sei G ein Graph, II1(G[X]) sei die Menge aller unabhéingigen Partitionen von
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X CV(G). Es sei n = |V(G)|. Dann gilt

PGzy) = > @-yp" > A

wcv rell; (GIV-W])
= > @y ) >y
i=0 XCV(G) mit |X|=i =€l (G[X])
Beweis:
Nach Bemerkung gilt
PGzy) = Y @-y"PG-wy).
wCv

Zusammen mit der bereits bekannten Beziehung aus Korollar 4.5 erhalten wir die erste Gleich-
heit.

Fiir die zweite Gleichheit gehen wir von dem Fall aus, dass zunéchst alle v € V(G) aus Z ge-
farbt sind, farben anschliefiend eine Ecke v; und dann stets eine weitere Ecke vg, ..., v; € V(G)
aus Y. Hierbei miissen wir (wieder im Sinne von Korollar jeweils alle unabhéngigen Par-
titionen von {vy,vs,...,v;} betrachten und zu jedem 7 € I ({v1,va,...,v;}) pro Block eine
Farbe aus Y vergeben.

q.e.d.

Zunéchst untersuchen wir ein einfaches Beispiel.

Beispiel 4.2 Wir betrachten den Weg

Py = ({1,2,3},{{1,2},{2,3}}) .

Die untenstehende Tabelle zeigt alle Teilgraphen von Ps sowie jeweils alle dazugehdorigen maég-
lichen unabhdngigen Partitionen der jeweiligen Eckenmenge.

alir2,3)] | {{}.020,031 }, {13,420
G[{2.3) {203}

GI{1,3}] {m.e ) {0s]
GI{1,2} {11}, (2}

Gl{1} {1}

G[{2}] {121}

G[{3)] {131}
G|0] 0
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Wir setzen die entsprechenden Werte in die Gleichung aus Satz[4.]] ein:

P(Pyayy) = (x—y)° "+ (x—y)’3y" + (v — ) By* + ') + (v* +4?)
= 3:3—33:2y+3xy2—y3+(:1:2—2:):y—|-y2)3y+3xy(y—1)+3:y—3y2(y—1)
“+y (P -3y+2)+y° -y
= 2% —32%y + 3zy? — v® + 32y — 62y® + 3% + 3xy? — 3zy + xy — 3y> + 3y
v’ =3y + 2+t —y
= :L“3+y72xy.

Ein weiteres Beispiel im Anhang zeigt, dass die Berechnung mithilfe von Satz [£.1] zwar
zeitlich wesentlich ungiinstiger ist als durch den Einsatz der Rekursionsbeziehungen aus Satz
B:19 und Bemerkung[3:20] Allerdings wird sich Satz[4.1]spéter als niitzliches Beweismittel her-
ausstellen, weshalb er fiir uns dennoch von grofer Bedeutung ist. Die Berechnung in Anhang
[A7] findet sich auch auf der beigefiigten CD-ROM, welche diesen und alle weiteren Anhénge
dieser Schrift in ausfiihrlicher Form enthélt.

In einigen Fallen wird es sich eher eignen, die &ufsere Summe iiber die unabhéngigen Par-
titionen der Eckenmenge zu bilden. Auch hierfiir haben wir eine Méglichkeit gefunden.

Satz 4.3 Es sei G ein Graph, I1;(G) sei die Menge aller unabhdngigen Partitionen von V (G).
Dann ist

{Xer| | X|=1}|

peen = ¥ 3 (BT IS

el (G) 1=0 !
eine alternative Darstellungsweise zu Theorem 6 und Korollar 7 in ([9], S. 74 f.).

Beweis:

Zunéchst farben wir fiir jede unabhéngige Partition 7= € II;(G) die Blocke aus m paarweise
verschieden echt und haben daher ym Moglichkeiten wie beim univariaten chromatischen Po-
lynom. Dieses entspricht dem Fall ¢ = 0. Um die Farben aus Z einzubringen, wéhlen wir ¢
Blocke mit ¢ > 1 zur Farbung in derartigen Farben aus, erlauben dieses Vorgehen jedoch ledig-
lich fiir X € m mit |X| = 1, um doppelte Farbungen zu vermeiden. Letzteres Problem konnte
sich ansonsten folgendermafien ergeben: Aufgrund der Definition der unechten Farben diirfen
wir nun auch verschiedene Blocke von 7 mit derselben unechten Farbe versehen. Farben wir
also einen Block X € 7 mit |X| > 2 unecht, so erhalten wir dieselbe Farbung auch iiber jede
Verfeinerung 7’ von , in welcher wir genau den Block X € m durch Blocke X{,..., X, € 7’/
mit 2 < k < | X| ersetzt haben. Hierzu farben wir X1,..., X, jeweils in derselben unechten
Farbe, in welcher wir zuvor X gefiarbt haben, und iibernehmen fiir alle anderen, unveréndert
gebliebenen Blocke jeweils dieselbe Farbe wie zuvor.

Um nun aus den [{X € 7| |X| = 1}| einelementigen Blocken ¢ Blocke unecht zu farben, gibt
es (HXGWQX‘ZIH) viele Moglichkeiten. Da auch die feinste Partition 7y mit |Xo| = 1 fiir alle
Xo € mp fiir jeden Graphen auftritt, wird auch der Fall beriicksichtigt, dass alle Farben aus Z
gewahlt werden.

q.e.d.
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Wir kommen noch einmal auf Beispiel [£.2] zuriick, welches wir nun mithilfe von Satz [4.3]
untersuchen.

Beispiel 4.4 Fiir den Weg

P = ({1,2,3},{{1,2},{2,3} })

gilt offenbar

wps) = {{{1.420.48} J. {{1.3}.42} |} -

Wir setzen die entsprechenden Werte in die Gleichung aus Satz[{.3 ein:

s = 3 (3Yie-utute 3 (Y et

i=0

= y(y2—3y+2)+(3x—3y)(y2—y)+3y(1:2—21:y+y2)+x3—3x2y
+3ry’ — P+  —y+ay—y°

= 3 —3y* + 2y + 3xy? — 3zy — 3y° + 3y + 322y — 62y% + 3y° + 23 — 322y
43z — P ot —y +ay — P

= 2 +y—2zy.

Auch hier méchten wir auf ein zusétzliches Beispiel [A.2]im Anhang hinweisen, wobei Satz [£.3]
ahnlich wie Satz primér als spiteres Beweismittel verwendet wird.

Die Sitze und lassen sich als eine Verallgemeinerung des folgenden Korollars auf-
fassen, welches eine bereits seit langem geldufige Darstellung fiir das univariate chromatische
Polynom zeigt.

Korollar 4.5 Fiir den Spezialfall Z = ) erhalten wir die bereits bekannte und in Bemerkung
vorgestellte Darstellung des univariaten chromatischen Polynoms

P(Gy) = > yll .

TFEH[(G)

Des Weiteren lasst sich zur Berechnung chromatischer Polynome zu einem gegebenen Graphen
G auch ein weiterer Graph nutzen, ndmlich dessen Komplement.

Bemerkung 4.6 ([12], S.74).
Es sei G ein Graph mit n = |V(G)|. Dann gilt

n

P(Gsy) = > si(Gyt,

i=1

wobei 5;(G) die Anzahl aller aufspannenden Teilgraphen von G mit genau i zusammenhdngen-
den Komponenten ist, welche jeweils einen vollstindigen Teilgraphen in G induzieren.
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Ahnlich hierzu erhalten wir fiir den bivariaten Fall folgendes Resultat:

Korollar 4.7 FEs sei G ein Graph. Dann gilt

PGizy) = > (@—y" S il

WCV(G) mellg (GIV(G)-W])
= > (@-y"" > Tl

=0 XCV(G) mit | X|=inelle (G[X])

und
{Xen||X|=1}]
X e X = 1 i |wl—i
P(Gizy) = > (H |Z.| | H) (@ —y) ym=
melley(G) =0

Beweis:

Weil fiir einen beliebigen Graphen H jede in V(H) unabhingige Menge eine Clique in H
induziert und umgekehrt, folgt die Behauptung aus Satz beziehungsweise Satz
q.e.d.

Nun verfiigen wir iiber hilfreiche Mittel, um viele Behauptungen in den folgenden beiden
Abschnitten zu beweisen.

4.2 Formeln fiir bestimmte Graphentypen

Fiir gewisse Typen von Graphen lésst sich eine Gleichung zur schnellen und einfachen Berech-
nung des bivariaten chromatischen Polynoms angeben. In diesem Abschnitt stellen wir einige
dieser Spezialfille vor.

4.2.1 Sterne und disjunkte Vereinigungen von Sternen

Wir beginnen dieses Kapitel mit einfachen Féllen von Graphen, ndmlich mit Sternen und
disjunkten Vereinigungen aus solchen.

Satz 4.8 Es sei N > 1. Fir einen Stern Syy1 gilt

P(Sni1;my) = (@—y)aN +y@—1V .

Beweis:

Wenn wir die Ecke v mit |[N(v)] = N in einer unechten Farbe férben, so konnen wir die
weiteren Ecken beliebig farben. Andernfalls haben wir eine echte Farbe fiir die Ecke v mit
|N(v)| = N, die wir dann fiir die iibrigen Ecken nicht nochmals verwenden diirfen.

q.e.d.

Das folgende Korollar beruht auf Satz
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Korollar 4.9 Fir einen Graphen G = 2%21 tmSmi1 = U%:l Uf:l Sm+1 mit ty, > 0 fir
allem € {1,2,...,N} mit N > 1 gilt

P(Gia,y) = ﬁ (P(Sm+1;fv,y))tm~

m=1

In Satz haben wir eine Formel und damit eine rekursionsfreie Berechnungsmethode vorge-
stellt. Dieses bietet gegeniiber einer Rekursionsgleichung bekanntlich einen enormen Vorteil,
weil die Bestimmung weiterer Graphenpolynome entfillt. Auch an anderen Stellen in dieser
Schrift werden wir rekursionsfreie Berechnungsméglichkeiten fiir das bivariate chromatische
Polynom oder fiir die Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms einfiihren, wobei
sich selbstverstédndlich auch dort stets ein grofer rechnerischer Vorteil ergeben wird.

Bemerkung 4.10 Es sei G = (V, E) der Graph aus Korollar[{.9 Offenbar gilt

N
Bl = ) tmm
m=1
und firn = |V|
N
n = Z tm (m+1)
m=1
N
= |El+ > tm
m=1
> |E|.
Es sei H(n,N,ty,...,tN) die Anzahl aller Graphenoperationen, welche unter Verwendung von

Satz[3.19 notwendig sind. Weil wir fiir jeden bei den Rekursionen entstehenden Graphen pro
Kante jeweils einen Rekursionsschritt ausfiihren und in jedem solchen jeweils drei Graphen
entstehen, erhalten wir offenbar

|E|

H(n,N,t1,...,ty) < Y 3
=1

< \E|3|E‘

< O3Bl

< C3"

und damit ein exponentiell beschrinktes Wachstum mit der Basis 3. Fiir den univariaten Fall
ersetzen wir diese Basis lediglich durch die Basis 2, weil bei jedem Rekursionsschritt gemdfs
Satz[3.6 jeweils zwei neue Graphen entstehen.

Diese Abschdtzung ldsst sich nicht weiter nach unten verfeinern, wie bereits alle Graphen vom
Typ t1.52 mit t1 > 1 demonstrieren. Fs gilt

[V(t1S2)] = 2t
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und
|E(t152)] = t1.

Weil bei jedem Schritt der Rekursion aus Satz[3.19 drei neue Graphen mit jeweils genau einer
Kante weniger als unmittelbar zuvor entstehen und die Kanten paarweise keine gemeinsamen
Ecken besitzen, erhalten wir sogar die Gleichheit

|E|
H(2ty,1,t) = > 3
=1

t1
= > 3.
i=1

Im univariaten Fall gilt dieses analog mit der Basis 2.

Betrachten wir dagegen die Anzahl K(n,N,t1...,tn) aller notwendigen Graphen- und Re-
chenoperationen, welche mit der Methode aus Korollar[[.9 einhergehen, so sind hier, wie man
an der Beziehung

P(Gay) = ﬁ ((ﬂf*y)xm+y(xf1)m>t’”

m=1

erkennt, weder im bivariaten noch im univariaten Fall Graphenoperationen erforderlich. Wei-
terhin gilt m < n und t,, < n. Weil die in dieser Arbeit auftretenden Rechenoperationen
jedoch zumeist keinen groffen Komplexititsbeitrag leisten, werden wir diese von nun an, $o-
fern nichts anderes erwdahnt wird, vernachlissigen. Daher ergibt sich mit der Kennitnis, dass
n linear wachst, also eine lineare Beschrinkung von K(n, N, t1,...,tN).

Wie wir speziell in der Implementierung von Korollar im Anhang sehen, erreichen
wir mithilfe von Korollar [1.9] gegeniiber der Implementierung der Rekursionsbeziehung nach
(J1], S. 33) mittels Kantenldschung, Kantenkontraktion und Kantenextraktion aus Satz [3.19]
einen sehr grofen zeitlichen Vorteil. Auf die Verwendung der Umstellungsvariante letzterer
Rekursionsgleichung in Bemerkung [3.20] welche Kantenadditionen, Kantenléschungen und
Kantenextraktionen erforderlich macht, verzichten wir hier allerdings, da sich die Berechnung
mittels dieser Methode als noch zeitaufwendiger erwiesen hat als unter Verwendung von Satz
[B.19 Wie wir am zweiten Beispielgraphen sehen, erlaubt die Formel aus Korollar trotz
der 350 Ecken und der entsprechenden Kanten des Graphen eine Berechnung des bivariaten
chromatischen Polynoms innerhalb von weniger als einer Sekunde, wihrend die Rekursion aus
Satz nach einer Stunde erfolglos abgebrochen wird. Aufgrund des grofen Umfanges des
Polynoms geben wir dieses jedoch nicht mit aus.

4.2.2 Loschung von Sternen aus vollstandigen Graphen

Unsere Uberlegungen setzen wir mit einem Graphentypus fort, welcher iiber verhiltnisméfig
viele Kanten verfiigt. Wir erhalten ihn, indem wir aus einem vollstdndigen Graphen die Kanten
von gewissen zueinander paarweise disjunkten Teilgraphen loschen.
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Satz 4.11 FEs sei G = K,, — Z tmSm+t1, wobei ty,, > 0 fir alle m € {1,...,N} gelte und

N > 1 die Anzahl der Kcmten emes solchen Sterns mit mazimaler Kantenanzahl sei. Zudem
sein > Zm:O m (m+1). Dann gilt

b
by=0 NN

to ¢ t1 ¢
2\ab 1\
. 202 1°t
> (22> ()
2

b1=0

n—2bN—...—2b1
Z <7’L — 2by _ cee T 2b1) (.’IZ _ y)z ynbef...flnfi ]

1=0

Beweis:

Zum Beweis verwenden wir Satz [£.3}

Die erste Summe in Satz wird iiber alle unabhéngigen Partitionen von G gebildet. Um
diese Partitionen beim Graphen G zu erzeugen, darf jeder Block nur entweder aus einer Ecke
oder aus zwei solchen Ecken bestehen, zwischen welchen eine Kante geloscht wurde. Es gibt
M- 1me_0( ) bm Moglichkeiten, Blocke Xa mit |X3| = 2 zu wihlen, fiir die iibrigen

Blocke X gilt | X1| = 1. Also folgt |II;(G)| = Hm 1 Zm (Z’T”n)mbm.
q.e.d.

Im folgenden Beispiel wenden wir Satz auf den in Abbildung gezeigten Graphen

all.

Beispiel 4.12 Wir bestimmen exemplarisch das bivariate chromatische Polynom des Graphen

G = K¢ — So — Sy mithilfe von Satz[{.11]:

e = B (e (0

b3=0 by=0 b1=0
6—2b3—2by—2by
6 — 2b3 — 202 — 2y i 6—bz—ba—bi—i
I — 6—b3—by—b1—i
;0 < ; (z—y)'y

= 25 — 42y + 60zy — 452%y + 2423y — 11zty + 47y% — 52xy® + 242y — 6° .

Das Ergebnis aus Satz[£.11]14sst sich selbstversténdlich auch auf den Spezialfall des univariaten
chromatischen Polynoms tibertragen.

N

Korollar 4.13 Es sei G = K, — > t;mSm1, wobei t,, > 0 fir alle m € {1,...,N} gelte
m=1

und N > 1 die Anzahl der Kanten eines solchen Sterns mit mazimaler Kantenanzahl sei. n
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{ 7
@)
Abbildung 4.1: K¢ — Sy — S,

sei hinreichend grofS. Dann gilt

P(Gyy) = ti <tN>NbthIiZI (tN—1>(N_1)bN1

yo=, \bn ~ bn-1
to t1
tQ b tl b
272 1™
> ()2 > (5)
by=0 b1=0
ynbef —by
Beweis:
Die Behauptung folgt aus Satz fir z = y.
q.e.d.

Wie wir nun sehen, lasst die Anwendung der Gleichung aus Satz [L.11] eine vergleichsweise
kurze Laufzeit erwarten.
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Bemerkung 4.14 Es sei G = (V, E) der Graph aus Satz|4.11} Dann gilt

M=

n > tm (m+1)
m=1
N
> ) tm (4.1)
m=1
- e@) = "YU g

wobei @ etwa nach ([31], S. 6 f.) die Anzahl der Kanten des Graphen K,, ergibt.

Die fiir den von uns betrachteten Graphentyp zur Bestimmung des bivariaten chromatischen
Polynoms giinstigere der beiden Methoden aus Satz[3.19 und Bemerkung[3.20 ist offenbar die
Methode aus Bemerkung . Diese liefert fir die Anzahl H(n,N,t1,...,tx) aller hierbei
notwendigen Graphenoperationen nach der Abschitzung die Beschrinkung

@)
H(n,N,t1,... ty) < 30
i=1
< |E(§)|3IE(5)\
< 3P@)
_ 03" -IE
< C3".

Damit liegt ein exponentiell beschrinktes Wachstum mit der Basis 3 vor. Fir den univariaten
Fall gilt diese Abschdtzung mit der Basis 2.

Wie wir nun am Beispiel der Graphen Kop — kSe mit k > 1 nachvollziehen, ldsst sich die erste
Relation nicht durch eine strenge Ungleichung ersetzen. Offenbar gilt

V(Ko — kSa)| = 2k
und
By~ ksy) = 2Dy
= 2k(k—1)
sowte
|E(Ko — kS2)| = k.

Da in jedem Schritt der Rekursion nach Bemerkung[3.20 aus jedem Graphen drei neue Graphen
mit jeweils genau einer Kante mehr als zuvor entstehen, bendtigen wir

E@)|
H(2k,1,k) = Y 3
=1

|E(K2p—kS2)|
- E
i=1
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Graphenoperationen im bivariaten Fall, wihrend wir im univariaten Fall gemdfl Bemerkung
[5.8 die Basis 3 durch die Basis 2 ersetzen. Die Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass die
Elemente aus E(G) paarweise keine gemeinsamen Ecken besitzen und wir daher nicht mit
weniger als |E| Rekursionsschritten auskommen.

Die Beziehung aus Satz beziehungsweise Korollar verzichtet dagegen auf jegliche
Graphenoperationen. Weil n lediglich einem linearen Wachstum unterliegt, ist die Komplexitit
K(n,N,ty,...,tn) dieser Formel sowohl im univariaten als auch im bivariaten Fall linear

beschrankt.

Anhand von weiteren Beispielen wird im Anhang unter veranschaulicht, dass die Berech-
nung des bivariaten chromatischen Polynoms grofer Graphen mithilfe von Satz deutlich
schneller gelingt als mit der Rekursionsformel nach ([I], S. 33) aus Satz und auch ge-
geniiber der Umstellung dieser Gleichung aus Bemerkung [3.20] noch einen zeitlichen Vorteil
aufweist. Zudem zeigen wir auch speziell fiir den univariaten Fall den zeitlichen Vorteil des
Ergebnisses aus Korollar [1.13] gegeniiber der Implementierung des univariaten chromatischen
Polynoms durch (J20], S.210 f.). Besonders erwdhnenswert ist der vierte Beispielgraph, des-
sen bivariates chromatisches Polynom mittels Bemerkung [3.20] selbst innerhalb einer Stunde
noch nicht berechnet werden kann, wohingegen die Methode aus Satz bereits nach etwa
11 Sekunden das Polynom liefert. Aus Ubersichtsgriinden verzichten wir auf die Ausgabe der
Abbildung des entsprechenden Graphen sowie auf die Ausgabe des Polynoms.

4.2.3 Spezielle Splitgraphen

Der néchste Graphentyp, welchem wir uns widmen, ist der sogenannte Splitgraph. Bei diesem
lésst sich die Eckenmenge in zweierlei Eckenmengen partitionieren, ndmlich in eine unabhéngi-
ge Eckenmenge und die Eckenmenge einer Clique. Weil es jedoch mit gréferer Eckenanzahl in
den beiden Blocken der Partition zunehmend mehr Kombinationsmoglichkeiten fiir die Kanten
zwischen beiden Blocken gibt, beschrinken wir uns hier auf den Fall, dass alle diese Kanten
tatséchlich auftreten. Damit haben wir auch hier wie im vorigen Abschnitt einen Graphen mit
verhéltnisméfig vielen Kanten vorliegen.

Satz 4.15 Es sei G = (V, E) der Graph K x K mit s > 1 und k > 1. Dann gilt

P(Giz,y) = Z (i) (z—y) "t k (?) (=9 " (y—1)

Beweis:
Nach Beispiel [3.17]ist das bivariate chromatische Polynom eines K gegeben durch

P(Ksiy) = i (i) (—y) y==t



Die Ecken des Graphen K}, diirfen wir untereinander beliebig mit Farben aus ¥ und X\Y
farben. Im Graphen K * K;, miissen wir fiir die Ecken des K}, jeweils lediglich genau die im
Teilgraphen K aus Y verwendeten Farben ausschliefen. Hierbei gibt es jeweils (];) Moglichkei-
ten, aus k Ecken | Ecken echt zu farben, wobei genau die ¢ echten Farben des K ausgeschlossen
werden. Zusammenfassend miissen wir zur Farbung des K, aus den z Farben also lediglich
genau t Farben ausschliefsen und diirfen ansonsten frei wéhlen.

q.e.d.

Wir wenden uns nun einem Beispiel zu.
Beispiel 4.16 Es sei der Graph G = K4 * K3 gegeben. Dann gilt

4
P(Giz,y) = > <4> (@—y)' "yt (@ -t

¢
t=0

_ 7 2 3 4 5 2

= z' + 384y — 504xy + 336x°y — 154x°y 4+ 562"y — 18x°y — 488y

+  540zy? — 276x%y? + 75x3y? + 108y — 60> .

Zum univariaten Fall erhalten wir auf alternative Art ein bereits bekanntes Ergebnis.

Korollar 4.17 ([23/, 5.197).
Es sei der Graph G = Ks x K, mit s > 1 und k > 1 aus Satz gegeben. Dann gilt

P(Gyy) = y(y—s)" .

Beweis:
Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz
q.e.d.

Wir untersuchen den Rechenaufwand der Methode aus Satz [£.15] nun genauer.

Bemerkung 4.18 In der Situation aus Satz[{.15 halten wir die Gleichungen

V| = s+k
und
BE| = M—i—sk
2
sowte
— k(k—1
E@) = Mo
2
fest.

Die Methode aus Satz mit Hy(s, k) notwendigen Graphenoperationen beziehungsweise der
Einsatz von Bemerkung 32(] mit Hs(s, k) notwendigen Graphenoperationen ergibt, dhnlich
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wie in den Bemerkungen[{.10] bezichungsweise worauf wir uns von nun an auch in allen
folgenden Komplexitdtsanalysen berufen werden,

|E|
Hy(s,k) < > 3
i=1
< ,E‘glEI
< O3lEl
_ 035(5271) +sk
beziehungsweise
BE@G)I
H2(87k) < 3
i=1
< ,E<§),3\E(G)I
< (O3EG)
N k(k—1)
= (O3 =z

und damit jeweils ein exponentiell beschrinktes Wachstum. Auf den univariaten Fall bezo-

gen gelten diese Abschdtzungen nach Satz [3.6 beziehungsweise Bemerkung [3.8 jeweils mit
s(s—1) +sk . ) k(k—1)

C2 = beziehungsweise C2~ 2 .

Eine kleinere Basis konnen wir nicht finden, was wir zundchst fir die Methode aus Satz[3.19

am Beispiel Kgx K1 = Kgy1 mit s > 2 zeigen. Es gilt

|V(Ks+1)’ = s+ 1
und
-1
BE) = 2C
B (s+1)s
=

In jedem Rekursionsschritt nach Satz erhalten wir drei Graphen mit jeweils hochstens
zwei Ecken weniger als vorher. Damit sind mindestens @ Rekursionschritte erforderlich,
um den ersten kantenlosen Graphen zu erhalten. Es gilt also

Ls+1]

T2
Hl(svl) Z Z 32
=1

fiir den bivariaten Fall, wihrend wir im univariaten Fall nach Satz stattdessen iiber 2°
summaueren.

Die Gleichung aus Bemerkung betrachten wir nochmals fiir alle Graphen K1 % Kj, = Sp41
mit k > 2. Es gilt

V(Ske)] = k+1
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und
|E(Sk+1)| = k

sowte

S kE(k—1)
BE)| =
In jedem Schritt der Rekursionsbeziehung aus Bemerkung [3.20] entstehen drei Graphen mit
jeweils hochstens zwei Ecken weniger als zuvor. Daher miissen wir mindestens % Rekursi-

onsschritte durchfihren, um den ersten Graphen ohne Kanten zu erhalten, woraus
L]
2

=1

fiir den bivariaten Fall folgt, wihrend im univariaten Fall nach Bemerkung wieder iber 2
zu summieren 1st.

Dagegen kommen in der Relation aus Satz[{.1] beziehungsweise Korollar[{.17 keinerlei Gra-
phenoperationen vor, weshalb wegen s < n und k < n jeweils ein linear beschrinktes Wachstum
der Komplexitit K (s, k) vorliegt.

Fiir zwei weitere Beispiele verwenden wir die Methode aus Satz [£.15] im Anhang [A5] unter
Einbeziehung einer Laufzeitmessung. Dabei erkennen wir einen deutlichen zeitlichen Vorteil
der Beziehungen aus Satz [£.15] und Bemerkung [3.20] gegeniiber der Rekursion aus Satz [3.19
Beim zweiten Beispiel verzichten wir aufgrund der hohen Eckenzahl auf die Ausgabe der
Abbildung des Graphen. Hier vergleichen wir die Gleichungen aus Satz [3.19) und Bemerkung
3.20] welche jeweils nach einer Stunde noch zu keinem Ergebnis fithren, mit der Formel aus Satz
[4.15] welche die Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms innerhalb von weniger als
einer Sekunde erméglicht. Allerdings geben wir lediglich die in Anspruch genommene Zeit aus,
das Polynom aufgrund seiner Lénge jedoch nicht.

Wir betrachten nun einen weiteren Spezialfall eines Splitgraphen. Verkniipft man einen Kj mit
einem vollstdndigen Teilgraphen eines K, so ldsst sich das bivariate chromatische Polynom
noch leichter bestimmen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 4.19 Es sei G = (V, E) ein Graph, welcher aus einem Ky und einer Ecke v entsteht,
mdem man v durch einen Join mit einem K, C K, verbindet. Dann gilt

P(Giz,y) = (z—y) P(Ksiz,y)+ y(P(Ks;w —Ly—-1)+(s—7r)P(Ks—152— 1,y — 1)) :

Beweis:

Falls v unecht gefarbt ist, diirfen wir den Graphen K beliebig farben, was (x — y) P(Ks; x,y)
Moglichkeiten ergibt.

Falls v echt gefiarbt ist, dirfen wir dieselbe Farbe nicht fiir die Nachbarschaft N(v) von v
verwenden. Wir farben also zundchst den Graphen K ohne die bereits gewéhlte echte Farbe.
Hierfiir gibt es y <P (Kg;x—1,y— 1)) Moglichkeiten. Nun fehlen genau die Fille, in denen eine

Ecke aus V(G) — N(v) — {v} ebenfalls in der fiir v gewdhlten echten Farbe gefiarbt ist. Das
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sind pro echter Farbe (s — r) P(Ks_1;x — 1,y — 1) Moglichkeiten, womit sich also insgesamt
y(P(Ks;x —lLy—1)+(s—r)P(Ks_1;2— 1,y — 1)) Méglichkeiten ergeben.
q.e.d.

Auch hierzu betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 4.20 Es sei G = K5 U K7 mit K5 N K7 = Ky der Graph aus Abbildung[{.2 Hierbei
ist v =4 und s =7 nach Satz[{.19 Wir erhalten

P(Giz,y) = (v—vy) P(Krz,y) + y<P(K7;w —Ly—1)+3P(K¢z— 1,y — 1))
= 28 — 2880y + 3600y — 2280x2y + 984x3y — 330zty + 942°y — 2525y + 4176y
—  4620zy? + 24702%y? — 82023y? + 16521y — 1360y> + 1050zy> — 28522y> + 60y™ .

Abbildung 4.2: K5 U K7 mit Ks N K7 = K4

Zur Komplexitat der Methode aus Satz lassen sich folgende Aussagen machen.
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Bemerkung 4.21 Wir betrachten die in Satz[[.19 gegebene Situation. Es gilt
V| = s+1

und

-1
|E] = 8(82) +r.
Fiir die Anzahl H(s,r) aller mittels der Rekursionsgleichung aus Bemerkung erforderli-

chen Graphenoperationen erhalten wir
H(s,r) < 3C(s—r)

fiir den bivariaten Fall, womit das Wachstum nur linear beschrdinkt ist. Letzteres trifft auch auf
den univariaten Fall zu, wenngleich wir hier gemdfs Bemerkung[3.8 die Konstante 2 verwenden
mussen.

Betrachtet man einen Graphen K,, —e mitn > 2 und e € E(K,,), so erhdlt man

H(n,n—1) = 3C

im bivariaten Fall, wdhrend im univariaten Fall wieder der Faktor 2 zugrunde zu legen ist.
Diese untere Grenze entspricht vom Komplezititsaufwand der Methode aus Satz[[.19. Setzt
man namlich die rekursionsfreie Formel fiir das bivariate chromatische Polynom des vollstin-
digen Graphen nach ([9], S. 78) als bekannt voraus, so sind mithilfe der Methode aus Satz[{.19
in jedem Fall nur einmalig drei Graphen zu bilden, um deren bivariates chromatisches Poly-
nom jeweils direkt zu bestimmen. Zur Berechnung des univariaten chromatischen Polynoms
werden entsprechend zwei Graphen gebildet. Somit gilt fir die Anzahl K(s,r) aller Graphen-
operationen mittels der Beziehung aus Satz[{.19 stets

K(s,r) < H(s,r).

Zu Beispiel fiigen wir im Anhang unter einen Programmcode hinzu. Dieser zeigt uns
auch hier wieder eine deutlich kiirzere Berechnungsdauer mithilfe von Satz[£.19) gegeniiber den
Rekursionsformeln nach ([I], S. 33) aus Satz und Bemerkung [3.20

4.2.4 Bestimmte vollstindig k-partite Graphen

Zu den héufig mit Interesse untersuchten Graphen zéhlen unter anderem die vollstandig k-
partiten Graphen mit & > 2. So haben wir bereits in Beispiel eine Darstellung des
bivariaten chromatischen Polynoms vollstdndig bipartiter Graphen K, , kennengelernt. Wir
geben nun Formeln fiir gewisse vollstdndig k-partite Graphen mit k& > 2 an, welche man als
Verallgemeinerung der vollstdndig bipartiten Graphen K2 und K33 zu vollstédndig k-partiten
Graphen K3 o und K3 . 3 auffassen kann. Zuvor erinnern wir nochmals an die Definition
eines vollstédndig k-partiten Graphen.

Definition 4.22 Gemdaf Definition [2.25 und Definition [2.26] ist der vollstindig k-partite
Graph folgendermaflen definiert:
FEinen Graphen G nennen wir k-partit fir k > 2, wenn es eine Partition II = {X1, Xo, ..., X}
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von V(G) gibt, so dass fiir jede Kante e € E(GQ) die Relation e N X;| <1 fir allet =1,...,k
gilt. Fir k = 2 nennen wir G auch bipartit. Einen k-partiten Graphen G nennen wir vollstin-
dig k-partit, wenn fiir jedes Eckenpaar mit aus verschiedenen Blocken stammenden Ecken diese
beiden Ecken zueinander adjazent sind. Ist n; = |X;| fir jedes i € {1,2,...,k}, so bezeichnen

wir G auch als Ky, ny.... 0y

Wir beginnen nun mit dem Graphentyp K» o, welchen wir als K3992922 in Abbildung
zeigen.

Abbildung 4.3: K29299

1Ly Ly

Satz 4.23 FEs sei G = (V, E) der vollstindig k-partite Graph K27 2,...,2" Dann gilt
—_——

k—mal

P(G;z,y) = Zk: (f) 2’62—:21' <2k l_ 2i) (z — y)Qk—Zi—l yit

1=0 =0

Beweis:

Wir verwenden Satz und identifizieren den dort betrachteten Graphen Kn—Z7Nn:1 tmSm+1
fir N > 1 und ¢, > 0 mit dem Graphen K9 9 9, indem wir n =2k, N =1 und t; = k
b b )

k—mal

setzen:

k 2k—2by
k 2k — 2b L
P(Ka — kSa;2,y) = E (bl) E ( l 1) (z — y)b1+l yM

l
k—2b;
2k — 2b
( l 1) (z — y)2k—2b1—l yb1+l '
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q.e.d.

Hierzu berechnen wir folgendes Beispiel.

Beispiel 4.24 Es seit G = K2222. Dann erhalten wir

P(Giz,y) = 24: (f) 82322 (8 _l 2i> (2 — )52t it

=0 =0
= 2% — 2790y + 3408zy — 2128z2y + 91223y — 3062y + 882y — 2425y + 405942
—  4392zy% + 232022y% — 76823y + 15621y — 1332y° + 1008zy> — 27222y> + 60y .

Auf den univariaten Fall beschrinkt ergibt sich folgendes Resultat.
Korollar 4.25 FEs sei G = (V, E) der vollstindig k-partite Graph Ko o . . o aus Satz 4.2,
————

k—mal

Dann gilt

Ep A

P(Gy) = > <Z>y2"”

i=0
Beweis:
Die Behauptung folgt aus Satz [£.23]
q.e.d.

Wir untersuchen nun die Komplexitat des Ergebnisses aus Satz [4.23]

Bemerkung 4.26 In der Situation aus Satz sei H(n, k) fir n = |V| die Anzahl aller
Graphenoperationen, welche sich durch die rekursive Bestimmung des bivariaten chromati-
schen Polynoms gemdfl Bemerkung[3.20) ergeben. Es gilt offenbar

n = 2k
sowie
2k (2k — 1
BE| = 2k(2k—1) k
2
= 2k(k-1)
und
E(G)] = k.
Damit erhalten wir fir den bivariaten Fall aufgrund der Beziehung
|E(G)] '
H(n,k) = 3
i=1
< ]E(@)]S‘E(G”
< O3lE@G)
= C3*
= (32
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ein exponentiell beschrinktes Wachstum mit der Basis V3. Fiir den univariaten Fall ergibt
sich nach Bemerkung dieses Ergebnis mit der Basis v/2. Die Gleichheit erhalten wir, weil
alle e € E(G) paarweise keine gemeinsamen Ecken besitzen.

Betrachten wir dagegen die Gleichung aus Satz [{.23 beziehungsweise Korollar [{.25, so un-
terliegt die Komplexitit K (n,k) hier wegen k < n und dem linearen Wachstum von n einer

linearen Beschrdankung.

Unter [AJ7] im Anhang erfolgt wiederum eine beispielhafte Berechnung des bivariaten sowie
des univariaten chromatischen Polynoms von Graphen der Form aus Satz [4.23] Hierbei zeigt
die Laufzeitmessung fiir den bivariaten Fall den zeitlichen Vorteil der Formel aus Satz [1.23]
gegeniiber den Rekursionsgleichungen nach ([I], S. 33) aus Satz und Bemerkung [3.20
Wie man sieht, vergrofert sich dieser mit zunehmender Ecken- und Kantenanzahl. Fiir einen
Graphen mit 30 Ecken beispielsweise liefert die Rekursion aus Bemerkung welche fir
diesen Graphentyp schneller arbeitet als die Rekursion aus Satz [3.19] nach einer Stunde noch
immer kein Ergebnis, wohingegen wir dieses mittels Satz nach etwa 14 Sekunden erhal-
ten, welches wir allerdings, ebenso wie die Abbildung des Graphen selbst, nicht mit ausgeben.
Auch beim Vergleich des Ergebnisses aus Korollar mit der Implementierung des univa-
riaten chromatischen Polynoms durch ([20], S. 210 f.) sehen wir einen zeitlichen Vorteil der
Methode aus Satz

Es folgt nun der aus kombinatorischen Griinden schon ein wenig aufwendiger zu untersuchende
Graphentyp K3 . 3.

Satz 4.27 Es sei G = (V, E) der vollstandig k-partite Graph K37 3,....3 Dann gilt
——

k—mal

PG _ k) <~ (i gi—t K& 3k —2i—t 3k—2i—t—1 i+l
' 1=0

k
=0 t=0

Beweis:
Wir verwenden Satz .3 mit

[ (Ks3,..3) = Ek: (f) :0 C) gi—t

sowie fiir jedes m;; € II(K3 3, ) wegen

|mid = Bk—2i—t+(i—t)+t
= 3k—i—1
auferdem
HX e mid | X| =1} = 3k—2i—t.

Dann erhalten wir

BN e (0 i R Bk —2i—t ‘
P(Kss,.. 3:2,y) = Z(i)z<t>3lt > ( ] )(x—y)lyw

=0 t=0 =0
k 7 . 3k—2i—t .
k : 3k —21—1 %t 4
CEOEOE (e
=0 t=0 =0
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q.e.d.

Mithilfe von Satz bestimmen wir nun das bivariate chromatische Polynom des Graphen
K373.

Beispiel 4.28 Fiir den Graphen G = K33 liefert die Berechnung

PGy 22: <3) i: C) 3 6§_t <6 B 2; - t) (=) 2y

=0 t=0 =0
= 2% — 31y + 422y — 3322y + 1823y — 9xty + 369 — 36xy? + 1822y% — 647 .

Auch fiir diesen Graphentyp leiten wir den univariaten Fall her.

Korollar 4.29 Fiir den Graphen G = K3,37 ... 3 aus Satz[4.27 gilt
N—_——

k—mal
P(G: = i—t, 3k—i—t
@ = S (5)X ()
=0 t=0
Beweis:
Das Ergebnis erhalten wir aus Satz [£.27]
q.e.d.

Auch hier betrachten wir den Rechenaufwand genauer.

Bemerkung 4.30 Fir Satz[4.27 erhalten wir analog zu Bemerkung [{.26| folgendes Ergebnis.
Es sei H(n, k) mit n = |V| die Anzahl aller unter Einsatz von Bemerkung durchzufiih-
renden Graphenoperationen. Es zeigt sich aufgrund der Beziehungen

n = 3k
sowie
-1
g = PO g
9% (k-1)
B 2
und
E@)| = 3k
fiir den bivariaten Fall durch die Abschdtzung
BE@G)I
H(n,k) < 3
i=1
< ]E(@)]S‘E(G”
< O3lE@G)
_ C33k
= C3"



ein exponentiell beschranktes Wachstum mit der Basis 3. Fir den univariaten Fall ergibt sich
gemafy Bemerkung[3.§ dasselbe Ergebnis stattdessen mit der Basis 2.

Eine kleinere Basis ldsst sich nicht finden, da offenbar fiir jeden einzelnen Block jeweils mehr
als drei Graphenoperationen erforderlich sind. Da wir also fir jeden der k Bléocke jeweils mehr
als einen Rekursionsschritt einplanen miissen, ergibt sich also

k
H(n,k) > > 3
=1

fiir den bivariaten Fall, wdhrend der univariate Fall abermals den Ersatz der Basis 3 durch
die Basis 2 erfordert.

Dagegen unterliegt die Komplezitit K (n, k) der Formel aus Satz beziehungsweise Korollar
[4.29 wegen k < n und dem linearen Wachstum von n einer linearen Beschrinkung.

Auch hierzu sollen im Anhang unter [A'§| Beispiele folgen. Wieder zeigt sich hier fiir den
bivariaten Fall der zeitliche Vorteil bei der Verwendung von Satz gegeniiber den Rekursi-
onsgleichungen nach ([I], S. 33) aus Satz und Bemerkung [3.20] Der zeitliche Unterschied
zwischen den Rekursionsgleichungen und der Formel aus Satz wachst wiederum zusam-
men mit der Ecken-und Kantenanzahl. Dieses gilt auch fiir den univariaten Fall aus Korollar
im Vergleich zur Implementierung nach ([20], S. 210 f.). Fiir den bivariaten Fall kénnen
wir auch hier wieder erkennen, dass die Methode aus Satz [£.27] noch dann ein Ergebnis lie-
fert, wenn der Graph bereits 60 Ecken und die entsprechenden Kanten umfasst, wofiir wir
lediglich etwa 72 Sekunden bendétigen. Auf die Darstellung des Graphen sowie die Ausgabe
des Polynoms verzichten wir jedoch aus Ubersichtlichkeitsgriinden. Dagegen erreichen wir mit
der Rekursion aus Bemerkung [3.20] welche fiir diesen Graphentyp schneller arbeitet als die
Rekursion aus Satz [3.19] selbst nach einer Stunde noch kein Resultat.

4.3 Moglichkeiten der Reduktion

Bei dem Versuch, das bivariate chromatische Polynom eines Graphen zu bestimmen, stellt
sich héufig die Frage, ob man dabei auf bereits bekannte bivariate chromatische Polynome
von anderen Graphen zuriickgreifen kann. Dieses ist, wie wir bereits erfahren haben, etwa bei
der Anwendung der Rekursionsformel nach ([I], S. 33) der Fall. Weil sich dieses Verfahren
jedoch mit zunehmender Ecken- und Kantenanzahl als unverhéaltnisméafig aufwendig erweist,
stellen wir hier einige weitere Ansétze vor. Dabei nutzen wir die Besonderheiten von Graphen
mit bestimmten gilinstigen Eigenschaften aus, indem wir auf die entsprechenden Polynome von
Teilgraphen zuriickgreifen oder rekursiv auf andere Graphen derselben Art.

4.3.1 Splitgraphen

An dieser Stelle kommen wir noch einmal auf Splitgraphen zuriick, zu welchen wir bereits zwei
Spezialfille betrachtet haben. Hier lassen wir nun stattdessen beliebige Splitgraphen zu und
zeigen mit dem folgenden Satz, dass sich das bivariate chromatische Polynom eines solchen
Graphen auf bivariate chromatische Polynome kleinerer Graphen reduzieren lésst.

Satz 4.31 Es sei G = (V, E) ein Splitgraph mit G1 = K}, und Gy = K, welcher die Ecken-
menge V(G) = V(G1) UV (G2) mit V(G1) NV (Gs2) = 0 besitzt. Weiter sei I'(v) die Menge
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aller unabhingigen Teilmengen von V(G), die v enthalten. Dann gilt

M-

h—i
P(Gsz,y) = (x—y)" "yt >
i=0 {v1,v2,...,v; }CV(G1)
(I1,12,....1;) €T (v1) X' (v2) X...xT'(v;) mit [INIyn=0 fir alle ,me{1,2,...,i} mit l#m
P(K—Il—Ig—...—]i;a:—i,y—i)
k
i
=D @-p"y )
=0 {v1,v2,...,v; } CV(G1)
(I1,12,....1;) €T (v1) X' (v2) X...xT'(v;) mit INIym=0 fir alle ,me{1,2,...,i} mit I#£m
(x o ,L')S_|Il|_‘-[2|_~--_|li|+i )
Beweis:

Wir wenden auf G Satzan. Innerhalb des Graphen G erlaubt jede Auswahl {v1, vo, ..., v;}
lediglich die triviale unabhéngige Partition {{v1},{ve},...,{v;}}. Somit miissen alle echten
Farben in G paarweise verschieden zueinander sein. Daher erhalten wir (z — y)kii yt Moglich-
keiten fiir G, die gewéhlten Ecken echt und die verbliebenen Ecken in G; unecht zu férben.
Fiir die jeweiligen zugehorigen Farbungsmoglichkeiten von Gy betrachten wir alle Moglich-
keiten, Ecken aus V(G2) jeweils gleich zu farben wie die jeweils gewdhlten Ecken v, mit
r =1,2,...,7. Die v, sind paarweise verschieden echt gefirbt, daher auch die I, also muss
gelten I; N I, = 0 fiir alle I,m € {1,2,...,i} mit [ # m. Die bereits verwendeten Farben aus
Y verwenden wir nicht fiir die ibrigen Ecken in G5, um unerlaubte Farbungen auszuschliefsen,
da Nachbarschaften zwischen Ecken aus V' (G1) und V(G2) im Allgemeinen existieren. Die er-
laubten Fille wurden bereits in der Auswahl der (I3, I2,. .., I;) beriicksichtigt.

q.e.d.

Zur Veranschaulichung betrachten wir das Beispiel des in Abbildung [£.4] gezeigten Graphen.

Abbildung 4.4: Splitgraph aus Beispiel
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Beispiel 4.32 Fs sei G wie in Satz mit k =3 und s = 2. Wir setzen

Weiterhin gilt

Ire2) X Irs)

IF(l) X Ip(g) X IF(S)

V(Ks) = {1,2,3}

V(K>) = {4,5}

{1,2,3,4,5}

{ {1,2},{1,3},{2,3) }

=0

B(K3) U { {1,4},{2,4},{2,5}} .

{1}, 41,5} }

2}

{3}.{8,4} . {3,5} .{3,4.5} |

(113.421), ({153,421 ) }

(113.483) ({15348} ), ({13 43,43 ), ({15}, 3,4} ),
13.43,5) ), ({1.5),43,5} ), ({1}.43.4,5} ), ({1.5} . {3.4,5} ) }
(121,481 ), ({21.43.4} ), ({23, 43,5) ). ({20, 43.4,5} ) }
(11342, 031 ), ({15} 42348} ). ({1} 42}, 43,4} ).
{15}, 42, 43,4} ). ({1342} 48,5 ), ({15}, {2}, 43,5} ),
013,421, 43,45} ), ({15}, 42} {3, 4,5} ) } -

N 7 N N N N N\ N 7 \ 7 N

{1}, 41,5} }

2}

{3}.43.4}, 3,5} . {3,4,5} }

(113.421), ({15342} ) }

(13.031), ({153,031 ), (403 3,43 ), ({150, 43,43 ),
{13,435} ), ({1}, 3,45} ) }

(120.481). (1204341 ), ({23.43.5} ), ({2} 3.4.5) ) }
(113420, 481), ({153 421, 81 ), ({13420, 43,4} ),
{15}, 42 43,4} ), ({1} 423, 48.5 ). ({13 423 4845 ) |

L N e W e N e N e e W W e W
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Nach FEinsetzen in die Gleichung erhalten wir

P(Giayy) = (x—y)°a?
+ (z—1y)y 3(:6—1)2+3(x—1)+1)
+ (x—y)y2(3(x—2)2+6(x—2)+3)
+ (-3 +3(-3)+2)

25 + 4y — 9zy + 92y — 623y — 3y% + day? .

Zum univariaten Fall ergibt sich folgende Vereinfachung.
Korollar 4.33 Es sei G der Graph aus in Satz[{.31. Dann gilt
P(G;y) = o~ >

{v1,v2,...,0:}CV(G1)

2.

(I1,12,....1;) €T (v1) XTI (v2) X...xT'(v;) mit NIy =0 fir alle ,me{1,2,....i} mit I£m

(y . Zv)sf|I1|f\12|f...f|1i|+i '
Beweis:
Die Behauptung folgt aus Satz
q.e.d.

Nachdem wir in Satz allgemeine Splitgraphen betrachtet haben, beschrinken wir uns
im folgenden Satz nochmals auf einen Spezialfall. Hier wird sich nadmlich herausstellen, dass
sich fiir einen solchen Fall eine Rekursionsgleichung aufstellen lasst, welche fiir die Bestim-
mung des bivariaten chromatischen Polynoms auf die bivariaten chromatischen Polynome von
Graphen desselben Typs zuriickgreift. Dabei soll ein solcher Graph folgendermafsen beschaffen
sein: Wir betrachten zu zwei Graphen K, und K; mit s > 1 und k > 1 deren Join K * K},
und 16schen genau ¢ paarweise voneinander unabhéngige Kanten, welche jeweils genau eine
Ecke aus K und eine weitere Ecke aus K} besitzen.
Satz 4.34 Es sei der Graph K, * Ky, — {e1,ea,...,e;} gegeben mit s > 1, k> 1, s >t und
k > t, so dass fir alle i,j € {1,2,...,t} miti#j e; Nej =0 sowie fir alle e; = {v1,v2} mit
i€{1,2,...,t} v; € V(K;) und vy € V(Ky) gelte. Dann gilt die Rekursion
P(Kgx K — {e1,ea,...,ei};2,y) = P(Ksx Ky —{e1,ea,...,ei-1};2,9)
+ P(KS*Kk—l*{617625'-‘7et*1};x7y)
- (l'_y)P(Ks_l*Kk_l—{61,62,...,€t_1};$,y)

mit der Anfangsbedingung

P(Ksx K —{e1};a,y) = P(Kox Kz, y)+ P(Kgx Kp_1;:2,y)
(x —y) P(Ks—1 % Kp_1;2,y) .
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Beweis:

Zum Beweis verwenden wir die Rekursionsbeziehung aus Satz [3.19 welche wir geméf Bemer-
kung so umstellen, dass wir von dem Graphen mit einer geloschten Kante e = {v1,v2}
ausgehen:

P(G—ex,y) = P(Gix,y)+ P(G/e;x,y)
(z —y) P(G —{v1,v2};52,9) .
q.e.d.

Wir betrachten die Komplexitéit dieser Methode.
Bemerkung 4.35 Fir Satz[{.3]] erhalten wir zundchst

V] = [V(K)|+ V(K|
= s+k
und
_ -1
|E(Ky % Ky, — {e1,e0,...,e0})| = ‘“”(82)+sk—t

sowie wegen
t < min{s, k}

auch

7 k(k—1
|E(Ks x K — {e1,e2,...,e1})| = (2)+t

k(k—1)
- 2
Somit ergibt sich zundchst mithilfe der herkommlichen Rekursionen aus Satz[3.19 beziehungs-
weise Bemerkung wiederum eine exponentiell beschrinkte Anzahl der jeweils benétigten
Graphenoperationen Hi(s,k,t) beziehungsweise Ha(s,k,t). Dieses sehen wir durch die Ab-
schétzungen

+ min{s, k} .

|E(Ks*Kj—{e1,e2,..,et})]

Hl(s)kat) S Z BZ

=1
’E(Ks * 7k - {617 €2,... ;et})’3‘E(K5*K7k_{el7627.”76t})‘
C3|E(K5*K7k_{el7627"'7€t})|

VANVAN

03255 sk—t

und

|E(KS*K7k7{€17627"'76t})|

HQ(Sykvt) S Z 32

=1

< |BE Ty~ (enen. . oer))3 e R e en )
S C3|E(K5*K7k_{517627"'76t})|

_ C3k(k2—1)+t

< 03@+min{s,k} )
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Wie Satz@ und Bemerkung [3.8§ zeigen, ergibt sich fir den univariaten Fall hier stattdessen
L k(k— 1)erln{s k}

jeweils C2 k=t beziehungsweise C2
Eine kleinere Basis ldsst sich fiir keine der beiden Beziehungen finden, da wir bereits fiir
den Teilgraphen K, mithilfe der Rekursion aus Satz mindestens Tj Rekursionsschritte
benédtigen, um_erstmalig auf einen kantenlosen Graphen zu stoflen und das Verfahren aus
Bemerkung analog mindestens % Rekursionsschritte erfordert, bis der erste vollstindige
Graph erscheint. Weil aus jedem Graphen im bivariaten Fall jeweils drei neue entstehen, ergibt

sich hier offenbar

1(s, k, 1) 231

beziehungsweise

a2(s, k,t) Z3Z

Im univariaten Fall ersetzen wir wiederum die Summanden 3 durch 2°.

Setzt man bei der Methode aus Satz [{.54) die fir die Bestimmung des bivariaten chromati-
schen Polynoms des Graphen K, x K, aus der Anfangsbedingung notwendige rekursionsfreie
Darstellung als bekannt voraus, so erhalten wir fir die Anzahl aller mittels Satz[].37 bendtigten
Graphenoperationen K (s, k,t)

3C"
chin{s,k}

K(s,k,t)

IA A

mit der Basis 3, was wegen t < s und t < k zumeist von Vorteil ist. Im univariaten Fall
erhalten wir dabei wiederum statt dem Faktor 3 den Faktor 2.

Wie wir in Anhang[A9] veranschaulichen, stellt Satz[4.34] eine beachtliche zeitliche Verkiirzung
der Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms des Graphentyps aus Satz im
Vergleich zu den Rekursionsgleichungen nach ([I], S. 33) aus Satz und Bemerkung
zur Verfiigung. Wie der vierte Beispielgraph mit 50 Ecken zeigt, liefern die herkémmlichen
beiden Rekursionen nach einer Stunde noch kein Ergebnis, wihrend dieses mithilfe von Satz
[4:34] bereits nach rund 32 Sekunden moglich ist. Allerdings verzichten wir hierbei auf die
Abbildung des Graphen sowie auf die Ausgabe des Polynoms. Fiir den univariaten Fall zeigt
der Vergleich der Methode aus Satz[4.34|mit der Implementierung nach ([20], S. 210 f.) ebenfalls
einen zeitlichen Vorteil.

Wir stellen noch eine abschlieffende weitere Formel fiir allgemeine Splitgraphen vor.

Satz 4.36 Es sei G = (V, E) ein Splitgraph wie in Satz mit V(G) = V(Ky) UV (Kjy)
und V(Ky) NV(Ks) = 0. Weiter sei V(K;) = {v; € V(G)|i =1,...,s} und fiir W C V(Ky)
sei Napv (i) -w)(vi) = {w € V(Kg) — W{v;,w} € E(G)}. Dann gilt

P(Giz,y) = Z (z — y)‘W‘ ?JMH (SC - ‘NG[V(Kk)fW}(vi”) .

WCV (Ky) i=1
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Beweis:

Nach (23], S. 197) gilt

S

P(Gy) = yE]J(w—IN@w)I)

=1

mit N (v;), weil es fiir den Teilgraphen K} aufgrund seiner k paarweise zueinander adjazenten
Ecken y% Firbungsmoglichkeiten gibt und fiir jede der Ecken v; des Teilgraphen K, genau
die Farben gewihlt werden diirfen, welche noch nicht in N(v;) auftreten. Zusammen mit der
Beziehung

PGzy) = > (- PG-W;y)
WCV(G)
aus Bemerkung [3.15] folgt die Behauptung.
q.e.d.
Wir greifen nun bezogen auf Satz [£.36] nochmals das Beispiel [£.32] auf.

Beispiel 4.37 Es sei die Situation aus Beispiel gegeben. Wegen W C V(K3) betrachten
wir

Px) = {0,01},42}, {3} . {1,2}.{1,3} . {2,3} ,V(Ka) }

Damit ergibt sich

5
P(Gizy) = Y. (¢- y)"! ywﬂ (= = [Nap sz —wy (0)])
WeP(X) =4

— Pe-DE-2+@-yit(@-1+e@-)+@-1)(=-2)
+ @—y’y (P r@-+@-1) + @y’
= 2° 44y — Yzy + 922y — 625y — 3y + day® .

Dieses Beispiel gibt Anlass zu der folgenden Bemerkung.

Bemerkung 4.38 Die Summen in den Sitzen[{.31 und[{.36 unterscheiden sich offensichtlich
i ihrem fiir die Anwendung jeweils erforderlichen Aufwand erheblich voneinander. Daher
gelingt die Bestimmung des bivariaten chromatischen Polynoms eines allgemeinen Splitgraphen

mithilfe von Satz[{.36 sehr viel leichter als unter Verwendung von Satz[].31]

4.3.2 Bestimmte bipartite Graphen

Graphen, welche héufig im Mittelpunkt des Interesses der Forschung in der Graphentheorie
stehen, sind bekanntlich die bipartiten Graphen. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es
ahnlich wie in Satz [£.34 moglich ist, eine Rekursionsbeziehung fiir spezielle bipartite Graphen
anzugeben. Wir beginnen mit dem folgenden Satz.
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Satz 4.39 Es sei G = (V,E) der Graph Ky 4ry 5,4r, — {€1,€2,...,€r,} mit e; € E(G) fiir
ie€{1,2,...,m} und e; Nej =0 firi+# j. Dann gilt die Rekursionsgleichung

P(vauy) = P(KT1+T’2,S1+T2 —{61,62,...,67‘2_1};13,:1/)
+ yP(KT1+T2—1,81+T‘2—1 - {617 €2y, 67‘2—1} y U — 17 y— 1)
mit der Anfangsbedingung
P(Kriv1,s+1 —{eitsz,y) = P(Kpq16412,y) +yP(Ky s -1y —1) .

FEine Darstellung des bivariaten chromatischen Polynoms fiir einen Graphen der Form K, s

liefert Beispiel mit
T k
r r— i -\ S
PlRi) = 3 (1) =™ 3 St =i

k=0 Jj=0
Beweis:
P(Kyy 4r9.514r0 — {€1,€2,...,€r,—1};2,y) liefert genau all jene Eckenfirbungen des Graphen
Ky 4ry s+ — {€1,€2,...,€r,}, bel welchen v; und vy mit {vi,v2} = e, nicht in derselben
Farbe aus Y gefarbt sind. Letztere Farbungen sind jedoch wegen e,, ¢ E(G) aber auch
erlaubt, das sind genau yP(Ky, 1ry—1,s,4r9—1 — {€1,€2,...,€r—1};2 — 1,y — 1), da fiir alle
v € V(G)\ {v1,v2} v € N(v1) UN(vg) gilt.
q.e.d.

Wir wenden uns nun einem Beispielgraphen zu, welcher in Abbildung gezeigt wird.

Beispiel 4.40 Es sei die Situation aus Satz [{.39 mit 11 = 3, s1 = 2 und ro = 2 gegeben
sowte V(K3+2,2+2) - {UT'117U7”127UT’137U7’217U7”227w8117w812?w7’217w7”22} mit €1 = {1}7‘21,'11)7‘21}
und e = {Vpy2, Wrya}. Dann gilt
P(K312212 —{e1,e2};7,y)
= P(Kst22+2 —{e1};2,y) +yP(Kzp1241 —{erhsz — 1Ly —1)

= (P(K3+2,2+2;$,y) +yP(K3t124132 — 1,y — 1))

i y(P(Kgﬂ,QH;m —Ly—1)+(y—1)P(K3z2 — 2,y — 2))

342 k
342 ) o
= > ( i > (@ —y)* 7> Syt (- )7
k=0 =0
3+1

k
3+1 _ i .
) M G IR e DENTVER IR
k=0 Jj=0

3

3 b :
s u-0Y (3) @m0 S -2 -2
=0

k=0
= 2% + 1649y — 2565zy + 2054xy — 113423y + 4852%y — 1752°y + 562y
182"y — 2735y 4 3877xy? — 2753z%y? + 1294x3y? — 4302%¢?
+  97x5y% + 122313 — 1385zy> + 69322y° — 17423y — 138y* + 78xy* .
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Abbildung 4.5: K3429412 — {e1,e2} aus Beispiel

Es folgt nun eine Komplexititsanalyse der Rekursionsbeziehung aus Satz [£.39]

Bemerkung 4.41 In der Situation aus Satz[{.39 erhalten wir fir n = |V| und |E| die Be-
ziehungen

n = r1+51+2r (4.2)
und
|E] = (ri+72)(s1+712) =12
sowte
BE@)| = (r141r9) (7“21 +7ry—1) 4 (s1+12) (521 +ro—1) .

Es sei Hi(r1,79,51) beziehungsweise Ha(r1,79,51) die Anzahl aller Graphenoperationen, wel-
che unter Verwendung der Rekursionsformel aus Satz [3.19 beziehungsweise aus Bemerkung
zur Bestimmung des bivariaten chromatischen Polynoms eines Graphen der Form
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Ky 4ry 51+ — {€1,. .., €ry} erforderlich sind. Auf diese Weise ergibt sich jeweils

|E]|
Hy(ry,ra,51) < ) 3

(r1+r2)(s1+ra2)—r2 .
-y
=1
(7“1 + 7“2) (81 + 7'2) — T23(T1+T2)(51+r2)_r2
C3(T1+r2)(81+r2)—r2

IN A

beziehungsweise

@)
Hy(r1,m9,81) < Z 3

(T1+T2)(;1+T2—1) + (S1+T2)(;1+7‘2—1) +rg

< > 3
=1
(ri+mr)(ri+ro—1)  (s1+7m2)(s1+r2—1)
< + + 79
2 2
(T1+’“2)(;1+’“2—1)_,_(S1+T2)(;1+T2—1)+T2
< 3(T1+’“2)(;1+T2—1)+(51+T2)(§1+’“2—1)+T2 ‘

Nach Satz[3.0 beziehungsweise Bemerkung@ erhalten wir im univariaten Fall analog statt-
dessen C'(r+72)(s1472)—72 beziehungsweise C2 r1+7"2)(;1+r271)+(sl+r2)(;1+r271)+r2.
FEine kleinere Basis ldsst sich nicht wdhlen, wie das Beispiel des Graphen Koo mit n = 4 zeigt.

Hier bendtigen wir mittels Satz[3.19 bis zum Erhalt des ersten kantenlosen Graphen zwei Re-
(4]

kursionsschritte und damit bereits Zzl 3" Graphenoperationen. Damit gilt also speziell fiir
diesen Graphen im bivariaten Fall

Hi(2,0,2) Zs@ (4.3)

Vewenden wir Bemerkung[3.20, so sind bis zum Erhalt des ersten vollstindigen Graphen eben-
[4]

falls 3.2, 3" Graphenoperationen notwendig, woraus speziell fiir den Graphen Ka o

H»(2,0,2) 231 (4.4)

folgt. Im univariaten Fall missen wir dagegen in beiden Ergebnissen stattdessen jeweils tiber
2! summieren.

Zum Vergleich sei K (r1,r2, s1) die Anzahl aller Graphenoperationen, welche nun unter Anwen-
dung von Satz[{.39 zur Bestimmung des bivariaten chromatischen Polynoms eines Graphen
der Form Ky, yry si4ry — {€1,...,€r,} erfoderlich sind. Pro Rekursionsschritt entstehen zwei
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neue Graphen, jeder durch jeweils eine Kantenaddition oder zwei Eckenldschungen, wobei wir
letztere als FExtraktion auffassen kénnen. Insgesamt erhalten wir also

K(rl,rg,sl) § CQTQ.

Im univariaten Fall ergibt sich dasselbe Resultat, weil wir auch hier in jedem Rekursionsschritt
immer beide Graphenoperationen bendtigen.

Es zeigt sich zwar bereits bei der Methode aus Satz[{.39 ein exponentielles Wachstum, jedoch
gentigt hier im bivariaten Fall schon eine kleinere Basis als Obergrenze. Daher erweist sich
die Methode aus Satz hier als der schnellere Weg. Im univariaten Fall folgt aus den
Beziehungen , und eine zumindest nicht grofiere Komplexitit der Methode aus
Satz[{.39 gegeniiber der Komplexitit der Gleichungen aus Satz[3.6 und Bemerkung 3.8,

Wie zu vielen bisher aufgefithrten Sitzen sollen auch hierzu im Anhang unter [A-10| Beispiele
berechnet werden. Beziiglich des bivariaten chromatischen Polynoms ist der zeitliche Vorteil
der Verwendung von Satz m gegeniiber den Rekursionsbeziehungen nach ([I], S. 33) aus Satz
.19 und Bemerkung [3:20] auch hier offensichtlich. Wahrend diese Rekursionsgleichungen fiir
einen Graphen wie in Satz[4.39|mit 60 Ecken nach einer Stunde noch kein Ergebnis liefern, kann
die Methode aus Satz [£.39] dieses nach etwa 220 Sekunden leisten. Der Vergleich zwischen der
Verwendung des Satzes flir den univariaten Fall und der Implementierung des univariaten
chromatischen Polynoms nach (J20], S. 210 f.) zeigt ebenfalls einen grofen zeitlichen Vorteil.

4.3.3 Vollstandig k-partite Graphen

In diesem Abschnitt mochten wir speziell die vollstdndig bipartiten Graphen zu vollsténdig
k-partiten Graphen fiir alle k£ > 1 verallgemeinern. Auch hier ldsst sich das bivariate chroma-
tische Polynom rekursiv berechnen.

Satz 4.42 Es seien v > 1 und k > 1. Dann gilt fir den Graphen Ky r ... r (analog zum
——

k-mal
bipartiten Fall bei ([9], S. 78)) die Rekursionsformel
T r ‘ r—i ‘
P(Kyrr,.. . rizy) = Y () (@—9)" > S iyt P(Kr,r,... riz—j,y — )
k-mal i=0 ! ]:0 (k—1)-mal
mit der Anfangsbedingung
P(K.z,y) =2" .
Beweis:
Wir kénnen den Graphen Ky r ... r offenbar folgendermafen auffassen:
k- 1
P(Kr,r,...,r;x,y) = P(Kr,r,...,r *K;x,y) .
k-mal (k—1)-mal

Aus den r Ecken des Graphen K, wihlen wir stets i Ecken aus, welche wir unecht firben
mochten. Dabei durchlaufen wir von keiner Ecke bis hin zu allen Ecken jedes ¢ als Anzahl
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der ausgewahlten Ecken. Hierbei ist fiir jedes dieser ¢ die Anzahl aller moglichen Auswahlen

von ¢ Ecken aus den r Ecken bekanntlich (Z) Die verbleibenden r — i Ecken farben wir

echt. Aufgrund ihrer paarweisen Unabhéngigkeit diirfen wir sie beliebig partitionieren, um

den Blocken paarweise verschiedene echte Farben zuzuordnen. Hier ergeben sich als mogliche

Anzahlen von Blécken alle Zahlen von 0 bis r —i. Weil jede dieser Ecken zu jeweils allen Ecken

des Graphen Ky r .. . r adjazent ist, diirfen wir die bereits verwendeten echten Farben fiir
N——

(k—1)-mal
den Graphen Ky r ... r nicht mehr verwenden. Damit ergibt sich schlieflich
N—_——

(k—1)-mal

r r 'rfi ‘
P(K ; = g — 15 i L P(K r—7,Y—7) .
( T,T,...,r7xuy) (z) (r —y) Sr—i iy ( O N Sl P 7)

k-mal =0 J=0 (k—1)-mal

q.e.d.

Speziell fiir den univariaten Fall ldsst sich folgendes Resultat festhalten.

Korollar 4.43 Es sei die Situation aus Satz[{.49 gegeben. Dann gilt

'
P(Kr,r,...,r;y) = Zsr,jylP(Kr,r,...,r;y—j)
k-mal 3=0 (k—1)-mal

mit der Anfangsbedingung

P(Kry)=y".
Beweis:
Die Behauptung ergibt sich direkt aus Satz .42
q.e.d.

Wir geben spéter in Bemerkung [£.47] eine Komplexititsuntersuchung fiir einen allgemeineren
Fall an und beginnen im Anhang unter [AT]fiir Satz[£.42] mit einigen Beispielberechnungen. Es
zeigt sich bei dieser rekursiven Methode ein deutlicher Zeitvorteil gegeniiber der Berechnung
des bivariaten chromatischen Polynoms mithilfe der Rekursionsgleichungen nach ([I], S. 33)
aus Satz und Bemerkung[3.20] Fiir einen Graphen mit 40 Ecken und den entsprechenden
Kanten liefern die Methoden aus Satz und Bemerkung [3.20] selbst nach einer Stunde noch
kein Ergebnis, wihrend man dieses unter Verwendung von Satz [£.42] bereits nach etwa 162
Sekunden erzielt. Auch fiir das univariate chromatische Polynom erweist sich die Verwendung
von Korollar gegeniiber der Implementierung nach (|20], S. 210 f.) als zeitlich vorteilhaft.

Mit derselben Methode wie in Satz [£.42] lasst sich die folgende Verallgemeinerung beweisen.

Satz 4.44 Es seient > 1 und n; > 1 fir alle i € {1,2,...,t}. Dann gilt fir den Graphen
K, no,...n, (auch hier wieder analog zum bipartiten Fall bei ([9], S. 78)) die Rekursionsdar-
stellung

nt ne—1

Uz i j . .

P(Knyny,nii T,Y) = Z ( i ) (z —y)' Z Sni—igYP (K ng,cme; @ = Jy — J)
i=0 3=0
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mit der Anfangsbedingung
P(Kp;z,y) =a™ .

Beweis:
Wir kénnen den Graphen K, n, . n, offenbar folgendermafen auffassen:

P(Knl,nmm,nz;x?y) = P(Knl,m,m,nt—l *Km;m’y) .

Aus den n; Ecken des Graphen K,,, wihlen wir stets i Ecken aus, welche wir unecht firben
mochten. Dabei durchlaufen wir von keiner Ecke bis hin zu allen Ecken jedes i als Anzahl
der ausgewahlten Ecken. Hierbei ist fiir jedes dieser ¢ die Anzahl aller moglichen Auswahlen
von ¢ Ecken aus den n; Ecken bekanntlich (”lt) Die verbleibenden n; — ¢ Ecken farben wir
echt. Aufgrund ihrer paarweisen Unabhéngigkeit diirfen wir sie beliebig partitionieren, um
den Blocken paarweise verschiedene echte Farben zuzuordnen. Hier ergeben sich als mogliche
Anzahlen von Blécken alle Zahlen von 0 bis ny —i. Weil jede dieser Ecken zu jeweils allen Ecken
des Graphen Ky, n,,..n, , adjazent ist, diirfen wir die bereits verwendeten echten Farben fiir
den Graphen K, p,,..n, , nicht mehr verwenden. Damit ergibt sich schliefslich

¢ ne—1

g i ; . .

P(Knl,n2 ,,,,, ngs x?@/) = Z ( i > (.T - y)l Z Snt_iujylP(Knl7”2»-“:”1571;x -5y - J) .
i=0 =0

An dieser Stelle veranschaulichen wir die Situation an folgendem Beispiel.

Beispiel 4.45 Es sei der Graph K23 gegeben. Dann gilt

P(K223;2,Y)

)

3 , , . .
> (x—y)' Yy Ss_ijylP(Koo;x—j,y—j)
3 370 .
> (x—y) ) Sz iy’

2 9 2—k L
> <k> (@G —y+5)"Y ok (y—j)lP(Kz;x—j—l,y—j—l)>

k=0 1=0
= 2 + 284y — 376xy + 2562%y — 12123y + 46zty — 1627y
366y2 + 410§cy2 — 216362342 + 62x3y2 + 84y3 — 483:y3 .

Auch hier ergénzen wir eine kurze Betrachtung des univariaten Falls.

Korollar 4.46 Aus der Situation gemafl Satz[4.44) folgt

ny
P(Knyng,.ni3y) = ZSnt,jylP(Knhm,---MA3y_j)
=0
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mit der Anfangsbedingung

P(Knl;y) = ynl .

Beweis:
Wir setzen in Satz [£.44 z = y.
q.e.d.

Fiir Satz und damit auch fiir Satz zeigen wir nun den zeitlichen Vorteil bei der
Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms gegeniiber der Rekursion aus Satz [3.19]
und Bemerkung (3.20

Bemerkung 4.47 Fir den Graphen aus Satz gilt fiir |V| = n selbstverstindlich

n = an (4.5)
i=1

und offensichtlich auch

t

—1 t
|E| = ni Y ony
1

i=1 =i+l
sowte
— n; (n; — 1)
pE@) - sl
i=1
Damit konnen wir die Komplexitat Hi(nq, ..., ny,t) beziehungsweise Ha(ni, ..., ng,t) der Me-

thode aus Satz bezichungsweise Bemerkung [3.20 im bivariaten Fall folgendermaflen ab-
schatzen:

|E]
Hl(nla"‘7nt7t) < Zgl
i=1

t—1 t
PR DR

< > 3
=1
t—1 t i1 .
< D mp Y 3t iimin
i=1  j=i+1
t—1 t
< 3 i:lniZj:iJrlnj
S t(t;l)nz
t(t—1) t 2
= (O3 = (Ziimi)
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beziehungsweise

HQ(TLl,...,TLt,t) < Z 31

IN
K

- =1 2
S 032211 (271)
< C3tn(n27l)
iz a1+ g
_ oyt

Gemdf Satz[3.6 beziehungsweise Bemerkung [3.8 ergibt sich hier fir das univariate chromati-
iy "'(71+E§71 ”)
2

2 n 1) beziehungsweise C2
Um zu zeigen, dass man m bivariaten Fall fiir die Abschdtzug von Hl(nl, coo,mg,t) keine
kleinere Basis wdihlen kann, betrachten wir den Beispielgraphen K11 mit n = 2. Es sind ein
Rekursionschritt und damit drei Graphenoperationen notwendig, um ausschliefSlich kantenlose
Graphen zu erhalten, womit wir fir diesen Graphen

LnJ

Hi(1,1,2) 231

gezeigt haben.
Untersuchen wir nun Ha(ny,...,ngt), so ergibt sich fir den Graphen K27 2 mitt > 1
N——

t—mal

und n = 2t

LtJ
Hy(2,.. 3
222, Z

t—mal

wie in Bemerkung [{.26. Wir sehen also, dass sich zu unseren Abschdtzungen keine kleinere
Basis finden lisst. Im univariaten Fall gelten diese Uberlequngen jeweils analog mit den Sum-
manden 2°.

Betrachten wir die Methode aus Satz[4.44), so haben wir die Komplexitit der Stirlingzahlen
zweiter Art mit zu beriicksichtigen. Diese lassen sich zum einen etwa nach ([36], S. 19) rekur-
sw durch die Relation

ST,k = Srfl,kfl“_ksrfl,k

fir (r,k) # (0,0) mit S0 =0 und Sy, = 1 bestimmen. Falls r < k, r < 0 oder k < 0 ist, so
setzt man Sy = 0.

70



Eine rekursionsfreie Alternative bietet die Gleichung

k r—1

S = L

mit v,k > 0, welche etwa in ([36], S. 20) angegeben wird.

Verwendet man die Rekursionsgleichung, so ist hierbei ein exponentielles Wachstum des Re-
chenaufwandes zu erwarten. Allerdings bringt diese Methode unter Verwendung der Remem-
berprogrammierung in Mathematica, wie es etwa in ([13], S. 36 [f.) anhand der rekursiven
Bestimmung der Fibonaccizahlen demonstriert wird, eine nur geringe Komplexitdt mit sich.
Die Komplexitdt der zweiten Methode erweist sich dagegen aufgrund der Rekursionsfreiheit der
Gleichung als noch besser, weshalb wir nun diese verwenden und die Anzahl aller notwendigen
Rechenoperationen bestimmevﬂ. Zundchst bendtigen wir zur Berechnung von S, i insgesamt

(k—1) + 4k

Additionen. Hiervon stammen k — 1 Additionen aus der Summe tber k Summanden, wihrend
innerhalb eines jeden Summanden jeweils 4 Additionen erforderlich sind, welche zusammen
4k Additionen liefern. Weiterhin erhalten wir

k

k—1
b+ (r—20k+> 2(k—j-1)+> (-2
j=1

Jj=2

Multiplikationen. Hierbei liefert jeder der k Summanden 4 davon durch die Multiplikationen
(—=1)-1 und (—1)("’)-%, die Division und die Multiplikation (...)!-(...)! im Nenner. Weiterhin
ergeben sich in jedem der k Summanden innerhalb der Potenz i"~' weitere r — 2 Multiplikatio-
nen, was tiber alle Summanden zu k (r — 2) fiihrt, und schliefilich innerhalb der Terme (—1)F¢,
(1 — 1)! und (k — 9)! dber alle Summanden zusammen Z;:ll 2(k—j—1)+ Z?:Q (J —2) Mul-
tiplikationen.

Insgesamt erhalten wir mit k < r fiir die Anzahl L(S, ) aller Rechenoperationen, welche zur
Bestimmung von S, erforderlich sind, also die Abschdtzung

k-1 k-1
L(Spk) < (k=1)+4k+4k+(r—20k+> 2(k—j-1+> (-1
j=1 Jj=1
3k2 5k
= 2 4 kr4+ 242
5 + kr + 3 +
512 5r
< 4" 49
= 5t T
< Or?.

Man beachte die Giiltigkeit von r < n, was man anhand des Auftretens der Stirlingzahlen
in Satz [{.44] leicht erkennt. Unter der Voraussetzung, dass Rechenoperationen ein deutlich
geringeres Maf$ an Komplexitdt mit sich bringen als Graphenoperationen, erhalten wir nun

!Eine einfachere Methode geht iterativ vor und bendtigt daher keine Fakultitsberechnungen, wie man in
([15], Abschnitt 1.9) nachlesen kann.
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fir die Anzahl K (n,n,...,ng,t) aller unter Verwendung von Satz notwendigen Graphen-
und Rechenoperationen

K(n,ni,...,n,t) < C(t—1)n*.

Hierbei werden die Rechenoperationen mit der Variablen n und die Graphenoperationen mit
der Variablen t identifiziert. Auf diese Weise ergibt sich offenbar lediglich ein polynomiell
beschrinktes Wachstum der Anzahl aller hierbei notwendigen Rechenperationen, was auch fiir
den unvariaten Fall aus Korollar[{.40 gilt, wihrend die Graphenoperationen sogar nur linear
beschrankt sind. Aufgrund der Gleichung konnen wir K(n,ny,...,nyt) auch ohne die
Abhdngigkeit von t in der Form K(n,nq,...,n:) betrachten. Somit erhalten wir

K(n,nl,...,nt) < C’n5

und damit insgesamt ein nur polynomiell beschrinktes Wachstum von K(n,ny,...,n;), wobei
ein Faktor n* inn® fiir die bereits erwihnte geringere Komplexitit der Rechenoperationen steht.
Insgesamt weist die Methode aus Satz[{.44 beziehungsweise Korollar[{.46 also gegeniiber den
Standardrekursionen einen deutlichen Komplexititsvorteil auf.

4.3.4 Trenner in Graphen

Nachdem wir in den vorigen Abschnitten recht spezielle Graphentypen betrachet haben, wen-
den wir uns nun einem zumindest etwas allgemeineren Fall zu. Die einzige Bedingung, welche
die im Folgenden behandelten Graphen erfiillen miissen, ist die, dass diese Graphen einen
bestimmten vollstdndigen Graphen als Trenner besitzen. Der folgende Satz beginnt mit dem
einfachsten Fall, ndmlich mit Graphen, welche einen Graphen K als Trenner enthalten.

Satz 4.48 Es sei G =J;_; G; mit G;NGj = {v} fir alle i,j € {1,...,r} miti# j und ein
v € V(G), das heifst, v sei eine Artikulation in G. Es sei I'(v) wie in Satz|4.31. Dann gilt

P(Gixy) = (z—y [[P(Gi—{v};2,y)
=1

+ y Z HP(Gi—I;x—l,y—l).

1T (v) i=1
Man beachte, dass G; nicht zusammenhdngend sein muss.

Beweis:

Die Ecke v lasst sich aus Z oder aus Y férben. Der erste Fall ist mit

(x —y) [, P(G; — {v};z,y) Moglichkeiten trivial. Im zweiten Fall gibt es y Moglichkeiten,
die Ecken aus I in einer einzigen echten Farbe zu farben. Fir V/(G) — I bleiben dann y — 1
echte Farben und x — 1 Farben insgesamt zur Auswahl tibrig.

q.e.d.

Hierzu betrachten wir den in Abbildung dargestellten Graphen, dessen bivariates chro-
matisches Polynom wir in Beispiel [£.49 mithilfe von Satz [£.4§ bestimmen.
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Abbildung 4.6: Graph aus Beispiel

Beispiel 4.49 Es sei r = 2 und der Graph aus Abbildung [{.6 derart, dass G1 = C5 und
Go = Cy mit V(G1) NV (Ga) = {v} ist. Wir definieren die Ecken- und Kantenmengen folgen-

dermafien:

Weiterhin sei

V(G1) = {v,1,2}

B(G) = {{v.1},{v.2},{1,2} ]
V(Gy) = {v,3,4,5)

E(Gy) = {{0,3},{1),5} (3,4}, {4,5}} .

T(v) = {{v},{v,4}}.

Nach Satz[].48 erhalten wir

P(G;x,y)

m + +

-

(z —y) P(G1 — {v};2,y)P(Ga — {v};7,y)

y(P(G1— {v}s2 =1y = 1)P(G2 — v}~ 1,y — 1)
P(Gy —{v,4} ;2 — Ly = 1)P(Gy — {v,4} ;0 — 1,y 1))
(x —y) P(Pa;z,y)P(Ps; z,y)

y<P(P2;w -Ly—-1)P(Psz—1,y—1)

P(Pyz— 1,y —1)P(Ky;z — 1,y — 1)) )

Nach ([9], S. 80) kennen wir

Daraus folgt auch

P(Pyxz,y) = 2°—y
P(Ps;a,y) = 2 —2zy+y.

P(Piz—1ly—1) = (2=1)"~(y—1)
= 2220 —y+2
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und
P(Pyay) = (e-1°=2(@-1)(y-1)+(y—1)
= 2% —32% -5z —2xy+3y—4.
Zudem gilt selbstverstindlich wegen Ko = Kq U K1 mit K1 N K1 # () nach Satz
P(Ryz—1y-1) = (z—1)?

Schliefllich fassen wir die oben gemannten bivariaten chromatischen Polynome zu folgendem
Endergebnis zusammen:

P(G;z,y) = a5%—6y+ 122y — 1322y + 1023y — 72ty + 9y? — 14zy® + 1022y — 21° .

Eine Vereinfachung von Satz ergibt sich fiir den Spezialfall G = Ule K,, mit der Bedin-
gung K, N K, = {v} firallel,m e {1,2,...,k} mit [ # m, so dass wir hier nicht mit der
Menge I'(v) zu arbeiten brauchen. Daraus ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 4.50 Es sei G = Uf | Ky, mit Ky, VK, = {v} fir alle l,m € {1,2,...,k} mit

Tm

Il # m und einv € V(G), das heifit, v sei eine Artikulation in G. Dann gilt

k k

Beweis:
Die Behauptung folgt aus Satz [£.48]
q.e.d.

Enthélt ein Trenner aufser einer einzelnen Ecke noch eine weitere, so ldsst sich genau da-
nach unterscheiden, ob der Trenner ein Ko oder ein K5 ist. Wir wenden uns zunéchst dem
erstgenannten Fall zu.

Satz 4.51 Es sei G = |J;_; G; mit Gi N Gj = Ky fir alle 1,5 € {1,...,r} mit i # j und
Ni—1 Gi = K», das heifit, Ko mit V(K3) = {v1,v2} sei ein Trenner in G. Es seien I'(v1) und
['(vg) wie in Satz|4.31, Dann gilt

P(Giz,y) = (x_y)2HP(Gi_{U1?U2};$>y)

n vy 3 HP — (L U{va});2— Ly —1)

11 EF(vl) =1

+ y oy Hp —(LU{v});z—1,y—1)

IQGF(UQ)Z 1
+ yly—1)

> HP — (I, L) ;2 — 2,y — 2) .

(I1,I2)€T (v1) x'(v2) mit [1NI2= Pi=1
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Beweis:

Die Ecken aus ﬂz 1Gi = K2 lassen sich beide aus Z = X \ Y férben, hierfiir gibt es demnach
genau (z — y)? IIi-; P(Gi — {v1,v2}; x,y) Moglichkeiten.

Es léasst sich weiterhin auch je eine Ecke aus Y und die andere Ecke aus Z farben. Dieselbe
echte Farbe wie die der bereits echt gefarbten Ecke diirfen wir an alle Ecken vergeben, wel-
che untereinander sowie zu der bereits echt gefarbten Ecke unabhéngig sind. Fiir alle {ibrigen
Ecken bleiben y — 1 echte und x — 1 Farben insgesamt iibrig.

Farben wir beide Ecken aus ();_; G; = K» (zwangslaufig verschieden) echt, so betrachten wir
alle (I,I5) € T'(v1) x I'(v2) mit I3 N Is = () und firben beide dieser Mengen verschieden echt,
das ergibt y (y — 1) Moglichkeiten der Farbwahl. Fiir die iibrigen Ecken bleiben y — 2 echte
und z — 2 Farben insgesamt.

q.e.d.

Als Trenner betrachten wir im Folgenden auch den Graphen K>, was sich als ein wenig kom-
plizierter erweist.

Satz 4.52 Es sei G = |J_; G; mit G;N Gj = Ky fir alle i,j € {1,...,7} mit i # j und
Ni_; Gi = Ka, das heifit, Ky mit V(K3) = {v1,v2} sei ein Trenner in G. Es seien I'(v1) und
['(ve) wie in Satz[{.31) Weiterhin sei I'(vi,ve) die Menge aller unabhingigen W C V(G) mit
v1,v2 € W. Dann gilt

P(Giz,y) = (v- y)ZHP(Gi — {1, v} 2,)

+ (-yy > HP — (L U{n});e-1y-1)

el (vi)—{v2} i=1

+ (z-y9y D HP —(Lu{u})e—-1y—1)

Iyel(vy)—{v1}i=1

+ vy Z HP(Gi—Ilg;x—l,y—l)

Iy 2€T(v1,02) i=1

+ yy—1) >

(Il,Iz)E(F(vl)f{’Uz})X (F(vz)f{vl}) mit I1NIa=0

HP — (I, L) ;2 —2,y—2).

Beweis:

Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz gefithrt. Allerdings miissen wir wegen
{v1,v2} ¢ E(G) statt der Mengen I'(v1) und I'(v2) die Mengen I'(vy) — {ve} und T'(ve) — {v1}
betrachten. Aufterdem diirfen wir nun zuséatzlich v; und vy in derselben echten Farbe farben.
Daher miissen wir den Summanden y Zh,zeF(m,vz) I[[i., P(Gi— Lg;z—1,y—1)
hinzunehmen.

q.e.d.

Zur Veranschaulichung ziehen wir den in Abbildung gezeigten Graphen heran.
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Abbildung 4.7: Graph aus Beispiel

Beispiel 4.53 FEs sei G = G1 UGy mit G1 N Gy = Ky. Weiterhin sei

V(K2) {u, v}

BE(K;) = 0

V(Gh) = {u,v,1,2}

BGr) = {{u1},{1,2}.{v,2} }

V(G2) = {u,v,3,4}

B(G2) = {{u3},{u4},{3,4} {v,3} {04} } .

so dass G4 = Cy — {u,v} = Py beziehungsweise Gy = K4 — {u,v} sei. Dann erhalten wir die
untenstehende Tabelle.

D(w) - {0} {{u} (w2} }
r(v) - {u) {{v}.{v.2} }
P(w)— {0} x ) —{u} | {({). {0} ). (T {01} ), (Hw2p o 0} ), ({2} o 1} )
[(u,v) {{u,v}}

Das FEinsetzen in die Formel aus Satz ergibt
P(Gizy) = (z—y)* P(Pyz,y)
2(z —y)y (P(Psz—1,y = 1)* + P(Ki;2 — 1,y = 1)P(Pyz — 1,y — 1))
yP(Pyz —1,y — 1)
y(y—1) (P(Pg;a: — 2,y -2+ 2P(Ky;x— 2,y — 2)P(Py;z — 2,y — 2)

+ o+ 4+ o+

Pz =2,y =2)P(Py;z — 2,y — 2))

25 — 14y + 20zy — 172%y + 1223y — 8zty + 19y% — 24xy® + 1422y — 3y° ,
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wobei wir die bivariaten chromatischen Polynome der beteiligten Graphen bereits aus Satz[3.19
und Beispiel [[.49 kennen.

Schlieflich ist es auch moglich, generell fiir ein beliebiges s > 2 zu einem Graphen G mit
einem Teilgraphen K, als Trenner eine Rekursionsformel anzugeben. Der néchste Satz zeigt
uns jedoch, wie der Aufwand mit wachsendem s steigt.

Satz 4.54 Es sei G = |J;_; G; mit G;NGj = K, fir alle i,5 € {1,...,r} mit i # j und
Niz Gi = K, das heifit, K, set ein Trenner in G. Es sei I'(v) fir v e V(G) definiert wie in
Satz[{.31. Dann gilt

s

P(Giaz,y) = Y (z—y) "yt >

k=0 {v1,02,...,0:}YCV(Ni_; Gi)

2.

(In,I2,...,I;)ET(v1) XTI (v2) X...xT'(vg ) mit ILNIn=0 fir l#£m
r r k

[IrG -G -ULiz—ky-k).

=1 7=1 t=1

Hierbei sei der Summand fiir k =0 zu verstehen als (x —y)° [[i1_y P(Gi — ;= Gj; 2, y).

Beweis:
Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz [4.1]
q.e.d.

Zunéchst halten wir die Situation fiir den Fall x = y fest. Allerdings werden wir in Satz
eine Darstellung des bivariaten chromatischen Polyoms fiir diesen Fall nach ([25], S. 100)
vorstellen, welche sich besser eignet als das folgende Korollar [£.55]

Korollar 4.55 Fir die Situation aus Satz[{.5]] gilt

P(Gy) = ¢ >

{v1,02,..., 0, }CV(Ni~; Gi)

2.

(I1,12,....I; )€l (v1) XD (v2) X...xT(vg) mit NIy, =0 fir l#m

HP(Gi— ﬂGj— UIt;y—s) .
i=1 j=1 t=1

Beweis:
Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz
q.e.d.

Es besteht jedoch auch fiir einen Graphen mit einem allgemeineren Trenner die Moglichkeit
einer Reduktion, wie wir unten zeigen werden. Zuvor benotigen wir hierfiir eine Definition.
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Definition 4.56 ([25/, S. 99 f.).

Es sei G ein Graph und H ein Teilgraph von G. Weiterhin sei m € I1;(H). Dann erhalten
wir beziglich m einen neuen Graphen G folgendermaflen: Jeden Block X € m ersetzen wir
durch eine Ecke und fiigen zwischen jedem Paar dieser neuen Ecken jeweils eine Kante ein,
sofern beide Ecken noch micht adjazent zueinander sind. Auflerdem bestehe zwischen allen
Eckenpaaren v € V(H) und w € V(G — H) genau dann eine Adjazenz, wenn w in G zu einer
Ecke aus dem Block X € m mit v € X adjazent war.

Beispiel 4.57 Es sei nochmals der Graph aus Beispiel[.53 und Abbildung[{.7 gegeben. Dann
gilt fiir H =Ky

) = {{{u} 1)} {{uo} }}.

Abbildung zeigt die daraus resultierenden Graphen Gr, (o) und G iy )y -

Abbildung 4.8: G{{u},{v}} und G{{uﬂ,}} aus Beispiellzf_gﬂ

Hiermit kénnen wir nun fiir einen zusammenhéngenden Graphen mithilfe eines Trenners von
beliebiger Form das bivariate chromatische Polynom bestimmen, wobei sich verschiedene An-
sitze betrachten lassen.

Satz 4.58 Essei G = G'UG? mit G'NG* = H. FirW C V(H) sei PA=W ((G" - VV)Tr T, Y)
die Anzahl der verallgemeinerten echten Farbungen von G*—W wunter der Bedingung, dass alle
Ecken aus (H — W) echt gefirbt seien. Fir W C V(K\x|) definieren wir PE==W(G 2, y)
entsprechend. Dann gilt

PGizy) = Y (@—p™

P((G*=W)_;y)P((G*=W) ;)

Il

WCV(G) mell; (G[V (H)-W]) Y
PHT=W((G'-W)_;2,9)PE"W((G2-W)_;z,y)
= > (@—y)™ > ( E Il ( ) '
WCV (H) Tl (G[V (H)-W]) L

Fiir den Fall x # vy gilt auflerdem

PE==W(QL; 2, y) PEI=I=W (G2, 2, y)
P(Gzy) = Y > (o — )W T
eIl GV (H))) WCV (K )
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beziehungsweise fiir den Fall x =y nach ([25], S. 100)

1
P(Gy) = Y, o PGLy)P(GLy).
rel (GIV(H)]) ¥

Beweis:
Die erste Gleichung folgt aus der Kombination der beiden folgenden Gleichungen:
Zunichst gilt nach Bemerkung|3.15

P(Gzy) = > (@-yn"PG-W;y).
WCV(G)

Wie bereits erwéhnt, gilt nach (|25], S. 100)

PGy = Y L PGLyPGLy) .

||

rel (GIV(H)]) ¥

Diese Uberlegung ergibt sich folgendermafen: Zuniichst withle man wie in ([25], S. 97 f.) Gy
und Gy derart, dass diese Graphen keine gemeinsame Kante im Trenner (V(H), E(G[V (H)]))
besitzen. Das weitere Vorgehen besteht geméfs (|25], S. 99 f.) darin, aus jeder unabhéngigen
Partition des Trenners wie in Definition jeweils einen vollstindigen Graphen zu konstru-
ieren. Damit lasst sich die Situation aus Bemerkung [3.5 anwenden, wonach fiir einen Graphen
G=G1UGymit GiNGy =K, undr >1

P(G1;y)P(Ga;y)

e P(K;7y)

gilt.

Fiir die zweite Gleichung summieren wir statt tiber alle W C V/(G) lediglich iiber alle
W C V(H). Um die unechten Farben in V(G — H) zu beriicksichtigen, miissen wir statt
den univariaten chromatischen Polynomen nun die bivariaten chromatischen Polynome von
G; — W fir i € {1,2} heranzichen, jedoch unter der Einschrédnkung, dass die Ecken aus
(H — W), echt gefarbt seien.

Fiir den letzten Schritt vertauschen wir die Summationsreihenfolge sowie die Rollen von W
und 7.

q.e.d.

Hieraus ergibt sich unmittelbar ein einfacher Spezialfall.

Korollar 4.59 FEs sei die Situation aus Satzfu'r den Foll H = K, mit r = ‘V(Gl) N V(G2)}
gegeben. Dann gilt

PEW(Gh 2, y) PR W (G2, y)
W =11

P(Gizy) = Y

WCV/(K,) (z—y)
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Beweis:
Weil 117 (K {{ {n1},... . {v} }} mit V(K,) = {v1,..., v} gilt, folgt die Behauptung.
q.e.d.

Um die etwas unschénen Beschrankungen an die chromatischen Polynome in der Beziehung
aus Satz zu umgehen, bietet sich der folgende Ansatz an, welcher sich dem allgemein be-
kannten Prinzip der Inklusion-Exklusion bedient (siehe hierzu etwa [7], S. 12 {.). Diese Methode
wurde bereits in Bemerkung fiir die allgemeine Darstellung des univariaten chromatischen
Polynoms verwendet, ohne jedoch speziell Trenner-Eigenschaften zu nutzen. Setzt man die
Mobius-Inversion als bekannt voraus, so lasst sich das Prinzip der Inklusion-Exklusion damit
leicht beweisen (siehe hierzu etwa [24], S. 173 f.). Wir werden hier jedoch einen alternativen
Beweis mittels vollstdndiger Induktion zeigen.

Satz 4.60 Es sei die Situation aus Satz[{.58 gegeben. Dann gilt

[ Yocr ()@= P(G=W—0) __;2,y)
P(Giay) = Y =y S E ‘
WCV (H) mell (G[V (H)-W)) =
Beweis:
Wir zeigen
PHW((G =W sz,y) = Y ()N @-y PG -W -0), _ i2,y)
oCm

durch vollstandige Induktion nach |r|.

Einen induktiven Beweis des Prinzips der Inklusion-Exklusion findet man zum Beispiel in (|7],
S. 12 f.). Wir werden ihn hier jedoch auf unsere Anwendung bezogen durchfiihren.
Induktionsanfang: |7| = 1.

In diesem Fall ist (H — W) _= Ky, und es sei V(K;) = {v}.

Wir koénnten die Ecke v zunéchst echt oder unecht farben. Unter der Einschrénkung, sie
stets echt farben zu miissen, bestimmen wir zunéchst die Anzahl aller verallgemeinerten Far-
bungen von (Gi — VV)7r und subtrahieren die Anzahl aller verallgemeinerten Farbungen von
(Gi — I/V)7r unter der Bedingung, dass v unecht gefarbt ist:

PHWI((G = W) s2,y) = P((G' - W) s2,y) — (x—y) P((G' =W — 1) 12,y)
= () @-y)°P(G' =W —-0)__ @,xy
+ (D' @-y)' PG =W —m) __;
= Y nl@-y" P(c - W—a)ﬁ_(,;x,y»

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir |7|.

Induktionsschritt: || — |7| + 1.
Es sei k € II;(H — W) mit |k| = |7| + 1. Wir wéhlen einen Block k; € k derart, dass
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m = Kk — {k1} sei. Dann erhalten wir

P(H_W)((Gi — W)K ix,Yy) = P(H_W_’“)((Gi — VV),_i T, Y)
— (a2 —y) PEWI(G =W = k1), s, y)
= P(H*W*M)(((Gi—W)’{l)W;:IJ,y)
— (z—y) PG =W = k1) sa,y)

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt nun

PE(G W) sey) = S () @=n) I P((GT=W), ~0)  say)

_ Z;ﬂ_w;(—l)"’ (z =) P(C" =W — k1 —0) _i2y)
= 2 I P((G' =), =o) e

+ UZ:<—1>'“'H (2 =) PG =W —h =) 0.)

= U;ﬂ(—l)'”' (@ =) PG =W —0) _ ;2y).

q.e.d.

Zur Verdeutlichung greifen wir auf ein oben bereits angefiihrtes Beispiel zuriick.

Beispiel 4.61 FEs sei nochmals die Situation aus Beispiel und Abbildunglﬂ mit H = Ko
und V(H) = {u,v} gegeben. Dann erhalten wir

PV(H)) = {0{u} {v},{u,0}}

und damit
M GVHE)] -0 = {{{u}. {0} }.{{wo} }}
MGV ) - {u}) = {{}}
MGV (H) - {v}) = {{u}}
W (GIV(H)] ~ {u.0}) = {0}.
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Fir das Einsetzen in die Gleichung aus Satz[{.60 beachte man folgende Isomorphien:

Il

(P1) ({3, (o))

(P3) {{u}y

(P2) 0y

(K4 =€) gquy, (o))
(K3) {fuyy

(Pa) {{u,w}}

(K4 =€) {{uw}}

e e 1 1R

1

Damit folgt

P(G;z,y) =

1
P(Kya,y) =2 (2 — y) P(Kg2,p) + (2 — y) P(Kaia,y) )

+ 2(x—

(
(
(
(P Ks;z,y) —y) P(K%:z:,y))i)
(
(

Cy

(Ps) oy = B
Py

K,

(K3) (o) = K
K,

Cs

Ky .

(P(Cuiw,y) —2(w — ) P(Pyyz,y) + (z — y)° P(Pyi )

yZ

P(Cs;z,y) =) P(Pz;w,y))

Y)
P(Ps;z,y) y)P(PQ;w,y))

1
P(Kyia,y) = (o =) P(Kyi.0)) )

+ (z—y)’

(P(P%x;y)P(K%SC,Z/)) :

Selbstverstindlich treffen die folgenden Beziehungen zu:

I

K3
Ko

I

Nach ([9], S. 80) gilt zudem

C3
Py .

P(Csim,y) = 2°—3wy+2y

P(Cyuz,y) = b — 42y + 4oy + 20° — 3y
P(Pyz,y) = a°—2xy+y
sowie nach Beispiel [3.17
/4
P(Ky;a,y) = kzo <k> (x—y)"yt=~

= 2% — 6y + 8xy — 62%y + 347 .
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Hieraus und mithilfe des bivariaten chromatischen Polynoms P(Py;x,y) = x? —y aus Beispiel

[£49 folgt schlieflich
P(Giz,y) = 25— 14y + 20xy — 172%y + 1223y — 8zty + 19y% — 24xy? + 1422y — 337 .

Im Allgemeinen lassen sich Graphen jedoch mehrfach trennen, so dass wir in einem gegebenen
Graphen statt eines Trenners zumeist mehrere Trenner finden kénnen. Besonders unkompli-
ziert gestalten sich dabei Graphen mit vollstindigen Trennern, weil hier die Notwendigkeit
entfallt, die voneinander getrennten Teilgraphen miithsam zu modifizieren wie in Satz [£.58
Wir werden sehen, dass sich insbesondere chordale Graphen derart zerlegen lassen. Hierfiir
bendtigen wir zunédchst die folgende Definition.

Definition 4.62 ([§/, S. 337).
Es sei G = (V, E) ein Graph, T ein Baum und X = (Xi¢)iev(r). Eine Baumzerlegung (T, X)
von G ist folgendermaflen definiert:

1. V == UtGV(T) Xt.
2. Zu jeder Kante e € E gibt es eint € V(T'), so dass X; beide Ecken von e enthdlt.

3. Fir ty,te,ts € V(T) gilt: Wenn to auf einem Weg in T mit Anfangspunkt t; und End-
punkt t3 liegt, dann gilt Xy, N Xy, C Xy,

Der folgende Satz zeigt die Bedeutung von Definition [£.62] fiir chordale Graphen.

Satz 4.63 ([8], S. 344).
Ein Graph G ist genau dann chordal, wenn er eine Baumzerlequng (T, X) mit X = (X¢)iev (1)
derart besitzt, dass die Graphen G[Xy] vollstandig sind.

Dieser Satz wird in ([8], S. 344) per Induktion nach der Eckenzahl von G bewiesen.

Wir ziehen ihn nun heran, um das bivariate chromatische Polynom eines chordalen Graphen,
welcher eine bestimmte Art der Baumzerlegung geméf Satz [£.63] besitzt, unter Verwendung
kleinerer Graphen zu bestimmen.

Satz 4.64 Es sei G = (V, E) ein chordaler Graph, welcher eine Baumzerlegung (T, X) mit
V(T) = I und X = (X;)ier derart besitzt, dass fir jedes i € I die Eckenmenge X; eine
Clique induziert und fiir alle paarweise voneinander verschiedenen 1,142, j1,7j2 € I die Be-
ziehung V (G[X;,] N G[X;,]) N V(G[Xi,] N G[X},]) = O erfillt sei. Wir bezeichnen fir jede
Teilmenge W C U, jer mit izj V(GIXi] N G[X;]) die Anzahl aller verallgemeinerten echten
Eckenfirbungen von G[X;|-W unter der Bedingung, dass alle Ecken aus G[X;] N G[Xip1]-W
echt gefirbt seien und hierbei jeder Block von m € I1(U; jer mir i (GIXi|NG[X;]=W)) gemdf
(Ui jer mit iz (GIXil N G[X;] — W))x dieselbe echte Farbe erhilt, analog zu der Definition in

Satz mit PYIYW(GQX;-W; z,y). Dann gilt
. _ W] 1
P(Giz,y) = Z (z —y) Z ﬁ

WgUi,jel mit i#£j V(G[Xi]mG[Xj]) melly (Ui,je] mit i#£j (G[Xi]mG[Xj])_W)
||

[TPYYY (Gl -Wia,y) .

=1
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Bevor wir zum Beweis iibergehen, erwithnen wir den Graphen Ky % K, als Beispiel eines
chordalen Graphen mit einer nicht gestattenten Baumzerlegung, ndmlich X; = V(K3), Xy =
V(Kg),X3 = V(Kg),X4 = V(Kg) und X5 = V(Kg) mit T = S5.

Beweis:
Wir fiihren eine vollstiandige Induktion nach |I| durch.

Induktionsanfang: |I| = 2.

Dieser Fall wurde schon in Satz[4.58 behandelt. An dieser Stelle handelt es sich zudem um den
Spezialfall, dass aufgrund der Cliqueneigenschaften der V(X;) und V' (Xj;) fiir alle ¢, j € I auch
V(G[X;] N G[X;j]) eine Clique induziert und der Graph G[X;] N G[X] somit vollsténdig ist.
Daher gilt fiir 7 € IL; (U; jes mit izj (G1Xi] N GIX;])) stets (G[X:] N GIX]), = GIXi] N GIX].
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ein I mit |I| > 2 fiir einen wie im Satz

geforderten Graphen H = Ulfz‘l G[Xi]. Es sei G = H U G[X|7)41] ebenfalls ein wie im Satz
geforderter Graph.

Induktionsschritt: |I| — |I| 4 1.
Wir wenden Satz[4.58 auf G = HUG|[X|f41] an. Es seien I = {1,2,...,k —1} und TU{k} =
{1,2,...,k —1,k}. Dann ist [T U {k}| = |I| + 1. Wir erhalten

P(Gyz,y) = > (a—y)"" > %

W/'CV(HNG[X|14+1]) ' €l (HNG[X|1j41—W']) y—

PHOCE =W g W, ) PHOCX =W (GIX ] - W 2, )

= > (w—gy)"" > %

W/CV(HNGIX|1141]) € (HNGIX 1 -W') ¥
" ].
> (2= > el
W”gUi,jeI mit i#£j V(G[Xi]mG[Xj]) ”,IGHI(Ui,jeI mit i#£j (G[XJOG[X]'])—VV”)y
1]

- (TPY G s, y) PO W G ) =W, )
i=1

Da fiir alle iy,49,j1,j2 € I nach der Voraussetzung die Beziehung V(G[X;, | N G[X;,]) N
V(G[X,,) N G[X},]) = 0 gilt, folgt offenbar auch W/ N W” = ( sowie fir alle o/ € =«
und ¢” € © o' No” = (. Wir setzen W = W/ U W”. Weiterhin gilt o. B. d. A. zudem
H N G[X541] = G[X )] N G[X|[j41]- Ansonsten nummeriere man die Elemente aus I um.
Unter diesen Bedingungen erhalten wir

P(Giz,y) = >
WCU; jerugry mit i V(GIXING[X;])
> (w—y)" %
7€l (Ui jerogny mit 1 (GIXiINGX;)—W) y=
[1]4+1

[T PUN-WGIx)-Wiz,y).
i=1
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q.e.d.

AbschlieRend betrachten wir auch hierzu den univariaten Fall.

Korollar 4.65 Fir die Situation aus Satz[].64) gilt

1
P(Gyy) = Z N
€Il (U; jer mat i (GIXGINGIXG]) y=
7]

TPV @G y) -
=1

Beweis:
Die Behauptung ergibt sich aus Satz
q.e.d.

4.4 Ableitungsformeln

In Satz haben wir bereits einen Zusammenhang zwischen der partiellen Ableitung des
bivariaten chromatischen Polynoms nach z und bivariaten chromatischen Polynomen kleinerer
Graphen kennengelernt. Nun untersuchen wir einige Graphentypen genauer darauthin. Unsere
Uberlegungen beginnen wir mit dem bereits vorgestellten Sterngraph.

Satz 4.66 FEs sei fir N > 1 der Stern Syy1 = (V, E) gegeben. Dann gilt

0
%P(SN-H;%?J) = NP(SN;x?y)+xN
beziehungsweise
0 N
9 P(Sny1s2,y) —
P(Sysay) = o i)
Beweis:

Nach Satz [3:22] gilt

0
%P(S]\H_l;l',y) = UEZVP(SN—i—l —v;a:,y)

= NP(Sy;z,y) + P(Kn;z,9)
= NP(Sn;z,y) + 2"

q.e.d.
Neben den Sternen lohnt es sich auch, einen anderen bereits bekannten Graphentyp zu unter-
suchen. Hier zeigt sich erneut ein Zusammenhang zwischen der partiellen Ableitung nach x des

bivariaten chromatischen Polynoms eines solchen Graphen und dem bivariaten chromatischen
Polynom desselben Graphentyps mit weniger FEcken.
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Satz 4.67 Es seir > 1 und k> 2. Dann gilt fir den Graphen Ky ... r = (V,E)
——

k-mal

8 r—1 r—1 'r—l—z ' . .
—P(Kr,... rizy) = vk E ( . > (x —1y)* 5 Sr—1—ijy?P(Ky, ... ric—J5,y—7j).
—— ; ——

(k—1)-mal

Beweis:
Nach Satz gilt
0
o P rimy) = Y P(Kp,. . r—vizy)
t v veV —
k-mal k-mal
= TkP(KT,...,r * Kp_152,y)
(k—1)-mal
r—1 r—1 "r—l—i '
— ’I"kz ( . > (:L' — y)z Z Srflfi,jyl
i—0 N ! §=0
P(K’l",...,’l”§x_j7y_j) .
(k—1)-mal
q.e.d.

Im néchsten Abschnitt stellen wir einen Zusammenhang zwischen dem bivariaten chroma-
tischen Polynom und einem weiteren Graphenpolynom, nédmlich dem Matchingpolynom, bei
bestimmten Graphen her.

4.5 Bivariates chromatisches Polynom und Matchingpolynom

Bei der Berechnung chromatischer Polynome von Graphen kommt es bekanntlich auf die un-
abhéngigen Partitionen der Eckenmege an, sofern bei einer Eckenférbung echte Farben dabei
sind. Aufgrund ihrer Struktur besitzen einige Graphen die Eigenschaft, dass alle unabhéngigen
Partitionen ihrer Eckenmenge ausschlieflich aus ein- und zweielementigen Blocken bestehen.
Das bedeutet, dass jeder von ihnen eine Kante oder eine Ecke im komplementdren Graphen
induziert. Daher entspricht jeder unabhéngigen Partition eines solchen Graphen ein Matching
im komplementéren Graphen.

In der Literatur finden sich verschiedene Definitionen des Matchingspolynoms. Wenn wir im
Folgenden vom Matchingpolynom sprechen, gehen wir von der folgenden Form aus, welche in
([16], S. 334) als Matching-Generating-Polynomial bezeichnet wird.

Definition 4.68 ([16/, S. 334).
Gegeben sei ein Graph G mit |V(G)| =: n. Weiterhin sei ay, fir k =1,...,|n/2] die Anzahl
der k-Matchings in G. Das Matching-Generating-Polynomial ist definiert als

Ln/2]
M(G;x) = Zakxk.
k=0
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Nun betrachten wir den Graphentypen aus Definition [2.29] dessen unabhéngige Partitionen
die eingangs genannte Eigenschaft besitzen.

Satz 4.69 Es seien tq,...,ty natirliche Zahlen. Einen Graphen G nennen wir gemdf Defi-
N

nition [2.29 einen K, — > ty,Sm+1, wenn wir aus einem Graphen K, die Kanten von jeweils
m=1

tm Sternen Spy1 l0schen, so dass deren Ecken erhalten bleiben und insgesamt alle betrachte-

ten Sterne paarweise eckendisjunkt sind. Weiterhin sei H = Zfri:l tmSm+1, |V(H)| =17 und
M(H;z) = "2 apak . Dann gilt

[7/2]  n—2k " 9%k . ‘
PGing = Yoy (") @owiete
k=0 =0

Demnach ist k die Anzahl aller Blocke X € 7 € I (G) mit |X| > 1 und aj, die Anzahl
aller solcher m mit k solchen X. Man beachte, dass im Allgemeinen ab einem gewissen k die
Beziehung ai = 0 gilt.

Beweis:

In jeder unabhéngigen Partition von V(&) befinden sich ausschlieflich Blocke, welche jeweils
aus einer Ecke oder einer geloschten Kante bestehen, also einer Kante aus E(H). Um dieses
zu erreichen, diirfen keine zwei Kanten von H eine gemeinsame Ecke besitzen. Daher suchen
wir nach allen méglichen Matchings von H. Die Anzahl a; der k-Matchings in H entspricht
also der Anzahl der Partitionen 7 von V(G) mit genau k Blocken X mit |X| > 1.

q.e.d.

Schlieflich halten wir noch das folgende weitere Ergebnis fest.

Korollar 4.70 Es sei k < Zf\;l t;. Satz und Definition liefern

k " k—bn " k—by—...—b3 " "
woo ( ) b ( ><N 1) (b2>2 (kbN...bQ)'
N

b by_
bn=0 N —1=0 N-1 ba=0

Fiir jede speziell ausgewdhlte Folge by, ..., b1 gilt zudem
N-1
ko= > by
i=0

q.e.d.

Des Weiteren besteht auch ein Zusammenhang zwischen dem bivariaten chromatischen Poly-
nom einer sogenannten Biclique und dem Matchingpolynom des dazu komplementéaren Gra-
phen. Dieser Zusammenhang wurde bereits in ([5], S. 288 f.) speziell fiir das univariate chro-
matische Polynom angegeben und soll hier nicht genauer vorgestellt werden, weil wir eine
allgemeinere Form fiir den bivariaten Fall zeigen werden. Zunéchst benotigen wir eine Defini-
tion.
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Definition 4.71 ([3], S.287 f.).
Fine (m,n)-Biclique ist ein Graph G, welcher das Komplement eines bipartiten Graphen mit
den beiden Blocken der Kardinalitaten m und n mit n > m darstellt.

Nun verallgemeinern wir das oben angesprochene Resultat aus ([5], S. 288 f.) in folgendem
Satz.

Satz 4.72 Es sei G eine (m,n)-Biclique mit n > m und
Mg = {F C E(G)|F ist ein Matching in G} .

Weiterhin sei a% die Anzahl aller i-Matchings in G. Dann gilt analog zum univariaten Fall in

(I5], S. 288 f.):

P(Gizy) = ) Yoo (w—y) Wy
XeMg WV (G)-V (X)

_ Z (:U_y)é—H Z ym+n—|W|—|E(X)\

Hgi XGMﬁ
m m+n—21 .
; (A n—2i i
= Za’a (:U—y)ﬂ( ; >ym+"ﬂ
i=0 §=0

Beweis:

Gleiche echte Farben diirfen ausschliefslich zwischen nicht zueinander adjazenten Ecken verge-
ben werden. Wie bereits in (5], S. 288) angemerkt wurde, sind die einzigen Félle, in welchen
dieses moglich ist, jedoch Ecken, welche in G zu einem Matching gehéren. Unechte Farben
vergeben wir nur fiir solche Ecken, welche nicht zum jeweils betrachteten Matching gehoéren.
Hier haben wir (m+?_2i) Moglichkeiten, aus diesen Ecken j Ecken auszuwéhlen. Alle verblei-
benden m + n — j Ecken farben wir paarweise verschieden echt, wobei wir die Ecken der
Kanten eines jeden i-Matchings jeweils mit derselben Farbe versehen.

q.e.d.

Im folgenden Kapitel werden wir uns einer weiteren Verallgemeinerung des chromatischen

Polynoms zuwenden, ndmlich dem trivariaten chromatischen Polynom, welches auch alle un-
zuldssigen Farbungen mitzéahlt.

88



Kapitel 5

Formeln fiir das trivariate
chromatische Polynom

5.1 Allgemeine Formeln

In Definition haben wir bereits das trivariate chromatische Polynom eingefiihrt, welches
alle beliebigen Eckenférbungen eines Graphen G beriicksichtigt. Dabei werden auch alle in G
moglichen Farbungen mitgezahlt, bei welchen mindestens eine Kante vorkommt, deren Ecken
in derselben echten Farbe geférbt sind. Fiir die Koeffizienten dieses Polynoms fithren wir in die-
sem Abschnitt ergédnzend zu den oben bereits vorgestellten Darstellungsweisen zum bivariaten
chromatischen Polynom zwei Gleichungen ein, welche sich auf jeden beliebigen Graphentyp
anwenden lassen. Wir wiederholen die Definition des trivariaten chromatischen Polynoms
an dieser Stelle noch einmal.

Definition 5.1 Das trivariate chromatische Polynom fir einen Graphen G = (V, E) ist wie
folgt definiert:

Es seien die Farbenmengen X, Y und Z definiert wie in Deﬁnition das heifit y = Y| <
x = |X|. Fir alle belicbigen Eckenfirbungen ® : V. — {1,...,y,y+1,...,2} von G besitzt
das trivariate chromatische Polynom nach ([26], S. 51) die Form

P(G;z,y,2) = Z H z

O:V—={1,....y,y+1,...,x} e€E mit Ie<yYveed(v)=c
und ldsst sich fiir Graphen nach Definition auch darstellen als

P(G, z,Y, Z) = Z Z|{{U:W}EE | ©(v)=2(w)<y}| .
O:V—{1,...,y,y+1,...,z}

Wie in Bemerkung bereits erwahnt wurde, ist das trivariate chromatische Polynom &qui-
valent zum Edge-Elimination-Polynomial aus Definition beziehungsweise Definition
welches nach Bemerkung wiederum &dquivalent zum Covered Components Polynomial aus
Definition [3.29] ist.

In den beiden Séatzen und werden wir Darstellungsweisen der Koeffizienten des tri-
variaten chromatischen Polynoms einfiihren. Zunéchst betrachten wir dieses Polynom in der
folgenden Form, welche sich an den univariaten Fall mit Z = () und damit an das Monochrome
Polynomial in anlehnt.
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Bemerkung 5.2 Zu einem Graphen G = (V,E) sei ¢(G;z,y) die Anzahl aller verallge-
meinerten Eckenfirbungen mit genau m Kanten, deren Ecken jeweils gleichfarbig echt gefirbt
sind. Dann ldsst sich das trivariate chromatische Polynom alternativ zu Definition und
analog zu der Darstellung des Monochrome Polynomial in Definition [3.11) wie folgt darstellen:

|Z|
P(Giz,y,2) = Y eml(Gia,y)2™

Die Koeffizienten ¢, (G;x,y) des trivariaten chromatischen Polynoms sind also wiederum bi-
variate Polynome, wobei offenbar insbesondere der Koeffizient ¢o(G;x,y) identisch mit dem
bivariaten chromatischen Polynom von G ist.

Aus Definition ergibt sich nun der folgende Zusammenhang, welcher auch ohne Beweis
unmittelbar einsehbar ist.

Bemerkung 5.3 Fualls G aus zwei Komponenten G1 und G besteht, so gilt selbstverstindlich
m
Cm(GQx y Zcz Gy, y Cm— z(G27x y)
1=0

Allgemeiner gilt: Falls G aus den Komponenten G1,...,G, mit k > 1 besteht, dann erhalten
wir

k
em(Gix,y) = Z chl(Gl;x,y) .

{13k €40 om}F | 1 tjp=m} =1

Wir wenden uns nun einer dem bivariaten Fall aus Satz[4.1|dhnlichen Darstellungsweise fiir die
Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms zu. Diese entspricht der Darstellungs-
weise der Anzahl bestimmter nicht zuldssiger Farbungen nach ([9], S. 72). Mit dem Bezug
auf die Koeffizienten betrachten wir dabei jedoch speziell die Anzahl aller nicht zuléssigen
Farbungen mit einer festen beliebigen Anzahl echt einfarbig gefarbter Kanten.

Satz 5.4 Es sei zu einem Graphen G = (V, E) fir alle W CV und fir alle 7 € lIc(G — W)
die Menge aller Kanten von G—W , deren Ecken nicht zu verschiedenen Blocken von 7 gehdren,
mit E(m) bezeichnet. Weiterhin sei Ay, = {W C VI||E(G — W)| > m}. Schliefilich sei I11(m)
die Menge aller unabhdingigen Partitionen von G, wobei G, der Graph mit der Eckenmenge

= {vl, .. Ulﬂ} sei, so dass jedes vy, mit k = 1,...,|w| einem Block von m entspricht
und E( x) = {{vk,vl} |k # 1, vg, v € V(Gr) und Jwy € vy, Jwg € vy mit {wi, we} € E} gel-
te. Dann gilt Ghnlich den Uberlegungen in ([9], S. 72)

em(Gizyy) = Y (@—y)" S S gk

WeAnm T€llc(G—W) mit |E(r)|=m r€llf(m)

Beweis:
WEeil die unechten Farben stets beliebig verteilt werden diirfen, gehen wir wie in Bemerkung
vor, indem wir nacheinander zunéchst jedes W C V unecht farben und die verbleibenden
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Ecken ausschlieflich in echten Farben folgendermafsen farben: Aus den nicht unecht gefarb-
ten Ecken bilden wir jede mogliche zusammenhéngende Partition derart, dass innerhalb der
Blocke insgesamt genau m Kanten liegen. Nun soll jeder Block einfarbig sein, so dass stets
beide Ecken jeder der genannten m Kanten jeweils echt gleichfarbig sind. Um keine weiteren
echt einfarbigen Kanten zu erhalten, diirfen ausschlieflich jene Blocke aus m € Il (G — W)
die gleiche echte Farbe erhalten, zwischen welchen keine Kante besteht. Daher bilden wir die
dritte Summe {iber alle x € II;(m).

q.e.d.

Zu Satz berechnen wir folgendes Beispiel, welches wir zusétzlich im Anhang un-
ter Verwendung von Mathematica nachvollziehen. Dort fiigen wir aufserdem noch ein weiteres
Beispiel hinzu. Aufgrund der gréferen Komplexitdt bestimmen wir allerdings exemplarisch
nur einen der Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms.

Beispiel 5.5 Es sei Ky = (V, E) mit e € E. Wir betrachten den Graphen K, — e. Wie wir
leicht feststellen kénnen, ist Ky —e = K3U K3 mit KsNKs = Ko. Es sei also die Eckenmenge
V = {v1,v2,v3, 04} derart, dass Glvy,va,v4] = K3 und Glva,vs,v4] = K3 gelte. Dann erhalten
wir

Az = {®> {Ul} > {UB}}

und

melle(Ki—e=0)| B =3} = {{{n} foavvi} },{ for,vev} {os} }

7T177TQ}

{
{mellc(Ki—e—{u}) | 1BEm|=3} = {{{vrv.v}}]
- {»)
{mello(Ki—e—{u}) | |BEm| =3} = {{{vov5,01} |}
{

"

mat
™= {{01}7{1}27”3,1}4}}
Ty = {{v17v27v4} 7 {UB}}
3 = {{U177f27”4}}
Ty = {{’0271}&”4}}

(0} s )}

i

{{ e { () )
= e gy

it

{v2,v3,v4} }}
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und daher

cs(Ky—esyy) = Y (z — )W > > ylol

WeAs n€lle(Ka—e—W) mit |E(m)|=3 k€llf(n)

= (@—y) > Yooy

relle(Ki—e—0) mit |E(r)|=3 well; (r)

+ (x_y)\{m}l Z Z ylel

w€llc(Ky—e—{v1}) mit |E(m)|=3 k€llf ()

bo(g— gl T S

w€llo(Ka—e—{v3}) mit |E(rw)|=3 v€llf ()

= (z-y) > > oy

r€lle(Ks—e—0) mit |E(n)|=3 k€l (r)

+ (@-y) > ooy

rElle(Ka—e—{v1}) mit |E(r)|=3 eIl (r)

+ (@—y) > Yooy
w€llc(Ka—e—{v3}) mit |E(r)|=3 r€llf ()

= 22 +2(z—y)yt

2y(y—1+z—y)

= 2y(x—1).

Anhand eines einfacheren Graphen bestimmen wir nun im néchsten Beispiel das gesamte
trivariate chromatische Polynom.

Beispiel 5.6 Wir betrachten den Graphen Ko = (V, E) mit V. = {vi,va}. Weil hier |[E| =1
gilt, ist fir alle s > 2 der Koeffizient cs(Ko;x,y) = 0, so dass wir nur co(Ka;x,y) und
c1(Ka;x,y) bestimmen missen. Wir erhalten

Ay = {AWCV|I[EK,—-W)| >0}
= {0, {vi},{v2}. {v1,02} }

und
{melle(fo—0)| B =0} = {{{n} {e}}}
W ({{oi} Ao} }) = {{{{o}}. {{e2} }}}

{relle(Ka —{u}) | |E(m)| =0} =

n(101) -

{

{

{r e MoKz —{wa}) | |Em| =0} = {
m((w) = {
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{r e lc(Ks — {v1,02}) | |E(x)| =0} = {0}
;) = {0}

sowie

Ay = {(WCV| |E(Ky—W)|>1}
= {0}

und
{mello(Ka-0)| [Bm =1} = {{{viv}}}]
() = {{{oun}).

Damit nimmt das trivariate chromatische Polynom von Ko die folgende Form an:

P(Ky;x,y,2) = co(Kow,y,2)+ c1(Kosx,y,2)z

- Y e Y > 4

WeAp w€llc(Ke—W) mit |[E(m)|=0 r€llf(m)
P (Team 0y > )
WeA; m€llc(Ke—W) mit |[E(w)|=1 kellf(w)

=@ Y > o

w€llo(Ko—0) mit |[E(m)|=0 k€Il ()

+ (x_y)l{m}l Z Z Yl

m€llg(Ko—{v1}) mit |E(m)|=0 ~r€llf(m)

+ (x_y)l{vz}l Z Z ylel

m€llo(Ko—{v2}) mit |[E(m)|=0 rellf(m)

+ ($_y)|{v1,v1}| Z Z ym

mello(Ko—{v1,v2}) mit |E(m)|=0 rellf(m)

+ (z—y > Yooy

relle(Ka—0) mit |E(n)|=1 well;(r)

Daraus erhalten wir

P(Kyz,y,2) =y {{{Ul}}{{vz}}}’ + (- y) y{{{”}}}’+ (z —y) yH{{Ul}}}

+ (z—y)’ g+ y’{{{vm}}}‘ z

und schliefflich

P(Kyiw,y,2) = y*+2(@—y)y+(@—y)°+y2
= ¢} —y+2ey -2y + 2" =20y + ¢’ +y2
= 2 —y+yz
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Wie im bivariaten Fall aus Satz existiert auch hier ein Analogon zu Satz welches
an dieser Stelle folgt. Es entspricht wiederum der Darstellung der Anzahl bestimmter nicht
zuléssiger Farbungen eines Graphen nach ([9], S. 72) und bezieht sich hier wiederum auf jene
unzuléssigen Farbungen mit einer festen und beliebigen Anzahl echt einfarbiger Kanten.

Satz 5.7 Fir einen Graphen G = (V, E) und © € llc(G) sei die Menge aller Kanten von G,
deren Ecken nicht zu verschiedenen Blocken von m gehoren, mit E(w) bezeichnet. I (m — M)
set fiir eine Menge M C {X € 7| |X| = 1} analog zur Definition von I1;(r) in Satz[5.4) derart
definiert, dass statt der Partition m die Teilmenge m— M zugrunde gelegt wird. Dann gilt analog
zu den Uberlegungen in ([9], S. 72)

em(Gix,y) = > > (@—y)™M > gyl

T€llc(G) mit |E(r)|=m MC{Xer| |X|=1} k€Il (m—M)

Beweis:

Wir betrachten jede zusammenhédngende Partition, welche innerhalb aller Blocke insgesamt m
Kanten enthélt. Jeder Block soll einfarbig gefarbt werden, wobei alle Blocke X mit | X| > 2
echt gefarbt werden sollen. Daher erhalten wir auch genau m gleichfarbig echt gefarbte Kanten.
Weil wir jeden Block bis auf einzelne Ecken verkleinern diirfen, da sich so bei jeder derartigen
Verkleinerung wiederum ein Element aus Il (G) ergibt, erhalten wir auch alle Moglichkeiten,
unechte Farben zu verteilen, indem wir diese nur fiir einelementige Blocke zulassen. Aus der
Menge {X € 7| |X| = 1} wéhlen wir also nacheinander alle Teilmengen aus, deren Elemente
wir mit unechten Farben versehen. Alle verbleibenden Blocke farben wir echt, so dass ver-
schiedene Blocke nur dann gleichfarbig gefarbt sein diirfen, wenn zwischen ihnen keine Kante
besteht, da sich sonst mehr als genau m gleichfarbig und echt gefiarbte Kanten ergében.
q.e.d.

Wir wenden nun im folgenden Beispiel Satz auf den Graphen aus Beispiel an. Auch
hierzu erfolgt im Anhang eine Berechnung mithilfe von Mathematica, wobei dieselben
beiden Beispiele aus Anhang [A-12] nochmals berechnet werden. Hier erkennt man, dass die
Methode aus Satz der Herangehensweise aus Satz zeitlich iiberlegen ist. Wir werden
Satz [5.7] jedoch spéter noch als Beweismittel einsetzen.

Beispiel 5.8 FEs sei die Situation aus Beispiel gegeben. Diesbeziiglich sei wiederum die
Eckenmenge V = {v1,v2,v3,v4} derart, dass Gv1,va, v4] = K3 und Glve, vs,v4] = K3 gelte.
Wegen

{mellc(Ki—o)| |EmI =3} = {{{v}, {eo,05,00} |, {{or, 02,01} {us} } }

mit

my = < {v1,v2,v4},{vs}

T o= { {vi}, {2, v3,v4} }
{ J

erhalten wir
Xem| X|=1} = {{u}}
(Xem| X|=1} = {{u}}
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und daher mit Satz[5. 7
c3(Ky—e;a,y) = > 3 (z — y)!M ylel

rello(Ki—e) mit |[E(r)|=3 MC|{Xer | |X|=1}| kel (m—M)
= @-9)'P+@-'vr+ -y P+ @-yyt

= 2y(y—D+2y(z—vy)

= 2y(y—1+az—1)

= 2y(x—1).

5.2 Formeln fiir bestimmte Graphentypen

Wie bereits im Zusammenhang mit dem bivariaten chromatischen Polynom mé&chten wir auch
hier einige spezielle Graphentypen betrachten und die in Satz als ¢, (G; z,y) definierten
Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms bestimmen.

5.2.1 Vollstandige Graphen

Der vollstdndige Graph lésst sich aufgrund seiner einfachen Kantenstruktur besonders leicht
untersuchen. Daher bestimmen wir zunéchst eine Darstellung fiir die Koeffizienten des triva-
riaten chromatischen Polynoms dieses Graphentyps.

Satz 5.9 Es seir > 2,2 < t; <ty < ... <ty <r und M > 1 mit der Eigenschaft
ZM tj(t]'—l)

jm1 s =m. Dann gilt

M
' B T—Z 1 1
em(Kri ) = > H( . ) I en—mm=n

to(t.—1 7j=1 2<I<tpr
{Zf£1 J(J2 ):m}

j M
<7° - Zj:l tj) (- y)i yrfi+MfZlZ\;[1 & ’

wobei wir fir j = 1 die Vereinbarung Z{:—ll t; = 0 treffen. Weiterhin gilt fir m = 0 trivialer-
weise

co(Kr;w,y) = P(Kpz,y) .

Beweis:

Die Behauptung folgt aus Satz folgendermafsen:

Alle Blocke B € 7 € II¢(K,) mit |B| = b induzieren einen vollstdndigen Graphen Kp mit
1 < b < r. Well fiir einen vollstdndigen Graphen Kj, bekanntlich |E(Kp)| = ) gilt (siehe
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hierzu etwa [31], S. 6 f.), erhalten wir

{rello(K;) | |E(m)| = m}

§ i alle 5 oyt 1)
= Q{V(Kt]’)} U <{{vk}}) ’Ktj C K, fiir alle j E{l,...,M}/\;2:m

M
L NEKy =0 fiir alle ji,jo € {1,..., M} mit j # js Avp € V(K,) — | JV(Ky)

J

ANK
Fir 7 € o (K,) gilt

{Xermellg(K,) | X|=1}] = r=> 1,

wobei Z;‘i 1 w = m flir die jeweilige zusammenhéngende Partition = € II¢ (K, ) stehe.

Weil wir bei den Auswahlen der K, Kj, mit |V (K}, )| = |V(Kj,)| nicht die Auswahlreihen-

folge unterscheiden, fiigen wir das Produkt H2<l<tM e }W}”v_l}‘, hinzu.
<i< s M =1]]!

Anschliefsend wihlen wir geméfs Bemerkung [3.15] zu jeder Partition m jeweils eine Menge
AC{X ermellg(K,) | |X| =1} zur unechten Eckenfarbung der in den Blocken X enthal-
tenen Ecken aus. Fiir k € Ilo(m — A) ergibt sich schlieflich |k| =r —i — ij\il tj + M.

q.e.d.

Aus diesem Satz ergibt sich folgendes Korollar.

Korollar 5.10 Gegeben sei die Situation aus Satz[5.9 Dann gilt fir m > 1 mit Bemerkung
3. 1D

PO R S | TSI :
em(Kpm,y) = | t [{je{l,....M}|t; =1}
{ t_(t__1> }]:1 2<I<t
E?Ll%:m

M .
ny(KT_Zé\iltj,x—M,y—M) .

Zu Satz [5.9) betrachten wir nun folgendes Beispiel.

Beispiel 5.11 Es sei der Graph K4 gegeben, das heif$t, es sei r = 4 und weiterhin sei m = 2.

‘ . e t(t;—1 , i
Wie unschwer zu erkennen ist, finden wir fiir Zj]\il % = m genau eine Zerlegung, ndamlich
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2(2—-1)
2

mit M = 2 und t; = t9 = 2. Wir erhalten somit @ + = 2. Damit ergibt sich

2 1y, 1
er(Kaiwy) = > H< . > Il moemam=n

{2(2 1)+2(2 1) }g 1 2<I<ty

4—Zj:1 tj
Z (4 - E] 1 ta) (z — y)i y4—i+2—212:1tz

- (REC e
- (B

= 3y7.

Anschaulich lasst sich dieses Ergebnis folgendermafsen begriinden: Es gibt genau (3) Moglich-
keiten, aus den sechs Kanten des Graphen K4 eine Kante und damit ein Eckenpaar auszuwéh-
len, welches echt einfarbig gefarbt werden soll. Weil wir dabei jedoch auch die anderen beiden
Ecken mit auswéhlen, obwohl wir diese Wahlmoglichkeit bereits bei den (g) Moglichkeiten
mitgezahlt haben, dividieren wir durch zwei, um keine Wahl doppelt zu zéhlen. Es bleibt nun
von den urspriinglich vier Ecken noch genau ein weiteres Eckenpaar {ibrig, welches ebenfalls
echt einfarbig gefarbt werden darf, ohne mehr als zwei Kanten einfarbig zu fiarben. Damit
ergeben sich fiir das erste FEckenpaar y wéhlbare Farben, wahrend fiir das zweite Paar nur
noch y — 1 mogliche Farben verbleiben.

Wir erhalten schlieklich noch ein Ergebnis fiir Graphen, deren Komponenten ausschlieflich
vollstdndige Graphen sind.

Korollar 5.12 Es sei ein Graph|J;_; Ky, = (V, E) mit K, ,NK,, =0 firrq,m, € {r1,...,7s},

To Ty, 75 > 2 und s > 2 sowie 0 < m = Zle m; gegeben. Weiterhin set M; > 1 und
ti (t;.—1

2<t, <ty < ... <ty <1pomat der Eigenschaft Z;wzll % =m;. Dann gilt

s s

U Krz,xy = Z Hcmi(KriQ%y)'

S S
2= Ej:ﬁ 2 My 2oim1 Mi=m

Beweis:
Die Behauptung folgt aus Satz
q.e.d.

Dieses Resultat werden wir an spéterer Stelle nochmals bendtigen.

5.2.2 Vollstandig bipartite Graphen

Ein héufig studierter Graph ist der vollstdndig bipartite Graph, welcher sich aufgrund sei-
ner regelméafigen Kantenstrukturen auch beziiglich des trivariaten chromatischen Polynoms
untersuchen ldasst. An dieser Stelle gehen wir wiederum néher auf dessen Koeffizienten ein.
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Satz 5.13 Es sei fiirr > 1 und s > 1 der zugehdrige vollstindig bipartite Graph K, s gegeben.
Firl <m <rs und ein passendes M mit 1 < M < m sei Zf\il piq;i = m mit der Figenschaft
0<piq1 <p2g2 < ... <pygu < m. Dann gilt

i) = {Z%giﬁ:m} <Z¢MT1 Pz’) (Zf\z ‘h’) (p%:-i]\.i.lp]j\;) (Ef—‘%ﬁ;)

1
11 T R W o ,
\<thi<r und 1<tr<s | P @) IPi =l A g =B A€ {L,..., M}}]!
r=305, pi M =2 ai M
(=X s -Xitia Nk
> ) (x —y)
kl kg
k1=0 ko=0
M .
yip(KT_kl_zi]\ilphS_kQ_zi]\il qi’y — M) .

Fiir co(Kys;z,y) gilt trivialerweise und unter Einbezug von Bemerkung

co(Krs;z,y) = P(K,sx,y)
T S
r s w
= > <z> > <> (x—y)"™ P(Kr—is—j;y) -
i=0 = M

Beweis:

Zum Beweis orientieren wir uns an Satz

Alle Blocke B € 7 € Ilg(K,s) mit |B| = p; +¢; fiir i € {1,..., M} sowie 0 < p; < r und
0 < ¢; < s induzieren einen Graphen K, .. Da bekanntlich |E(K), 4,)| = pi¢; gilt, erhalten
wir

{rellc(Kys) | |E(m)| =m}
rs—3 0 (pita:)

— (6 {V(Kpi,qz‘)}> U U { {v;} } ’ Kp, ¢ C Ky s furalleie{1,..., M}

J=1

M
NEp, i, NV Kpiy i, = () fiir alle 41,i9 € {1,..., M} mit i #is A Zpiq,- =m
i=1

M
Avj € (V(Kr,s) - U V(Kpi7Qi)> } .

Um alle Vereinigungen Uf\il Ky, 4. € K, s zu bilden, wahlen wir aus den r + s Ecken zunéchst
die erforderlichen Zf\i 1 pi—i—zg 1 ¢ Ecken aus und aus letzteren alle Einteilungen {p1,...,pam}
und {q1,...,qn}. Aus jeder solchen Einteilung bilden wir die Blocke der Kardinalitaten p;+g¢;.
Alle nicht gewahlten Ecken werden jeweils als einelementige Blocke aufgefasst. Da wir pro
Einteilung keine Block-Tupel (p;,,qi,) und (pi,, gi,) mit i1,i0 € {1,..., M}, i1 # iy sowie
Di;, = Pi, und ¢;; = @i, nach ihrer Auswahlreihenfolge unterscheiden diirfen, ist die Anzahl
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aller solcher Auswahlen aus kombinatorischen Griinden also

2 <sz'\;1 pi) <Z?jl Qi> <p?¥-lp}j;> <Q12.?-4-1q(5;>

{2%1 pi(h‘:m}

1
H {(pi @) lpi=lANgg=lanie{l,...,M}}|!~

1<l1<r und 1<[2<s

Weiterhin gilt

M M
|{X€7T€HC(KT7S)‘ ‘X|:1}‘ = T+S_Zpl_qu
=1 =1

fir die Anzahl aller nicht gewéhlten Ecken aus V (K, ).
Aufserdem gilt fiir

m = (Vg VB PO {0} [0 VK, s, s O} € To(Kr)

und jede gewéhlte Menge A unecht geférbter einelementiger Blocke aus 7 mit
Al = ki + ko fiir alle k € II; (7 — A)

immer {V(Kp, 4.)} -+ {V(Kpy .qn)} € k- Damit werden fiir diese Blécke genau y echte
Farben benétigt. Die jeweilige Vorabauswahl der jeweiligen Menge A zur unechten Farbung
wurde durch Bemerkung [3.15] gestattet.

q.e.d.

Hieraus lasst sich folgendes Ergebnis ableiten.

Korollar 5.14 Gegeben sei die Situation aus dem obigen Satz. Dann ergibt sich mit Bemer-

kung[5.19 fir m > 1

ey = {Zylzp;%_m} <Zi]\£1 pi) <Z£1 %‘) (p??.i.lp]j\i) (Ei\.i.lq(i)

1
1<l;<r gld 1<ly<s ’ {(pi;qi) |pz‘ =l ANg=IlNi€E {1, - ,M}} "
VPR, gt st g @~ Moy = M)

Zu Satz [5.13] beschéftigen wir uns nun mit dem folgenden Beispiel.

Beispiel 5.15 Wir betrachten fir r = 3 und s = 2 den Graphen K3zo und bestimmen
c2(K32;2,y). Offenbar gilt hier

M
{Zpiq¢:2} = {1-141-1=2,1-2=2,2-1=2} .
i=1
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Somit ergibt sich

3 2 \/14+1\/1+1
co(Kspim,y) = <1+1> <1+1>< 11 >< 11 >
1
{4 1) (T, 1)@ 0100 [0
3—(1+1) 2—(1+1)

(3 - (k11+ 1)> S (2 = <k12+ 1)> @ )t

ko=0

1=0
Y=P (K3 k) —(141) 2—ko—(141)} Y — 2)
3\ /2\ /1\ /2
* 1> 2)\1)\2
1
O] [{(L,2) 3O 101 0] 0!

:z‘::lo <3k—1 1) ;E_jo <2k—22> (2 — )
YEP(K3 ky—12-ky—2;Y — 1)

= (GO0
D101 {2, 1;}|! 0141011 0]!

3—2 2—1

3-2 2-1 Ky ks
> () (L) e
k1=0 ko=0
ylP(Kzafer,szTl; y—1)

o o~

co(Ksosa,y) = 6y2P(Kio;y—2)+6(x —y) y>P(Koosy — 2)
3yP(Ko0;y —1) + 6 (z — y) yP(Ki05y — 1)
3(z—y)yP(Kopiy — 1)

6yP(K11;y —1) +6(x —y) yP(K10y — 1)

6 (z —y)yP(Ko1;y — 1) +6 (x —y)* yP(Koo;y — 1) -

+ 4+ 4+ +

Unter Beachtung, dass K19 = Ko1 = K1, Koo = 0, Koo = Ky und K11 = Ky gilt, erhalten
wir

co(Kza;w,y) = 6y*P(Ki;y—2)+6(x—y)y*P(D;y —2)
+ 3yP(Kyy—1)+18(x —y)yP(Ki;y — 1)
+ 9(x—y)*yP(liy — 1) + 6yP(Kay — 1) ,
und zusammen mit Beispiel [3.3 sowie der Anfangsbedingung aus Satz[3.19 folgt

co(Ksosa,y) = 6y2(y—2)+6(z—y)y?
3y(y—1)° +18(z —y)y(y — 1)

+
+ 9(x—y)y+6y(y—1)>
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Ausmultiplizieren liefert

co(Kzo;x,y) = 3y(9— 8z + 32 — 6y + 2xy) .

5.2.3 Spezielle Splitgraphen

Wir kommen in diesem Abschnitt nochmals auf spezielle Splitgraphen zuriick. Wie wir se-
hen werden, gestaltet sich die Darstellung der Koeffizienten des trivariaten chromatischen
Polynoms hier im Gegensatz zum Fall eines vollstdndig bipartiten Graphen aufgrund der nun
zusdtzlich auftretenden Kanten und der damit einhergehenden gréfseren Auswahlméglichkeiten
von m Kanten ein wenig aufwendiger.

Satz 5.16 Es sei fir v > 1 und s > 1 der zugehérige Splitgraph K, x K, gegeben. Fiir
1§m§rs+@,0§p1 <pe<...<py<min{rs}, 1 <1 <@ <...<qy <sund
ein passendes M mit 1 < M < )

Dann gilt

em(Kr * Kgy,y) = {Z%Iqi<§qi;1>:m} (Zﬁlpi) <Z£1 q@'>

M M
(Zi:l pi > (Ei:l Qi>
b1...Pm q1..-qMm

1
I1 Y e R ,
0§l1§7“ und 1§l2§8‘{(p17£h) |pl_l1/\ql_l2/\1’€ {]‘7“‘7M}}|'
=M pi M s=Y M 4 M
' T— iz Di ' $ =2 i=1Gi Nk
) > (v =)
k1 ko
k1=0 ko=0
M 57 .
yip(KT—kl—Zf\L pi KS—/@—ZZN; ¥~ M> ’

Fiir co(Kys;z,y) gilt trivialerweise

co(Ky x Kg;z,y) = P(K, x Kg;2,9) .

Beweis:
Wir orientieren uns auch hier wieder an Satz legen aber nun die Summe

M
E pi‘]i‘f‘%(q; ) _ m
i—1

101



als Kombination der Summen

aus Satz (.9 und

M
Zpi(b'
i=1

aus Satz [5.13] zugrunde, weil die m echt einfarbigen Kanten nun sowohl innerhalb des voll-
standigen Teilgraphen K, als auch zwischen beiden Teilgraphen K, und K, liegen kénnen.
Der Beweis erfolgt nun analog zum Beweis von Satz [5.13]

q.e.d.

Auch hieraus erhalten wir eine Folgerung.

Korollar 5.17 Gegeben sei die Situation aus Satz[5.16. Dann ergibt sich mit Bemerkung[3.17]

em(Kr x Kgy,y) = - (Eqi;):m} (Zf\i pz-> <Z£1 qz’>

M M
(Zi:l pi > (Ei:l Qi>
b1...Pm q1..-4qMm

1
o<li<r Ed \<ly<s H{(pi@i) lpi=lAgg=1lanie{l,...,M}}|
VPR, i Kt g = Moy = M)

Zu Satz [5.16] berechnen wir folgendes Beispiel und wihlen dafiir wie in den vorausgehenden
Beispielen wieder m = 2.

Beispiel 5.18 Es sei r = 3 und s = 4 und somit der Graph K3 * K4 gegeben. Wir wihlen
m = 2. Zundchst bestimmen wir alle maoglichen Summenzerlegungen gemaf$ Satz[5.16]:

M o1
{Z%’ <pi+ - >:2}
i=1
11 11 11
= (=) +1(1+ =) =212+ ) =2
O A G Al G
11 21 21 21
1+ —==)+2(0+ =) =22(0+ =) +2(0+ =) =2} .
(14558 ) 2 (0 250 ) —2z (04 20 w2 (04 250 =2}

102



Wir setzen in die Gleichung aus Satz[5.16] ein und erhalten

s Kasny) = (1 H 1) <1 ; 1> <1l+11> (11+11> T G T

3—(1+1) 4—(1+1)
3 3-(1+1) 3 4-(1+1) (2 — gt
]ﬁ kf2
k1 0 k=0
K3 ki—(141) * Ky jy— (1+1)Y — 2)

v (
- QOO s
) O< k_l )kz 0<4k—21> (2 — )b+

P(Ks_j 2% Ky _jy—1;y—1)

i ( > (1 i 2> G) <1l+22> {(1, 1)} ]!] {1(0,2)} 10|14

4-(1+2)

() 5 (TR

ko=0

P(K3_py—1 % Ky_j,—(142):y — 2)

i <o+ o) (2 ; 2) <Oo+o0 2;22) {00,2), <ol, 2)} 0[5
4

—(0+0) —(242)

Z 3—(0+0) 4-(2+2) (2 — y)ir e
k1 =0 k1 k2 =0 o

1= 2=

V2P (K3 1y —(0+0) * Kiky—(212)3 Y — 2)

co(Ks3 % Ky, y)

|

S
<,
’“U
5

iy —2) +3 (¢ —y) ¥PP(Kzy — 2)
2sz(K1;y—2)+(fv—y)3y2P(Ko;y—2))
Kiy—1)+4(z —y)y'P(Kzy — 1)

Y yP(Kaiy — 1) + 4 (2 —y) y P(Kyy — 1)
(x—y) y P(Ko; y )
36 (y2P(Kz + Kizy = 2) + (v =) y*P(Kaiy — 2)
2(x —y) y2P(K2y — 2) + 3 (x — y)* 2P (K159 — 2)
(& — ) y*P(Ko;y — 2))

3(v*P(Kaiy —2) +3 (2 — ) y*P(Kaiy — 2)

+ 4+ + + + + + + o+

3(z —y)? P P(Ki;y — 2) + (z — y)° y? P(Koy — 2)) :
Unter Beachtung, dass Ko x K1 = Py gilt (wobei P3 selbstverstindlich ein Baum Ty ist) und
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zusammen mit Beispiel [3.3 sowie Satz[3.19 folgt weiter

oK+ Kya,y) = 36y%(y—2)>+180 (v —y) 2 (y — 2)°

225 (z —y)? 2 (y —2) + 75 (x — y)° 2

12y (y— D)+ 48z —y)y(y—1)°
2(@—y)’yy-1)*+48@—y’yy—1)
12 (z — y) y + 3652 (y — 2) (y — 3)°

45z —y) Y2 (y—2° + 32 (y —2)° .

+ o+ o+ + o+

SchliefSlich erhalten wir

co(K3x Ky;z,y) = 3y (608 — 516z + 1982% — 412° + 4o — 772y + 560zy
—1742%y + 252°y + 168y* — 602y°) .

5.3 Moglichkeiten der Reduktion

Fiir bestimmte Graphentypen lassen sich die in Satz definierten Koeffizienten des triva-
riaten chromatischen Polynoms mittels Reduktion auf Graphen von geringerer Ecken- oder
Kantenanzahl darstellen. Wir wenden uns nun solchen Moglichkeiten zu.

5.3.1 Graphen mit mindestens einer Kante aufierhalb von Teilgraphen Cj

Die Kontraktion einer Kante e = {u,v} auferhalb von allen Teilgraphen C3, genauer mit
N(u) N N(v) = 0, stellt gegeniiber der Kontraktion einer anderen Kante ohne diese Eigen-
schaft einen gewissen Vorteil dar, denn offensichtlich konnen bei der Kontraktion von e keine
Mehrfachkanten (und daher auch nie Schlingen) entstehen. Daher entfallt in diesem Fall der
Prozess des anschliefenden Ersetzens von Mehrfachkanten durch Einfachkanten (sowie des
Entfernens von Schlingen), was im folgenden Satz von grofser Bedeutung ist. Schliefslich ist
es wichtig, bei der Auswahl von echt einfarbig gefarbten Kanten keine Wahlmoglichkeiten zu
unterschlagen.

Satz 5.19 Es sei G = (V, E) ein Graph mit einer Kante e = {u,v} € E, welche die Fi-
genschaft N(u) N N(v) = 0 besitzt. Fir jeden beliebigen Graphen H und r > |E(H)| setzen
wir

o(H;z,y) = 0.
Dann gilt nach Satz[3.20]

em(Giw,y) = em-1(Glez,y) — (2 —y) em—1(G —u —v;z,9)
+ Cm(G - €;$,y) - Cm(G/67fIf,y> + ([I? - y) Cm(G i UN’?;?J) .
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Beweis:
Der Beweis ist ahnlich aufgebaut wie der Beweis von Satz in (|27], S. 7 f.). Bei der Aus-
wahl der m Kanten zur Bestimmung von ¢, (G; z,y) konnen folgende zwei Fille eintreten:

Fall 1: e ist unter den gewéahlten m Kanten.

Dann bleiben noch m — 1 Kanten zu wéhlen, ohne jedoch hierbei die Kante e ein weiteres Mal
beriicksichtigen zu diirfen. Daher gehen wir nun ersatzweise vom Graphen G/e aus, diirfen je-
doch nicht genau die Félle beriicksichtigen, in welchen die durch die Kontraktion entstandene
Ecke unecht gefarbt ist. Daher erhalten wir fiir diesen Fall insgesamt

em—1(G/e;z,y) — (2 — y) em—1(G — u — vy z,y) Moglichkeiten.

Fall 2: e ist nicht unter den gewahlten m Kanten.

Dann miissen wir aus E(G/e) noch genau m Kanten wéhlen. Dabei diirfen jedoch » und v nicht
dieselbe echte Farbe tragen, da ansonsten m+1 Kanten in G echt einfarbig gefarbt wéren. Da-
her betrachten wir zunéchst alle ¢, (G —e; x, y) Moglichkeiten, in G genau m Kanten aus G —e
echt einfarbig zu farben. Weil hierbei jedoch auch alle Falle mitgezédhlt werden, in welchen
und v dieselbe echte Farbe erhalten, subtrahieren wir zunéchst alle ¢, (G/e; x,y) Falle, in wel-
chen v und v einfarbig sind. Weil dabei jedoch auch alle gestatteten (z — y) ¢, (G —u—v; x,y)
Fille verloren gehen, in welchen diese Farbe unecht ist, addieren wir diese schliefslich wieder.
q.e.d.

Satz lasst sich insbesondere fiir Wélder sowie fiir Graphen, deren Kreise alle mindestens
die Lange 4 besitzen, anwenden. Weil bei einer Loschung, einer Kontraktion oder einer Extrak-
tion einer Kante in einem Wald wieder jeweils ein Wald entsteht, lasst sich die Vorgehensweise
aus Satz bei einem Wald algorithmisch wiederholen. Bei Kreisen der Lénge grofer als
3 entsteht durch eine Kantenkontraktion ein neuer Kreis, wahrend bei den anderen beiden
Operationen jeweils ein Weg P (und damit ein Wald) entsteht. Somit ist eine algorithmische
Wiederholung auch bei Kreisen moglich.

Korollar 5.20 Es sei W = (V,E) ein Wald oder C,, = (V,E) ein Kreis mit n > 3 und
e = {u,v} € E eine beliebige Kante. Im Falle des Waldes sei |N(u)| = 1.

Dann gilt gemdf$ Satz[5.19

cnWizyy) = cmo1(W/esx,y) — (2 —y) ep—1(W —u — v; 2, 9)
+ @-DemW/ez,y) + (x —y) cn(W —u—v;z,y)

beziehungsweise

Cm(cn§ ﬂ%y) = Cm—l(cn—l; ﬂfvy) - (33 - y) Cm—l(Pn—Q;SCa y)
+ Cm(Pn; x, y) - Cm(Cn—l; 95,?/) + (‘T - y) cm(Pn—2§ x,y) .

Hierbei wenden wir auf die Wege P,, und P,,_o tm ndchsten Schritt jeweils die Rekursion fir
Walder an.

Fiir beide Rekursionen zusammen gelten die Anfangsbedingungen
e (Hya,y) = 0
fiir jeden beliebigen Graphen H mit r > |E (H)|,
coWiz,y) = P(W;z,y),
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co(Cssz,y) = P(Ksz;z,y),
01(03;‘7:71/) = 3y (x—y) )

02(03;1'72/) = 07

und

Cg(Cg;ﬁ,y) = U.

Wir betrachten nun ein Beispiel zu Korollar [5.20| und damit selbstversténdlich einen Spezialfall

von Satz [5.19
Beispiel 5.21 Fs sei der Kreis Cs sowie m = 3 gegeben. Damit erhalten wir
c3(Cs;m,y) = ca(Cuz,y) — (x —y) c2(Pssz,y)
+ 3(Psiz,y) — e3(Casa,y) + (2 —y) es(Pss 2, y) -

Aufgrund kombinatorischer Uberlegungen wissen wir, dass fir einen Graphen Cy zwei echt
gleichfarbige Kanten eine gemeinsame Ecke besitzen kinnen oder nicht. Im ersten Fall erhalten
beide Kanten dieselbe Farbe und die verbleibende Ecke eine andere Farbe, wihrend im zweiten
Fall genau zwei voneinander verschiedene echte Farben vergeben werden. Damit ergibt sich

Ciz,y) = dyl@—-1)+2y(y—1).
Da ein Weg P35 genau zwei Kanten besitzt, folgt auflerdem
o(Psry) = y.

Im Fualle eines Weges Ps gibt es genau zwei Moglichkeiten, drei Kanten so zu wdhlen, dass
sie alle einen Teilgraphen Py bilden und eine Ecke verbleibt. Die Kanten sind dann alle in
derselben echten Farbe gefirbt. Weiterhin gibt es genau zwei Méglichkeiten, drei Kanten so
zu wdahlen, dass zwei Teilgraphen Ps und Ps entstehen, so dass wir genau zwei voneinander
verschiedene echte Farben vergeben und keine Ecke tibrig bleibt. Daraus folgt

cs(Psszy) = 2y(@—1)+2y(y—1) .

Weil in einem Kreis Cy nicht genau drei einfarbige Kanten gewdhlt werden kdnnen, folgt
trivialerweise

e3(Cs,y) = 0
und wegen |E(P3)| =2 < 3

cs(Ps;z,y) = 0.
Hieraus folgt schliefSlich insgesamt

c3(Criz,y) = dy(r—1)+2y(y—1)—(z—y)y+2y(x—1)+2y(y—1)
= 6y(r—1)+4y(y—1)—y(z—y)
= Sy(ly+z—2).
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Im Anhang wenden wir nun Satz und Korollar [5.20] im Vergleich zu den Sétzen
5.4 und [5.7] fiir einige Wilder an. Dabei zeigt sich, dass Korollar [5.20] hiervon die schnellste
Methode zur Bestimmung des trivariaten chromatischen Polynoms darstellt, gefolgt von Satz

0. 191

5.3.2 Vollstindige Graphen

Vollstandige Graphen verfiigen nicht iiber Ecken mit der in Satz genannten Eigenschaft.
Dabher stellen wir an dieser Stelle eine andere Herangehensweise an diesen Graphentyp vor.

Satz 5.22 Es sei K; = (V,E) ein vollstindiger Graph mit | > 2 und 0 < m < -

2
Weiterhin sei t mazimal mit der Eigenschaft @ < m. Fir jeden beliebigen Graphen H und

r > |E(H)| setzen wir wieder gemdajs Satz
o(H;z,y) = 0.

Auflerdem gilt selbstverstandlich co(K,;x,y) = P(K,;x,y) fir jedes beliebige r. Dann erhalten
wir

-1
em(Kiizy) = yy (z B 1) Cpitizn) (Ki—i3 2 = Ly = 1)
i=1

+ (z—y)em(Ki—1;2,y) .

Beweis:

Wir wihlen eine beliebige Ecke v aus V(K;) aus. Diese diirfen wir unecht oder echt farben.
Falls wir sie unecht farben, miissen wir die m Kanten aus dem Restgraphen K; | wéhlen. Dies
ergibt den Summanden (z — y) ¢ (Kj—1; 2, y).

Falls wir v echt farben, haben wir dafiir zundchst y Moglichkeiten. Fiir die Auswahl der m
Kanten dirfen wir auch auf N(v) zugreifen, um Kanten {v,w} mit w € N(v) zu erhalten.
Hier lassen sich ¢ Kanten mit ¢ € {0,...,t} wéhlen, welche ebenfalls die bereits gewéhlte echte
Farbe tragen. Hierfiir haben wir jeweils (l_il) Moéglichkeiten, da v zu allen iibrigen [ — 1 Ecken
adjazent ist. Fiir die restlichen Ecken und Kanten diirfen wir aufgrund der Vollstdndigkeit von
K jedoch nur noch z —1 Farben wéhlen. Es sind noch m — @ Kanten aus dem Restgraphen
K;_; zu wahlen.

q.e.d.

Wir betrachten auch zu Satz ein Beispiel.

Beispiel 5.23 Es seien | = 4 und m = 3 und somit der Graph Ky gegeben. Gemaf Satz[5.23
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folgt dann t = 3. Damit ergibt sich
L (4-1
cs(Kwy) = yy, ( )03_i<i1) (Ky—iyz — Ly — 1) + (z — y) e3(Ky-1;2, 9)
— \1— 1 2

- y(<§>03(K3;:n Cly-—1)+ <:13>02(K2;.1‘ 1y—1)

+ <2)CO(K1;$ —1,y— 1)) + (z —y) e3(K352,9)

= y((y—1)+3-0+3(:1:—1)>+(:E—y)y

= yly—-1)+3y-0+3y(z—-1)+(r—y)y
= 4dy(z—1).

5.3.3 Disjunkte Vereinigungen von Sternen

Einen leicht zu untersuchenden Graphentyp stellt die disjunkte Vereinigung von Sternen dar.
Dementsprechend ldsst sich auch eine einfache Rekursionsgleichung angeben.

Satz 5.24 Wir betrachten den Graphen G = (V,E) = Zf\il t1S141 aus Korollar wobei
offenbar |E| = SN, It gilt. Weiterhin seien die Werte k = min{l € {1,...,N}|t; > 0} und
a =min{k,m} fir ein beliebiges m mit 0 < m < Zl]\il It; gegeben. Ferner definieren wir den
Graphen G — Sgi1 = (tg — 1) Sgpa1 + Zf\ikﬂ t1S141. Dann gilt

en(Gia,y) = (v —y)2%en(G — Spi1;2,y)

«

k —i
+ ?JZ < > (z = 1) eni(G = Spr1525y)
=0

?

mit der Anfangsbedingung
M M
oY wSirizy) = PO wSiiiz,y)
=1 =1

fiir jeden Graphen Zf\il u;Sye1 der oben genannten Form.

Beweis:

In einem Stern Sy lédsst sich die Ecke v mit [N (v)| = k unecht oder echt firben. Im ersten
Fall diirfen wir alle anderen k Ecken beliebig einfirben, woraus sich fiir diesen Stern (z — y) "
Moglichkeiten einer derartigen Farbung ergeben. Weil aber die unecht gefiarbte Ecke zu jeder
Kante des Sterns gehort, haben wir in diesem Stern keine echt einfarbig gefarbte Kante und
miissen die geforderten m echt einfarbigen Kanten aus den anderen Sternen wihlen, womit
wir (x — y) 2% (G — Sky1; @, y) Moglichkeiten erhalten.

Ist die Ecke v mit [N (v)| = k jedoch echt gefirbt, kénnen wir bis zu « weitere Ecken des Sterns
auswahlen, welche mit der echt gefarbten Ecke jeweils eine Kante bilden, und diese Ecken in
derselben echten Farbe einfiarben. Um keine weiteren Kanten aus diesem Stern zu wéhlen,
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diirfen wir die verbleibenden Ecken nur noch jeweils in einer der iibrigen x — 1 Farben far-
ben, womit sich also y Y i (lf) (z — 1)*" Moglichkeiten ergeben. Die restlichen m —i Kanten
miissen wir aus den {ibrigen Sternen wéhlen, was zu y y ;- (lf) (. — 1) e i(G— Spp1; 23 y)
Moglichkeiten fiihrt.

q.e.d.

5.3.4 Spezielle Splitgraphen

Zur Bestimmung des trivariaten chromatischen Polynoms gewisser Splitgraphen wurde bereits
eine Methode vorgestellt. Wir kommen an dieser Stelle jedoch nochmals auf diesen Graphen-
typen zuriick, da wir alternativ eine rekursive Methode finden kénnen.

Satz 5.25 Es seienr > 1 und s > 1. Weiterhin sei fir alle i € {0,...,s — 1}

k(k—1
Bi = max{kE{O,...,r}‘(2)+(i+1)k§m} .
Dann gilt
en(Kr x Kgs,y) = (2 —y) em (K * Ks1;2,9)
s 1\ N/
T 0( i )yzﬁ <J')cm—j“2”—<i+1>j(KT‘j*Ks_l‘”_l;y_l)
i= ji=

mit der Anfangsbedingung

CO(Ka*Fb;xﬁg) = P(Ka*m;wvy)
cm (Ko * Kosz,y) = cm(Kai2,y)
Cm(KO * Kb?%.@) = Cm(Kb;.’II,y)

fir a,b > 1.

Beweis:

Wir wihlen eine beliebige Ecke v € V (Kj). Diese diirfen wir unecht oder echt firben. Im ersten
Fall miissen wir die m echt einfarbig gefdarbten Kanten noch aus dem verbliebenen Graphen
K, * K,_1 wihlen, und daher ergibt sich direkt der erste Summand der Gleichung.

Im zweiten Fall farben wir v echt und haben nun die Méglichkeit, von 0 bis zu s — 1 weiteren

Ecken aus V(K;) und von 0 bis zu §; weiteren Ecken aus V(K,) derart auszuwéhlen, dass
wir zusammen mit der Ecke v insgesamt genau @ — (i + 1) j Kanten erhalten, welche wir
in derselben echten Farbe farben. Aufgrund der Nachbarschaftsverhéltnisse diirfen wir keine
weiteren Ecken mehr in dieser echten Farbe farben, da wir ansonsten mehr einfarbige Kanten
in dieser Farbe erhalten wiirden, woraus schliefslich der zweite Summand folgt.

q.e.d.

Wir betrachten hierzu nun ein einfaches Beispiel.
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Beispiel 5.26 Es sei der Graph Ks gegeben, welchen wir auch als den Join Kyx K auffassen
konnen. Dann erhalten wir nach Satz[5.25 mit m = 3 und By = 2

c3(Kax Kiywyy) = (v —y)es(Kasa,y)
0 0 2 4
+ <>yz<>3 J(J 1) —(i+1)j (K4 ]*KO iy X _17y_1)
; 1 - J
1=0 7=0
2. /4
= (z—y)es(Kysw,y) + yz (]) C3_j(j2—1)_j(K4—j;x -1ly-1)
=0
= 4d(z—y)(z-1y
+ y(03(K4; —1,y—1)+4co(Ks;x — 1,y — 1) + 6¢co(Ko; 2 — 1, y—l))

Aus den Beispielen [3.21) und [5.23 kennen wir
c3(Kg;z,y) = 4(x—1)y
und
co(Ko;z,y) = x2—vy.
Damit erhalten wir

c3(Kyx Kiyzyy) = 4(x—y)(z—1)y+4y(z—2)(y—1)

+ 6y (z—1)"—6y(y—1)
= da?y —dzy — dxy® + 4y* + day® — 4oy — 8y + Sy
+  62%y — 122y + 6y — 6y + 6y

10y(x2—2x—y+2) .

Im Folgenden befassen wir uns nun mit einer einfachen Trenner-Eigenschaft.

5.3.5 Artikulationen zwischen vollstindigen Graphen

In diesem Abschnitt wenden wir uns Trennern in Graphen zu. Weil sich dieses beim trivariaten
chromatischen Polynom jedoch als sehr aufwendig erweist, beschrianken wir uns hier auf den
Fall, dass eine Artikulation mehrere vollstdndige Teilgraphen miteinander verbindet.

Satz 5.27 Es sei fir ein s > 2 der Graph G = (V,E) = J;_; Ky, mit (;_; K, = {v} fir
v €V und r; > 2 gegeben. Weiterhin sei Nk, (v) = N(v) N K. Dann gilt

en(Gizy) = (@—y)em (J_ Kro152,9)

+ oy >
{(11...,15)679(1\/“1 (v)) % XP N, (v)] Sy %gm}

Cm—zji (\zi|+1)|1i| (Uileﬁ—W—l;x —lLy—1).

Eine Methode zur Berechnung der Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms von
Graphen der Form UZ 1K1 beziehungsweise UZ 1K, —1;1—1 haben wir bereits in Korollar

vorgestellt.

110



Beweis:

Wir diirfen die Ecke v sowohl unecht als auch echt farben. Im ersten Fall gibt es hierfiir (x — y)
Moglichkeiten. Fiir den verbleibenden Graphen G — v bleiben daher noch m echt einfarbige
Kanten zu wéhlen, so dass wir

Cm U Kr —15 %, y

Moglichkeiten erhalten.

Im zweiten Fall existieren y Moglichkeiten, die Ecke v echt zu farben. Wir diirfen bis zu
> i1 [Ii| Ecken aus N(v) mit I; C N, (v) wahlen, so dass Y77, W < m erfillt ist.
Damit bleiben also noch m—3"7 W Kanten aus dem Graphen G—)_7 | I; zu wéhlen.
Wegen N(v) = V(G — v) diirfen wir die fiir v gewéhlte echte Farbe nicht weiter verwenden.

Damit ergeben sich hier
y - )
{(11...,15)679(1\/&1 ()% x P (Nicp, ()| S5, wgm}
* S
¢ee et (U Krmpmie =Ly = 1)

Moglichkeiten.
q.e.d.

Wir fiihren zu dem in Abbildung [5.1] gezeigten Graphen eine Beispielberechnung durch.

Abbildung 5.1: Graph aus Beispiel
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Beispiel 5.28 Es sei der Graph G = (V,E) = K3 U Ky mit V(K3) = {1,2,v} und V(K3) =
{3,v} aus Abbildung gegeben, das heifst, v ist eine Artikulation in G. Weiter sei m = 2.
Dann erhalten wir

NK3(U) = {172}
NK2(U) = {3}

sowie wetter

P(Ni;(v) = {0,{1},{2},{1,2}}
P(Nk,(v)) = {0,{3}}

und schlieflich

P(NK, (v)) x P(Ni,(v)) = {(0,0),(0,{3}), ({1}, 0), ({1}, {3}),
({2}, 0), ({23, {3, ({1,2}.,0), ({1,2}, {3D)} -

Hieraus folgt

{Il,..., ) € P(Nk,, ()%, ..., xP(Ng,, (v }Z II\+1)!I|<2}
={@,0), (0, {3}, ({1},0), ({1}, {3}) . ({2}.0), ({2} (31} -

Damit bestimmen wir nun den Koeffizienten
e2(Gizy) = (z—y) (KUK 2,y)
+ (CQ(KQUKl;x—l y—1)+c(Kyz—1,y—1)
+ 2c1(Ko;z— 1,y — 1)+ 2¢o(K1;2 — 1,y — 1)) .
Es gilt offenbar
co(KoUKy; 2,y

)
CQ(KQUKl, -1 Y — 1) =
ci(Ko;z— 1,y — 1)

K )

Il
orwvw O O

|

—

und wie wir bereits in Satz[3.19 gesehen haben,
co(Ki;ze—1,y—1) = z—1.
Hieraus erhalten wir schliefSlich

c2(Giw,y) = ya(Kyz—1,y—1)+y2c(K;0—1,y —1)
= 2 +2(z-1)y
= y(-3+2z+vy) .
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Kapitel 6

Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir sowohl fiir das bivariate chromatische Polynom als auch fiir die Ko-
effizienten des trivariaten chromatischen Polynoms jeweils zwei allgemeine und rekursionsfreie
Darstellungen bereitgestellt. Von den beiden Formeln fiir das bivariate chromatische Polynom
und einer der beiden Gleichungen fiir die Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms
haben wir bereits als recht niitzliche Beweismittel Gebrauch gemacht. Sowohl diese drei Be-
ziehungen als auch die weitere Darstellung fiir die Koeflizienten des trivariaten chromatischen
Polynoms kénnten moglicherweise auch fiir spatere Arbeiten als Beweismittel dienen. Wie wir
exemplarisch gezeigt haben, eignen sich diese Formeln fiir konkrete Graphen jedoch weniger als
eine effektive Berechnungsmethode, weshalb wir fiir bestimmte Graphentypen deutlich schnel-
lere Alternativen eingefiihrt haben. Unter diesen Typen von Graphen befinden sich einerseits
recht spezielle Graphenfamilien, welche allerdings einen guten Zugang fiir Studien zu chro-
matischen Polynomen liefern, andererseits jedoch auch bedeutsamere Familien wie vollstandig
partite Graphen oder Splitgraphen. Hier ist es in vielen Fallen sogar moglich, rekursionsfrei zu
arbeiten. Ein weiteres wesentliches und in dieser Arbeit behandeltes Thema stellt die Nutzung
der Eigenschaften von Trennern in Graphen zur Berechnung chromatischer Polynome dar, bie-
tet sich doch gerade hierbei ein eventueller Ansatz fiir weiterfithrende Algorithmen auf diesem
Gebiet. Schliefslich haben wir fiir zwei spezielle Graphentypen jeweils einen Zusammenhang
zwischen dem bivariaten chromatischen Polynom des Ausgangsgraphen und dem Matching-
polynom des dazugehoérigen Komplements herausgestellt. Hier eréffnet sich nun nicht zuletzt
die Frage, fiir welche weiteren Graphenfamilien ein &hnlicher Zusammenhang bestehen konnte.

Insgesamt stellt die weitere Suche nach Verallgemeinerungen vieler unserer Ergebnisse zum

bivariaten chromatischen Polynom auf das trivariate chromatische Polynom und damit auf
das Edge-Elimination-Polynomial eine mégliche Basis fiir einige weitere Nachforschungen dar.
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Anhang A

Beispiele mit Mathematica

Im Folgenden fithren wir zu mehreren Satzen in dieser Schrift Beispiele an, welche wir mit-
hilfe des Programms Mathematica (|37]) berechnen. Fiir die Berechnung verwenden wir die
in den Mathematica Packages Combinatorica ([20]) und GraphUtilities ([I7]) enthaltenen
Implementierungen. Wir werden in jedem der nachfolgend aufgefiihrten Beispiele fiir jeweils
mindestens einen Graphen G und eine Kante e = {v1,v2} € E(G) die Rekursion

P(Ga$ay) = P(G_ 6;.’,13,3/) - P(G/evxvy) + (Z‘ _y)P(vala’U%xvy)
aus Satz oder fiir eine in G fehlende Kante f = {w;, w2} ¢ E(G) deren Umstellung
P(G;z,y) = P(G+ fiz,y) + P(G/f;2,y) — (x —y) P(G — w1 —wa;3,y)

aus Bemerkung verwenden. Die erste dieser beiden Formeln wurde durch [2I] unter dem
Namen BivariatesPolynoml implementiert, die zweite haben wir daraus unter der Bezeich-
nung BivariatesPolynom2 durch eine leichte Verdinderung {ibernommen. Beide Funktionen
verwenden die Implementierungen EdgesWithVertices und Subgraph nach [21], um zu einer
beliebigen Eckenmenge eines Graphen den dazugehorigen induzierten Teilgraphen darzustel-
len. In einigen der folgenden Beispiele werden wir auch den univariaten Fall betrachten. Weil
wir entgegen der nicht vorhandenen Definition von 0° in Mathematica von nun an stattdessen
0% = 1 setzen, wie es etwa gemif ([14], S. 1 ff.) sinnvoll ist, haben wir fiir den Fall z = y
die Implementierung des univariaten Falles gegebenenfalls entsprechend angepasst. Wir ver-
gleichen diese dann stets mit der Implementierung des univariaten chromatischen Polynoms
ChromaticPolynomial nach ([20], S.210 f.) aus dem Package Combinatorica (|20]), welche
Satz Bemerkung [3.8| sowie Beispiel [3.3] verwendet.

Beispiel A.1 In diesem Beispiel verwenden wir neben den Rekursionen BivariatesPolynoml
und BivariatesPolynom2, angewandt auf einen Beispielgraphen, fir n = |V(G)| die Imple-
mentierung BivariatesPolynom3 des bivariaten chromatischen Polynoms

n

P(Gizy) = D (z—y)"" > DL

i=0 XCV(G) mit |X|=i =€ll;(G[X])

fir einen beliebigen Graphen G nach Satz [{.1l Hierzu benétigen wir die Implementierung
IndependentSetPartitions nach [22], um die Menge aller unabhdngigen Partitionen der
Eckenmenge eines Graphen zu bestimmen. Auf den univariaten Fall verzichten wir hier. Wie
die Berechnungen zeigen, ist die Methode aus Satz[{.1] zwar allen anderen unterlegen, jedoch
bendtigen wir sie in dieser Arbeit als effektives Beweismittel.
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<< Combinatorica’
<< GraphUtilities’

Clear [EdgesWithVertices];
EdgesWithVertices[v , e ] :=
Module[{i, j, n = Length[e], m = Length[v], edges = {}},
For[i=1, isn, i++,
For[j=1, 3 <m, J++,
If [MemberQ[e[[i]], v[[]i]]]: AppendTo[edges, e[[i]]]; Break[]]:]:]; edges]

Clear [SubGraph] ;
SubGraph[graph , v ] := Combinatorica Graph[EdgesWithVertices[v, Edges [graph]], v]

Clear [BivariatesPolynoml] ;
BivariatesPolynoml[graph , x , v ] :=
x*Length[Vertices[graph]] /; Length[Edges[graph]] ==
BivariatesPolynoml[graph , x , ¥ ] :=
Apply[Times, Map[BivariatesPolynoml [SubGraph[graph, #], x, ¥] &,
Combinatorica’ ConnectedComponents[graph]]] /;
Not [Combinatorica’ ConnectedGraphQ[graph] ]
BivariatesPolynoml[graph , x , ¥ ] := Module[{e, el, e2, gl, g2, g3},
e = Edges[graph] [[1]];
gl = DeleteEdge[graph, e];
g2 = MakeSimple[Contract[graph, e]];

el = Min[e] ;
e2 = Max[e];
g3 = DeleteVertices|[graph, {el, e2}];

Return[Expand[BivariatesPolynoml [gl, %, ¥] - BivariatesPolyvnoml[g2, %, ¥] +
(2 -v) BivariatesPolynoml [g3, %, ¥]]]:] /; Length[Edges [graph]] > O
$RecursionLimit = Infinity

oo

Clear [BivariatesPolynom2];
BivariatesPolyvnom2[graph , x , v ] :=
Sum[Binomial [Length[Vertices[graph]], k] * (x-¥) *k+
FunctionExpand[FactorialPover [y, Length[Vertices[graph]] -k]],
{k, 0, Length [Vertices[graph]]}] /; Length [Edges [graph]] =
Length[Vertices [graph]] *+ (Length[Vertices[graph]] -1) /2
BivariatesPolynom2[graph , x , v ] :=
Apply[Times, Map[BivariatesPolynom2 [SubGraph[graph, #], x, ¥v] &,
Combinatorica’ ConnectedComponents[graph]]] /;
Not [Combinatorica’ ConnectedGraphQ[graph] ]
BivariatesPolvnom2[graph , x , v ] := Hodule[{e, el, e2, gl, g2, g3},
e = Camplement [Subsets [VertexList [graph], {2}], EdgeList[graph]][[1]]:
gl = AddEdge[graph, e];
g2 = MakeSimple[Contract [AddEdge[graph, e], e]];
el

Min[e] ;

e2 = Max[e];

g3 = DeleteVertices [AddEdge [graph, e], {el, e2}];
Return[Expand[BivariatesPolynom2 [gl, X, V] +
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BivariatesPolynom2[g2, X, ¥] - (¥-¥) * BivariatesPolynomz [g3, %, ¥]]]1:] /&
Length [Edges [graph]] < Length[Vertices[graph]] *» (Length[Vertices[graph]] -1) /2
$RecursionLimit = Infinity

(o]

Clear [IndependentSetPartitions]
IndependentSetPartitions[graph | :=

Module[{i, j, n = Length[SetPartitions|[VertexList[graph]]],
sepa = SetPartitions|[VertexList [graph]], IndependentPartitions = {}},
For[i=1, ismn, i++,
append = True;

For[j=1, j < Length[sepa[[i]]], J++,

If [Not[IndependentSetQ[graph, sepa[[i]][[j]]]]. append = False; Break[]];:];

If [append, AppendTo[IndependentPartitions, sepa[[i]]]]:;]:; IndependentPartitions]
Clear [BivariatesPolynom3]

BivariatesPolynom3[graph , x , v ] :=

gsum[ (x - ¥) # (Length[VertexList [graph]] - i) *

Sum[Sum|[FunctionExpand [FactorialPower [y, Length[IndependentSetPartitions|

InducesSubgraph|[graph, Subsets[VertexList[graph], {i}][[31111[[k]1111]1,
{k, 1, Length [IndependentSetPartitions[Inducesubgraph[graph,
Subgets [VertexList [graph], {i}]1[[311111}1-

{i, 1, Length[Subsets|[VertexList [graph], {i}]]}]. {i, 0, Length|
VertexList [graph]]}]

ShowGraph [

G = DeleteEdges[Combinatorica CompleteGraph[8], {{1, 2}, {1, 3}, {3, 4}, {6, 7}}1]

Timing[BivariatesPolynoml[@, x, ¥]]
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{16.068, xP - 2616y +3252xy-2062x%y+896x°yv-304xy+88x"y-24x°yv+3806y° —
4190xv? +2245x% y? - 752 x% y? + 154 x* y? - 1249v® + 962 xv° - 262 x% y° +56y4}

Timing[BivariatesPolynom2[G, =, ¥]]

{0.219, X - 2616y +3252xy-2062X° y+896x y-304x*y+88x°y-24x°y+ 3806y —
4190xy? +2245x% y? - 752 x% y? + 154 x* y? - 1249v® + 962 xv° - 2623 x% y° +56y4}

Timing[Expand[BivariatesPolynom3[G, =, ¥]]]

{155.05, xP - 2616y +3252xy-2062x%y+896x°yv-304xy+88x"y-24x°yv+3806y° —
4190xv? +2245x% y? - 752 x% y? + 154 x* y? - 1249v® + 962 xv° - 262 x% y° +56y4}

Beispiel A.2 An dieser Stelle bestimmen wir das bivariate chromatische Polynom mithilfe
der oben genannten Implementierungen BivariatesPolynom! und BivariatesPolynom2 sowie
unter Verwendung von Satz [{.3 fir einen Beispielgraphen. Fir die in Satz [{.3 eingefiihrte
Darstellung

{Xer||X[=1}]

PGiay) = 3 (eI gy

1
WEH[(G’) =0

fiir einen beliebigen Graphen G benotigen wir neben der Menge aller unabhdngigen Partitio-
nen, welche wir bereits beim ersten Beispiel verwendet haben, zusdtzlich fir jede dieser Par-
titionen die Kardinalitdt der Menge aller einelementigen Blocke. Daher fiigen wir zusdtzlich
die Implementierung der Kardinalitdt der Menge aller einelementigen Blocke einer unabhdngi-
gen Partition IndependentSetPartitionNumberSingletons! sowie die Implementierung des
bivariaten chromatischen Polynoms BivariatesPolynomd nach Satz[{.3 hinzu. Auch hier ver-
zichten wir auf den univariaten Fall.

Ahnlich wie beim ersten Beispiel zeigt sich auch bei der Gleichung aus Satz@ ein deutlicher
zeitlicher Nachteil, jedoch ist auch sie vorrangig als Beweismittel vorgesehen.

Clear [IndependentSetPartitionNumberSingletons]
IndependentSetPartitionNumberSingletons[graph , a_] :=
Module[ {j, n = Length [IndependentSetPartitions[graph] [[a]]]:
isep = IndependentSetPartitions[graph][[a]],
SingletonNumberIndependentPartition = {}},
For[j=1,3<sn, j++,
If [Length[isep[[]]]] = 1,
AppendTo[SingletonMumberIndependentPartition, isep[[]i]]]]:
1:
Length [SingletonNumberIndependentPartition]

1

Clear [BivariatesPolynomd ]
BivariatesPolvnomd [graph , x , v ] := Expand]
Sum[Sum[Binomial [IndependentSetPartitionNumbersSingletons [graph, k], 1] *
(X -¥) *1 x FunctionExpand|
FactorialPower [y, Length [IndependentSetPartitions[graph] [[k]]] -1]].
{1, 0, IndependentSetPartiticonNumberSingletons|[graph, k]}],
{k, 1, Length [IndependentSetPartitions[graph]]}]
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ShowGraph [G = DeleteEdges[Combinatorica’ CompleteGraph[6], {{1, 2}, {2, 3}, {4, 5}}]]

Timing[BivariatesPolynoml[G, =, ¥]]
{0.266, x*-60y+8B0xy-56x*y+28x*y-12x"y+66y° -68xy’ +29x*y* -8y}
Timing[BivariatesPolynom2[G, x, v]]
{0.093, x®-60y+8B0xy-56x"y+28x y-12x"y+66y -68Bxy" +29x°y" -8y"}
Timing[BivariatesPolynomd [G, =, v]]

{18.626, x°- 60y +80xy-56x"y+28x y-12x*y+66y’ -68xy* +29x% y? - 8y*}

Beispiel A.3 Hier betrachten wir zwei Beispielgraphen der Form H = Z%Zl tmSm+1 mit
tmm > 0 fir alle m € {1,2,...,N} und N > 1, wobei der zweite Graph aufgrund seines
Umfanges allerdings nicht mit abgebildet wird. Fir den ersten Graphen berechnen wir das
bivariate chromatische Polynom sowohl mithilfe der Rekursion BivariatesPolynoml! als auch
durch die Verwendung von Korollar[{.9 Hier haben wir die dort vorgestellte Formel

N
P(H;z,y) = H(P(Sm+1;9€7y))tm

m=1

zur Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms eines Graphen des oben genannten
Typs auf den Beispielgraphen angewandt direkt eingegeben. Es zeigt sich ein deutlicher zeitli-
cher Vorteil der Methode aus Korollar[].9 gegentiber der Rekursion BivariatesPolynoml.
Auf die Verwendung der Rekursion BivariatesPolynom2 verzichten wir, weil fir jeden Gra-
phen des untersuchten Typs die Anzahl der tatsdchlich vorhandenen Kanten im Vergeich zur
Anzahl aller maoglichen Kanten stets sehr gering ausfallt und sich die Methode mittels Kanten-
loschung daher besser eignet als die der Kantenaddition. Ferner verzichten wir auf die Eingabe
des univariaten Falles, weil die Komponenten des betrachteten Graphentyps selbstverstindlich
Biume sind und sich daher die bereits bekannte Beziehung aus Beispiel [3.3 fir jede einzelne
Komponente ergdbe.

Beim zweiten Graphen, welcher 350 Ecken besitzt, zeigt sich, dass die Methode aus Korollar
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zur Berechnung des Ergebnisses weniger als eine Sekunde bendtigt, wihrend die Eingabe
der Rekursion BivariatesPolynoml nach einer Stunde noch erfolglos bleibt. Das Polynom
geben wir aufgrund seiner Linge allerdings nicht mit aus.

ShowGraph [Gl = Combinatorica GraphUnion|[CombinatoricaStar[8],
Combinatorica Star[8], Combinatorica Star[3], Combinatorica  Star[2]]]

2 e

Timing[BivariatesPolynoml[Gl, =%, ¥]]

{306.713, X 2xPyrlaxMy - 42x vy 70xy - 70x T v+ 43 xBy 17 xP vy e xSy? - 14 x5y ¢
91x’ v - 364 x®v? +1001x° v? — 2004 x'% % + 3023 xM v? - 3514 x y? + 3185 kM vP -
2240x™y% + 1183 % v —435x % y? + 93y Xy —17xP P 133k 637X v 4
2093 x°y? - 5005 x7 y* + 9011 x® v* - 12457 x% v* + 13349 %% v? — 11081 x*1 v* + 7021 %12 ° -
3269 xT v +1029xM v 175 xP v — vt s 16 xyt - 119X vt 4 Bae Xyt - 1729 x vt + 4004 Pyt -
7007 x5 y* + 9436 x7 yv* - 9849 x% yv* + 7938 x” y* - 4851 x1% v* + 2156 x11 v* - 6237 x'2 y* + 98 x1® y4}

Timing[Expand[
((B-¥) #2427 +y+ (2-1)*27)*2 % ((E-¥) *Z*2+¥y* (B-1)*2) % ((X-¥) +X+¥* (x-1))]]

{0., X 2xMP oyt 1axMy - 42xP vy 70x vy - T70x vy e 43 x®y 17 x0 v Py 14 x5y
91 x” v? - 364 x®y? + 1001 x° yv? - 2004 x° v? + 3023 x*1 % - 23514 x'% y? + 3185 x1% 2 -
2240x™ y? + 1183 x5 y? —435x10yZ 93 x P a2 vP 17 xPyE e 123 xR - 637 By
2093 x°yv?® — 5005 %7 v° + 9011 x%v® - 12457 x°y® + 13349 %0 y° — 11081 x™ y® + 7021 x™ -
3269x™ v +1029x™ v —175xP v —yvP e xyt - 119xF vt v Bae Py - 1729 %% v 4004 P v -
7007 x5 v* + 9436 x7 y* - 9849 x% yv* + 7938 x% y* - 4851 x1% v* + 2156 x11 vt - 6237 x12 y* + 98 x1® y4}
ShowGraph [
G2 = Combinatorica  GraphUnion[Combinatorica” Star[100], Combinatorica Star[100],
Combinatorica  Star[99], Combinatorica Star[40], Combinatorica Star[11]]];

TimeConstrained[BivariatesPolynoml[G2, x, ¥];, 3600]
SAborted
Timing|
Expand[{((X-¥) * X4 (100) +¥+ (Xx-1) 2 (100)) 22 % ((X-¥) *X*(99) +¥* (XR-1) »(99)) *
((R-¥) *X*2(40) +¥+ (Xx-1)*(40)) » ((X-¥) +x*(11) +¥* (x-1) ~(11))]:]

{0.296, Null)
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Beispiel A.4 Dieses Beispiel umfasst Berechnungen zu drei verschiedenen Beispielgraphen,
wobei wir Satz [[.11] verwenden. Hier gehen wir dhnlich vor wie in Beispiel [A.3, aufer dass
wir fir die erste der drei Beispielberechnungen die beiden bereits oben auftretenden Darstel-
lungen BivariatesPolynoml und BivariatesPolynom2 der Rekursionen aus Satz und
Bemerkung [3.20 parallel verwenden. Die Eingabe der Gleichung

P(Gizy) = i (sz)Nbthilo (tN1> (N — 1)

by—
b0 \ON N-1

to ¢ t1 ¢
2\ obo 110,
Y <b2>2 > <b1)1

bo=0 b1=0

n—2by—...—2b
NZ 1<n_QbN_."'_2bl>(:L‘—y)iy”—bN—---—bl—i

7
=0

N
aus Satz|4.11| fir einen Graphen G = Ky, — > tSm+1 mit ty, > 0 fir allem € {1,...,N}

m=1

und N > 1 sowie n > Z%:o tm (m + 1) erfolgt auch hier wieder direkt auf den ersten sowie
den dritten Beispielgraphen angewandt.

Zu den ersten zwei Bespielgraphen bestimmen wir das univariate chromatische Polynom mit-
hilfe der Implementierung ChromaticPolynomial und der Fingabe der Formel aus Korollar
wobei wir den zweiten und dritten Graphen aufgrund mangelnder Ubersichtlichkeit nicht
mehr abbilden.

Es zeigt sich bereits beim ersten Graphen, dass die Rekursion BivariatesPolynoml am un-
glinstigsten ist, gefolgt von der Rekursion BivariatesPolynom2. Darauf folgt die Rekursion
ChromaticPolynomial fir den univariaten Fuoll, was der zweite Graph verdeutlicht.

Fiir das dritte Beispiel betrachten wir lediglich die Implementierung BivariatesPolynom2 im
Vergleich zur Beziehung aus Satz [{.11l Dieses hat den Grund, dass sich bei Graphen des
vorliegenden Typs die Methode der Kantenaddition sehr viel besser eignet als die der Kan-
tenldschung, weil diesen Graphen stets nur wenige Kanten im Vergleich zum vollstindigen
Graphen mit derselben Eckenanzahl fehlen. Nach Satz und Beispiel lisst sich das
bivariate chromatische Polynom fiir leere oder vollstindige Graphen schliefilich besonders ein-
fach ermitteln. Beim dritten Graphen liefert nur noch die direkte Eingabe der Formel aus Satz
ein Ergebnis, und dieses bereits nach etwa 11 Sekunden, welches wir jedoch aus Griinden
der Ubersichtlichkeit nicht mehr mit ausgeben. Zusammenfassend sind die Methoden aus Satz

und Korollar [{.15 den anderen also vorzuziehen.

ShowGraph [Gl = DeleteEdges [Combinatorica CompleteGraph[9],
{{2, 2}, {1, 3}, {2, 4}, {5, 6}, {5, 7}, {8, 9}}]]
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Timing[BivariatesPolynoml[Gl, x, ¥]]

{137.125, %% +17280y-21288xy+13332x>y-5688x"y+ 1874 x*y-515%x° v+
126 x°yv-30x" v-27648v? +31030xvy? -17218x%y? + 6212 x* 2 - 1580 x* v +
263 x°y? + 11484 y® —10225xy° + 3976 x% v - 734 x° y* - 1114 y* +462xy4}
Timing[BivariatesPolynom2[Gl, x, v]]
{0.359, x°+ 17280y -21288xy+13332x? v-5688x%x>yv+1874 x*y-515x%y +

126 x°y-30x" y-27648 v +31030xy” - 17218x% v + 6212 x> y* - 1580 x* v* +
263 x°y? + 11484 yv® —10225xy° + 3976 x% v - 734 x7 y* - 1114 v* +462xy4}

Timing[Expand[Sum[Binomial[l, ¢] * 3¢ x Sum[Binomial[1, b] x2*b »
Sum[Binomial[l, a] *1*a+ Sum[Binomial[9-2+¢-2+b-2xa, i] *
{x-v¥) *i*FanctionExpand [FactorialPovwer([y, 9-¢-b-a-i]],

{i, 0, 9-2%c-2+b-24+a}], {a, 0, 1}], {b, 0, 1}], {e, 0, 1}]]1]
{0.047,x9+17280y—21288xy+13332x2y—5688x3y+1874X4y—515x5y+

126 x°y-30x" y-27648 v +31030xy" —17218x?y? + 6212 x° v* - 1580 x* % +
263x°y® +11484y® -10225xy® + 23976 x2yv® - 734 x> v* — 1114 v* +462xy4}

Timing[Expand[ChromaticPolynomial[Gl, ¥]]]
{0.047, 17 280y - 48 936 y° + 55846 y° — 34 245 y* + 12524 y® - 2829vy® + 3897 - 20y® +y9}
Timing[Expand[Sum[Binomial[l, ¢] * 34c %
Sum[Binomial[l, b] #+ 2*b % Sum[Binomial[l, a] * 14a + FunctionExpand|[

FactorialPower[y, 9-c-b-a]], {a, 0, 1}], {b, 0, 1}], {c, 0, 1}]1]
{0.016, 17280y -48936y" + 55846y - 34 245y* + 12524 y° - 2829y° +389y" - 30y® + ¥}

ShowGraph [G2Z = DeleteEdges [Combinatorica CompleteGraph[30], {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4},

{1, 5}, {6, 7}, {6, 8}, {6, 9}, {10, 11}, {10, 12}, {13, 14}, {15, 16}}]]:
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Timing[Expand[ChromaticPolynomial[GZ, ¥]]]

{16.38,

-5944 842492865478 752453263 360000y + 23636 170142233 395889415454 720000 y° -
42195949806597 582795921 063 936000y + 45602483131592823674 986 078003200 y* -
33813671694 304696617086 066202624 v° + 18441792136 612 906567 580741810688 y° -
7733039674 613584473 954 025197696y’ + 2570198894 471688 092715460628 736 y° -
692180682918 107 150051 272594 656 v° + 153 548420823 323893 598 946 152 384 yv*° -
28409719659955192752961848520 v + 4426217897398 187225322124 720y -

584 923881189570774317069810%" + 65919730109 996829489974 210y -
6359779293710370704 173085 v'® + 526534417 890905521479260 v'° -
374491822139682354 589720y + 2287677108 278 542824 935 y'° -
119829733626238701415v7 + 5367008504 620362290 v°° - 204 510777 609959810 v* +
6585306852374 525 y?? — 177493 064 569355 y*® + 3952301815880 y?* -

71398 722 956 y*° + 1019643257 y*° - 11 073929 y"7 + 85914 y*® - 424 y*° + y*°|

Timing[
Expand[Sum[Binomial[l, 4] * 444+ Sum[Binomial[l, ¢] #+ 34c » Sum[Binomial[l, b] *24b
Sum[Binomial[2, a] * 1 *a » FunctionExpand[FactorialPover[y, 30-d-c¢-b-a]],
{a; 0, 2}], {b, 0, 1}], {e, O, 1}], {d, 0, 1}]1]]

{o.031,

-5944842492865478 752453263 360000y +23636170142233395889415454 720000 y> -
42195949806 597 582795921 063 936000y + 45602483131592823674 986 078003200 yv* -
33813671694 304696617086 066202624 v° + 18441792136 612 906567 580741810688 yv° -
7733039674 613584473 954 025197696 + 2570198894 471688 092715460628 736y° -
692180682918 107 150051272594 656 v° + 152 548420822 322893 598 946 152 284 v*° -
28409719659955192752961848520 " + 4426217897398 187225322124 720 y'? -

584 923881189570774317 069810 y™ + 65919730109 996829489974 210 y'* -
6359779293710370704 173085 yv'® + 526534417 890 905521479260 v'° -

37449182213 9682354 589720 y'7 + 2287677108 278 542824 935 y'° -
119829733626238701415v™° + 5367008504 620362290 v?" - 204 510777 609959810 yv** +
6585306852374 525v°% - 177493 064 569355 v?® + 2952301815880 y** -

71398722 956 v?° + 1019643257 y?° - 11 072929 v*7 + 85914 v?8 — 424 ?* +y3°}

ShowGraph [
G3 = DeleteEdges [Combinatorica CompleteGraph[40], {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5},
{1, 6}, {7, 8}, {7, 9}, {7, 10}, {7, 11}, {12, 13}, {12, 14}, {12, 15}, {12, 16},
{17, 18}, {17, 198}, {17, 20}, {21, 22}, {23, 24}, {25, 26}, {27, 28}}]]:

TimeConstrained[BivariatesPolynom2[G3, x, v], 3600]
$SAborted

Timing[Expand[
Sum[Binomial[l, e] x5%ex
Sum[Binomial[2, d] +4*d«
Sum[Binomial[l, ¢] * 3*c * Sum[Binomial[0, b] * 2*b % Sum[Binomial[4, a] #
l1*a+Sum[Binomial[d0-2+e-2+2d-2%xc-2+b-2z+a, i] % (x-¥y) *
i+ FunctionExpand[FactorialPover [y, 40-e-d-c-b-a-1i]],
{i, 0, 40-2+e-2+d-2xc-2xb-2xa}], {a, 0, 41],
{b, 0, 0}], {e, O, 1}], {4, O, 2}], {e, O, 1}]]:]

{11.029, Null}

Beispiel A.5 Unsere Vorgehensweise an dieser Stelle dhnelt wieder der aus den vorigen bei-
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den Beispielen. Hier betrachten wir exemplarisch zwei Graphen und verwenden neben den
beiden Rekursionen BivariatesPolynoml und BivariatesPolynom2 die Relation

PGy = Y (}) - tute -0

t=0

aus Satz fiir einen Graphen G = Ky x K, mit s > 1 und k > 1 angewandt auf beide
Graphen.

Den univariaten Fall geben wir beim ersten Graphen jeweils mithilfe der Implementierung
ChromaticPolynomial sowie der direkten Eingabe der Gleichung aus Korollar [{.17 mit an,
erwdhnen jedoch noch einmal, dass die Beziehung aus Korollar[{.17] bereits bekannt ist.

Wie im vorausgehenden Beispiel sehen wir, dass die Rekursionen BivariatesPolynoml und
BivariatesPolynom2 weniger geeignet sind als die Methode aus Satz[{.15]

Beim zweiten Graphen verzichten wir auf die Ausgabe seiner Darstellung und vergleichen le-
diglich die Dauer der Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms mittels der Imple-
mentierungen BivariatesPolynoml und BivariatesPolynom2 mit der Dauer der Berechnung
mithilfe der Formel aus Satz[{.15 Es zeigt sich, dass letztere das Ergebnis innerhalb von we-
niger als einer Sekunde liefert, wihrend die erstgenannten beiden Methoden jeweils nach einer
Stunde ohne Ergebnis abbrechen.

ShowGraph [Gl = GraphJoin [Combinatorica’ CompleteGraph[6], EmptyGraph[4]]]
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Timing[BivariatesPolynoml[Gl, x, ¥]]

{1479.97, x'0 - 155520y +193680xy - 120960x% v+ 50760x” vy - 16 200x* v +
4230x°y - 954 x°y +196x7 y-39x%y + 265104 y* - 306156 xy° + 174 024 x% % -
64596 x> v? +17380x y? - 3480x% v? +465x°v? — 127 140y? + 123 930x vy~ —
55620x%yv® +14340x>v® - 1935 x* yv* + 17910 vy* - 11400 x y* + 2340 %2 y47360yj}

Timing[BivariatesPolynom2[Gl, x, ¥]]

{0.249, %0 _ 155520y + 193 680xy - 120960%? v+ 50760 x° y- 16200 x* v +

4230x°y - 954 x°y +196x7 y-39x%y + 265104 y* - 306156 xy° + 174 024 x% % -
64596 x> v? +17380x y? - 3480x% v? +465x°v? — 127 140y? + 123 930x vy~ —
55620x%v* +14340xy? - 1935x* v + 17910 vy* - 11400 x yv* + 2340 x? y‘*—gsof}

Timing[Expand[Sum[Binomial[6, t] = (x-¥) ~(6-t) *
FunctionExpand[FactorialPover([y, t]] = (x-t) ~4, {t, 0, 6}]1]]
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{0.015, x'% - 155520y +193680xy - 120960x% v + 50760 x> y - 16 200 x* v +

4230x°y-954x°y+196x" v -39x% v+ 265104 v' - 306156 xy® + 174 024 x° * -
64596 x° v +17380x%*y? - 3480 %" v? +465x° y? - 127140y> + 123 930x y° -
55620x% y* +14340x*y® - 1935x*v* + 17910 y* - 11400 x y* +2340x2y47360y5}

Timing[Expand[ChromaticPolynomial [G1, ¥]]]

{0.063, ~155520y + 458 784 v* - 554 256 v +
366 624 y* - 148176 v° + 38290v® - 6369y + 661 y® - 39y° +y1°}

Timing[Expand [FunctionExpand[FactorialPover[y, 6]] * (¥ - 6) *4]]

{0., ~155520y + 458 784 v* - 554 256 v +
366 624 y* - 148176 v° + 238290y® - 6369y  + 661 y® - 39y° +y1°}

ShowGraph [G2 = GraphJoin[Combinatorica’ CompleteGraph[15], EmptyGraph[35]]];
TimeConstrained[BivariatesPolynoml[G2, x, ¥v], 3600]

SAborted

TimeConstrained[BivariatesPolynomz2 [G2, x, ¥], 3600]

SAborted

Timing[Expand[Sum[Binomial[15, t] % (2-¥) *(15-t) »
FunctionExpand [FactorialPover [y, t]] *» (x-t) ~35, {t, 0, 15}]]:]

{0.156, Null}

Beispiel A.6 Fiir die nun folgenden Betrachtungen haben wir neben den beiden Rekursionen
BivariatesPolynoml und BivariatesPolynom?2 die Beziehung

P(Giz,y) = (x—y)P(Kgz,y)+y(P(Ks;z—1,y—1)4+(s—r)P(Ks—1;2 — 1,y — 1))

fir Graphen G = (V, E), welche jeweils aus einem K und einer Ecke v entstehen, indem
man v durch einen Join mit einem K, C K verbindet, aus Satz unter der Bezeich-
nung BivariatesPolynomb implementiert. Fiir die zwei nachfolgend angegebenen Beispielgra-
phen bestimmen wir das bivariate chromatische Polynom zundchst mithilfe der Rekursionen
BivariatesPolynoml und BivariatesPolynom2, um es hinterher unter Verwendung von Satz
mittels der Implementierung BivariatesPolynomb zu berechnen. Fir die in dieser Glei-
chung auftretenden bivariaten chromatischen Polynome implementieren wir jeweils die Formel
fir das bivariate chromatische Polynom des vollstindigen Graphen gemdf$ Beispiel [3.17 un-
ter der Bezeichnung BivariatesPolynomKs. Weil der zweite Graph bereits 200 Ecken besitzt,
bilden wir ithn nicht mit ab und messen fiir die Berechnung seines bivariaten chromatischen
Polynoms nur die Zeit, ohne einen Output zu erzeugen. Zudem sehen wir von einer Betrach-
tung des univariaten Falles ab, weil sich dieser als sehr einfach erweist.

Abschliefiend lasst sich festhalten, dass sich die Methode aus Satz [{.19, vor allem fiir sehr
grofse Graphen, im Gegensatz zu allen anderen Vorgehensweisen am besten eignet, wie der
zweite Beispielgraph zeigt.

Clear [BivariatesPolynomKs] ;
BivariatesPolvnomKs([s , x , v ] :=
Sum[Binomial([s, k] * (x-¥) *k » FunctionExpand[FactorialPover[y, s-k]], {k, 0, &8}]
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Clear [BivariatesPolynom5] ;
BivariatesPolynom5[s_, ¥ _, % , ¥ ] := (¥-¥) * BivariatesPolynomKs[s, x, ¥] +¥ *
(BivariatesPolynomKs([s, x- 1, ¥-1] + (8- r) » BivariatesPolyvnomKs[s -1, x-1, v-1])

ShowGraph [Gl = DeleteEdges [Combinatorica’ CompleteGraph[8], {{1, 8}, {1, 7}, {1, 6}}]]

Timing[Expand[BivariatesPolynoml [Gl, x, ¥]]]

{17.785, x® - 2880y +3600xy-2280%"y+ 984 x> y-330x*y+ 94 x> y-25x°y + 4176 y* -
4620xv? +2470x% y? - 820 % y? + 165 x* v - 1360y* + 1050 x y° - 285 x? v +60y4}

Timing[Expand[BivariatesPolynom2 [Gl, x, ¥]]]

[0.031, x*-2880y+3600xy-2280x"y+984x y-330x*y+94x°y-25x"y+4176y" -
4620xv? +2470x% y? - 820 % y? + 165 x* y? - 1360y® + 1050 x y° - 285 x? y* +60y4}

Timing[Expand[BivariatesPolynom5[7, 4, %, v]]]

[0.016, x*-2880y+3600xy-2280x"y+984x y-330x*y+94x°y-25x"y+4176y" -
4620xv? +2470x% y? - 820 % y? + 165 x* v - 1360y* + 1050 x y° - 285 x? v +60y4}

ShowGraph [G2 = DeleteEdges [Combinatorica’ CompleteGraph[200], {{1, 200}, {1, 199},
{1, 188}, {1, 197}, {1, 196}, {1, 195}, {1, 184}, {1, 193}, {1, 192}}]];

TimeConstrained[BivariatesPolynoml[G2, x, ¥v];, 3600]

No more memory available.
Mathematica kernel has shut down.
Try quitting other applications and then retry.

TimeConstrained[BivariatesPolynom2[G2, x, v];, 3600]
SAborted
Timing[Expand[BivariatesPolynom5[199, 190, x, ¥]];]

{599.965, Null}
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Beispiel A.7 Fiir die Berechnung des bivariaten chromatischen Polynoms von k- partiten
Graphen des Typs G = KQ’ 2,...,2 ziehen wir fiir den ersten von insgesamt drei Graphen zu-

k—mal

ndchst die Rekursionen BivariatesPolynoml und BivariatesPolynom2 heran, um anschlie-
fend die Gleichung

P(G;z,y) = Zk: <f:) 2’“2‘:21' <2k ; 2¢) o

=0 =0

aus Satz[{.23 auf den Graphen direkt angewandt einzugeben. Wir verzichten aufgrund einer
leicht vorstellbaren Struktur auf die graphische Darstellung aller drei Graphen.

Zum ersten Beispielgraphen bestimmen wir wieder zusdtzlich das univariate chromatische Po-
lynom unter Anwendung der Implementierung ChromaticPolynomial sowie durch Eingabe der
Beziehung aus Korollar[{.25. Auflerdem figen wir fir den univariaten Fall noch einen zweiten
Beispielgraphen hinzu.

Wir erkennen abermals, dass die Rekursionen BivariatesPolynom! und BivariatesPolynom2
beziehungsweise ChromaticPolynomial hinter der Schnelligkeit des Ergebnisses aus Satz[{.23
beziehungsweise Korollar zuriickliegen.

Fiir den dritten Graphen umgehen wir hier den Einsatz der Implementierung der Rekursion
BivariatesPolynoml, weil den Graphen des hier untersuchten Typs stets nur wenige Kanten
zur Vollstindigkeit fehlen und sich die Methode der Kantenaddition daher fiir solche Graphen
als sehr viel glinstiger erweist im Gegensatz zur Methode der Kantenldschung. Der dritte Graph
besitzt bereits 30 Ecken und die entsprechenden Kanten, wobei die Verwendung der Rekursion
BivariatesPolynom2 schon nach einer Stunde zum Erliegen kommt. Dagegen ldsst sich das
bivariate chromatische Polynom mithilfe von Satz[{.23 bereits innerhalb von etwa 14 Sekunden
berechnen. Aufgrund seines Umfanges verzichten wir jedoch auf dessen Ausgabe.

ShowGraph [Gl = CompleteKPartiteGraph([2, 2, 2, 2]]:

Timing[BivariatesPolynoml[Gl, x, ¥]]

{17.504, %% - 2790y +3408xy-2128x2y+912x  yv-2306x* v+ 88 x° y- 24 x%y + 40597 -
4392 xy? +2320x% yv? - 768 x° y? + 156 x* v - 1332 y® + 1008 xy® - 272x°% y° +60y4}

Timing[BivariatesPolynom2[Gl, x, ¥]]

{0.234, %% - 2790y + 3408 xy-2128x° v+ 912x vy -2306x* vy +88x°y - 24 x%y + 4059 y? -
4392 xy? +2320x% y? - 768 x° yv? + 156 x* v? - 1332y® + 1008 xy® - 272x°% y° +60y4}

Timing[Expand[Sum[Binomial[4, i] * Sum[Binomial[8 -2+ i, 1] % (x-¥)*{8-2*1i-1} %
FunctionExpand[FactorialPower [y, 1+1]], {1, 0, 8-2%1}], {i, 0, 4}]]]

{0.015, {x8—2790y+3408xy—2128x2y+ 912 x° y- 2306 x* v +88x°y-24x°y +4059y7 -
4392 xv? +2320x% y? - 768 x* y? + 156 x* y? —1332y* + 1008 x y° — 272 x% ° +50y4}}

Timing[Expand[ChromaticPolynomial[Gl, ¥]]]
{0.047, —2790y + 7467 y° - 7852 y® + 4300yt - 1246 y® + 244 v* - 24 v +y8}

Timing|[
Expand[Sum[Binomial[4, i] + FunctionExpand[FactorialPover [y, 2+4-4i]], {i, 0, 4}]]]

{0., —2790y + 7467 y° - 7852 y® +4300v* - 1346 y® + 244 y° - 24 v +y8}

126



ShowGraph[G2 = CompleteKPartiteGraph([2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2]]:
Timing[Expand[ChromaticPolynomial[G2, ¥]]]

{10.967, -71370457471716480 v + 255204 180333 921456 yz -399301633405001412 y3 +

368691 035369713 956 yv* - 227 522434437 808 075y° + 100455070199 882 538 y° -

331098 809459167864 v +8366849412078661y° - 1652865879723 000y +

258240082 944 756 yv'° - 32127 654496466 y'1 + 3190174 029516 "> - 252304 764 540y +
15782 900950 yv** - 770776 728 ¥*° + 28759416 v*° - 791655 v*7 + 15150 yv*® - 180 y*° +y20}

Timing[Expand[
Sum[Binomial[10, i] * FunctionExpand[FactorialPower[y, 1 +2+x10-2x1i]], {i, 0, 10}]]]

{0.015, ~71370457471716480y + 255204 180333921456y - 399301633405001412 " +
368 691035369713 956 y* - 227 522434437808 075y + 100455070199 882 538 y° -
33098809459167 864 v +8366849412078661y° - 1652865879723 000v° +
258240082944 756 v** - 32127 654496466 v + 3190174 029516 y*? - 252 304 764 540 y'° +
15782 900950y - 770776 728 v*® + 28759416 yv'° — 791655 y"’ + 15150 v'® - 180 y*® +y20}

ShowGraph [G3 = CompleteKPartiteGraph(2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,
2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2]];

TimeConstrained[BivariatesPolynom2[G3, x, ¥]:, 3600]
SAborted

Timing[Expand[Sum[Binomial[30, i] * Sum[Binomial [60 -2+ i, 1] % (x-¥) ~{60-2*1 -1} »
FunctionExpand[FactorialPover [y, i+1]], {1, 0, 60-2x1i}], {i, 0, 30}]1]:]

{14.289, Null}

Beispiel A.8 Bei Graphen des Typs G = K3’ 3,...,3 gehen wir auch hier fir drei verschiede-
k l

ne exemplarische Graphen vor wie im vorausgehenden Beispiel. Auf die Verwendung der beiden

Rekursionen BivariatesPolynom! und BivariatesPolynom2 fiir den ersten Beispielgraphen

folgt die direkte Eingabe der Relation

rosn = B()E (R g (T e

1=0 t=0 =0

aus Satz[{.27 auf diesen Graphen angewandt.

Wir fiigen wieder die Berechnung des univariaten chromatischen Polynoms fiir den ersten so-
wie den zweiten Beispielgraphen unter Anwendung der Implementierung ChromaticPolynomial
sowie durch Fingabe der Formel aus Korollar [{.29 hinzu. Auch hier verzichten wir aufgrund
des einfachen Aufbaus wiederum auf die graphische Darstellung aller drei Graphen.

Bei der Effektivitdt der einzelnen Methoden zeigt sich hier ein zum vorigen Anhang analoges
Bild: Demnach berechnet das Ergebnis aus Satz[{.27 das bivariate und das Ergebnis aus Ko-
rollar [{.29 das univariate chromatische Polynom eindeutig am schnellsten.

Beim dritten Graphen, welcher nun bereits 60 Ecken und die dazugehorigen Kanten umfasst,
bestimmen wir wiederum das bivariate chromatische Polynom mittels der Implementierung
BivariatesPolynom2 sowie unter direkter Eingabe der Gleichung aus Satz[4.27 Wir verzich-
ten wiederum aus dem gleichen Grund wie in Beispiel [A.] auf die Berechnung des bivariaten
chromatischen Polynoms durch die Formel BivariatesPolynoml. Die Gleichung aus Satz[{.27]
liefert das Ergebnis, welches wir auch hier aufgrund seines zu erwartenden groffen Umfanges
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nicht mit ausgeben, nach etwa 72 Sekunden, wdhrend die alternative Berechnungsmdglichkeit
nach einer Stunde noch immer ohne Erfolg bleibt.

ShowGraph [Gl = CompleteKPartiteGraph([3, 3, 3]];
Timing[BivariatesPolynoml[Gl, =, ¥]]
{100.761, x®+ 11828y - 15048 xy + 9738 x® y - 4305%” y + 1476 x* y -

423 x° vy +108x° y-27x" v - 18918 v% + 21942 xy? - 12582 x% y? + 4698 x° y% -
1242 x*y? + 216 x5 v + 7848 y® - 7236 x vy + 2916 x° y* - 558 x° y* - 756 yv* +324xy4}

Timing[BivariatesPolynomz [Gl, =, ¥]]
{1.934, x°+ 11828y -15048xy + 9738 x? y-4305x" y+ 1476 x* y -

423 x°y +108x°y-27x" v - 18918 % + 21942 xy? - 12582 x% y? + 4698 x° y% -
1242 x*v? + 216 x5 v + 7848 y® - 7236 x vy + 2916 x2 y* - 558 x° y* - 756 y* +324xy4}

Timing|
Expand[Sum[Binomial[3, i] * Sum[Binomial[i, t] * 34 (i -t) * Sum[Binomial[98-2i-¢t, 1] »
{(£-¥)*(9-21i-t-1) » FunctionExpand[FactorialPower[y, i+ 1]],
{1, 0, 9-21i-t}], (&, 0, i}], {i, O, 3}]]]

{0.015, x¥+11828y-15048xy +9738x%2y-4305x v+ 1476 x*y -

423 x>y +108x°y-27x" y- 18918 y° +21942xy” - 12582x% v* + 4698 x° y* -
1242 x*v? 1 216 x° v? + 7848 vy° - 7236 xy° + 2916 x2 y* - 558 %% y? - 756 v* +324xy4}

Timing[Expand [ChromaticPolynomial [G1, ¥]]]
{0.187, 11828 y-33966y" + 39528 y" - 24879 y* + 9414 y° - 2223 y® + 324 y7 - 27 y% + y°}

Timing[Expand[Sum[Binomial[3, i] » Sum[Binomial[i, t] * 3+ (i-¢t) »
FunctionExpand[FactorialPover([y, 3x3-i-t]], {t, 0, i}], {i, 0, 3}]1]]

{0., 11828y -33966y° +39528y° — 24879 y* + 9414 y° - 2223 v°® + 324 yv' - 27 v® +y9}
ShowGraph [G2 = CompleteKPartiteGraph[3, 3, 3, 3, 3, 3]];
Timing[Expand[ChromaticPolynomial [G2, ¥]]]

JLS'IF'.501, -118 146 235225800y +414 083156 562 310y2 -6314092170510 725}/’3 +

564 769854403 344 yv* — 335404 573014747 v° + 141454 223 607 024 v° - 44 137837631250y +
10459111311801v® -1913313970971v° + 272686402758 v'° - 30369172590 yv** +
2634984675y 2 - 176357472y * + 8933742 y™ - 331470y® + 8505 v'® - 135y’ +y18}

Timing|
Expand[Expand [Sum[Binomial [6, i] + Sum[Binomial[i, £] # 34 (i - t) * FunctionExzpand|
FactorialPover[y, 3+6-1-t]], {t, 0, 1}], {i, 0, 6}]]1]

JL0.032, -118146 235225800y + 414 083 156562310y2 -631409 170510725y3 +

564 769854403344 yv* - 335404 573014747 y° + 141454 223 607 024 v°® - 44 137837631250y +
10459111311801vy® - 1913313970971 vy° + 272686402758 yv'* - 30369172590 y'* +
2634984 675y2 - 176357472 v + 8933742 v - 331470y® + 8505 v*° - 135y +y18}

ShowGraph [
G3 = Com‘:pleteKPa.rtiteGraph[?., B By 8 8y 3703 8 B.08, 3, 8, 8, 3535 8, 3,3, 3, 877

TimeConstrained[BivariatesPolynom2[G3, x, v];, 3600]

SAborted
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Timing|
Expand[Sum[Binomial[20, i] * Sum[Binomial[i, £t] #* 34 (i-t) * Sum[Binomial[60-21-t,
1] # (x-¥)#(60-21-t-1) * FunctionExpand[FactorialPover[y, 1+1]],
{1, 0, 60-21i-t}], {t, 0, i}], {i, 0, 20}]];]

{71.558, Null}

Beispiel A.9 Unsere ndchsten, auch hier wiederum aus drei Graphen bestehenden Betrach-
tungen, beziehen sich auf Graphen der Form K * Ky — {e1,ea,...,e;} mit s > 1, k > 1,
s >tundk >t, so dass fir alle i,j € {1,2,...,t} miti # j e; Nej = 0 sowie fir alle
e; = {vi,ve} miti € {1,2,...,t} die Beziehungen vi € V(Ks) und vo € V(K},) gelten. Fiir
den ersten Beispielgraphen bestimmen wir das bivariate chromatische Polynom zundchst mit-
hilfe der Rekursionen BivariatesPolynom! und BivariatesPolynom2 und anschlieflend unter
Anwendung der Beziehung

P(KS*E—{61,62,...,615};1',@]) = P(KS*E—{61,62,...,615_1};]},@])
+ P(Ks* K1 —{e1,ea,...,e-1}52,9)
— (:E—y)P(stl*Kk_l—{61,62,...,61571};217,3/)

mit der Anfangsbedingung

P(Ks* K, —{e1};z,y) = P(KsxKg;z,y) + P(Ks* K152, y)
- (.1‘ - y) P(Ks—l * Kk—l;xay)

aus Satz[4.34) Hierfir erginzen wir anfangs zu den bisherigen Implementierungen die Im-
plementierung BivartatesPolynomé dieser Rekursionsgleichung. Dafiir greifen wir neben Satz
auch Satz auf, um das bivariate chromatische Polynom fiir Graphen der Form K+ K},
mit einzugeben.

Zudem implementieren wir unter der Bezeichnung UnivariatesPolynomé das Ergebnis aus
Satz[4.34 fir den univariaten Fall und vergleichen dieses wiederum mit der Implementierung
ChromaticPolynomial am ersten sowie am zweiten Graphen.

Abermals zeigt sich die zeitliche Unterlegenheit der drei Rekursionen BivariatesPolynomli,
BivariatesPolynom2 und ChromaticPolynomial gegentiber der Methode aus Satz[.34)
Beim abschlieffenden dritten Beispielgraphen, welcher 50 Ecken besitzt und daher nicht mit
angezeigt wird, liefert die Methode aus Satz[{.34] das Ergebnis, welches wir aufgrund seiner
Linge ebenfalls nicht mit ausgeben, bereits nach etwa 32 Sekunden, wohingegen die Rekur-
sionen BivariatesPolynoml und BivariatesPolynom2 nach einer Stunde noch ergebnislos
bleiben.

Clear [BivariatesPolynomé]

BivariatesPolynomé&[s_, k , x , ¥ ] := Sum[Binomial[s, i] % (x-¥) *{s-1} *
FunctionExpand[FactorialPower [y, 1]] * (x-1i) ~{k}, {i, 0, 8}]

BivariatesPolynomé&[l, s_, k , ¥ , ¥ ] := BivariatesPolynomé[s, k, =, ¥] +
BivariatesPolynomé[s, k-1, %, ¥v] - (Xx-¥) » BivariatesPolynom6[s -1, k-1, x, v]

BivariatesPolynomé[t_, s_, k ,x , ¥ ] :=

BivariatesPolynomé6[t - 1, &, k, %, v] + BivariatesPolyvnom6[t -1, &, k-1, x, ¥v] -

(x - v¥) » BivariatesPolynom6[t -1, s-1, k-1, x, v]
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Clear [UnivariatesPolynomé]
UnivariatesPolynomé[s , k , v ] := FunctionExpand[FactorialPower[y, s]] + (v-8) » {k}
UnivariatesPolynom6[1l, & , k , v ] :=

UnivariatesPolynomé[s, k, ¥] + UnivariatesPolynomé[s, k-1, ¥]
UnivariatesPolynom&[t_, s_, k , ¥ ] :=

UnivariatesPolynomé[t -1, s, k, ¥] + UnivariatesPolynomé[t -1, s, k-1, ¥]

ShouwGraph[Gl = DeleteEdges|
GraphJoin[Combinatorica” CompleteGraph[6], EmptyGraph[4]], {{3; 7}, {2, 10}}]]

\7

D
4

~7/IN\

N
8

Timing[BivariatesPolynoml [Gl, x, ¥]]

{1108.75, %% - 108000y +141600xy-92616x° y+40536x" v 13448 x* v +
3640x°yv-849x° v +180x " yv-37x%y + 1842007 - 224 008x 3y + 133382 x? 3° —
51652 %% v? + 14452 x*y? - 3002 %% v? + 416 x°v? - 88436 y* + 90832 xy° —
42735x% y® +11508 x>y - 1619x*y° + 12484 v* - 8386 xy* + 1809 %7 y4—252y5}

Timing[BivariatesPolynom2 [Gl, x, Vv]]

{0.422, %0 108000y +141600xy-92616x? y+40536x>y-13448x vy +

3640x°yv-849x° v +180x " yv-37x%yv + 1842007 - 224 008xy° + 133382 x? 3° —
51652 %" yv* +14452x*v* - 3002 x° v* + 416 x°v* - 88436 y® + 90832 xy" -
42735 %% yv* + 11508 x° v* - 1619x*yv* + 12484 v* - 8386 x v* + 1809 x? y4—252y5}

Timing[Expand[BivariatesPolvnom6[2, 6, 4, X, ¥]]]

{0.031, {xlo— 108000y + 141600 xy - 92616 x2 vy +40536 x> y-13448x* y +
3640x" yv-849x% y +180x" y- 37 x% v + 184 200y?% - 224 008 x y? + 133382 x% y° -
51652 x%v? + 14452 x*v? —3002x° y® +416x°v? - 88436 y* + 90832xy° -
42735x% yv* 111508 x° v - 1619 x* y* + 12484 yv* - 8386 x y* + 1809 x? y4—252y5}}

Timing[Expand[ChromaticPolynomial[Gl, ¥]]]

{0.063, 108000y +325800y” - 405060 y* +
277234 y* - 116473 y° + 31409y° - 5470y’ + 596 y* - 37 y° + y'°}

Timing[Expand[UnivariatesPolynomé6[2, 6, 4, ¥]]]

{0.046, {-108000y +325800y” - 405060y +
277234 y* - 116473 y" + 31409y° - 5470y" + 596 y* -37y" + y*°}]

ShowGraph [G2 = DeleteEdges [GraphJoin[Combinatorica’ CompleteGraph[8], EmptyGraph[8]],
{{1, 10}, {2, 12}, {3, 14}}]]
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Timing[Expand[ChromaticPolynomial[G2, ¥]]]

{38.267, -56646696 960 v + 206558 134 272 y2 -329833742336 y3 + 310099105792 y4 =

193758808704 y° + 85803236976 y° - 27961339620y + 6855028800 y° - 1278741 935y° +
181 964 635y1° - 19632495y + 1579947 v2 - 91941 v** + 3657 yv** - 89 y*° +y16}

Timing[Expand[UnivariatesPolynomé6[3, 8, 8, ¥]]]
{0.047, [-56646696 960y + 206558134 272" - 329833 742336y + 310099105 792 y* -

192758 808704 y° + 85803236 976 y* - 27 961339620y’ + 6855028800y® - 1278741 935y° +
181 964 635y'° - 19632495 y™ + 1579947 y'* - 91941 y"* + 3657 y™* -89 y™* +y'% ]}

ShowGraph [
@3 = DeleteEdges [GraphJoin[Combinatorica’ CompleteGraph[24], EmptyGraph[26]],
{{1, 30}, {2, 32}, {3, 34}, {4, 36}, {6, 38}}]1]:

TimeConstrained[BivariatesPolynoml[G3, x, ¥v];, 3600]

$Aborted

TimeConstrained[BivariatesPolynom2[G3, x, ¥];, 3600]

SAborted
Timing[Expand[BivariatesPolynom&[5, 24, 26, %, ¥]]:]

{31.933, Null}

Beispiel A.10 In diesem Beispiel, welches Berechnungen zu insgesamt drei Graphen umfasst,
zeigt sich bereits beim ersten Beispielgraphen der Vorteil der Rekursion aus Satz[{.39 gegen-
iber den beiden Rekursionsgleichungen BivariatesPolynoml und BivariatesPolynom?. Bei
diesem Graphen handelt es sich um einen Graphen des Typs Ky, try.s14ro — {€1,€2,. .., €ry}
mit ej,ej € E(G) firi,j € {1,2,...,r2} und e;Ne; =0 firi # j. Nach der Berechnung des
bivariaten chromatischen Polynoms durch die Implementierungen BivariatesPolynom! und

BivariatesPolynom2 folgt die Bestimmung des Polynoms unter Finbezug der Rekursionsrela-
tion

P(G;l’, y) = P(KT1+T2,S1+T2 - {617 €2,... 767“271} 3L, y)
+ Z/P(Kr1+r271,81+r2*1 - {ela €2,..., 61"2*1} je— 1y — 1)
mit der Anfangsbedingung
P(KT1+1,81+1 - {61} ;x,y) = P(K’I'1+1,S1+1;xay) + yP(KTLSﬁx - 17y - 1)

aus Satz[{.39 Diese Rekursion implementieren wir unter dem Namen BivariatesPolynom?.
Auch hier betrachten wir den univariaten Fall unter Verwendung der Implementierungen
ChromaticPolynomial und UnivariatesPolynom7 sowohl fir den oben genannten Graphen
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als auch fir ein weiteres Exemplar, wobei sich die Vorgehenweise aus Satz trotz ihres
rekursiven Aufbaus als am besten erweist.

Abschlieffend untersuchen wir den allgemeinen Fall an einem Graphen mit 60 Ecken. Wdh-
rend die Rekursionen BivartatesPolynoml und BivariatesPolynom2 nach einer Stunde je-
weils noch kein Ergebnis hervorbringen, liefert die Methode aus Satz dieses nach 220
Sekunden. Auch hier verzichten wir auf die Ausgabe des Graphen und der Polynome.

Clear [BivariatesPolynom7];
BivariatesPolynom7([r_, s , X , ¥ ] :=
Sum[Binomial[r, k] * (x-¥) * (r-k) * Sum[Stirlings2 [k, j] *
FunctionExpand[FactorialPower[y, j]] * (x-3J) *s, {d, 0, k}], {k, O, r}]
BivariatesPolynom7[1l, ¥_, s_, ¥ _, ¥_] := BivariatesPolynom7[r, &, X, ¥] +
v * BivariatesPolyvnom7[r -1, s -1, x-1, v-1]
BivariatesPolynom7[n_, r , 8 , X , ¥ ] := BivariatesPolynom7[n-1, ¥, 8, X, ¥] +

v * BivariatesPolyvnom7[n-1, r-1, -1, x-1, v-1]

Clear [UnivariatesPolynom7] ;
UnivariatesPolynom7[r , s , v ] :=

sum[Stirlings2[r, j] » FunctionExpand[FactorialPower[y, j]] » (¥-3) *&, {j, 0, ¥}]
UnivariatesPolynom7[1, ¥ , & , ¥ ] :=

UnivariatesPolynom7 [¥, s, ¥] + ¥ #+ UnivariatesPolynom7[r-1, s-1, ¥- 1]
UnivariatesPolynom7[n , r , & , ¥ | :=

UnivariatesPolynom7 [n-1, ¥, 8, ¥] +¥ * UnivariatesPolynom7[n-1, r-1, s-1, ¥y - 1]

ShowGraph[Gl = DeleteEdges [CompleteKPartiteGraph[4, 5], {{1, 5}, {2, 6}, {3, 7}}]]
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Timing[BivariatesPolynoml[Gl, =, v]]

{13.915, %%+ 1147 v - 1825x v + 1500x% y - 855 x° v + 380 x* y -
144 x® vy +49x° v - 17x" vy - 1942 v% + 2835 xy? - 2085 x% y2 + 1025 x* y* -
360x* 2 + 87 x> v? +900y® - 1062x vy + 558 x%y? - 149 x* y* - 107 y* +64xy4}

Timing[BivariatesPolynom2[Gl, =, v]]

{16.646, %%+ 1147 v - 1825 x v + 1500x% y - 855 x” y + 380 x* y -
144 x° y+49x°y-17x" v - 1942 y® + 2835 xy® - 2085 x% y* + 1025 x° y* -
360x* 2 + 87 x°v? +900y® - 1062xy® + 558 x%y? 149 x* y* - 107 y* +64xy4}

Timing[Expand[BivariatesPolyvnom7[3, 4, 5, %, v]]]

{0.015, %+ 1147 y- 1825 xy + 1500x? v - 855x° v + 380 x* y -
144 x° vy +49x°y-17x" v - 1942 y* + 2835 xv? - 2085 %% v? + 1025 x° y* -
360x*y? +87 x5y +900y° - 1062x vy +558x%y? - 149x* v* - 107 y* + 64 xy‘*}

Timing[Expand[ChromaticPolynomial[Gl, ¥]]]

{4.462, 1147y -3767y* + 5235 y" - 4109y* + 2027 y* - 653 y° + 136 y" - 17 y° +y°|
Timing[Expand [UnivariatesPolynoam7[3, 4, 5, ¥]]]

{0.015, 1147y - 3767 y? + 5235 v° — 4109 v* + 2027 v® - 653 v® + 126 v' - 17 v° +y9}

ShowGraph [
G2 = DeleteEdges [CompleteKPartiteGraph[5, 5], {{1, 6}, {2, 7}, {3, 8}, {4, 9}1}]1]

Timing[Expand[ChromaticPolynomial[GZ, ¥]]]
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{25859,
7139y +23862y° - 34 120y® + 27997 y* - 14 775y° + 5273 y® - 1288y + 210y® - 21y° +y1°}

Timing[Expand [UnivariatesPolynom7[4, 5, 5, ¥]]]
{o.062,
7139y +23862y° — 34 120y® + 27997 y* - 14 775y° + 5273 y® - 1288y + 210y® - 21v° +y1°}

ShowGraph [G3 = DeleteEdges [CompleteKPartiteGraph[24, 36],
{{1, 37}, {2, 38}, {3, 39}, {4, 40}, {5, 41}, {6, 42}, {7, 43}, {8, 44}}]]:

TimeConstrained[BivariatesPolynoml [G3, x, ¥];:, 3600]
$SAborted
TimeConstrained[BivariatesPolynom2[G3, x, v];, 3600]

$SAborted

Timing[Expand[BivariatesPolvnom7 [8, 24, 36, %, ¥]]:]

{219.993, Null)

Beispiel A.11 An dieser Stelle betrachten wir Berechnungen zu drei verschiedenen Beispiel-
graphen der Form Ky r ... r mitr > 1 undk > 1. Fiir den ersten dieser Graphen fihren wir
N—_——

k-mal

zundchst wieder Berechnungen des bivariaten chromatischen Polynoms unter Verwendung der
Implementierungen BivariatesPolynom!l und BivariatesPolynom2 durch, um anschlieflend
die als BivariatesPolynom8 implementierte rekursive Beziehung

T r—i
r ; ; , ,
Pt o) = Y (1)@= E S P, i = )
k-mal =0 J=0 (k—1)-mal

mit der Anfangsbedingung
P(Ky2,y) =a"

aus Satz[4.44 auf ihn anzuwenden.

Fiir den ersten Graphen untersuchen wir wieder zusdtzlich den univariaten Fall und fiigen
hierfiir schliefilich noch einen zweiten Graphen hinzu. Fir die Berechnung der univariaten
chromatischen Polynome verwenden wir wieder die Implementierung ChromaticPolynomial
sowie die Implementierung UnivariatesPolynom8 der Formel aus Korollar[{.43 Wir verzich-
ten auf die Abbildung dieses und des dritten Graphen. Bei letzterem unterdriicken wir zudem
die Ausgabe des Polynoms aufgrund seines Umfanges.

Wir sehen am Beispiel des dritten Graphen, dass die Rekursion BivariatesPolynom2 nach
einer Stunde noch immer nicht zum Ergebnis fihrt, wogegen wir dieses mithilfe der Rekursion
aus Satz[§.44 bereits nach etwa 162 Sekunden erhalten.

Zusammenfassend zeigt sich die lingste Laufzeit also wieder bei den bereits bekannten Rekur-
sionen BivartiatesPolynoml und BivariatesPolynom2 sowie ChromaticPolynomial. Damit
ist die rekursive Vorgehensweise aus Satz[{.44 am schnellsten.
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Clear [BivariatesPolynoms]

BivariatesPolynom8[r_, 1, ¥ _, ¥ ] 1= X*r

BivariatesPolynom8[r_, k , x , ¥ ] := Sum[Binomial[r, i] % (x-¥) *i =
sum[Stirlings2[r- i, j] » FunctionExpand [FactorialPower[y, j]] *

BivariatesPolynems8([r, k-1, x-3, ¥v-3], {3, 0, x-1i}], {i, 0, x}]

Clear [UnivariatesPolynoms]

UnivariatesPolynom8[r_ , 1, ¥ ] :=¥*r

UnivariatesPolynem8[r , k , v ] :=

Sum[Stirling52[r, j] * FunctionExpand[FactorialPower[y, j]] *

UnivariatesPolynom8[r, k-1, v-3], {3, 0, ¥}]

ShowGraph [Gl = CompleteKPartiteGraph([3, 3, 3]]

Timing[BivariatesPolynoml[Gl, =%, ¥]]

[98.281, x®+ 11828 y-15048xy + 9738 x> y - 4305x  y + 1476 x* y -
423 x°y +108x° y-27x" vy - 18918 v® + 21942 xvy? - 12582 x% y? + 4698 x° y% -
1242 x*y? + 216 x5 v + 7848 yv® - 7236 x vy + 2916 x° y* - 558 x% yv* - 756 yv* +324xy4}

Timing[BivariatesPolynomz [Gl, =, ¥]]

{1.95, %% +11828 vy - 15048 xy + 9738 x% y—4305x° y+ 1476 x> y - 423x° v +
108 x°y-27x"y-18918v2 +21942xy> - 12582 x% v? +4698 x° v° - 1242 x* 2 +
216 x® y2 + 7848 y* - 72236 xv® + 2916 x2 y® - 558 x* yv* - 756 y* + 324 Xy4}

Timing[Expand[BivariatesPolynoms[3, 3, x, ¥]]]

{0.047, % +11828y-15048xy +9738x%2y-4305x v+ 1476 x* y -
423 x° y+108x°y-27x"y-18918v? +21942xvy? - 12582 x? y? + 4698 %% v -
1242x* v + 216 x° v2 + 7848y - 7236 xy° + 2916 x7 v® - 558 %% yv® - 756 y* +324xy4}

Timing[Expand[ChromaticPolynomial [G1, ¥]]]

{0.203, 11828y -33966y° +39528y° — 24879 vt + 9414 yv°* - 2223 v° + 324 y7—27y8+y9}
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Timing[Expand[UnivariatesPolynom8[3, 3, ¥]]]

{0., 11828 v - 33966 y° + 29528 y" - 24879 vy" + 9414 v° - 22223 v° + 324 y7727y8+y9}

ShowGraph[G2 = CompleteKPartiteGraph[5, 5, 5]]
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Timing[Expand[ChromaticPolynomial[G2, ¥]]]

{369.957, 7838870492y - 26874 565530 y" + 39799090050 y* - 34 294 064 450 y* +
19432190240y° - 7727 759592 v° + 2240257880y’ - 483890835 y° +
78681510y - 9632440vy'° + 878200y - 58100y'? + 2650 yv** - 75 y** +y15}

Timing[Expand[UnivariatesPolynoms([5, 3, ¥]]]

{0.015, 7838870492y - 26 874 565530y + 39799090 050 y° - 34 294 064 450 y* +
19432190240y° - 7727 759593 y° + 2240257880y’ - 483890835y° +
78681510y° - 9632440y'° + 878200yt - 58100y'? + 2650 yv** - 75 y** +y15}

ShowGraph[@3 = CompleteKPartiteGraph[10, 10, 10, 10]];
TimeConstrained[BivariatesPolynoml[G3, x, ¥]:, 3600]
$SAborted

TimeConstrained[BivariatesPolynom2[G3, x, v];, 3600]
$SAborted

Timing[Expand[BivariatesPolynoms[10, 4, x, ¥]];]

{161.992, Null}
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Beispiel A.12 In diesem Beispiel, welches zwei Graphen umfasst, bendtigen wir zur Bestim-
mung der Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms mithilfe der Beziehung

en(Gizyy) = Y (@—y" S S g

WeA T€llcG—W) mit |E(m)|l=m k€llf(m)

aus Satzfdr einen Graphen G = (V, E) mehrere neue Implementierungen. Zundchst erin-
nern wir uns, dass wir nach Satzﬁir alle W CV und fiir alle 7 € lIc(G — W) die Menge
aller Kanten von G — W, deren Ecken nicht zu verschiedenen Blécken von mw gehdren, mit
E(7) bezeichnen. Weiterhin set A = {W C V||E(G — W)| > m} und II;(7) die Menge aller
unabhdngigen Partitionen von G, wobei G der Graph mit V(Gr) = {Ul, ey vm} derart sei,
dass jedes vy, mit k = 1,...,|w| einem Block von m entspricht und die Kantenmenge durch
E(Gr) = {vk, v} |k £ 1, vg,v € V(Gr) und Jwy € vy, Jws € vy mit {wy,we} € E} gegeben
sei.

Zu den neuen Implementierungen zdhlt zundchst SubsetsWithRemainingEdges der Menge A
all derjenigen Elemente der Potenzmenge der Eckenmenge eines Graphen, deren Elemen-
te jeweils noch einen Teilgraphen des Ausgangsgraphen mit mindestens m Kanten induzie-
ren. In Anlehnung an die Implementierung IndependentSetPartitions nach [22] ergin-
zen wir weiterhin die beiden zusdtzlichen Implementierungen ConnectedSetPartitions und
IndependentSetPartitionsOfPartitionsOf. Die erstgenannte erlaubt die Bestimmung der
Menge aller zusammenhdingenden Partitionen Ilo(G — W) der Eckenmenge des Graphen G —
W, wihrend die zweite der Bestimmung der Menge I1;(7) mit m € o(G—W) mit |E(7)] =m
aller unabhdngigen Partitionen einer zusammenhdngenden Partition mit genau m Kanten
dient. Hierbei besteht jeder Block einer solchen Partition k € Ilj(m) aus paarweise nicht be-
nachbarten Blocken der zusammenhdngenden Partition w. Fiir die zweite Implementierung
verwenden wir die beiden Implementierungen Pairs und PartitionsOf nach [21], welche zu-
sammen die Menge aller m € o(G—W) mit |E(7)| = m, das heifst aller zusammenhdngenden
Partitionen eines Graphen mit genau m Kanten, bestimmen. Diese Vorbereitungen ermdgli-
chen schliefSlich die Berechnung der Anzahl aller Eckenfirbungen eines Graphen mit genau m
echt einfarbigen Kanten mittels der Implementierung Koeffizient?.

Insbesondere die zweite Berechnung bendtigt zwar viel Zeit, dafiir setzt die Gleichung zur Be-
stimmung der Koeffizienten des trivariaten chromatischen Polynoms jedoch keinen bestimmten
Graphentyp voraus.

Clear [SubsetsWithRemainingEdges]
SubgetsWithRemainingEdges[graph , m ] :=
Module[ {i, n = Length [Subsets [VertexList [graph]]], ver - VertexList [graph],
sub = Subsets [VertexList [graph]], RemainingSubsets = {}},
For[i=1, iz<n, i++,
If [Length[Edges [InduceSubgraph|[graph, Complement[ver, sub[[i]]]]]] = m,
AppendTo[RemainingSubsets, sub[[i]]]]];
RemainingSubsets]
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Clear [ConnectedSetPartitions]
ConnectedSetPartitions[graph | :=
Module[{i, j, n = Length [SetPartitions|[VertexList [graph]]],
part = SetPartitions[VertexList[graph] ], ConnectedPartitions = {}},
For[i=1, izn, i++,
append = True;
For[j =1, j < Length[part[[i]]], J++,
If [Not[ConnectedQ[Inducesubgraph|[graph, part[[1]]1[[3]1]1]1]1]-
append = False; Break[]]:];
If [append, AppendTo [ConnectedPartitions, part[[i]]]]:];:

ConnectedPartitions]

Clear [Pairs];
Pairs[p_] := Flatten[Map[Subsets[#, {2}] &, p], 1]

Clear [PartitionsOf];
PartitionsOf [graph , m ] := Select[ConnectedSetPartitions[graph],
Length [Intersection[Pairs[in], Edges[graph]]] ==m &]

Clear [IndependentPartitionsOfPartitionsof]
IndependentPartitionsOfPartitionsOf [graph , m , p ] :=
Module[{i, j, n = Length [SetPartitions[PartitionsOf [graph, m] [[p]]]]:
part = SetPartitions[PartitionsOf [graph, m] [[p]]], IndependentPartitions = {}},
For[i=1, iz<n, i++,
append = True;
For[j=1, j < Length[part[[i]]], J++,
If [Length[part[[i]] [[i]]] #
Length [Combinatorica’ ConnectedComponents [InducesSubgraph [graph,
Flatten[part[[i]][[3]]]]]]. append = False; Break[]];];
If [append, AppendTo[IndependentPartitions, part[[i]]]:]:]:
IndependentPartitions]

Clear [Foeffizientl]
Koeffizientl[graph , m , x , ¥ ] :=
Module[ {suwir = SubsetsWithRemainingEdges [graph, m]},
Sum[ (x-y) * (Length[suvwir[[a]]]) % Sum[Sum[FunctionExpand|
FactorialPover [y, Length[IndependentPartitionsOfPartitionsOf[InduceSubgraph|
graph, Complement[VertexList [graph], suwir[[a]]]], m;, B][[<e]]]1]1]~
{¢; 1, Length[IndependentPartitionsOfPartitionsOf [InduceSubgraph|
graph, Complement [VertexList[graph], suwir[[a]]]]., m, b]]}].
{b, 1, Length[PartitionsOf [InduceSubgraph [graph, Complement [
VertexList [graph], suwir[[a]]]], m]]}]
. {a, 1, Length[suwir] }]]

ShowGraph [Gl = DeleteEdge[Combinatorica’ CompleteGraph[4], {1, 2}]]
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Timing[Expand [Koeffizientl[G1, 3, x, ¥]]]
{0.141, —2y+2xy)

ShowGraph[G2 = DeleteEdges [Combinatorica CompleteGraph[6], {{1, 2}, {1, 3}, {5, 6}}]1]

Timing[Expand[Koeffizientl1[G2, 3, x, v]]]

{35.459, 19y +25xy-27x*y+9x y-36y" +2xy* +8y"}

Beispiel A.13 An dieser Stelle bendtigen wir zur Bestimmung der Koeffizienten des triva-
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riaten chromatischen Polynoms nach Satz[5.7 mithilfe der Relation

em(Gim,y) = > > (z—y)™ yid

w€llc(G) mit |[E(m)|=m MC{Xern| |X|=1} k€Il (m—M)

einige weitere Implementierungen. Wir erinnern wiederum an die folgenden Definitionen in
Satz[5.7 Fir n € e (G) bezeichnen wir die Menge aller Kanten von G, deren Ecken nicht
zu verschiedenen Blocken von m gehdren, mit E(w). Weiterhin sei j(m — M) fiir eine Men-
ge M C {X en| |X|=1} analog zur Definition von Ij(mw) in Satz derart definiert,
dass statt der Partition m die Teilmenge m — M zugrunde gelegt wird. Darauf aufbauend
fiihren wir drei zusdtzliche Implementierungen ein, welche wir PartitionsOfSingletons,
IndependentPartitionsOfPartitionsOfWithoutd sowie Koeffizient2 nennen. Die erstge-
nannte gibt die Menge {X € w| |X| =1} aller einelementigen Blicke einer beliebigen zusam-
menhdngenden Partition m € llo(G) mit genau m Kanten an. Die zweite erfolgt wiederum ahn-
lich der Implementierung IndependentSetPartitions nach [22]. Sie erlaubt die Bestimmung
der Menge I1;(m — M) aller unabhdngigen Partitionen einer zusammenhdngenden Partition
eines Graphen ohne eine beliebige Teilmenge M wvon einelementigen Blocken der betrachteten
zusammenhdngenden Partition. Mit der letzten Implementierung bestimmen wir schliefSlich die
Anzahl aller Eckenfdrbungen eines Graphen mit genau m echt einfarbigen Kanten.

Die Implementierung Koeffizient2 beansprucht zwar mehr Zeit als die Implementierung
Koeffizientl, allerdings bendtigen wir diese Darstellung der Koeffizienten des trivariaten
chromatischen Polynoms mehrfach als Beweismittel.

Clear [PartitionsOfSingletons]
PartitionsOfSingletons[graph , m , a ] :=
Module[{i, n = Length [PartitionsOf [graph, m][[a]]],
conspar = PartitionsOf [graph, m] [[a]], Singletons = {}},
For[i=1,4is<mn, i++,
If [Length[conspar[[i]]] = 1, AprendTo[Singletons, conspar[[i]]]]1:]:
Singletons]

Clear [IndependentPartitionsOfPartitionsOfWithouta]
IndependentPartitionsOfPartitionsOfWithoutA[graph , m , a_, listlist_] :=
Module[

{i, 3, n = Length[SetPartitions[Complement [PartitionsOf [graph, m][[a]], listlist]]],
part - SetPartitions[Complement [PartitionsOf [graph, m][[a]], listlist]],
IndependentPartitions = {}},

For[i=1, isn, i++,
append = True;

For[j=1, j < Length[part[[i]]], J++,
If [Length[part[[i]] [[3]1]] #
Length [Combinatorica’ ConnectedComponents [InduceSubgraph[graph,
Flatten[part[[i]][[3]]1]]]1], append = False; Break[]]:]:
If [append, AppendTo[IndependentPartitions, part[[i]]]:]1:];:
IndependentPartitions]
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Clear [Foeffizient2]
Koeffizient2[graph , m , x , ¥ ] :=
Sum[Sum[ (x - ¥) » (Length[Subsets[PartitionsOfSingletons|[graph, m, i]][[3]]]) *
Sum[FunctionExpand [
FactorialPower [y, Length[ IndependentPartitionsOfPartitionsOfWithoutA [graph,
m, i, Subsets[PartitionsOfSingletons|[graph, m, i]][[3]]1]1[[k]]111]
 {k; 1, Length [IndependentPartitionsOfPartitionsOfWithoutA [graph,
m, i, Subsets[PartitionsOfSingletons|[graph, m, 1]]1[[3]]1]]1}]
s {J, 1, Length[Subsets [PartitionsOfSingletons[graph, m, i]1]]}]
 {i, 1, Length [PartitionsOf [graph, m]]}]

ShowGraph [Gl = DeleteEdge [Combinatorica’ CompleteGraph[4], {1, 2}]]

Timing[Expand [Koeffizient2[G1l, 3, x, v]]]
{0.421, -2y +2xy}

ShowGraph[G2 = DeleteEdge|
DeleteEdge [DeleteEdge [Combinatorica’ CompleteGraph[6], {1, 2}]1, {1, 3}], {5: 6}]]
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Timing[Expand [Koeffizient2[G2, 3, x, ¥]]]

[208.558, 19y +25xy-27x*y+9x’ y-36y" +2xy* + 87"}

Beispiel A.14 Abschliefiend zeigen wir die Berechnung des trivariaten chromatischen Poly-
noms anhand vierer exemplarischer Wilder, wobei die Koeffizienten fiir jedes dieser Beispiele
nach den Rekursionsvorschriften aus Satz und Korollar [5.20 mithilfe der Implementie-
rungen TrivariaterKoeffizientdzyklisch beziehungsweise TrivariaterKoeffizientiald,
welche an die Implementierung BivariatesPolynoml nach [21] angelehnt sind, bestimmt wer-
den kénnen. Fir die Implementierung TrivariaterKoeffizientWald bendtigen wir wieder-
um die Implementierung EdgesWithoutLeafs, welche wir dahnlich wie die bereits vorgestellte
Implementierung IndependentSetPartitions nach [22] vornehmen und welche die Menge
aller Kanten e = {v1,va} bestimmt, so dass |N(vi)| = 1 oder |N(ve)| = 1 gilt. Schliefs-
lich geben wir unter Finsatz dieser Implementierungen der Koeffizienten das trivariate chro-
matische Polynom TrivartatesPolynomdzyklisch beziehungsweise das trivariate chromati-
sche Polynom TrivariatesPolynomWald fiir jeden dieser Graphen aus. Der Implementierung
TrivariaterKoeffizientdzyklisch liegt hierbei die folgende Formel aus Satz[5.19 zugrunde:
Es sei G = (V,E) ein Graph mit einer Kante e = {u,v} € E, welche die Eigenschaft
N(u) N N(v) =0 besitzt. Fiir jeden beliebigen Graphen H und r > |E(H)| setzen wir

cr(Hyzyy) = 0.
Dann gilt nach Satz[3.26]
en(Giz,y) = cm1(Glemy) — (2 —y) em-1(G —u—viz,y)
+ (G —ega,y) —em(G/e2,y) + (= y) em(G —u—viz,y) .
Weiterhin liegt der Implementierung TrivariaterKoeffizientWald die folgende Formel aus
Korollar[5.20) zugrunge: Es sei W = (V, E) ein Wald und e = {u,v} € E eine beliebige Kante.
Dann gilt
Cm(W, xay) = Cm—l(W/€; $7y) - (.’I} - y) Cm—l(W — U= l',y)
+ (W —e2,y) —ecn(W/esz,y) + (2 — y) en(W —u — vs2,y)
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mit den Anfangsbedingungen
coWsiz,y) = P(W;x,y)
und
e (Hyz,y) = 0

fiir jeden beliebigen Graphen H mit r > |E(H)|.

Zum Vergleich implementieren wir auflerdem das trivariate chromatische Polynom unter der
Bezeichnung TrivariatesPolynom! beziehungsweise TrivariatesPolynom2, indem wir die
Koeffizienten gemdfS Satz[5.4) als Koeffizientl beziehungsweise Satz als Koeffizient2
implementieren. Wie man an den Beispielen sieht, bendtigt die Implementierung des tri-
variaten chromatischen Polynoms TrivariatesPolynom2 mithilfe der Implemenetierung der
Koeffizenten Koeffizient2 am meisten Zeit, weshalb sie nur im ersten und zweiten Bei-
spiel zum Einsatz kommt. Auch die Implementierung des trivariaten chromatischen Polynoms
TrivariatesPolynoml mithilfe der Implementierung der Koeffizenten Koeffizient! erweist
sich als langsam, weshalb auf sie ab dem vierten Beispiel verzichtet wird. Am schnellsten ge-
lingt die Berechnung mithilfe der Implementierung TrivariatesPolynomWald, gefolgt von der
Implementierung TrivariatesPolynomdzyklisch.

Clear [TrivariaterKoeffizientAzvklisch];

TrivariaterRoeffizientAzvklisch[graph , m , x , v ] :
0 /; m > Length|[Edges: [graph] ] && AcyelicQ[graph]

TrivariaterRoeffizientazvklisch[graph , m , x , v ] :=

BivariatesPolynoml[graph, x, ¥] /; m == 0 && AcyclicQ[graph]
TrivariaterRKoeffizientazvklisch[graph , m , x , v ] :=
Module[ {e = Edges[graph], el, e2, gl, g2, g3},
gl = DeleteEdge[graph, e[[1]]];
g2 = MakeSimple[Contract[graph, e[[1]]]];
el = Min[e[[1]]];
e2 - Max[e[[1]]];:
g3 = DeleteVertices[graph, {el, e2}];
Return[Expand [TrivariaterKoeffizientazyvklisch[g2, m-1, x, ¥] -

(x-v) » TrivariaterKoeffizientAzyklisch[g3, m-1, x, ¥] +
TrivariaterKoeffizientAzvklisch[gl, m, %, ¥v] - TrivariaterKoeffizientAzyklisch|
g2, m, X, ¥v] + (x-¥) » TrivariaterKoeffizientaAzyklisch[g3, m, %, ¥v]]];
] /7 0 < Length [Edges [graph]] &% 0 < m&& m < Length[Edges [graph]] && AcyclicQ[graph]
TrivariaterKoeffizientAzyklisch[graph , m , x_, ¥ ] :=
"Keine L&sung" /; Not[AcyelicGraphQ [graph]]

Clear [EdgesWithLeafs];
EdgesWithLeafs [graph_ ] :=
Module[ {i, j, e = Edges [graph] , m = Length [Edges [graph] ], WithLeaf = {}},
For[i=1,izm, i++,
append = True;
For[j=1, 3 < 1, J++,
If [Length[Neighborhood[graph, e[[i]][[F]], 1]] -1 > 1 &&
Length[Neighborhood[graph, e[ [1]][[j+1]], 1]] -1 > 1, append = False];];
If [append, AppendTo [WithLeaf, e[[1]]]]:];
WithLeaf]
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Clear [TrivariaterKoeffizientWald];
TrivariaterRoeffizientWald[graph ,m , x , v ] :=

0 /; m > Length|[Edges: [graph] ] && AcyelicQ[graph]
TrivariaterKoeffizientWald[graph ., m , x ,v ] :

BivariatesPolynoml[graph, x, ¥] /; m == 0 && AcyclicQ[graph]
TrivariaterRoeffizientWald[graph ,m , x , v ] :=
Module[ {e = EdgesWithLeafs[graph], el, e2, gl, g2, g3},
gl = DeleteEdge[graph, e[[1]]];
g2 = MakeSimple[Contract[graph, e[[1]]]];
el = Min[e[[1]]];
Max[e[[1]]];
g3 = DeleteVertices[graph, {el, e2}];
Return [Expand [TrivariaterKoeffizientWald[g2, m-1, x, ¥] -

a2

{(x-v) » TrivariaterKoeffizientWald[g3, m-1, x, ¥] +
(x-1) » TrivariaterKoeffizientWald[g2, m, x, ¥] +
{(x-v) » TrivariaterKoeffizientWald[g3, m, x, ¥]]];

] /7 0 < Length [Edges [graph]] &% 0 < m&& m < Length[Edges [graph]] && AcyclicQ[graph]
TrivariaterKoeffizientWald[graph , m , x , ¥ ] :=
"Keine L&sung" /; Not[AcyelicGraphQ [graph]]

Clear [TrivariatesPolynoml] ;
TrivariatesPolynoml[graph , ®_, ¥ , Z_] :=
sum[Koeffizientl [graph, i, x, ¥v] »z+1i, {i, 0, Length[Edges[graph]]}]

Clear [TrivariatesPolynom2] ;
TrivariatesPolynom2[graph , x , v , z_] :=
sum[Koeffizient2 [graph, i, x, v] »z+1i, {i, 0, Length[Edges[graph]]}]

Clear [TrivariatesPolynomAzyklisch];
TrivariatesPolynomAzvklisch[graph , x , v , z ] := Sum]|
TrivariaterKoeffizientAzyklisch[graph, i, %, ¥] *=z+1i, {i, 0, Length[Edges[graph]]}]

Clear [TrivariatesPolynomWald] ;
TrivariatesPolynomWald[graph , x , v , z ] :=
Sum [TrivariaterKoeffizientWald[graph, i, ®, ¥] *2z+i, {i, 0, Length[Edges[graph]]}]

ShowGraph [Gl = Combinatorica Star[3]];
Timing[Expand[TrivariatesPolynoml[Gl, x, ¥, z]]]

{0.156, X Y- 2Xy-2yB+2XYR +yzz}
Timing[Expand[TrivariatesPolynom2[Gl, x, v, z]]]

{0.405, Xty -2XYy -2y B +2XYR +yzz}
Timing[Expand[TrivariatesPolynomizyvklisch[GLl, =, v, z]]]
JL0.016, b tY-2XYy-2YEZ+2XYy2Z +yzz}
Timing[Expand[TrivariatesPolynomWald[Gl, x, ¥, z]]]
JL0.016, % tY-2XY-2YE+2XYZ +yzz}

ShowGraph [G2 = AdAEdge [AddEdge [AddEdge [EmptyGraph [5], {1, 2}], {1, 3}], {4, 5}]]
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Timing[Expand[TrivariatesPolynoml[G2, x, v, z]]]
{5.788, x5 +x2y—3x3y—y2 +2xy2 —2x2yz +
3X3yz+3y2z—4xyzz+xzyzz—3y2zz+2xyzzz+y223}
Timing[Expand[TrivariatesPolynom2[G2, x, v, z]]]
{26.988, x5 +x2y—3xay—y2 +2xy2 —2X2yz +
3X3yz+3y2z—4xyzz+xzyzz—3y2zz+2xy222+yzza}

Timing[Expand[TrivariatesPolyvnomAzvklisch([G2, x, v, z]]]
{0.078, Farxly-3xPy-yi+2xyv-2xiym+
3xPym+3yizs-—dxyim+exiyzi-oay? zz+2Xy222+y223}
Timing[Expand[TrivariatesPolyvnomWald[@2, x, v, z]]]
{0.062, x° +x2y—3x3y—y2 +2xy2 —2x2yz +
3xPym+3yizs—dxyim+xiyzi-o3ye zz+2Xy222+y223}
ShowGraph [

@3 = AddEdges [Combinatorica’ GraphUnion[Combinatorica Path[2], EmptyGraph[4] ],
{{1, 3}, {1, 4}, {5, 6}}]1]
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Timing[Expand[TrivariatesPolyvnoml[G3, %, v, z]]]

{73.586,
Xa—x2y+3x3y—4x4y+y2—3xy2+3X2y2+3X2yz—6x3yz+4x4yz—4y2z+9xyzz—
6x2y22—3x2y22+3X3yzz+6y222—9xy2 zz+3xzyzzz+X2yza—4y223+3xy2 z“:‘+y2 24}

Timing[Expand[TrivariatesPolynomAzyklisch[G3, x, ¥, 2]]]

{0.141, XG—X2y+3X3y—4x4y+y2—3xy2+3x2y2+3x2yz—6xayz+4x4yz—4y2z+9xyzz—
6x2y22—3x2y22+3X3yzz+6y222—9xy2 zz+3xzyzzz+X2yza—4y223+3xy2 z“:‘+y2 24}

Timing[Expand[TrivariatesPolynomWald[G3, ®, ¥, Z]]]

{0.078, XG—X2y+3X3y—4x4y+y2—3xy2+3x2y2+3x2yz—6xayz+4x4yz—4y2z+9xyzz—
6X2y22—3x2y22+3x3yzz+6y222—9xy2 zz+3xzyzzz+x2yza—4yzza+3xy2 za+y2 24}

ShowGraph [

G4 = AddEdges [Combinatorica’ GraphUnion[Combinatorica’ Path[6], EmptyGraph([5]],
{{1, 8}, {1, 9}, {2, 10}, {7, 11}}]]

—

Timing[Expand[TrivariatesPolynomAzyklisch([G4, x, ¥, 2]]]

{87329,x“+x2yf4x3y+7x4y—9x5y+10x6y710x7y+9x5y79x9y7y2+4xy2711x”f+
26x* vy 41 xtyE 447y 41 %Py 427 X7V ra vy - 17 xy 35 %2y B2y 4
Saxty?-33xP P —avytiisxyto22x vyt i 16X vy o2y —8xiyz+28xPym -
42x 'y +45x° y2-40x°y 2 +30x" y2-18xy2+9x°y2+9y7 2 -22xv' 2+ 77 x v = -
156 x° vV 2 +205x* v 2 -188x" v’ 2+ 123x°v? 2 -4 x" v 2-32yv' 2+ 119x vy’ = -
210x2 vy 2 +260x° v 2-212x* vy 2+ 99x° v 2+ 28y* 2 - 90xytz +110x%yie - 64 x* vim -
6y52+10Xy5z+28x2y22—84x3y22+105x4y22—90X5y22+60X5y22—30x7y22+
9xPye’-36v 2t +112xv 27 -231x v 22 +390x° vy ¥ —410x* v 2% + 282 %% y* 27 -
122x%5v? 22 + 27 %" y? 22 +112v® 22 - 357 xy° 22 + 525 %% y® 22 - 520x% v 2% + 318 x* y® 2% -
99x5y* 22 — B4yt e® + 225 xy*e® —220x% vyt et v 963yt 415y  2¥ —20xy° 22 56 xPyed+
140)(33/23—1410);4}/23+90){53123‘—40}&5}/23+10X7y23+84y2 23—224xy2 =% +
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385x v 2 - 520x*yi e +410x* v ¥ 188 x° v 2 441 xPyPz? 224 v 2? 1 595 x P 2t -
7002y 2 +520x*yPe® —212xt v 2P +33x° vy 2t s 140yt 2P - 300x vyt 2t 220 x% vy 2t -
64><3y4 23—20y5 za+20xy5 Za+70X2yZ4—140X3yZ4+105X4YZ4—45XEYZ4+10XEYZ4—
126 v 2* +280x v 2* - 385x vy 2% + 2390 x° v 2* - 205 x* P 2* + 47 x° v¥ 2% + 280 y" 2 -
595 xvP g + 525 x2 vP e? —260x* yi et 4523 xtyvigt 140yt et 225 xytat - 110x2ytat s
16)<3y4 z4+15yj 24—10xy5 24—56X2y25+84X3y25—42x4yzs+9X5y25+126y2 2" -
224 xv?e® +231x2vP e’ 156 x®y? e r41xtyvP e 224 P 2B 4 257 xyP 2% - 2102y 5
52){33}’7'25+84y425—90xy425+22}>§2y4 zs—6y525+2xy5 ZS+28X2yZG—28x3yze+
Txtyef-84vie®+112xvP 2" - 77x v 2%+ 26x v 2%+ 112y 2% —119xy 2% +

35x2y3 26—28y4 zGJr15xy426+y5 26—8X2y27+4x3yz7+36y227—32xy2 =+
11x2y227—32y’7' z7+17xy3‘z7+4y4z7+xzyzs—9y2 zB+4xyzzE+4yﬁ'zs+y2 zg}

Timing[Expand[TrivariatesPolynomWald[G4, ®, ¥, Z]]]

{13.666, Py 4 v+ Ty -9y + 10y - 10x vy 9xPy-9xPy-viraxyE - 11xP VA
26 %7y 41 xtyE 447 x° 7 41Xy 427XV 44y - 17 xy 35 %2y B2yt o4
Saxty?-33xPyP —avteisxyto22x vt i 16X v ayi o2y -8 xiyz+28xP vy -
42x vz +45x° y2 - 40x°y 2 +30x" y2-18xy2+9xyz+9y7P 2 -22xyv' 2+ 77Xy = -
156 x° v 2 +205x* v 2 -188x" v 2+ 123x°v? 2 -4 x" v 2-32yv* 2+ 119x vy’ = -
2102y 2+260x v 2-212x* vy 2+ 99x° v 2+ 28y' 2 - 90xylz+110x%yvim - 64 P vim -
6y52+10Xy5z+28x2y22—84x3y22+105x4y22—90X5y22+60X5y22—30x7y22+
9x%y e’ -36v 2 +112xyv? 27 - 231x2 v 22 +2390x° vy 27 —410x* v 2% +282%° y° 27 -
122x%5v? 22 + 27 % y2 22 + 112y 22 - 357 xy° 22 + 525 %% y® 22 - 520x% v 2% + 318 x* v® 2% -
99x5yv* 22 —Bavyte +225xy*e® —220x vyt et +06xP vyt 415y  2f —20xy 2t —GexPy el 4+
140)(33/23—1410);4}/23+90){53123‘—40}&5}/23+10X7y23+84y2 23—224xy2 2% +
385x% vy 2° - 520x° yv?Pg® +410x y? 2® - 188x°yv? 2® +41x%v?2® - 224 v¥ 2% + 595 x vy 2° -
700x%yP 2’ +6520x*yi e —212x v 2" +33x° v 2° +140y* 2’ —300x vyt 2’ +220x% yvh 27 -
64){33/4 23—203/5 23+20xy5 23+70X2yz4—140x3yz4+105X4yz4—45x5yz4+10x6yz4—
126 V2 2% +280xv? 2* - 385x%y? =t +390x* ¥ 2t - 205 x* 2 2t 147 x° ¥ 2t + 280y 2t -

595 xyv' mt +525x¥ vt 260yt 4 Baxt P et 140yt et r 225 xyt et o 110Xy et
16x* vyt et +15y° 2t —10xv* 2 - 56 xTye®+84 x> ye® —42x*y=® 1 9x°yr® +126v% =° -
224 xv?w? +231x3yv? P —1BexP v P s 41 xt P et 224 v =¥ 4 35T xy?P 2P o210y 20 4
S2x*y? et ega vt —o0xyirt o2yt 6yt r2xyP Rt 28yt o28 P yrE
7X4y26—84y226+112xy2 ZE—77X2y2 264-26X3y2 ZG+112y3 26—119xy3 2%+
35><2y3 26—28y4 26+15xy425+y5 ZG—BXZYZT+4XSYZ7+36YZZ7—32Xy2 z” +
12y e’ -32y 2" +17xy 2’ +4yte’ +x¥vy=2®-9y? 28 14 xy? 2?14y 2% 47 29}
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