Algorithmische
Aufgabenerstellung unter
Verwendung von
Computeralgebra

Dissertation zur Erlangung des akademischen Grades
Doktorin der Naturwissenschaften (Dr. rer. nat)

von
Hendrikje Schmidtpott-Schulz

Betreut von
Prof. Dr. Wolfram Koepf und Prof. Dr. Andreas Bley

Vorgelegt im Fachbereich
Mathematik und Naturwissenschaften
der Universitit Kassel
Februar 2025

Datum der Disputation: 27. August 2025






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 5
1.1 Einleitung . . . . . . ... oo )
1.2 Technisches . . . . . . . . .. ... Lo 6
1.3 Alternativen zu STACK . . . . ... ... ... ... ..... 6
1.4 Vernetzung, Aufgabensammlungen und didaktische Forschung 8

1.4.1 Aufgabensammlungen . . . . ... .. ... ... ... 8
1.4.2 Nutzen von Onlineassessments . . . . . . .. ... ... 9

2 Aufgabenerstellung 11

2.1 Grundlagen . . . . .. ... 11
2.1.1 Matrizentypen . . . . . . ... 11
2.1.2  Erstellung einer Aufgabe . . . . . . .. ... ... .. 24
2.1.3 Rechnen mit Restklassen und simplify . . . . .. . .. 35
2.1.4  Graphische Darstellungen . . . . .. ... ... .. .. 37
2.1.5 FErkennen von komplexen Wurzeln . . . . . . .. .. .. 41
2.1.6  Zufallige, verkettete Funktionen . . . . . . . . . .. .. 42

2.2 Neue Aufgabentypen . . . . . . . ... ... ... ... ... 44
2.2.1 Zufallige Auswertungen . . . . . . .. ... ... ... 44
2.2.2  Funktionen zu Graphen . . . . ... .. ... ... .. 47
2.2.3 Testen auf Planaritat . . . . . . . ... ... ... ... 49

3 Einsatz der Aufgaben 57

3.1 Einbettung in moodle . . . . . . . . . ... ... L. Y
3.1.1 FEinsatz in der Lehre . . . . . . . ... ... ... ... o7
3.1.2  Bestimmung der Schwierigkeit anhand einzelner Auf-

gaben .. ... 61

3.2 Riickmeldung der Studierenden . . . . .. ... ... ... .. 65

321 STACKrate . . . . ... ... ... ... ... ..., 65

3.2.2 Direkte Riickmeldungen . . . . . ... ... ... ... 67



Fazit und Ausblick 69

4.1 Grenzen der Nutzung . . . . . . . .. .. ... ... ... 69
4.1.1 Einsatz der Aufgaben . . . . . . . .. ... ... ... 70
4.2 Ausblick . . ... 70
Codefragmente 79
A1l Matrizen . . . . . . .. 79
A2 Graphen . . . . . .. ... 83
Aufgaben 87
B.1 Indexshift . . . .. .. ... ... . 87
B.2 Taylorpolynome . . . . . . . . ... ... 89
B.2.1 Varianten . . . . . ... ... 0L 90
B.3 Bild und Kern (ohne Rechnen) . . . . . . .. ... ... .. .. 91
B.3.1 Kern und Bild (3x3, neue Einstellungen, flexibler Rang),
............................... 96
Dynamische Grafiken mit JSXGraph 101
STACKTrate 113



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einleitung

Im Rahmen dieser Arbeit sollen Algorithmen entwickelt und erforscht wer-
den, die Aufgaben im Bereich der Linearen Algebra, Analysis und den Dis-
kreten Strukturen generieren kénnen. Diese Aufgaben sollen einen definierten
Schwierigkeitsgrad haben. Diese Algorithmen sollen theoretisch beschrieben
und in Computeralgebrasystemen (CAS) implementiert werden.

Als wissenschaftliche Mitarbeiterin beim Projekt MAOAM (Mathematische
Online Arbeitsmaterialien) habe ich bereits verschiedene Aufgaben fiir die
Lernplattform Moodle unter Verwendung des Computeralgebrasystems
MAXIMA erstellt. An diese Vorarbeiten mochte ich ankniipfen und beste-
hende Algorithmen iiberarbeiten und verbessern sowie neue, effiziente Algo-
rithmen entwerfen. MAXIMA wird hierzu fiir die Erstellung der Algorithmen
verwendet, umgesetzt werden die fertigen Aufgaben mit dem moodle-Plugin

STACK [Sanl6].

Wesentlicher Teil dieser Aufgaben ist das Feedback an die Studentinnen und
Studenten. Um Studierenden wirklich helfen zu konnen, sind differenzierte
Riickmeldungen unerlésslich. Das bedeutet, neben der Fragestellung miissen
die potentiellen Antworten der Studierenden analysiert werden. Das Plugin
STACK in Moodle liefert hier gute Werkzeuge, um die Antworten der Stu-
dierenden entlang bindrer Bdume auf mathematische Eigenschaften hin zu
untersuchen und entsprechende Riickmeldung zu geben. Diese Moglichkeit
muss bereits bei der Erstellung der Frage beriicksichtigt werden [Kall6a]
und [Kall6b].



Nicht zuletzt muss auf die technischen Mo6glichkeiten eingegangen werden,
die von Studierenden parallel zur Bearbeitung einer Onlineaufgabe potentiell
genutzt werden konnen. Tools wie wolframalpha.com oder Photomath liefern
auf Knopfdruck rechnerische Losungen mit Zwischenschritten. Das Uben der
rechnerischen Fahigkeiten riickt somit in den Hintergrund und wir miissen
oder diirfen uns auf die Interpretation der Ergebnisse konzentrieren.

In dieser Arbeit mochte ich einige von mir entwickelte Algorithmen vorstel-
len und anhand einer Aufgabe aus der Linearen Algebra auch das Vorgehen
und die Uberlegungen beim Erstellen einer Aufgabe erldutern, die sich aus
meiner Sicht als zielfithrend herausgestellt haben. Zudem erldutere ich den
Einsatz der von mir entwickelten Aufgaben in der Lehre und ihre Einbet-
tung in moodle. Hierbei werde ich auf Schwierigkeiten eingehen, auf die wir
im Zuge der Randomisierung gestofien sind.

1.2 Technisches

An der Universitiat Kassel wird STACK, das als moodle-Plugin vom Rechen-
zentrum verwaltet wird, verwendet, bei der Erstellung von Aufgaben sind wir
an die jeweils aktuell installierte Version gebunden. Zum jetzigen Zeitpunkt
lauft STACK in der Version 4.7.0 vom Juli 2024.

Die Version von moodle, die an der Universitit Kassel genutzt wird, ist Versi-
on 4.1.12. Entsprechend sind alle Bilder, die aus moodle entnommen wurden,
in diesen oder Vorgéngerversionen erstellt.

1.3 Alternativen zu STACK

STACK ist natiirlich nicht das einzige Tool zur Erstellung von mathema-
tischen Aufgaben, die in Learning-Management-Systeme eingebaut werden
konnen. An dieser Stelle mochte ich kurz eine Auswahl anderer Systeme vor-
stellen.

Numbas

Aus der Universitdt Newcastle stammt das Numbas-System. Mit Numbas
lassen sich Tests erstellen, die auf den ersten Blick Ahnlichkeit mit STACK-
Tests haben. Numbas-Tests konnen als Stand-Alone-Tests zum Uben ver-
wendet werden. Um sie z.B. in moodle einzubinden, miissen sie als SCORM-
Module eingepflegt werden. Hinter Numbas steckt kein CAS, allerdings ist die
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Nutzung verschiedenster JavaScript-Bibliotheken und anderer Erweiterungen
moglich, so lassen sich in Numbas-Aufgaben auch durchaus JSXGraph oder
Geogebra integrieren. Randomisieren von Variablen ist méglich. Ein schones
Feature ist die Handschrifterkennung. Das System wird laufend erweitert und
bietet auch direkt eine 6ffentliche Bibliothek fiir Aufgaben.

Wiris

Bei Wiris handelt es sich um eine kommerzielle Software, die z.B. als Plugin
fiir moodle dient. Ahnlich wie bei Numbas ist eine handschriftliche Eingabe
moglich. Inwiefern ein Computeralgebrasystemen im Hintergrund lauft, ist
mir leider nicht bekannt.

Geogebra

Geogebra ist eine Geometriesoftware mit Schnittstelle zu algebraischen Ele-
menten. Sie ldsst sich sowohl fiir Demonstationszwecke als auch zur Abfrage
von Losungen und Losungswegen verwenden. Geogebra ldsst sich als Soft-
ware installieren oder im Browser nutzen. Hier stellt Geogebra auch eine
Plattform, um eigene Aufgaben in Form von Applets zu hosten und freige-
gebene Applets anderer User zu finden. Auf diese Weise unterscheidet sich
Geogebra grundlegend von den anderen Losungen, da es sich hierbei um eine
eigenstindige Software handelt, die der Allgemeinheit direkt zur Verfiigung
steht. Dariiber hinaus ldsst sich Geogebra auch direkt in moodle integrie-
ren: man kann es als eigenes Aufgabenformat in Tests verwenden oder aber
auch in andere Aufgabentypen wie STACK oder Numbas einbinden, indem
auf gehostete Applets zugegriffen wird. Erstellt man z.B. Aufgaben in Geoge-
bra fiir moodle, kénnen geometrische Konstruktionen abgefragt werden, oder
man kann eine grafische Losung einfordern. Den Applets, die man selbst oder
andere mit Geogebra erstellt haben und {iber die Plattform aufgerufen wer-
den, lassen sich bei Aufruf Eingabevariablen iibergeben, und so kénnen sie
an randomisierte Aufgaben direkt angepasst werden. Nutzen die Studieren-
den das Applet, so kann der Status des Applets nach Bearbeitung zuriick
an das aufrufende System iibergeben und Bepunktung sowie Feedback zu
Aufgaben vorgenommen werden, sei es durch moodle direkt oder durch eine
STACK-Aufgabe, in die das Applet eingebettet ist.
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1.4 Vernetzung, Aufgabensammlungen und di-
daktische Forschung

1.4.1 Aufgabensammlungen

Die Aktualitdt des Themas und die Vielzahl technischer Alternativen legen
nahe, dass dhnlich gelagerte Projekte bereits existieren. An dieser Stelle soll
ein kurzer Uberblick iiber einige relevante Initiativen gegeben werden.

Im deutschsprachigen Raum ist insbesondere der Arbeitskreis Mathe-
Digital [Dig21] zu nennen. In dessen Rahmen entstand die Datenbank DO-
MAIN, in der STACK-Aufgaben gesammelt und heruntergeladen werden
kénnen, um sie in eigene Online-Tests zu integrieren. Auch einige der in dieser
Arbeit vorgestellten Aufgaben stellen wir in dieser Datenbank zu Verfiigung.

International ist die Vernetzung innerhalb der STACK-Community sehr
stark. Regelméafiger Austausch finden im Rahmen von STACK-Konferenzen
[Con| und des STACK Professional Network [Net] statt, bei denen technische
Neuentwicklungen sowie neue Einsatzmoglichkeiten von STACK diskutiert
werden.

Eine umfangreiche Sammlung von Aufgaben wird direkt mit STACK ver-
breitet. Das Moodle-Plugin liefert zudem einen Moodle-Kurs mit Beispielauf-
gaben, der den Einstieg in die Erstellung eigener Aufgaben erleichtern kann.

Zuséatzlich lassen sich zahlreiche Aufgaben aus den HELM-Workbooks fiir
STACK nutzen. HELM (Helping Engineers Learn Mathematics) war ein 2002
fiir vier Jahre angelegtes Projekt britischer Universitédten, in dessen Rahmen
insgesamt 50 Arbeitsbiicher fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften ent-
wickelt wurden [HPW09]. Viele der Ubungsaufgaben wurden in den letzten
Jahren in STACK migriert und online bereitgestellt. Sie sind nun iiber die
STACK-Webseite zuginglich [SD25] und [SCMMBZ25].

Nicht direkt offentlich zugénglich ist die Datenbank der finnischen Hoch-
schulen, Abacus [Aba]. Neben den urspriinglichen Projektpartnern haben
sich inzwischen zahlreiche weitere Hochschulen an der Sammlung beteiligt
und eigene Materialien beigesteuert [Ras16].

Hervorzuheben ist zudem IDEMS international, die mit INNODEMS,
Onlinekurse und Materialien mit und fiir STACK entwickelt, um die mathe-
matische Ausbildung, insbesondere an afrikanischen Universitdten, voranzu-
treiben [ZB23].

Wir sehen, dass in den letzten Jahren eine Fiille an Onlinematerialien fiir
die mathematische Bildung Studierender entstanden ist, ein Grofteil hiervon
in STACK. Einiges ist randomisiert, haufig aber auf einem eher niedrigen
Level. Entsprechend soll in den folgenden Abschnitten der Fokus eher auf
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innovativen und neuartigen Beispielen liegen und weniger auf Routineaufga-
ben, die sich besonders effektiv mit Onlineassessments bearbeiten lassen.

1.4.2 Nutzen von Onlineassessments

Befragt man Studierende nach ihren Wiinschen zur Priifungsvorbereitung, so
werden neben der Verfiigbarkeit von Altklausuren hiufig der Wunsch nach
weiteren freiwilligen Ubungsmoglichkeiten gedufert. Hier kann automatisier-
tes und randomisiertes Onlineassessment eine bedeutende Rolle spielen, da
direktes Feedback ohne zusétzlichen Korrekturaufwand moglich ist.

Zum generellen Einsatz von Onlineassessments gerade in der Eingangs-
phase des Studiums existieren Studien, die einen Nutzen fiir einige Personen-
gruppen nahelegen. Hier verweise ich auf die Untersuchungen zu mathemati-
schen Vorkursen an der Universitét, bei denen Blended-Learning-Methoden
diskutiert wurden [Fis14]. Reine Online-Angebote erscheinen fiir bestimmte
Zielgruppen jedoch problematisch [WCH15]. Da es in dieser Arbeit jedoch
um einzelne Online-Aufgaben und -Tests geht, beschranken wir uns im Fol-
genden auf die Nutzungspotenziale von STACK.

Onlineassessments, die STACK nutzen, werden bereits an einigen Uni-
versititen eingesetzt. Haufig erfolgt der Einsatz eher pragmatisch. An der
Maseno Universitéit in Kenia wird STACK in gréflerem Stil eingesetzt und in
diesem Zusammenhang wurden Ergebnisse von Priifungen mit der Nutzung
von Onlinematerialien verglichen. In [OPSS21] wird ein Setup beschrieben,
bei dem verschiedene Onlinetests zur Gesamtnote eines Kurses beitragen, und
die Ergebnisse dieser Vortests mit den Priifungsergebnissen verglichen. Ein
Zusammenhang zwischen kontinuierlichen erfolgreich bearbeiteten STACK-
Aufgaben und guten Klausurergebnissen lief sich herstellen. In einer spateren
Analyse [JAOO22] wurde auf Studierendengruppen eingegangen, bei denen
Vortests und Priifung nicht den Erwartungen entsprachen. Sie stieflen hier
neben Problemen der technischen Infrastruktur auch auf Studierende, die
andere dafiir bezahlten, ihre Test zu bearbeiten. Einzelne beméngelten das
Feedback in einigen Aufgaben, so dass sie aus Fehlern nichts lernten. Im All-
gemeinen fiel das Feedback dieser Analyse aber sehr positiv aus.

Eine weitere Fallstudie wurde an der Universitdt Triest durchgefiihrt
[DIMWDD24] und [JCDL24]. In der Linearen Algebra wurden Klausurer-
gebnisse bei unterschiedlichem Einsatz von STACK-Aufgaben in verschie-
denen Gruppen betrachtet. In diesen Datengruppen gab es eine Korrelation
zwischen Einsatz und Ergebnis, die aber nicht zwangsldufig kausal sein muss.
Auch hier war das Feedback der Studierenden meist positiv, wobei teilweise



Sorge bestand, dass Losungswege nicht so gut bewertet werden kénnen wie
bei Papierabgaben.

STACK lasst sich als Moodle-Fragetyp sehr unterschiedlich einsetzen.
Soll es zum einfachen Uben verwendet werden, lassen sich Tests beliebig
oft durchfiihren.

An der Universitit Ljubljana wurde analysiert, wie freiwilliges Wiederho-
len von Tests mit erreichten Punkten in verpflichtenden Priifungen korreliert
[Pre22]. Grundlage hierzu sind Daten aus einer Mathematik 1 Veranstaltung.
Hier miissen die Studierenden Vortests in STACK bestehen um zu Klausu-
ren zugelassen zu werden. Eine Begrenzung der Anzahl an Versuchen existiert
nicht. Hierbei fallt auf, dass bei schwécheren Studierenden sehr haufiges Wie-
derholen nicht zu Erkenntnisgewinnen gefiihrt hat.

Auch in [THN25] wird ebenfalls ein Szenario mit beliebig vielen Wieder-
holungen beschrieben. Der Fokus hier liegt allerdings auf Feedbackbdumen.
Es wird untersucht, wie Studierende sich durch unterschiedliche Wege dem
korrekten Ergebnis anndhern. Diese Vorarbeiten miinden in einem neuen An-
satz Feedbackbaume zur Erarbeitung korrekter Losungen zu nutzen, so dass
das Feedback auf die Ubereinstimmung mit der Musterlosung einer Aufga-
be hinwies und Studierende sich so der korrekten Losung anndhern konnten

[INFE+25].
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Kapitel 2

Aufgabenerstellung und
verschiedene Typen

2.1 Grundlagen

2.1.1 Matrizentypen

Matrizen spielen in den unterschiedlichsten Gebieten der Mathematik, insbe-
sondere auch bei mathematischen Veranstaltungen in der Ingenieurmathema-
tik, eine wesentliche Rolle und tauchen in den unterschiedlichsten Aufgaben
auf. Im Folgenden mochte ich auf die Erstellung von verschiedenen Matrix-
typen eingehen. Da die erstellten Matrizen zur Generierung von Ubungsauf-
gaben verwendet werden sollen, liegt ein besonderer Fokus auf ganzzahligen
Matrizen. Einiger dieser Uberlegungen finden sich auch in [Ste03].

Eine absolut beliebige Matrix ist benotigt lediglich eine Funktion, die
jedem Matrixeintrag a[i, j], einen randomisierten Wert zuweist und einen
Befehl, der hieraus ein Matrixobjekt in der gewiinschten Dimension erstellt.
Wir verwenden diese Art Matrizen nur bei Aufgaben zu elementaren Matrix-
operationen. Eine ganzzahlige n x m-Matrix mit Eintragen zwischen —k und
k wird mit

ali,jl:=rand_with_step(-k,k,1);
A:genmatrix(a,n,m)

erstellt.

Matrizen mit vielen Nulleintrigen

Bei bestimmten Aufgaben ist es sinnvoll eine Mindestanzahl an Nulleintragen
pro Zeile oder Spalte festzulegen. Dies ldsst sich realisieren, indem man eine
Matrix aus Zeilen mit einer bestimmten Anzahl an Nulleintragen generiert.



Um eine n X m-Matrix mit genau oder mindestens k£ Nulleintrdgen zu gene-
rieren, wird eine Liste aus k£ Nullen und m — k£ Einsen generiert, n Permuta-
tionen hiervon ergeben dann die Matrix. Nun kénnen alle Einseintrége durch
eine zufillige Zahl ersetzt werden. Sinnvollerweise iiberpriift man, ob hierbei
Nullspalten entstehen. Beispielcode findet sich im Anhang A.1.

Algorithmus 2.1:

Erstellung einer quadratischen n x n Matrix mit & Nulleintrédgen pro
Zeile

Eingabe: n, k, max, mit max als Betragsmaximum der Eintréige
Ausgabe: gesuchte Matrix

1. iiberpriife, ob Eingabe sinnvoll, sonst Ausgabe: Nullmatrix
2. erstelle Liste 1ine mit k Nulleintrdgen und n — k£ Einseintrigen
3. erstelle n Permutationen der Liste

4. ersetze die 1-Eintridge der Listen durch zufillige ganze Zahlen
zwischen -max und max ohne Null

5. erstelle mogliche Ausgabematrix

6. iiberpriife Matrix auf gewiinschte Eigenschaften (Nullspalten,
Rang, etc.), dann Ausgabe, sonst zu (2.)

Effizienz: Abhéngig von den gewiinschten Eigenschaften, sieche Tabel-
le 2.1

Zur Einordnung der Effizienz des Algorithmus 2.1 betrachten wir die Er-
stellung von 500, nicht notwendigerweise verschiedenen, 10 x 10-Matrizen
mit & Nulleintrdgen in wxMaxima. Hierbei ermitteln wir die durchschnittli-
che Anzahl an Durchldufen, bis eine valide Matrix erstellt ist.

Die Effizienz dieses Algorithmus héngt, wie wir erkennen sehr stark von
den gewiinschten Eigenschaften ab. Betrachten wir die einzelnen Schritte:
Zunéchst vergleichen wir lediglich die Eingabegrofien und entscheiden iiber
die Losbarkeit. Das einmalige Erstellen einer Liste aus Null- und Einseitragen
lasst sich ebenfalls vernachléssigen. Interessant ist die Erstellung der n Per-
mutationen. Verwendet wird hier der Befehl random_permutition(line)

12



max | k=0 |k=2|k=4|k=6| k=38

keine Nullspalte | 2 1 1 1.018 | 1.312 | 13.634
voller Rang 2 ] 1.004 | 1.008 | 1.056 | 1.682 | 68.166
keine Nullspalte | 5 1 1 1.002 | 1.128 | 5.718
voller Rang 5 1 1 1.006 | 1.136 | 13.268

Tabelle 2.1: durchschnittliche Anzahl an notigen Neuerstellungen einer 10 x
10-Matrix nach Algorithmus 2.1

auf eine Liste 1ine. Maxima gibt hier Knuths Algorithm als eine Version von
Fisher-Yates an, deren Aufwand linear mit n steigt ([F'Y48] und [Knu97]).

Reguliare Matrizen

Wesentlich sind reguldre Matrizen.

Definition 2.1:
Eine quadratische Matrix A iiber einem Korper K heifit regulér, wenn
sie in K invertierbar ist.

Bemerkung 2.1:
Die regulédren n x n-Matrizen bilden einen Ring iiber K und wir be-
zeichnen die Menge dieser Matrizen als allgemeine lineare Gruppe

GL(n,K).

Bekanntlich ist eine Matrix genau dann regulér, wenn ihre Determinante von
Null verschieden ist. Entsprechend kann man eine reguldre Matrix finden,
indem man Thre Komponenten absolut zufillig besetzt, und anschlieend
iiberpriift, ob die Determinante von Null verschieden ist. Sofern keine weite-
ren Eigenschaften erforderlich sind, ist dies ein praktikables Vorgehen (vgl.
Tabelle 2.2 fiir 5000 Durchlaufe). Wir sehen anhand dieser Tabelle, dass die
Wahrscheinlichkeit direkt eine reguldre Matrix zu erhalten mit Grofle der
Komponenten und der Matrix zunimmt. Stehen nur die Komponenten 1, 0
und -1 zur Verfiigung, so kommt es noch zu Ausreiflern.

Um hier auch eine untere Schranke anzugeben, was die Wahrscheinlichkeit

betrifft, eine reguldre Matrix zu erhalten, versuchen wir einige regulidre Ma-
trizen zu zéhlen und gehen hierbei Zeile fiir Zeile vor. Der erste Zeilenvektor
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XLy 2 3| 5 | 7

26| 134|117 |1.07| 1.04
29126110 |1.03 | 1.01
2.711.09 ] 1.02 ]| 1.00 | 1.00
1.8 | 1.01 | 1.00 | 1.00 | 1.00

oo| ot wo| po| 3

Tabelle 2.2: durchschnittliche Anzahl der notigen Neuerstellungen einer
zufallig bestimmten reguléaren n x n-Matrix mit Komponenten zwischen -max
und max

v, der Matrix ist, sofern er nicht der Nullvektor ist, beliebig wahlbar, es gibt
demnach (2 -k +1)" — 1 mogliche Zeilenvektoren der Lange n mit Eintrdgen
zwischen —k und k. Auch die Anzahl der zum ersten Zeilenvektor linear
unabhéingigen Vektoren fiir die zweite Zeile lasst sich bestimmen. Hierzu be-
trachten wir zu welchen Vektoren welche Vielfache existieren konnen, ohne
dass wir Eintrége erhalten, die betragsmafig grofier als £ sind. Wir zerlegen
hierzu die Menge zuléssiger Vektoren in disjunkte Teilmengen 77 bis 7. Da-
bei ist 77 die Menge der Zeilenvektoren, die ausschliellich 0, 1 und -1 enthal-
ten, 7; die Menge der Vektoren mit Eintrdgen aus {—i, ..., 4} allerdings ohne
Vektoren, die bereits in U!_]7; enthalten sind. Fiir Vektoren aus 7 gilt, dass
sie mit jedem i € {—Fk, ..., k} multipliziert werden kénnen und immer noch
passende Komponenten beinhalten, fiir Vektoren aus 7; sind Zahlen moglich,
die betragsméBig kleiner oder gleich |%] sind. Wir kénnen somit zu jedem
v; bestimmen, wie viele linear abhéngige Vektoren es gibt und damit auch
berechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit die ersten beiden Vektoren linear
unabhéngig sind. Fiir jede Menge 7; gilt somit |7;| = (2-i+1)" —(2-i—1)".
Wir definieren |r | als die Anzahl an linear unabhéngiger erster zwei Zeilen
und erhalten wir somit

k

[riol = D (26 +1)" — (2 L%J +1)) (2 i+ )" = (20 -1)7)

=1

mogliche von insgesamt (2 - k + 1)*® moglichen Zeilenkombinationen.

14



Definition 2.1:

Als lineare Hiille oder auch Spann einer Menge Vektoren aq, ..., a; in
einem K-Vektorraum V bezeichnen wir die Menge aller Linearkom-
binationen dieser Vektoren, also

< A >:=span{ay,...q;} = {Z Awag | A € KK}

ik=1

Da wir fiir weitere Zeilen sdmtliche Linearkombinationen der bisherigen
Zeilenvektoren untersuchen miissten, miissen wir uns ab der dritten Zeile
mit einer groben Abschétzung begniigen. Nehmen wir an, die bisherigen
t — 1 Zeilen sind linear unabhéingig und spannen einen ¢ — 1-dimensionalen
Untervektorraum < A; ; >= span{vy,..,v;_1} auf. Wir kénnen fiir unsere
neue Zeile immer einen Zeilenvektor v finden, der linear abhéngig von den
bisherigen Zeilenvektoren ist, also in dem erwdhnten Untervektorraum ent-
halten ist. Nun finden sich aber auch immer Einheitsvektoren die nicht in
< A;_1 > enthalten sind. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien dies
die Einheitsvektoren E; bis E,,. Wenn wir nun einen dieser Einheitsvektoren
E,le{i,i+1,...n} oder ein Vielfaches von E; an v addieren, so kann die-
ser neue Vektor nicht in < A; ; > liegen, muss also linear unabhéngig sein.
Andern wir also diese I-te Komponente von v, erhalten wir einen neuen Zei-
lenvektor. Da alle anderen Werte zwischen —k und k moglich sind, erhalten
wir mindestens 2 - k linear unabhéngige Zeilenvektoren v; fiir die neue Zeile.
Dies lésst sich bis zur n-ten Zeile fortfithren. Fiir jede neue Zeile erhalten wir
somit mindestens 2k(n — ¢ 4+ 1) Moglichkeiten eine linear unabhéngige Zeile
hinzuzufiigen. Die Wahrscheinlichkeit einen linear unabhéngigen neuen Zei-
lenvektor fiir die Zeile 7 zu finden betragt also mindestens %ZT_SZ}), wenn un-
ser System bislang linear unabhéngig war. Nun ist aber auch jede Linearkom-
bination dieser Einheitsvektoren linear unabhéngig (sofern nicht jeder dieser
Linearfaktoren gerade Null ist) und somit kénnen wir diese Abschétzung
verbessern, in dem wir nun stattdessen (2k + 1)"~*! — 1 linear unabhingige
Kandidaten fiir unseren Zeilenvektor v; annehmen und erhalten jetzt eine
Wahrscheinlichkeit von

(2k 4+ 1)1 —1
(2k + 1)

P(dim(< A; >) =i |dim(< Ay >)=1—1) >

dass die neue Zeile linear unabhingig von den vorherigen ist, sofern diese
schon linear unabhéngig waren. Um eine geschlossene Form zu erhalten er-
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max 2 3 5 7

1.23 | 2.78 | 5.61 | 14.14 | 27.59
1.68 | 3.76 | 7.65 | 20.07 | 38.71
254 1592 | 11.78 | 30.83 | 59.33
3.75 | 8.72 | 17.40 | 45.55 | 86.33

ol U W| DN

Tabelle 2.3: durchschnittlicher Wert der betragsgréfiten Komponente bei ei-
ner durch LR-Zerlegung entstandenen Matrix

stellen nun auch v, auf die eben beschriebene Weise und zusammengefasst
erhalten wir also

P(dim(< A, >) =n)
> P(vl #0) - ﬁP(dim(< A >)=1|dim(< A >)=1i—1)

ﬁ (2k + 1)+t — 1
(2k + 1)

=1

Eine weitere Moglichkeit, eine reguldre Matrix garantiert zu finden, ist
die L R-Zerlegung. Hierbei erhélt man direkt eine reguldre Matrix, allerdings
lassen sich auf diese Weise die Komponenten nicht direkt begrenzen. Theore-
tisch ist die maximale Obergrenze der Komponenten einer so erstellten n x n
Matrix mit Eintrdgen zwischen -max und max bei max? - n, je groBer max
gewahlt wird, desto weiter entfernt liegt im Schnitt der betragsgrofite Wert
(vgl. Tabelle 2.3).

Ganzzahlig invertierbare Matrizen

Fiir viele Anwendungen verwenden wir zusétzlich die Inverse einer Matrix,
beispielsweise zum Losen von Gleichungssystemen oder bei Basiswechselma-
trizen. So ist es wiinschenswert, dass die Matrix, auf der eine Aufgabe beruht,
nicht nur regulér sondern auch ganzzahlig invertierbar ist. Die vorgestellten
Verfahren fiir regulére Matrizen lassen sich auf ganzzahlig invertierbare Ma-
trizen iibertragen. Aus der Cramerschen Regel kénnen wir folgern, dass eine
Matrix ist genau dann ganzzahlig invertierbar, wenn ihre Determinante 1
oder -1 ist. Entsprechend kénnen wir, analog zu der ersten Methode fiir re-
guldre Matrizen, nach der Erstellung der Matrix aus zufilligen Eintrédgen auf
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) max | 3 5
2 3.0 81| 218
3 691 19 | 86
) 31 | 203 | 2700

Tabelle 2.4: durchschnittliche Anzahl der notigen Neuerstellungen einer
zufillig bestimmten ganzzahlig invertierbaren n x n-Matrix mit Komponen-
ten zwischen -max und max, die Varianz liegt hierbei in der Gréfienordnung des
Mittelwerts

deren Determinante priifen, gegebenenfalls eine neue Variante erstellen und
dies so lange wiederholen, bis die Matrix diesem Kriterium entspricht. Bei
groBeren Matrizen ist dies allerdings zeitaufwendig (vgl. Tabelle 2.4).

Satz 2.1:

Cramersche Regel Sei A € K™ eine reguldre Matrix und b € K ein
Vektor iiber K. Dann ist das durch A -z = b gegebene Gleichungs-
system eindeutig losbar und die Komponente z; des Losungsvektors
xr € K" ist gegeben durch x; = ‘itt‘if, wobei A; entsteht, indem die
i-te Spalte von A durch den Vektor b ersetzt wird.

Die zweite Moglichkeit, eine Erstellung der ganzzahlig invertierbaren Ma-
trix A {iber die LR-Zerlegung, ist an dieser Stelle deutlich effizienter. Dies
erhalten wir einfach dadurch, dass wir nur die Werte 1 und -1 auf der Dia-
gonalen der Dreiecksmatrizen zulassen. Auch hier kénnen wir nicht direkt
den betragsgrofiten Eintrag in der Matrix angeben. Auflerdem korreliert die
Betragsgrofie der Komponenten offensichtlich auch mit der Position dieser
Komponenten innerhalb der Matrix, so ist a,,, immer 1 oder -1. Dies kann
man mit Hilfe einer Permutationsmatrix dndern, die bei Mulitplikation mit A
Zeilen oder Spalten von A vertauscht. Der Code dazu findet sich im Anhang
bei A.2.
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Algorithmus 2.2:

Erstellung einer ganzzahlig invertierbaren n x n-Matrix

Eingabe: n, max mit max als Betragsmaximum der Eintrige der Drei-
ecksmatrizen L und R

Ausgabe: gesuchte Matrix

1. definiere lokale Variable i,j, L, R

2. beginne schleife i:1..n

3. beginne Schleife j:1..n

4. falls i=j setze L[i,3] und R[i, 3] auf 1 oder -1

5. falls i<j setze R[i,j] auf zufillige Zahl aus [-max, max] und
L[i,j] aufO

6. falls i<j setze L[i, j] auf zufillige Zahl aus [-max, max| und R[i
,jl auf 0

7. beende Schleife (3)

8. beende Schleife (2)

N}

. generiere Martizen aus L und R und gebe das Produkt beider aus.

Effizienz: Ganzzahlig invertierbare Matrix beim ersten Durchlauf

Matrizen mit Rang r

Benotigen wir einen bestimmten Rang r einer Matrix, so kénnen wir Zufalls-
matrizen solange erstellen, bis der Rang r erreicht ist, oder wir kontrollieren
das Resultat, indem wir eine reguldre n x n Matrix A mit obigen Verfah-
ren bestimmen und eine eher einfache Matrix X aufstellen, die n — r linear
abhéngige Zeilen oder Spalten besitzt. Mit Hilfe von zufélligen Permutatio-
nen erhélt man mit M = A-X oder M = X - A sehr unterschiedliche Matrizen
vom Rang 7.
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Algorithmus 2.3:

Erstellung einer n x n-Matrix vom Rang r
Eingabe: n, r

Ausgabe: gesuchte Matrix

1. erstelle Liste 1iste aus den ersten Einheitsvektoren

2. wébhle r zufillige Elemente von 1iste (in zufélliger Reihenfolge)
aus redefiniere 1iste durch diese Auswahl

3. beginne Schleife i:r+1..n

4. addiere zwei zufillige Elemente von 1iste und fiige sie am Ende
von liste hinzu

5. definiere Matrix A aus liste

Anmerkungen: 1. Variationen der Linearkombinationen sind natiirlich
auch moglich, genauso wie Einschrankungen derart, dass nicht zwei-
mal die gleichen Spalten ausgewéhlt werden diirfen. Die Umsetzung
in Maxima findet sich im Anhang (A.1).

2. Nach Schritt 4 liegen alle Eintrdge geordnet in Listenform vor,
um Matrixoperationen durchfithren zu konnen, fehlt der genmatrix
(liste ,n,n)-Befehl.

Analog lisst sich auf diese Weise natiirlich auch eine n x m-Matrix er-
stellen, indem man die Matrix X als n x m- oder m x n-Matrix aufstellt.

Orthogonale Matrizen

Definition 2.3:
Wir nennen eine reelle Matrix A orthogonal, wenn fiir ihre Spalten-
vektoren a;, a; gilt: i # j = a -a; =0
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Definition 2.3:

Wir nennen eine reelle Matrix A orthonormal, wenn fiir ihre Spalten-
1 fallsi =7,

vektoren a;, a; gilt: al - a; = o
0 sonst.

Wollen wir stattdessen orthogonale Matrizen erzeugen, so nutzen wir das
Gram-Schmidt-Verfahren mit einem zufélligen ersten Vektor und den kar-
tesischen Einheitsvektoren. Sollten diese Vektoren nun normiert werden, so
erhalten wir gewohnlich Vektoren mir irrationalen Eintragen. Wollen wir dies
vermeiden, konnen wir die Matrix mit einem skalaren Vielfachen multiplizie-
ren. Ein Codefragment findet sich im Anhang A.6. Andernfalls kann auf die
in [MJO24] vorgestellten Matrizen zuriick gegriffen werden. Hier werden eine
Liste von orthonormalen Matrizen verlinkt und unterschiedliche Verfahren
vorgestellt, wie solche Matrizen generiert werden kénnen.

Bestimmte Eigenwerte

Sind die Eigenwerte \; der Matrix M vorgegeben, so reicht es eine regulire
Matrix A zu generieren und M mit M = A~ - D - A zu berechnen, wobei D
die Diagonalmatrix ist, die aus den vorgegebenen Eigenwerten besteht. Ist
det(A) = £1, so ist M sogar ganzzahlig. Mit A sind auch direkt Eigenvek-
toren zu den gewiinschten Eigenwerten bestimmt.

Symmetrische Matrizen

Bendtigen wir eine symmetrische Matrix, so konnen wir einfach eine solche
Matrix generieren, indem wir alle Eintrage auf und oberhalb der Diagonale
zuféllig bestimmen und die Eintrdge unterhalb der Diagonale anpassen.

Wenn wir aber fiir unsere symmetrische Matrix A schon Eigenwerte vor-
geben mochten, da wir z.B. Aussagen zu Definitheit machen wollen, gibt
es grundsétzlich wieder zwei Moglichkeiten. Die erste wire, dass wir eine
symmetrische Matrix erstellen und deren Eigenwerte iiberpriifen, dies wie-
derholen wir so lange, bis passende Eigenwerte gefunden werden. Da wir
tendenziell kleine Dimensionen verwenden, da ab dim(n) = 5 das Losen
des charakteristischen Polynoms ohne Raten einzelner Eigenwerte algebra-
isch nicht moglich sein konnte, ist dieses Verfahren durchaus vertretbar. Es
muss bei der Implementierung allerdings zwingend eine Abbruchbedingung
angelegt werden, da selbst bei 3 x 3-Matrizen mit Koeffizienten zwischen -5
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und 5 gelegentlich mehr als 100 Durchldufe fiir rationale Eigenwerte benotigt
werden. Fragetests sollten in moodle also unbedingt durchgefiihrt werden, so
dass wir nur brauchbare Varianten fiir unsere Aufgaben verwenden. Moéchten
wir stattdessen 4 x 4-Matrizen einsetzen, sind haufig 500 Durchlaufe nicht
ausreichend. Entsprechend lohnt es sich hier, brauchbare Matrizen in einer
externen Datei zu speichern aus denen in der Aufgabenerstellung eine zuféllig
ausgewdahlt wird.

Zum anderen konnen wir, dhnlich wie bei allgemeinen Matrizen mit vor-
gegebenen Eigenwerten, auch bei symmetrische Matrizen vorgehen. Wieder
erstellen wir A aus der Digonalmatrix D, welche die Eigenwerte enthéalt. Op-
timal wére es, konnten wir nun eine orthonormale n x n-Matrix 7' bestimmen
und A =TT . D -T berechnen. Das Resultat wird eine symmetrische Matrix
sein. Orthonormale Matrizen 7T, fiir die T7-T = E,, gilt, sind in den seltensten
Féllen ganzzahlig. Dies wére beispielsweise bei Permutuations- oder Dreh-
und Spiegelungsmatrizen der Fall, und diese sind eher uninteressant fiir die
Aufgabenerstellung. Auch mit Gram-Schmidt lassen sich orthonormale Ma-
trizen konstruieren, die wegen der Normierung der Vektoren allerdings nicht
ganzzahlig sein konnen. Damit fiihrt das Erstellen unserer symmetrischen
Matrix A auf diese Weise nur in Ausnahmefillen bei besonders geschickt
gesetzten Diagonalelementen der Matrix D zu einer ganzzahligen oder we-
nigstens rationalen symmetrischen Matrix.

Wir diskutieren nun die Implementierung zweier unterschiedlicher Verfah-
ren um geeignete Matrizen zu finden. Zunéchst erzeugen wir die Matrix T'
mit dem Gram-Schmidt-Verfahren. Fiir eine 3 x 3-Matrix ist dies vertretbar
und wir kénnen aus einer diinn besetzten Matrix die orthonormale Matrix
T generieren so dass wir eine zumutbare symmetrische Matrix A erhalten.
Bereits 4 x 4-Matrizen miissen aber in moodle hédndisch ausgewahlt wer-
den, um den Rechenaufwand fiir die Studierenden auf ein verniinftiges Mafl
zu begrenzen. Versehentliche Verwendung trivialer Matrizen sollte ebenfalls
entweder durch die Implementierung oder durch Auswahl geeigneter Vertre-
ter in moodle vermieden werden.

Daneben gibt es aber Matrizen, die nicht ganz optimal sind, fiir unsere Zwecke
aber ausreichen. Ein Ansatz hierzu wird in [MJO24] beschrieben. Wir nutzen
nun Matrizen, die einer Drehmatrix dhnlich sind.
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Definition 2.3:

Wir bezeichnen eine n x n Matrix M als Drehmatrix wenn sie sich
von der Einheitsmatrix £, nur in vier Komponenten unterscheidet:
mi; = m;; = cos(¢), m;; = —sing = —m,,

Diese Drehmatrix beschreibt eine einfache Drehung um einen Winkel ¢ in der
7, v;-Ebene. Die Komponenten sind allerdings nur im Fall ¢ = k-7, k € Z
ganzzahlig und auch wieder Permutationen. Wir konnen allerdings genau
diese Komponenten durch andere Zahlen ersetzen, so dass wir die gesuch-
te Matrix 1" konstruieren, in dem wir in der entsprechenden Einheitsmatrix
fiir festes 4,j die Koordinaten ¢;; = ¢;; und ¢;; = —t;; jeweils mit einer
beliebigen Zahl, die von 0 verschieden ist, belegen. So unterscheiden sich in
T - TT die lediglich die Diagonalelemente t;; = ¢;; von der Einheitsmatrix
und A=T"1. DT ist eine symmetrische Matrix, die unsere gesuchten Eigen-
werte besitzt und schlimmstenfalls rationale Eintrage enthélt. Allerdings sind
auch hier nur zwei Eintrdge a;; = a;; ausserhalb der Diagonalen von Null
verschieden. Da wir, wie oben diskutiert, nur kleine Dimensionen betrachten,
stellt dies aber keine grofle Einschrankung dar.

Algorithmus 2.4:
Erstellung einer n x n-Matrix die einer Drehmatrix dhnlich ist mit
Eintrdgen zwischen -max und max
Eingabe: n, max
Ausgabe: gesuchte Matrix A
1. erstelle Matrix A als Einheitsmatrix
2. wihle zufélliges Tupel (¢,7) mit i # jund und 1 <i,5 <n
3. bestimme zwei zufillige Zahlen x und y mit -max < z,y < max
4. setzte Ali,il:x, A[j,jl:x, Ali,jl:yund A[i,jl:—y

5. gebe A aus

Anmerkungen: Alternativ  konnten, bei entsprechender Ein-
schrinkung der Randomisierung, auch verschiedene echte Dreh-
matizen erstellen.
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Fiir groflere Dimensionen liefle sich das oben beschriebene Problem der
vielen Nulleintrdge umgehen, indem wir die Matrix 7" durch Multiplikation
mehrere dieser Matrizen erstellen. Hier sind nun aber zwei Punkte zu beach-
ten: Zum Einen miissen wir bei der Wahl der Paare i, j darauf achten, dass
dieselben Indizes nicht zu haufig auftreten, da sonst die Eintrige zu grofl
werden. Zum Anderen sind wir nun nicht mehr frei in der Auswahl der Ein-
trige unserer Matrix. Um die Symmetrie zu erhalten, miissen wir uns, wie in
[MJO24] vorgeschlagen, mit pythagoreischen Tripeln begniigen und so auch
eine echte Drehmatrix verwenden, so dass nur Eintrige z.B. aus {:l:%, :I:%}
gewihlt werden, wie im Anhang A.7 implementiert.
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2.1.2 Erstellung einer Aufgabe

An dieser Stelle soll der Aufbau und die Erstellung einer STACK-Aufgabe
erklart werden. Als Beispiel dient hier eine Aufgabe der Linearen Algebra
zum Thema Figenwerte.

Aufgabe

Gegeben sei eine quadratische 2 X 2 oder 3 x 3 Matriz A. Gesucht ist
der kleinste/grifiste Eigenwert und dessen algebraische sowie geome-
trische Vielfachheit.

Randomisiert werden die Eintrdge der Matrix und ob der gréfite oder
kleinste Eigenwert gesucht wird. Um die erstellten Matrizen kontrollieren
zu konnen und zu vermeiden, dass unschone Ergebnisse auftreten, mochten
wir die Eigenwerte vorgeben kénnen und auch die Vielfachheit dieser Werte
kontrollieren.

Es wire moglich, die Komponenten a;; der Matrix einfach zuféllig zu
wéhlen. Ein kleiner Test in Maxima zeigt allerdings, dass von 1000 3 x 3-
Matrizen dieser Art selten mehr als 10 einen doppelten Eigenwert besitzen
und in den anderen Fillen die Eigenwerte auch seltenst ganzzahlig sind.

Dies legt ein Vorgehen #dhnlich der Aufgaben zur Diagonalisierung nahe,
in denen A mit Hilfe der Diagonalmatrix D und einer reguldren Matrix S
erstellt wird. Anstelle der Diagonalmatrix D verwenden wir nun aber eine
Jordanform J.

Um spétere Anpassungen zu erleichtern, wird die Aufgabe allgemein fiir
n x n ausgearbeitet. Die Jordanblécke werden allerdings hochstens Blocke
der Dimension 2 sein.

2 =3
Gegeben Sei die Matrixa=| -1 0 2 |
-1 0 2

Geben Sie den kleinsten Eigenwert 1, und seine algebraische und geometrische
Vielfachheit u_, (4,) bzw.pu__ (4,) an.

alg geo

= | |

ey (he) = | |

Byoo(Re) = | |

Abbildung 2.1: Studierendenansicht der Frage
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Die Matrix S wird dann als ganzzahlig invertierbare Matrix wie in 2.1.1
beschrieben, erstellt.

Die Aufgabenvariablen

Zunéchst gehen wir auf die Aufgabenvariablen der STACK-Aufgabe ein. An
diesem Punkt werden alle fiir die Erstellung der Aufgabe notwendigen Varia-
blen und Funktionen definiert. Die Definition erfolgt in Maxima mit wenigen
Abweichungen durch STACK-spezifische Befehle. Angenehmer ist es, diesen
Teil zunéchst in einem externen Maxima-Editor durchzufiihren, wobei man
entweder die STACK-Sandbox nutzt oder die wenigen abweichenden Funk-
tionen selbst definiert.

e Zunachst setzen wir die Dimension n der Matrix A fest. Dies kann
einfach durch

n:3;

oder aber auch durch eine zuféllige Grofie wie

n:rand ([2,3])
geschehen.

e Als néchstes wird eine Begrenzung fiir die Komponenten der A zugrun-
deliegenden Matrizen gegeben. Beispielsweise wird mit

max :2

festgelegt, dass alle Eigenwerte und Eintrdge der Matrizen L und R
betragméafig kleiner gleich 2 sind.

e Nun wird entschieden, ob nach dem gréfiten oder kleinsten Eigenwert
gesucht wird. Wir setzen

kg:rand ([0,1])

und suchen, wenn kg = 0 gilt, den kleinsten Eigenwert. Die Program-
mierung der Aufgabe ldsst sich vereinfachen, wenn man jeweils eine
einzelne Aufgabe fiir beide Typen erstellt und Moodle dann zufillig
entscheiden lasst, welche Aufgabe im Test erscheint.

e Als niachste Variable wird die Anzahl der 2 x 2-Jordanblécke bestimmt.
Hier verwenden wir

k:rand (floor(n/2) +1)
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Dies garantiert 0 < k < g Moglich wire es auch hier eine Zahl festzu-
legen, dass alle dieselbe Anzahl solcher Blécke bekommen.

Mit der Funktion
makeRegNN (n,n)

wird eine ganzzahlig invertierbare n x n-Matrix S aus den Matrizen L
und R generiert. (vgl. Kap. 2.1.1)

Um die Jordanform zu generieren, wird zunéchst eine Liste der Eigen-
werte fiir jeden Block bestimmt.
EW = [ewy,...ewy |, ew; € NN [—max,max]. Mit Hilfe dieser Eigen-
werte wird ein Array d definiert, aus dem die Jordanmatrix J generiert
werden kann.
dli,jl:=if i<=2%k and j<=2%k
then block([l:ceiling(i/2)],
if i=j then EW[1]
else if i=j-1 and evenp(j) then 1
else 0)
else block(if i=j then EW[i-k]
else 0);
J:genmatrix(d,n,n)

Wir erhalten nun die anzuzeigende Matrix A =S -.J- S %

Die Musterlésung wird als Liste angegeben mit TansEW=[Ages, laig: Hgeo)s
wobei Ages der gesuchte Eigenwert ist. Da wir bei der Erstellung der

Matrix A weder den gesuchten Eigenwert, noch die algebraische oder

geometrische Vielfachheit explizit vorgegeben haben, miissen wir diese

bestimmen, indem wir uns die Jordan-Matrix J anschauen aus der wir

jeden Eigenwert, sowie deren jeweilige Vielfachheiten ablesen kénnen.

Dafiir miissen wir aus der Liste moglicher Eigenwerte zunéchst den ge-

suchten Eigenwert (also grofiten oder kleinsten) heraussuchen, und im

Anschluss die Vielfachheiten zéhlen.
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ews :makelist (J[i,i],i,1,n);

TansEW:block ([antw: [first (ews) ,1,1]1],
if kg=0 then for i:2 thru length(ews) do
block (if ews[i]l<antw[1] then antw:[ews[i],1,1]
else if antw[1l]l=ews[il]
then antw[2]:antw[2]+1)
else for i:2 thru length(ews) do
block (if ews[i]>antw[1] then antw:[ews[i],1,1]
else if antw[1l]l=ews[il]
then antw([2]:antw[2]+1),
antw) ;

TansEW[3]:block ([1i:EW,i:0],
while member (TansEW[1],1i) do
block(i:i+1,1li:delete(TansEW[1],1i,1))
,1)

Beispielswerte

Setzen wir zur Veranschaulichung Werte fiir die obigen Variablen ein. Wir
wéhlen eine 4 x 4-Matrix, um die Funktionsweise der verwendeten Algorith-
men besser nachvollziehen zu koénnen. Wir suchen den grofiten Eigenwert,
also ist kg = 1 und wir verwenden kleine Zahlen, setzen deswegen max auf
zwei. Mit k = 1 besitzt die Jordannormalform einen 2 x 2-Jordanblock. In
dem oben beschriebenen Ablauf wird lediglich Dimension und max durch den
Dozenten, der die Aufgabe stellt, gesetzt und alles weitere randomisiert. Ran-
domisiert wird zunéchst die reguliare Matrix S. In diesem Beispiel wére das
etwa

-1 -1 2 1
1 -1 0 O
5= 0 1 —-120
0 -1 0 1

Nun erhalten wir die Liste der Eigenwerte. Wegen k = 1 enthélt sie nun drei
nicht zwangslaufig verschiedene Eigenwerte. Hier z.B. EW = [-1, -2, —1].
Aus diesen Eigenwerten generieren wir eine Jordanmatrix:

-1 1 0 1
0 -1 0 0
I = 0 0 -2 0
0o 0 0 -1



Zusammen mit S generieren wir nun die Matrix A, die in der Aufgabe un-
tersucht werden soll. Wir erhalten

-4 -3 —4 3
1 0 2 -1
1 1 0 -1
0o 0 0 -1

A:

Da die Matrizen zufallsbasiert entstanden sind, miissen wir nun eine Mu-
sterlosung erstellen. Hierfiir suchen wir aus der Liste aus Diagonalelementen
[—1,—1,2,—1] von J nun den grofiten Wert, also -1, aus, da ja kg = 1 gilt.
Wir zdhlen, wie oft -1 in der Liste auftritt und erhalten die algebraische
Vielfachheit, hier also 1,y = 3. Danach iiberpriifen wir, wie oft der gesuchte
Eigenwert in der Liste EW auftritt und ermitteln so, das pg, = 2 gelten
muss. Die Musterlosung, auf die STACK zur Korrektur zugreifen kann, ist
demnach TAns=[-1,3,2].

Der Fragetext

Im Fragetext wird die fiir die Studierenden anzuzeigende Frage eingegeben.
Hier ist XTEX-Code moglich, auf Aufgabenvariablen kann mit {Quar@} zuge-
griffen werden. In dieser Aufgabe werden programmierbare Question-Blocks
eingesetzt, so dass je nach Typ kg (2.1.2) entweder das Wort groiter oder
kleinster angezeigt wird. Hierzu muss {iberpriift werden, ob test mit

test ="is(kg=0)"

wahr oder falsch ist (Abbildung 2.2).

Wesentlich sind in diesem Eingabefeld die Antwort- und Validations-
blocke. Prinzipiell sind hier auch eigene Bezeichnungen der Antwortfelder
moglich um die Aufgabe iibersichtlich zu gestalten. Jede Antwort muss auch
validiert werden konnen. Bei diesem Beispiel, indem nur numerische Werte
abgefragt werden, ist der Gewinn fiir die Studierenden gering, in Fragen nach
Termen allerdings &uflerst hilfreich.

Allgemeines

Weitere allgemeine Eingabefelder sind Name der Frage, die Kategorie, in der
sie gespeichert wird (wird beim Erstellen angelegt), die erreichbaren Punkte
(default: 1) und Abziige (nur bei Mehrfachbeantwortung notig). Auflerdem
gibt es die Feedbackfelder, das spezifische Feedback, das die im folgenden
beschriebenen Feedbackbdume aufzahlt, die die Antworten der Studieren-
den {iiberpriifen sollen und das allgemeine Feedback, das jeder Testteilneh-
mer unabhéngig von der eigenen Antwort angezeigt bekommt. Auch hier ist
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Gegeben sei die Matrix \(A={@A@}).

Geben Sie den [[if test="is(kg=0)"]] kleinsten [[else]] groBten [[/ if]] Eigenwert
\(\lambda_e\) und seine algebraische und geometrische Vielfachheit \(\mu_{alg}
(\lambda_e)\) bzw.\(\mu_{geo}(\lambda_e)\) an.

\(\lambda_e =) [[input:ans1]] [[validation:ans1]]
\(\mu_{alg}(\lambda_e) = \) [[input:ans2]] [[validation:ans2]]

\(\mu_{geo}(\lambda_e) = \) [[input:ans3]] [[validation:ans3]]

Y

Abbildung 2.2: Backend eines Fragetexts mit Question Block

—12 —-11 25
Gegeben Sei die Matrix A=| 0 2 0
-4 -2 8
Geben Sie den groBten Eigenwert A, und seine algebraische und geometrische

Vielfachheit ,ualg(lg) bzw. ,ug”()lg) an.

= |

lhre letzte Antwort wurde folgendermalen interpretiert: 2

oy (o) = |1 |

lhre letzte Antwort wurde folgendermabBen interpretiert: 1

HyooPe) = |1 |

lhre letzte Antwort wurde folgendermabBen interpretiert: 1

Abbildung 2.3: Frontend der Fragestellung mit Validierung

29



Aufgabenhinweis A{@A®@}, J{@)@}, gesuchter Eigenwert mit Héufigkeitenh@TansEW@} J
Y

Abbildung 2.4: Aufgabenhinweise mit zufélliger Matrix

Variante Aufgabenhinweis
571728499 @ 10 —12 -11 25 -2 1 0
Al o 2 0|5 0 —2 0| gesuchter Eigenwert mit Haufigkeiten:[2, 1, 1]
-4 -2 8 0 0o 2
2055475512 @ W@ -2 1 0 01 0
Al—-4 2 0 | k{0 0 0 | gesuchter Eigenwert mit Héuﬁgkew’ten:[o, 2, l]
0 0 -2 00 -2

Abbildung 2.5: eingesetzte Varianten der Aufgabe

KETEX-Code moglich. Die Feedbackbdume kénnen beliebig benannt werden,
hier verwende ich aber die Standardbenennung prt1, prt2 und prt3.

Bei randomisierten Aufgaben sind die Aufgabenhinweise notwendig. Dies
Feld darf in diesem Fall nicht leer bleiben. Es empfiehlt sich die Aufgabe und
Losung hier einzutragen, so dass man bei Riickfragen der Studierenden auch
die Losung schnell zur Hand hat. Erkldrender Text kann auch hilfreich sein,
wie in Abbildung 2.4 verwendet.

Beim automatischen Erstellen eines Satzes Aufgaben bricht STACK bei
gleichen Aufgabenhinweisen ab, es sollten also alle wesentlichen randomisier-
ten Variablen aufgefiihrt werden.

Sind alle beschriebenen Felder ausgefiillt, kann der Aufgabentext iiber-
priift werden und die Felder aktualisiert werden. Hierbei werden Eingabefel-
der und Feedbackb&ume angelegt oder umbenannt, die nun diskutiert werden.

Eingabe: Antwort

Fiir jedes Eingabefeld wird ein solcher Block angelegt. Hier wird der Typ
und die Groéfe der Antwort festgelegt sowie eine Musterlosung hinterlegt.
Als Typ sind algebraische Eingaben aber auch Matrizen oder Dropdownli-
sten moglich. Auch bei offenen Aufgaben muss eine Musterlosung angegeben
werden. Ansonsten diirfen an dieser Stelle auch Einschréankungen an die Ein-
gabe gemacht werden, wie z.B. den Begiff int verbieten. Man kann hier auch
die Validierung ausschalten, falls gewiinscht.
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Eingabe: ans1

Eingabetyp Algebraische Eingabe #
MusterlGsung TansEW[1]
GréBe der Eingabebox 15

Strenge Syntax

4

Ja

Stenchen einfligen Keine Sternchen einfligen

Syntax-Hinweis

Hinweis-Attribut Wert

4

Verbotene Worter

Erlaubte Worter

Abbildung 2.6: Backend eines Eingabefelds

Feedbackbiume

In einer Aufgabe kénnen beliebig viele Feedbackbdume erstellt werden. Da
ein Feedbackbaum nur durchlaufen wird, wenn alle in ihm verwendeten Ein-
gabefelder einen Wert besitzen, kann es sinnvoll sein, fiir jedes Aufgabenfeld
einen Feedbackbaum zu definieren, so dass Teilpunkte auf eine Aufgabe gege-
ben werden, wenn die letzten Felder leer geblieben sind. Bei unserer Aufgabe
haben wir uns somit fiir drei Feedbackbdume entschieden.

Jeder Feedbackbaum besteht aus mindestens einem Knoten und zwei
Blattern. Der Begriff Baum ist allerdings etwas irrefiihrend, es handelt sich
hier um gerichtete Graphen, die aber nicht notwendigerweise kreisfrei sind.
Ein Knoten kann also, wenn sinnvoll, auch auf unterschiedlichen Pfaden er-
reicht werden. In jedem Knoten wird eine Studierendenantwort mit einer
Musterantwort verglichen und als wahr oder falsch klassifiziert.

STACK liefert unterschiedliche Uberpriifungsmethoden. AlgEquiv ist aber
oft zielfithrend. Es sind auch numerische Uberpriifungen oder welche, die auf
algebraische Vereinfachungen, Integral- und Differenzialrechnung optimiert
sind, moglich. Bei dem Feedback, das man an dieser Stelle unterdriicken
kann, handelt es sich nur um die Meldung, wie dieser Test ausging, nicht
um das unten eingetragene Feedback. Nun wird die Reaktion auf die Uber-
priifung definiert, wir geben an, an welchem Knoten es weitergeht, ob es
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ol Antwortlberpriifung  AlgEquiv $ SAns ans2 TAns  TansEW[2]

Test-Optionen Feedback unterdriicken  Ja

Knoten 2 wenn WAHR Mod + % Score 1 Abziige Néchster  [stop] +  Antworthinweis  prt2-2-T

Knoten 2 WAHR feedback . . .
1 iv B I & EE % S @B & @3

Sie haben die dazugehérige algebraische Vielfachheit korrekt bestimmt. A

[eratar 2w FACR Mod - % Score O Abziige Nachster Knoten3 # Antworthinweis prt2-2-F

Knoten 2 FALSCH Feedback . . N .
1 iv B I & EE % @B & md

Leider ist die dazugehorige algebraische Vielfachheit falsch. A

Abbildung 2.7: Knoten eines Feedbackbaums

Punkte gibt oder sogar Abziige, und ob und was fiir ein Feedback auf die-
se Antwort angezeigt wird. (vgl: Abbildung 2.7) Wir konnen beliebig viele
Knoten hinzufiigen um eine Antwort unterschiedlichen Tests zu unterziehen.

In diesem Beispiel entscheidet der erste Feedbackbaum nur, ob der richtige
Eigenwert gefunden wurde. Ist dieser korrekt, gibt es fiir diesen Feedback-
baum einen Punkt und eine entsprechende Meldung. Andernfalls den Hin-
weis, dass die Eigenwerte bestimmt werden miissen und zeigt das korrekte
charakteristischen Polynom an.

Der zweite Feedbackbaum verwendet zwei Eingaben, sowohl die fiir den
Eigenwert als auch die fiir die algebraische Vielfachheit. Wurde der falsche
Eigenwert angegeben, bricht der Baum sofort ab, da eine Uberpriifung der
Vielfachheit so nicht zielfithrend ist, da wir nicht iiberpriifen, wie dieser Ei-
genwert zustande kam. Im zweiten Knoten vergeben wir einen Punkt fiir
diesen Baum, falls die Vielfachheit korrekt ist. Falls nicht, {iberpriifen wir im
dritten Knoten noch, ob hier eventuell 0 als Antwort angegeben wurde und
weisen darauf hin, dass dies per Definition ausgeschlossen ist.

Der dritte Feedbackbaum zur Uberpriifung der geometrischen Vielfach-
heit sieht dhnlich aus, hier wurde noch ein vierter Knoten hinzugefiigt, der
iiberpriift, ob die angegebene algebraische Vielfachheit kleiner als die geome-
trische ist.

Insgesamt sind also drei Feedbackbdme mit einem Wert von jeweils einem
Punkt erstellt worden, der Aufgabenwert selber ist ein Punkt, damit tragt
jeder Feedbackbaum also einen drittel Punkt bei.

Optionen, Schlagworter

Fiir diese Aufgabe benétigen wir keine Anderungen in den Einstellungen,
hier konnen automatische Feedbacktexte angepasst, Klammern bei Matrizen
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Test-Eingaben

anst TansEW[1]

ans2 TansEW[2]

ans3

‘ o

Fullen Sie den Rest des Formulars aus, um einen Testfall zu erstellen

Erwartete Ergebnisse

prt1: [ans1] Score 1 Abziige 0 Antworthinweis  prt1-1-T &
prt2: [ans1, ans2] Score 1 Abziige 0 Antworthinweis = prt2-2-T #
prt3: [ans1, ans2, ans3] Score 0 Abziige 0.1 Antworthinweis =~ prt3-3-T &

Testfall erstellen Abbrechen

Abbildung 2.8: Testfall mit falscher geometrischer Vielfachheit

gedindert werden oder ein paar andere haufige Konventionen in der Anzeige
angepasst werden. Schlagworter kdnnen gerne eingegeben werden, Sie erleich-
tern das Wiederfinden der Aufgabe in der Fragesammlung.

Fragetest und eingesetze Varianten

Ist die Frage gespeichert, kann sie vom System automatisch getestet werden.
Hierfiir werden Testfélle erstellt, z.B. was passiert, wenn wir die Musterlosung
eingeben, was, wenn wir einen typischen Fehler gemacht haben. Fiir die Ein-
gaben miissen wir auf die obigen Variablen zugreifen, so dass diese Testfille
wirklich fiir alle Versionen funktionieren kénnen.

Nun kann man STACK automatisch einige Varianten einsetzen lassen,
die dann den Studierenden gestellt werden. Hierbei wird auch {iberpriift,
ob sie diesen Testfdllen geniigen. Die Lehrenden kénnen in dieser Anzeige
auch einzelne Varianten loschen, falls diese trivial oder zu schwer erscheinen,
so dass diese nicht in den Tests auftauchen werden. Oft lohnt es sich in
diesen Fillen aber auch die Aufgabenvariablen noch einmal unter die Lupe
zu nehmen, so dass diese Félle beim nédchsten Einsetzversuch gar nicht erst
erstellt werden.
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Auslagern von Programmcode

Werden viele Zeilen Code fiir eine Aufgabe benétigt oder tauchen bestimmte
eigene Funktionen in vielen Aufgaben auf, so kann es sinnvoll werden, Auf-
gabenteile auszulagern. Dies ist seit Version 4.4 aus dem Juli 2022 mdoglich.
Hierfiir muss eine Textdatei aufgerufen werden in der die benétigten Inhal-
te zu finden sind. Dies kann beispielsweise Maximacode sein, der innerhalb
der Aufgaben- oder Feedbackvariablen benotigt wird, oder auch Bilder und
JSX-Code fiir die Anzeige von Frage, Feedback und Musterlosung. Ein Mi-
nimalbeispiel konnte beispielsweise folgendermafien aussehen:

a:rand (10) ;

b:rand (20) ;

stack_include ("https://www.mathematik.uni-kassel.de/"

heschmpo/test_include.txt");
/*laedt Textdatei, die die Funktion addOneMore

enthaelt*/
lsng: addOneMore(a,b)

Sehr sinnvoll ist dies auch, wenn man die Randomisierung kontrollieren
will. So kann man eine Liste von besonders geeigneten Matrizen fiir eine
Aufgabe in einer Datei ablegen und muss nicht spéater anhand der Fragetests
die ungeeigneten Matrizen héndisch aussieben. Wie im folgenden in Kapitel
2.2.3 diskutiert, kann Randomisierung in einer Aufgabe auch dazu fiihren,
dass wir sie selber nicht mit den zur Verfiigung stehenden Mitteln allgemein
l6sen konnen. Hier hilft es, eine Liste der Versionen vorliegen zu haben, von
denen wir die Eigenschaften bereits kennen.

Wird die Aufgabe gespeichert, wird der Code aus der aufgerufenen Text-
datei geladen und der gespeicherten Aufgabe hinzugefiigt. Ein Aufrufen der
Frage durch Studierende lddt die Datei nicht neu. Anderungen in der Quellda-
tei haben dementsprechend erst mit einem erneuten Speichern der erstellten
Aufgabe einen Effekt [SD22]. Dies ermoglicht die Nutzung des extern gelager-
ten Codes, auch wenn keine Verbindung zum Server, auf dem die Quelldatei
liegt, existiert. Es bietet sich an, in den Quelldateien die Aufgaben, die Code
aus der Datei bendtigen, anzugeben, so dass erneuerter Code auch in den
entsprechenden Fragen iibernommen wird.
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2.1.3 Rechnen mit Restklassen und simplify

Das Rechnen mit Restklassen stellt ein Computeralgebrasystem vor keine
groflen Herausforderungen. Das Ergebnis von Termumformungen kann mit-
hilfe des mod(a,n)-Befehls leicht iiberpriift werden. Schwieriger wird es, wenn
man Zwischenschritte abfragen mochte. In dieser Aufgabe soll mindestens ein
Zwischenergebnis angegeben werden. An dieser Stelle miissen Vereinfachun-
gen abgeschaltet werden und die Zwischenschritte manuell gesetzt werden.
Die eingebauten Antworttest helfen leider nicht weiter, da Kongruenzen nicht
vorgesehen sind.

Wir erstellen in dieser Aufgabe die Zahlen n € {4,5,6,8,9} und
a,b,c € {10n + 1,10n + 2...,101n + 1} und lassen die Studierenden den
Term a - b + ¢ als Kongruenz modolo n bestimmen, wobei das Endergebnis
zwischen 0 und n — 1 liegen soll.

Wir setzen die Losung: lsng:mod(a*b+c,n) und berechnen ai:mod(a,n) und

Berechnen Sie 662 - 140 4 750 =g

Bitte geben Sie auch Zwischenschritte an, indem Sie kongruente Terme durch einen
Zeilenumbruch im Eingabefeld kenzeichnen.
Beachten Sie, dass das Ergebnis zwischen 0 und n — 1 liegen sollte.

Abbildung 2.9: Frage zu Kongruenzen

analog b; und ¢; sowie den Zwischenschritt al * b1 4 c1.

Nach diesem Schritt muss das Vereinfachen der Terme durch simp:false abge-
schaltet werden. Wir erstellen zuletzt eine Losungsmatrix mit
1sngMat :matrix([ev(al*bi+cl,noeval)], [10], [1sngl), die in der ersten Zeile den
Term al % bl + c1, in der zweiten dann das Ergebnis dieser Summation und
in der dritten Zeile das Endergebnis enthélt.

Die Eingabe soll hier als Matrix mit variabler Zeilenzahl erfolgen, so dass be-
liebig viele Zwischenschritte moglich sind. Offensichtlich konnten die Zeilen
zwei und drei der Musterlosung identisch sein. Wahlweise wére eine Einga-
be als Liste oder in unterschiedliche Felder moglich, die Eingabe in der hier
verwendeten Form erscheint aber am handlichsten aus Studierendensicht.

Um die Antwort allerdings auszuwerten, miissen wir die Matrix zunéchst
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wieder in eine Listenform bringen und diese Liste in das Endergebnis
ansFinal€ N und die Zwischenschritte ansSteps als Liste der Terme ohne das
Endergebnis aufteilen. An dieser Stelle kénnen wir das simplify wieder ak-
tivieren, so dass wir wieder mit den einzelnen Ergebnissen arbeiten kénnen.
Zunéchst {iberpriifen wir, ob das Endergebnis korrekt ist und geben hierfiir
einen Punkt. Wurden aber keine Zwischenschritte angegeben, so reduziert
sich das Ergebnis wieder. Zuletzt {iberpriifen wir, ob sich in den Umformun-
gen Fehler eingeschlichen haben, indem wir von Zeile zu Zeile die Kongruen-
zen mittels der Funktion findFalseEquiv(ansList, axb+c,n) iiberpriifen.
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2.1.4 Graphische Darstellungen

Zur Veranschaulichung mathematischer Inhalte sind graphische Darstellun-
gen héaufig hilfreich. In der Analysis werden beispielsweise Funktionen und
ihre Eigenschaften diskutiert und viele dieser Eigenschaften konnen am Funk-
tionsgraphen verdeutlicht werden. Die Anzeige eines Plots einer Funktion ist
also wiinschenswert.

Geometrische Problemstellungen ausschliefilich textuell zu beschreiben ist
in erster Linie miihselig und auch die Graphentheorie profitiert von anschau-
lichen Skizzen. Aus diesem Grund bietet es sich an auch graphische Elemente
in einige Aufgaben zu integrieren. Hierzu kann der STACK-eigene plot-Befehl
genutzt werden. Mehr Moglichkeiten bietet aber die Verwendung von Geo-
gebra oder JSXGraph.

Plots in Maxima

Verwendet man Maxima in der wxMaxima-Umgebung stehen einem die Be-
fehle (wx)plot2d und (wx)plot3d zur Verfiigung. Mit entsprechenden Optio-
nen kann man so einiges an grafischen Ausgaben erzeugen. Das vorangestellte
wx sorgt hier dafiir, dass die erzeugten Plots direkt als Bild in der wxMaxima-
Sitzung ohne eigenes Fenster angezeigt werden, dafiir stehen so aber keine
Werkzeuge wie Verschieben oder Koordinatenanzeigen zur Verfiigung. Das
draw-Paket liefert hier noch weitere vielfiltige Moglichkeiten [Haal4]. Ma-
xima verwendet hier das Programm Gnuplot. Um eine sichere Verwendung
unter moodle zu gewéhrleisten wurden diese Befehle deaktiviert, der neue
Befehl p1ot dient als Wrapper und erzeugt Plots, die direkt in der Aufga-
be angezeigt werden konnen. Die Optionen sind hierbei etwas eingeschréinkt
worden, dreidimensionale Plots sind nicht méglich. Nichtdestotrotz liefert
STACK auch mit seinem plot-Befehl ein niitzliches Werkzeug um relativ ein-
fach eine grafische Ausgabe zu erzeugen.

Ein Beispiel zum Einsatz des STACK-eigenen Plots finden wir bei einer
Frage zu der Losungsmenge einer kubischen Ungleichung.
Zu der Losung wird hier auch ein Plot der Funktion angezeigt.

Geben Sie die Lésungsmenge L c R der folgenden Ungleichung an. (16-x2 — 9) - (5-x — 1)> 0.
( (Nicht beantwortet) + ) (Nicht beantwortet) &

Hinweis: Geben Sie eine Losung der Form (0, 6) ein als e<x and x<& , hdngen Teile der Losung nicht zusammen verwenden Sie x<é or 6<x

Abbildung 2.10: Gesucht wird die Losungsmenge einer Ungleichung
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Ihre Antwort ist teilweise korrekt.
Sie haben leider die falschen Operatoren verwendet.

Betrachten Sie die beiden Faktoren der linken Seite. Das Produkt ist genau dann negativ, wenn
genau einer der zwei Faktoren negativ ist.

40

20 -

@ | becnooomsonaosnnosssnnaimndiead bosaonesannessnnossmon —

20 -

-40 =

Eine richtige Antwort ist x > — g Sie kann so eingegeben werden: x > -(2/3)
Eine richtige Antwort ist: "and"

Eine richtige Antwort ist x < — g Sie kann so eingegeben werden: x < -(2/5)

Eine richtige Antwort ist: "or”

Eine richtige Antwort ist x > S Sie kann so eingegeben werden: x > 2/3

Abbildung 2.11: allgemeines Feedback und Musterlosung zur Ungleichung
aus Abb. 2.10

Ein diskreter Plot wird bei einer Fragestellung zu Parallelogammen verwen-
det. Der Code 2.13 liefert mit diversen vorher gesetzten zufélligen Werten
fiir ax, ay, uzr, uy, ve und vy eine Skizze des Parallelogramms.

Grafiken mit JSXGraph

Dynamische Grafiken sind mit JSXGraph moglich. JSXGraph ist eine JavaS-
cript Bibliothek, die an der Universitéit Bayreuth entwickelt wurde [GVW10]
und [Vas18|. In Aufgabenstellung und Feedback kénnen JSXGraph-Applets
eingefiigt werden. Die zu skizzierenden Elemente werden hier als Objekte de-
finiert mit allen benotigten Eigenschaften. Wir konnen beispielsweise Punkte,
Geraden und Funktionsgraphen definieren, diesen ihre Koordinaten, Label,
Farben, etc. zuschreiben und erkldaren, ob sie fixiert werden sollen oder ob
sie frei bewegbar sind. Auf diese Art und Weise kénnen nicht nur beliebige
Plots erzeugt werden, sondern Studierende kénnen auch mit den Plots expe-
rimentieren. Ebenso ist es moglich Eingaben duch diesen Plot als Ergebnis
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Gegeben sei ein Parallelogramm ABCD bei dem die
Eckpunkte gegen den Uhrzeigersinn benannt sind.

-3
Der Ortsvektor des Punktes A4 sei ( B ) .

4 5
Die von A ausgehenden Seiten haben die Richtungsvektoren (2) und ( ) .

* Berechnen Sie die Ortsvektoren der Punkte B, C und D:
B =

Abbildung 2.12: Bestimmung von weiteren Eckpunkten eines Parallelo-
gramms

{@plot ([[discrete,[[ax,ay], [ax+vx,ay+vy],
[ax+vx+ux,ay+vy+uy]l, [ax+ux,ay+uy],
[ax,ay], [ax+vx+ux,ay+vy+uyl,
[ax+ux,ay+uy], [ax+vx,ay+vyl]l]l],
[x,ax-2,ax+vx+ux+2], [y,ay+vy-1,ay+uy+1],
[label ,["A",ax,ay-0.5],["B",ax+vx,ay+vy-0.5],
["C",ax+vx+ux,ay+vy+uy-0.5],["D",ax+ux,ay+uy

-0.5]11)e}

Abbildung 2.13: Codefragment zur Erstellung eines Parallelogramsm

zuzulassen. Zum Beispiel kann ein Punkt verschoben werden und die neue
Position des Punktes wird als Antwort eingelesen und muss nicht zusétzlich
in ein Feld eingegeben werden.

Ein Beispiel zur Graphentheorie diskutieren wir in Abschnitt 2.2.3, eine kurze
Einfithrung zu JSXGraph findet sich in Anhang C.
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Abbildung 2.14: gezeichnetes Parallelogramm zur Frage aus Abb. 2.12
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2.1.5 Erkennen von komplexen Wurzeln

Um den Umgang mit komplexen Wurzeln zu iiben, werden Studierende in
einer Aufgabe aufgefordert, eine komplexe Potenzgleichung der Form (z —
2p)" = a mit zg € C mit Hilfe von grafischen Methoden zu l6sen. Hierbei gilt
n € {3,...,9} und Real- bzw. Imaginérteil von z, liegen zwischen -4 und 4.
Die rechte Seite bestimmen wir mit a = b", wobei b € {1,2,3,4} gilt. Den
Studierenden werden vier Plots angezeigt, wovon einer die richtigen Losun-
gen der Wurzelgleichung zeigt, ein zweiter verschobene Losungen, ein dritter
Losungen, die zu einer anderen Potenz gehdren und ein vierter Losungen,
die zu einem anderen Radius passen. Der Code zur Erstellung der Aufgabe
findet sich unter Anhang A.15.

& T =i L d
4 J
2k i
2= = E ® @
5 Ps O e s T d
=
I | S ————— . ....... A [ @
[ ] 2 B
2 [ ] - & [ ]
@ L 4 I L L I L L ! 1
ol fe o m s 8 4 5 5 4 3 B 4
10 9 8 7 -6 5 -4 3 2 1 Re(z)
Re(2)
(a) falsche Anzahl Losungen (b) korrekte Losung
6 T T T T T T
@ — — T a|L o
® [ ]
4 - -
o} o = 2r 7
= [ [ ] B P S S o
£
B |posesmesossssssatosomsosmanasomsossasaseraiaasos 1 ® ®
2 |- [ I ] n
a|- J
y L
“ R W0 9 8 4 6 -5 4 3 2 -
10 -9 8 7 -6 5 -4 3 -2 1
Re) Re(z)
(c) verschobene Losung (d) Radius falsch

Abbildung 2.15: Losungen zu (z +1+ 4)* = 64
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2.1.6 Zufallige, verkettete Funktionen

Es liegt nahe, Studierende das Differenzieren verketterter Funktionen mit
Hilfe von STACK-Aufgaben iiben zu lassen. Um einen grofien Pool Aufga-
ben zu erhalten, kann man eine Liste verschiedener Funktionstypen, teilweise
auch mit Zufallsvariablen, erstellen und daraus zwei zuféillige Funktionen ¢
und h auswéhlen und diese verketten. Dies kénnten beispielsweise
fktAuswahl: [sin(x),cos(x),tan(x) ,atan(x),acos(x),asin(x),log(x),e"x,
(rand(n)+1) "x, (x-rand_with_step(-n,n,1)) " (rand(n)+1),
sum(rand_with_step(-n,n,1)*x"i,i,0,4)] sein. Das Ableiten dieser Funktionen
fiir sich stellt die wenigsten Studierenden vor zu grofie Herausforderungen.
Sollen Sie allerdings die Kettenregel anwenden, so tauchen sehr typische Feh-
ler auf. In der entsprechenden Aufgabe werden diese in den Feedbackbaumen
abgefragt. Beispielsweise wird (g o h)(z) mit (g o h)'(z) = ¢'(R'(x)) oder
mit (g o h)'(x) = ¢'(h(x)) angegeben. Diese typischen Fehler riickmelden zu
konnen ist durchaus ein Mehrwert.

Betrachtet man allerdings die obige Funktionenauswahl, dann lésst sich,

Geben Sie die erste Ableitung nach x von f mit
f(x) = atan(e*) an:

fle) =

Abbildung 2.16: Frage zur Kettenregel

wenn wirklich innere und &duflere Funktion beliebig gewahlt werden, auch
g: R — R mit g(z) = 4a* 4+ 22° + 52? + 22 + 1 als duflere Funktion wihlen.
Entsprechend lang kénnen die abgeleiteten Funktionen werden, so dass Ein-
gabefehler sehr wahrscheinlich sind.

An dieser Stelle wird ein Feature von STACK hilfreich, das unter Abschnitt
2.1.2 beschrieben wird. Zu einer Frage konnen Fragetests erstellt werden und
die eingesetzten Varianten ausgewéhlt werden. Nehmen wir nun die Frage zur
Kettenregel, so konnen wir das System auffordern eine Auswahl an Fragen,
die eingesetzt werden, zu erstellen. So werden die Fragevarianten definiert
und die Antworten der Studierenden lassen sich im Nachhinein auch einfa-
cher analysieren, wenn die jeweilige Fragevariante festgelegt ist. Nebenbei
erhélt man bei geschickter Eingabe der Aufgabenhinweise auch eine Vor-
schau der Aufgabenvarianten auf einen Blick. So kann man an dieser Stelle
besonders unschéne Varianten direkt aussortieren, so dass weder sehr einga-
befehleranféllige noch zu triviale Versionen ausgegeben werden.
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Mochte man an dieser Stelle auch Fragetests erstellen, so sollte zumindest
iiberpriift werden, ob die Musterlosung auch richtig gewertet wird. Diese
Aufgabe ist allerdings auch ein gutes Beispiel fiir Schwierigkeiten, die bei die-
sem automatisierten Feedback auftreten kénnen: Betrachten wir die Funk-
tionsvorschrift: « +— arctan(e”) mit g(xz) = arctan(z) und h(z) = €*. Um
hilfreiches Feedback bei dieser Aufgabe zu geben, untersuchen wie die Ein-
gabe der Studierenden auf typische Fehler. Dazu gehort auch, zu iiberpriifen,
ob etwa ¢'(h'(z)) oder ¢'(h(z)) eingegeben worden ist. Hier ist nun aber
g (h(x))=4'(h(x)) = ﬁ Damit wird eine eventuell falsche Einschétzung
zum Fehler, der dem Studierenden unterlaufen ist, gegeben und die entspre-
chenden Testfélle, die beim automatischen Testen der STACK-Frage angelegt

werden, versagen.
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2.2 Neue Aufgabentypen

2.2.1 Zufiallige Auswertungen

Anders als eine Kiinstliche Intelligenz arbeitet ein Computeralgebrasystem
nicht mit Erfahrungen. Wihrend Studierende durch haufige Ubung Strategi-
en entwickeln und Zusammenhénge einfach sehen, sind z.B. manche Frage-
stellungen fiir ein CAS nicht trivial 16sbar. Stellt man z.B. die Frage nach der
Monotonie einer Funktion oder Folge, ldsst sich dies auf dem Papier héufig
schliissig beantworten, MAXIMA liefert aber nur ein undefined.

Nun sind offene Aufgaben aber gerade sinnvoll fiir das Verstéandnis mathe-
matische Zusammenhénge. Dies wird ausfiihrlich von Chris Sangwin [San16]
in seinem Buch, diskutiert, findet sich aber auch auf Fachtagungen Zustim-
mung [RV17]. Zum Thema Folgen und Grenzwerte bietet sich demnach an,
die Studierenden eine Folge angeben zu lassen, die beispielsweise monoton
fallend und beschrankt ist. Nun ist MAXIMA leider nicht geeignet Unglei-
chungen auszuwerten. Man konnte an dieser Stelle versuchen einige Standard-
folgen, wie etwa 1/n einzuplanen, die vermutlich hauptséchlich eingegeben
werden. Aber kleinste Anderungen wie eine einfache Substitution zu 1/(n-+1)
stellen schon eine grofle Herausforderung da. Auch Terme wie n benéti-
gen Zusatzinformationen an Maxima, um Vereinfachungen durchfithren zu
konnen. Einige Eingaben lassen sich durch die géngigen Monotoniekrite-
rien {iberpriifen und letztendlich kann mit Hilfe der eingebauten STACK-
Antwortentests auch ein Grofiteil der eingegebenen Folgen abgefangen wer-
den. Allerdings ist es nicht weiter schwer immer neue Eingaben zu konstru-
ieren, die wieder durch alle analytischen Tests durchfallen.

Ein erster Ansatz ist hier das Uberpriifen der ersten Folgenglieder. Sollte
hier schon ein Widerspruch auftreten, kann die Folge gleich mit entsprechen-
dem Feedback verworfen werden. Allerdings ist hier natiirlich die Frage, ab
dem wievielten Folgenglied dieser Versuch abgebrochen werden kann und was
die damit verbundene Rechenzeit ist. Insbesondere bei Folgen mit Fakultéten
konnen hier schnell grofie Rechenzeiten zusammenkommen (vgl. Abb. 2.17 ).

for i:1 thru 10000 do if il/(i+1)!>1 then display("false");
Evaluation took 13.1875 seconds (13.2061 elapsed) using 2547.765 MB.
done

Abbildung 2.17: Uberpriifung der ersten 10000 Folgenglieder der Folge (a,)»
mit a, =n-(n—1)...1

Um dieses Problem zu umgehen, wird nach wenigen Versuchen, die Mo-
notonie der eingegebenen Folge zu bestdtigen oder zu wiederlegen, ein an-

44



deres Verfahren eingesetzt. Wir wéhlen eine verniinftige Anzahl (Pseudo-)
Zufallszahlen bis zu einer ebenfalls sinnvoll gew#hlten Grenze max aus und
iiberpriifen fiir alle diese ntest Indizes nq,...,n,,, ob das n;-te Folgenglied
die gewiinschten Kriterien erfiillt. Das Feedback an die Studierenden muss
in einem solchen Fall entsprechend angepasst werden. Wir kénnen im Feed-
back nicht erklaren, dass die Folge streng monoton ist, sondern nur, dass max
Versuche die Monotonie zu iiberpriifen keinen Widerspruch ergeben haben.
Sollte die Monotonie widerlegt werden, kann dieses konkrete Gegenbeispiel
ausgegeben werden.

Eine Kombination mit einer groben analytischen Untersuchung erscheint
besonders sinnvoll, da Studierende selbst ihre Wahl der Folge algebraisch be-
griinden konnen sollten. Klassischerweise wird in Klausuren eine Begriindung
fiir jede getroffene Aussage gefordert. In Tutorien wird gewthnlich Wert dar-
auf gelegt, dass exemplarische Beispiele nicht als Beweis einer Aussage dienen
konnen. Insofern ist im Feedback einer Aufgabe immer ein analytisches Argu-
ment zu bevorzugen. Ein Test auf zuféllige Werte ermoglicht allerdings einen
Hinweis darauf, ob die angegebene Losung ein guter Kandidat ist. Dieses
Verfahren wurde bereits auf der EAMS vorgestellt ([SS23]).

Es ist zu beobachten, dass die meisten von den Studierenden angegebe-
nen Folgen durch das Differenzen- oder das Quotientenkriterium bestétigt
werden konnen und eine stichpunktartige Untersuchung der hoheren Fol-
genglieder selten notig ist. Fiir zukiinftige STACK-Versionen ist zudem die
Integration der 1et-Funktion von Maxima vorgesehen, was die Moglichkeiten
algorithmischer Untersuchungen deutlich erhéhen wiirde.

Eine Moglichkeit dieses zufallsbasierte Verfahren auszutricksen und ein
"vermutlich monoton" bei einer nicht monotonen Folge zu erhalten, wire
die Definition einer Folge mit einem einzelnen Ausreifler an der Stelle ny.
Dies ist in Maxima auch ohne weiteres moglich, in STACK lassen sich die
dafiir notwendigen Befehle aber im Eingabefeld verbieten. In den STACK-
Kern werden Funktionen nur zugefiigt, wenn sie notwendig sind und in ihrem
Lisp-Code keine Nebeneffekte versteckt sind. Nach momentanem Stand lasst
sich demnach eine abschnittweise definierte Funktion auch nicht etwa durch
Dirac-Impulse oder &hnliches konstruieren.
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Algorithmus 2.5:

Uberpriifung der Monotonie einer Folge

Eingabe: Folgenglied a,, (a), Art der gesuchten Monotonie, Anzahl
und maximale Grofle der einzusetzenden Zufallszahlen

Ausgabe: boo1-Wert, Art des bestandenen Tests, gegebenenfalls An-
zahl der verwendeten Proben oder Gegenbeispiel

1. Uberpriife mit checkMonDiff (a,n0,type) das Differenzenkri-
terium, Entscheidung moglich: Ausgabe, sonst weiter mit (2)

2. Untersuche Folge a,, mithilfe des solve-Befehls auf Nullstellen,
sofern keine vorhanden weiter mit (3), sonst mit (4)

3. Uberpriife mit checkMonQuot (a,n0,type) das Quotientenkri-
terium, Entscheidung moglich: Ausgabe, sonst weiter mit (4)

4. Teste mit checkMonStart (a,n0,type) die ersten 20 Folgen-
glieder auf Monotonie, falls Gegenbeispiel gefunden Ausgabe,
sonst weiter mit (5)

5.(Jberprﬁﬂ3rnﬁ checkMonRand (a,n0,max ,ntest ,type) an den
ntest zufillig ausgewédhlen Stellen zwischen no und und max
auf Monotonie, Ausgabe Gegenbeispiel oder "vermutlich

monoton"

Anmerkung: Die Reihenfolge der Tests aus (1) bis (3) ist beliebig. Es
mag aus didaktischer Sicht sogar sinnvoll sein, zunéchst die ersten
Folgenglieder (4) zu testen.

Die Tests (1) und (3) liefern einen boo1-Wert, der true, false oder
unknown ist.

Effizienz: Der Algorithmus liefert immer ein Ergebnis, was beim Ver-
feinern der algorithmischen Tests nicht gewéhleistet ist. Fiir eine gute
Performance sollte ntest nicht zu grof§ gewéahlt werden, mehr als 500
Tests sind in STACK nicht sinnvoll und werden teilweise vom System
geblockt.
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2.2.2 Funktionen zu Graphen

Maxima bietet ein Package zur Graphentheorie an [Max18]. Da Maxima aller-
dings als Lisp-basiertes CAS-System nicht ganz frei von Side-effects, also von
Manipulation von Variablen auflerhalb des Programms, bei programmierten
Funktionen ist, sind nicht alle Packages in STACK integriert, da immer eine
sorgfiltige Analyse des Programmcodes notwendig ist, um sicherzustellen,
dass eben solche Effekte ausgeschlossen werden konnen. Entsprechend fehlt
bislang das graphs-Package in STACK. Dies kann sich in Zukunft natiirlich
andern und entsprechend habe ich versucht, mich eng an den Definitionen des
graphs-Package zu bewegen, um umgesetzte Aufgaben auch zukunftsfihig
zu halten.

Um einen Graphen G zu definieren, bendtigen wir seine Knotenmenge
V = {vy,...,v,} und seine Kantenmenge F = {ey,...,e,}. Haufig be-
schranken wir uns hier auf die Kantenmenge und entnehmen die Knoten
dieser oder leiten sie aus der angegebenen Anzahl der Knoten ab. Die Kan-
ten werden jeweils als Tupel aus Knoten gegeben, d.h. [1,3] ist die Kante
zwischen den Knoten v; und ws. Abhéngig davon, ob uns gerichtete oder
ungerichtete Graphen interessieren, sortieren wir die Knoten in den Kan-
ten nach Indexgrofle, so dass bei ungerichteten Graphen immer der kleinere
Index zuerst gegeben wird um in einigen Algorithmen Suchen zu beschleuni-
gen. Dafiir steht z.B. die Funktion sortEdges (edges) zur Verfiigung (im
Anhang A.9). Gewohnlich geben wir die Kanten und Knoten als Listen
an, so dass die Reihenfolge der angegebenen Knoten entscheidend ist, ge-
legentlich verwenden wir aber auch die Mengendefinition, um uns Maximas
Funktionen von Mengen zu Nutze zu machen. Dabei helfen die Maxima-
funktionen setify (liste) und listify (set). Ein Graph wird auch durch
Inzidenz- und Adjazenzmatrix eindeutig angegeben und auch das graphs-
Package kennt diese Matrizen, deswegen existieren auch bei uns Funktionen,
die diese unterschiedlichen Darstellungen ineinander iiberfiithren konnen wie
z.B. edgeToAdjacence (n,edges) (A.10).
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Definition 2.5:

Sei G = (V, E) ein Graph mit V' = {vy,...,v,}, E = {e1,...,en}.
Wir definieren die Adjazenzmatrix durch Adj(G) : (@uw), ey Mit

Eintragen
{1, vw € E|
Ay =

0, sonst

und die Inzidenzmatrix Inz(G) := (bue) ey, e p Mit Eintrigen

b 1, veEe,
o 0, sonst

. Hierbei ist Adj(G) eine n x n-Matrix, Inz(G) eine n X m-Matrix.

Soll ein Graph z.B. mit jsxGraph dargestellt werden, wird eine Funktion
benotigt, die die gewiinschte Anzahl Knoten mit passenden Koordinaten er-
stellt. Die Koordinaten lassen sich in einer Liste explizit angeben, oder wir
nutzen einen Algorithmus, der passende Koordinaten erstellt. Das kann je
nach Bedarf absolut zuféllig geschehen, so dass wir lediglich das Zusammen-
fallen von zwei Knoten verbieten (mit CreateDiffPoints(n,k)) oder auch
mit der Forderung, dass die n Knoten etwa alle auf einem Kreis mit Radi-
us 7 liegen, wofiir wir createCirclePoints (n,k) nutzen. Bildet der Graph
einen Baum, so ist eine Darstellung mit Wurzel und Blattern natiirlich be-
sonders sinnvoll. Wéahrend die beiden vorherigen Algorithmen lediglich die
Koordinaten erstellen, liefert createTreeGraph (n,1) (Anhang A.12) neben
Koordinaten auch die Kanten eines zufilligen Graphen mit n Knoten und
[ Ebenen ab dem Wurzelknoten vg. In den beiden anderen Féllen liefert
createDiffEdges (m,n, type) m Kanten zwischen den Knoten v, bis v, _1,
wobei type hier angibt, ob es sich um gerichtete oder ungerichtete Kanten
handelt.
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2.2.3 Testen auf Planaritit

Viele Aufgaben in der Graphentheorie setzen ein gewisses Geschick im Um-
gang mit Graphen voraus, das geiibt werden muss. Dazu gehort auch das
Testen auf Planaritét.

Definition 2.5:
Wir nennen einen Graphen G = (F, V') planar, wenn eine iiberschnei-
dungsfreie Darstellung des Graphen existiert.

Satz 2.5:

e Fiir einen planaren Graphen G = (£, V) gilt die Ungleichung
|E| <2-|V|—6 als Folgerung aus dem Eulerschen Polyeder-
satz.

e Satz von Koratovski: Ein Graph G = (£, V) ist genau dann
planar, wenn er weder den vollsténdig bipatiten Graphen Kj 3
noch den vollstdndigen Graphen K35 als Minor besitzt.

Definition 2.5:

Als Minor eines Graphen G = (FE,V) bezeichnen wir einen Gra-
phen, der durch durch Kantenkontraktionen und Entfernen von Kan-
ten oder Knoten aus dem Graphen G resultiert.

Will man nachweisen, ob ein Graph pléattbar ist, kann eine planare Darstel-
lung dieses Graphen angegeben werden. Will man die Planaritdt widerlegen,
so muss der Graph K5 oder K33 als Minor gefunden werden, sofern die An-
zahl an Knoten und Kanten nicht ohnehin Planaritat ausschliet. Hier kann
eine digitale Aufgabenstellung eine wertvolle Ubungsressource sein, da kein
stdndiges Neuzeichnen von Graphen erforderlich ist.

Das Setting der Aufgabe

Um die Wahrscheinlichkeit einen planaren Graphen zu erhalten kontrollieren
zu konnen, werden die Knoten und Kanten nicht willkiirlich randomisiert.
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Consider the graph below. Decide whether it possesses a planar representation and verify your choice.

If you find K or K3 5, you need to state which vertices you want to merge, so that there are only five
respectivly six vertices left. If you choose K3 3, you might end up with additional edges, you don't need
to worry about.

- 0 + « —

The graph above is

4

(Nicht beantwortet)

Please enter merged vertices as set of sets, i.e. {{A,B}, {D,E,G}} if you want to merge A and B as well as
D, E and G. If the graph is planar, please leave the box empty.

Abbildung 2.18: Studierendenansicht zum experimentellen Priifen auf Plana-
ritat

Vielmehr geben wir eine Auswahl an Graphen vor und randomisieren ledig-
lich die Koordinaten der Knoten. Hierzu legen wir Aufgaben fiir Graphen,
die planar sind, sowie solche die K5 bzw. K3 3 enthalten an und lassen moodle
bei der Testerstellung zufillig bestimmen, welche dieser drei Varianten in den
Test eingesetzt wird, dabei hilft ein Auslagern der Varianten (vgl. Abschnitt
2.1.2). Um eine vergleichbare Schwierigkeit zu erhalten, setzen wir fiir alle
Versionen 10 Knoten und 20 bis 22 Kanten. Fiir Maxima selber existiert
ein Graphen-Package, in STACK ist dies aber nicht integriert. Entsprechend
haben wir zwar Verfahren, die aus einem Kj bzw. K33 einen Graph mit
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The graph above is

(Nicht beantwortet) =

(Nicht beantwortet)

planar, as shown.

planar, since the number of edges and vertices follows euler's formula.
non planar, because K5 is included when merging vertices:

non planar, because K(3,3) is included when merging vertices:
Abbildung 2.19: Antwortmoglichkeiten zur Planaritét

10 Knoten generieren oder einen planaren Graphen erstellen, implementiert,
trotzdem ist es sinnvoll, hier mit ausgewéhlten Varianten zu arbeiten. Da wir
im Vorfeld die verwendeten Graphen bestimmt haben, kénnen wir zu jedem
Graph auch einen Plot erstellen, so dass, sofern nétig, eine Musterlosung an-
gegeben werden kann.
Die Studierendenansicht der Aufgaben unterscheidet sich nur durch die Aus-
gabe des Graphen. Text und Eingabefelder sind fiir jeden Typ identisch.
Die Feedbackbaume der Aufgabe zu einem planaren Graphen unterschei-
den sich von denen zu Aufgaben fiir Graphen, die aus K5 und K3 3 entstanden
sind.
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Abbildung 2.20: Graph, der K5 enthélt

Abbildung 2.21: Planare Darstellung eines Graphen
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Die Anzeige des Graphen

Wir erstellen fiir n Knoten zuféllige Koordinaten zwischen —k und k£ und
die vorgesehenen m Kanten zwischen den Knoten. In den Fragetext fiigen
wir dann den Javascriptcode ein. Beginn und Ende des Blocks wird durch
[[jsxgraph width="500px"height="500px"]] und [[/jsxgraph]l] gekennzeichnet.
Hierbei wird auch gleich die Grofle des Applets angegeben.

[[jsxgraph width="500px" height="500px"]]
var board =JXG.JSXGraph.initBoard(divid,
{boundingbox : [-{#k#},{#k#},{#k#},-{#k#}]1});

var vPos={#vertices#l};
const v=[];
for(var i=0; i< vPos.length; i++)
{v[i]l=board.create(’point’,vPos[i])}
var e={#edges#}l};
for(var i=0; i< e.length; i++)
{board.create(’line’,[v[e[i][0]],v[el[i][1]11],
{straightFirst:false, straightLast:false,
strokeWidth:2})
};

stack_jxg.bind_list_of (ans2Ref, v);
[[/jsxgraphl]

Mit var bord=JXG.JSXGraph.initBoard wird das Koordinatensystem erstellt.
Um auf zuvor in den Aufgabenvariablen erstellte Grofien zuriickgreifen zu
konnen, verwenden wir {#variable#} . Wie man erkennen kann, ist in dem
obigen Beispiel die Grofle des angezeigten Koordinatensystems von der Va-
riable k abhéngig, die auch in den zufélligen Koordinaten vertices die Grenze
darstellt. Wir erstellen in der ersten Schleife die Knoten v[i] aus unseren Po-
sitionen als Objekt ’point’ in unserem Koordinatensystem mit dem Befehl
v[il=board.create(’point’,vPos[i]). Die zweite Schleife liefert die Kanten als
Geraden die durch einen ersten und letzten Punkt definiert werden. In den
Optionen wird definiert, dass sie an diesen Punkten enden. Dadurch, dass
sie als Anfangs- und Endpunkte keine Koordinaten direkt, sondern auf die
entsprechenden Punkte als Objekt zugreifen, bleiben die Kanten mit dem
Verschieben eines Knotens weiterhin mit den entsprechenden Knoten ver-
kniipft. Zuletzt wird durch stack_jxg.bind_list_of (ans2Ref, v) die Liste der
neuen Koordinaten an STACK in die Antwortbox ans2 iibergeben. Bei der
Ubergabe von Listen ist zu beachten, dass in JavaScript die Listen mit dem
nullten Element beginnen, wiahrend bei Maxima eine Liste mit dem ersten
Element beginnt. Entsprechend sind die Kanten in Maxima schon als Paar
mit der Knotennummerierung von 0 bis n — 1 angelegt.
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Die Auswertung

Handelt es sich um einen planaren Graphen, so muss eine planare Darstellung
des Graphen angegeben werden. Dies kann, dank JSXGraph, einfach durch
Verschieben der Knoten in der Anzeige erfolgen. Wird ein Punkt bewegt,
so kann die Antwort ans2 mit den Koordinaten aller Knoten belegt werden.
Wenn zusétzlich eine Antwort zur Planaritat auswahlt wurde, kann nun der
Feedbackbaum zur Planaritdt getriggert werden. Hierfiir werden sdmtliche
Kanten auf Uberschneidungen gepriift (vgl. hierzu Anhang A.14). Werden
keine gefunden und war die Antwort korrekt, werden volle Punkte gegeben.

Ist der Graph nicht plattbar, so miissen die notwendigen Kontraktionen an-
gegeben werden. Da hdufig sowohl K5 als auch K33 als Minoren in einem
Graphen enthalten sind, wird jeder nicht-planare Graph gleich behandelt.
Ein Verschieben der Knoten ist in diesem Fall nicht erforderlich, erleichtert

Abbildung 2.22: Méglicher K5-Minor

die Losung aber. Wurde also angegeben, dass der Graph nicht planar ist,
weil beispielsweise K5 enthalten ist, so miissen die Mengen der Knoten, die
kontrahiert werden, angegeben werden. Im Beispiel zu Abbildung 2.20 bzw.
2.22 also A und J oder auch C'; E und G. Diese Eingaben werden zunéchst
iiberpriift, ob eventuell Mengen zusammen gehoren. So kénnte beispielsweise
die Menge {C, E} und {E, G} statt der Menge {C, E, G} gegeben sein. Die-
se werden dann zusammengefasst. Zusétzlich ist auch die Ubersetzung von
der Benennung der Knoten durch Buchstaben durch JSXGraph zu den Num-
mern von Maxima notig. Ausserdem iiberpriifen wir, ob denn die behaupteten
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Kontraktionen iiberhaupt moglich sind. Nun sollten, wenn die Existenz des
Ks-Minors behauptet wurde, noch fiinf Knoten iibrig sein, im Fall von K33
noch sechs. K liasst sich nun leicht iiberpriifen, sind noch alle 10 Kanten vor-
handen, so ist der angegebene Graph ein passender Minor. Fiir K33 ist der
Fall etwas schwieriger, da wir zunéchst bestimmen miissen, wie die verblei-
benden Knoten in die beiden Partitionen aufgeteilt werden kénnen. Da wir
an dieser Stelle weder das Loschen der {iberzéhligen Kanten noch die Angabe
der Partitionen fordern, gleichen wir hier alle Kombinationen ab. Vorgestellt
wurde dieser Aufgabentyp im Rahmen der STACK-Conference 2024 [SS24].
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Kapitel 3

Einsatz der Aufgaben

3.1 Einbettung in moodle

3.1.1 Einsatz in der Lehre

STACK ist ein Aufgabentyp in moodle, um STACK-Aufgaben zu verwenden,
miissen diese in einem bestimmten Rahmen, einer sogenannten Aktivitét,
eingebettet werden. Wir verwenden unsere Aufgaben gewohnlich in Form von
Tests. Es gibt allerdings auch andere Formate, die meist durch zusatzliche
Plugins zur Verfiigung gestellt werden. Zunéchst will ich aber auf das Test-
Format eingehen.

Aktivitatstyp Test

Ein moodle-Test wird als Aktivitat auf der Kursseite angelegt und mit Fragen
aus der Fragesammlung gefiillt. Aufgrund der vielen Einstellungsmoglichkei-
ten konnen Tests unterschiedlichste Einsatzzwecke erfiillen.

Unter Bewertung wird beispielsweise eingestellt, wie oft ein Test wieder-
holt wird, und bei mehrfachen Versuchen, welcher denn gewertet wird, oder
ob ein Mittelwert gebildet wird. Unter Frageverhalten kann eingestellt wer-
den, ob Antworten sofort ausgewertet werden sollen, oder ob ein Test erst
spater, nach Abgabe, bewertet wird. Eventuell erlaubt man an dieser Stelle
sogar sofort einen neuen Versuch, moglicherweise mit Abziigen. In den Uber-
priifungseinstellungen kann dann ausgewéhlt werden, was genau zu welchem
Zeitpunkt den Studierenden angezeigt wird.

Dariiber hinaus kénnen Deadlines gesetzt werden, Feedback zum gesam-
ten Test in Abhéngigkeit der erreichten Punktzahl gegeben werden oder auch
andere Voraussetzungen gegeben werden, unter denen der Test iiberhaupt
angezeigt wird.
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Abbildung 3.1: Optionen bei der Testerstellung

~ Uberpriifungsoptionen

Wahrend des Versuchs Direkt nach dem Versuch Spater, wahrend der Test noch gedffnetist  Wenn der Test abgeschlossen ist

Versuch @ Versuch Versuch Versuch

Ob richtig @ Ob richtig 0b richtig Ob richtig

Punkte @ Punkte Punkte Punkte

Spezifisches Feedback @ Spezifisches Feedback Spezifisches Feedback Spezifisches Feedback

M Aligemeines Feedback @ [ Allgemeines Feedback M Aligemeines Feedback Allgemeines Feedback

Richtige Antwort @ Richtige Antwort Richtige Antwort Richtige Antwart
Gesamtfeedback @ Gesamtfeedback Gesamtfeedback Gesamtfeedback

Abbildung 3.2: Anzeigeoptionen
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Abbildung 3.3: Testinhalt mit Eingabehinweisfeld und zufélligen Fragen

Sind die generellen Einstellungen gemacht, kann der Test mit Inhalten
gefiillt werden. Hierzu wéhlt man Fragen aus der Fragensammlung aus oder
erstellt neue extra fiir den Test. Man darf auch eine zuféllige Frage aus ei-
ner Kategorie der Fragesammlung hinzufiigen, wenn man &hnliche Versionen
einer Frage zur Verfiigung hat, wie es z.B. bei den Aufgaben zur Planaritét
aus Abschnitt 2.2.3 der Fall war oder bei Aufgaben zur Stammfunktion wie
in Abb. 3.4.

An dieser Stelle kénnen die einzelnen Fragen gewichtet und die Gesamt-
punktzahl des Tests festgelegt werden.

Unsere Tests

Wir verwenden Tests in erster Linie zum Training der Studierenden, so dass
die Tests mit bis zu zehn verschiedenen Aufgaben ab dem Zeitpunkt, zu dem
die Themen in der Vorlesung behandelt wurden, unbegrenzt den Studieren-
den zur Verfiigung stehen. Fiir gewohnlich verwenden wir hier die spétere
Auswertung, so dass Feedback zu den einzelnen Aufgaben erst nach Abgabe
erfolgt. Bei einem erneuten Versuch erhalten die Studierenden dann eine neue
randomisierte Aufgabe. FEin anderer von uns haufig verwendeter Modus ist
der Einsatz einzelner Aufgaben als Hausaufgabe. In diesem Fall werden von
uns nur 2-3 Versuche zugelassen. Aulerdem wird eine fester Endzeitpunkt
gesetzt, bis zu dem abgegeben werden kann.

Andere Formate

Neben Tests gibt es weitere Formate, in denen STACK eingesetzt werden
kann. Sinnvoll kann dies z.B. im Rahmen des Plugins Question-Practice, bei
dem Fragen einer Kategorie wie Karteikarten abgefragt werden, geschehen.
Moglich ist auerdem, sie in das StudentQuiz Plugin einzupflegen, bei dem
Studierende selbststédndig Aufgaben unterschiedlichen Fragetyps entwickeln
und teilen, diese dann trainieren und bewerten konnen. In diesen beiden
Féllen leidet allerdings die Struktur der Fragesammlung.
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__Information Bitte beachten Sie:
¥ Frage Arcus-Sinus:  asin(x)

ki .
mareren Arcus-Cosinus: acos(x)
£ Frage Arcus-Tangens: atan{x)
bearbeiten n: log(9
_ Ffregel Geben Sie eine nicht konstante Funktion f: [6,11] — R an, so dass die Flache unter der Kurve von f 13 betragt.
Unvollstandig

fx)= |

Erreichbare
Punkte: 1,00 Priifen
¥ Frage
markieren
¥ Frage
bearbeiten
_ froged Berechnen Sie folgendes Integral:
Unvollstindig 1
Erreichbare Jm dx
Punkte: 1,00
" Frage Eine Stammfunktion lautet: F =
markieren
¥ Frage Priifen
bearbeiten

Abbildung 3.4: Fertiger Test
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3.1.2 Bestimmung der Schwierigkeit anhand einzelner
Aufgaben

Werden STACK-Aufgaben zur Bewertung der Studienleistung herangezogen,
stellt das die Randomisierung vor gewisse Herausforderungen. Ein grofler
Vorteil der Randomisierung ist es, den Studierenden unterschiedliche Vari-
anten einer Aufgabe zuzuweisen, so dass Losungen der Aufgabe nicht verbrei-
tet werden kénnen. Andererseits muss aber sicher gestellt werden, dass der
Schwierigkeitsgrad aller Varianten &hnlich ist. STACK liefert hier Dozenten
bei der Durchfiihrung von Fragetests direkt die Moglichkeit, die Varianten
selbst auszuwéhlen, die eingesetzt werden. (Vergleiche Kapitel 2.1.2).

Betrachtet man nach Testdurchfithrung allerdings die Antworten der Stu-
dierenden, stimmen diese aber nicht notwendigerweise mit den Erwartungen
der Lehrenden {iberein. So gelten z.B. eine Matrix, die viele Nullen enthélt,
allgemein als unproblematisch bei Rechnungen oder rein reelle/imaginére
Zahlen bei Konversionen in Polarkoordinaten als einfache Spezialfille. Diese
Vereinfachung scheint aber in einigen Fillen auch zu Verwirrung zu fiithren,
weswegen eine leichte Klassifizierung (z.B. anhand des relativen Anteils der
Nulleintrage) nicht moglich erscheint.

Ich mochte genauer auf eine Aufgabe zur Umrechnung komplexer Zah-
len eingehen (Abb. 3.5): Im Wintersemester 2020 und 2021 haben insgesamt
123 Studentinnen und Studenten diese Aufgabe bearbeitet. 19 davon hatten
eine einfache Variante erhalten. 13 davon losten diese korrekt, was einem
Anteil von 68% entspricht. Betrachtet man den Anteil der Studierenden, die
allgemein eine korrekte Antwort gaben, waren dies 67%. In diesen beiden
Jahren lief diese Aufgabe als freiwilliges Ubungsangebot. Im Wintersemester
2018 war diese Aufgabe in den freiwilligen Ubungen und anschlieBend als
verpflichtende Abgabe zu bearbeiten. Freiwillig wurden 155 Versuche abge-
geben. Richtige Ergebnisse mit Argument modolo 27 lagen in 51% der Félle
vor, wird auf das korrekte Intervall Wert gelegt, dann sogar nur 38%. Einfache
Aufgaben wurden in 25 Fillen gestellt, davon waren 14 Antworten korrekt,
also etwa 54%. Bei diesen Aufgaben war das Argument, sofern richtig, im-
mer im korrekten Intervall. Betrachtet man die Ergebnisse der Hausaufgabe,
so wurden 229 Aufgaben bearbeitet. Ein modolo 27 korrektes Ergebnis lag
in 63% der Abgaben vor. Einfache Aufgaben wurden in 60 Fallen gestellt,
hier lag die korrekte Quote bei 54%. Im darauffolgenden Jahr wurde wie-
der Hausaufgabe und Ubung zur Verfiigung gestellt, allerdings gab es bei
der Randomisierung Unregelméfigkeiten und es wurden bei den Hausaufga-
ben nur vier Varianten erstellt, von denen eine eine einfache war. Bei den
Hausaufgaben durften 3 Versuche durchgefiihrt werden und so sind von 546
Abgaben 55% korrekt, von der 137 Mal auftretenden einfachen Variante dann
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Geben Sie die komplexe Zahl in Polarkoordinaten an.

(Beachten Sie, dass das Argument im zuldssigen Bereich ( — &, m] liegen muss.)

—6= €l

Abbildung 3.5: Studierendenansicht einer als leicht eingestuften Aufgabe.
Eingegeben werden Radius und Winkel

60%. Die freiwillige Ubung wurde nur 67 mal aufgerufen mit insgesamt 71%
korrekten Ergebnissen, hier gab es nur acht Tests mit einfachen Versionen,
davon waren sechs korrekt.

Jahr Modus bearbeitete | davon besonders | davon
Aufgaben | richtig einfache richtig
Varianten
2020/21 | freiwillig 123 67% 19 68%
2018 | Hausaufgabe | 229 63% 60 54%
2019 | Ubung 67 1% 8 75%
2019 Hausaufgabe | 546 55% 137 60%
(4 Varianten)

Tabelle 3.1: Umrechnung komplexer Zahlen zu Abb. 3.5

Insgesamt lasst sich also festhalten, dass von uns im Vorfeld als einfach
eingestufte Varianten den Studierenden anscheinend keine grofien Vorteile
bieten. Beobachtete Fehler waren beispielsweise, dass der Betrag bei Aufga-
benstellungen wie in Abb. 3.5 negativ angegeben wurde und das Argument
dafiir mit 0 angegeben worden ist. Ansonsten traten andere Eingabefehler
auf, wie z.B. dass die Eingabe von 7 vergessen worden ist. Hier liefle sich
dariiber diskutieren, ob diese vereinfachte Eingabe in zwei Felder bei einer
einfachen Variante nicht sogar zu Irrefiihrungen fiihrt.

Eine andere Aufgabe, auf die ich eingehen mochte, ist die in Kapitel 2.1.2
besprochene Aufgabe zur Berechnung eines Eigenwerts und seiner Vielfach-
heit. Hier iiberraschen die Ergebnisse ebenfalls. Als Hausaufgabe wurde diese
Aufgabe im Wintersemester 2020 insgesamt 240fach ausgegeben. Eine Bear-
beitung war pro Studierendem bis zu drei mal moglich. Es gab insgesamt
20 Varianten, die im Vorfeld als unterschiedlich schwer eingestuft wurden.
Beispielsweise wurde die Variante aus Abb. 3.6 von uns als eher einfach ein-
gestuft. Die Matrix

10 0
A= 0 =5 —6
0 3 4
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besitzt A\ = 1 als doppelten und A = —2 als einfachen Eigenwert. Da hier
nach dem kleinsten Eigenwert gefragt war, ist algebraische und geometrische
Vielfachheit also schnell ablesbar. Nur einmal wurde A = —2 als der kleinste
Eigenwert angegeben, dann aber eine falsche Vielfachheit dazu bestimmt.
Ansonsten wurde die 1 als kleinster Eigenwert gesetzt oder ein falscher Wert
berechnet. In der Auswertung wurde abgebrochen, wenn nicht der gesuchte
Eigenwert angegeben war, aber auch nachtriaglich betrachtet, sind zum FEi-
genwert 1 in keinem Fall algebraische und geometrische Vielfachheit richtig
angegeben.

Bei einer anderen eingesetzten Variante, die 14 mal eingesetzt wurde, war
die Matrix

33 78 90
Ay=| —26 —62 —72
10 24 28

gegeben. Diese Matrix besitzt die Eigenwerte A\ = 0,2 = 1 und A3 = —2.
In 50% der Falle wurde diese Variante korrekt bearbeitet. Nur zweimal wur-
de die Aufgabe nicht bearbeitet, in den iibrigen Féllen konnten Fehler nicht
nachvollzogen werden. Hat man bei dieser Matrix die Eigenwerte gefunden,
ist die Bestimmung der Vielfachheiten dafiir ohne weiteren Rechenaufwand
moglich, auch wenn in den Abgaben durchaus grofiere geometrische als alge-
braische Vielfachheiten auftraten.

Varianten, in denen die algebraische Vielfachheit grofler als eins war, tra-
ten auch auf. Diese liefen in manchen Féllen gut, in anderen nicht. Zu der
Matrix

11 -7
Ag — O 1 —3
0 0 =2

wurde der grofite Eigenwert A, gesucht. Zu A, = 2 gehoren die Vielfachheiten
Haig(Ae) = 2 und prgeo(Ae) = 1. Von den 13 Abgaben waren sechs komplett
richtig, bei vier weiteren Abgaben konnte nur der Punkt fiir den korrekten
Eigenwert gegeben werden.

Anders sieht es bei der Matrix

21 0
A= -4 2 0
0 0 —2

aus, bei der der grofite Eigenwert A\, = 0 gesucht wurde. Wie in Aj ist dies
ein doppelter Eigenwert und die Variante wurde als vergleichbar schwierig
eingestuft. Allerdings waren von 17 Abgaben hier nur drei Antworten korrekt.

Zusammenfassend ldsst sich also auch hier die Schwierigkeit der Aufgabe
nicht durch einen Blick auf Matrix und Losung erkennen.
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1 0 0
Gegeben Sei die MatrixA={ 0 —5 —6|.

0 3 4
Geben Sie den kleinsten Eigenwert 4, und seine algebraische und geometrische Vielfachheit ,u,alg(ig) bzw. _ugeo(lgj an.
A=
g P) = | |
oo = | |

Abbildung 3.6: Studierendenansicht einer als leicht eingestuften Aufgabe

64



3.2 Riickmeldung der Studierenden

Ich mochte zwei Arten des Feedbacks von unseren Studierenden erwéhnen.
Zum einen wurden iiber zwei Semester Tests durch STACKrate ergénzt, so
dass die Studierenden um direktes Feedback wéhrend der Bearbeitung der
Aufgaben gebeten wurden. Zum anderen gab es immer auch Studierende, die
uns direkt angesprochen oder angeschrieben haben. Auch hierauf méchte ich
gerne eingehen.

3.2.1 STACKrate

Mit STACKrate konnen STACK-Aufgaben in moodle direkt im Test von
Studierenden bewertet werden. Studierende sehen beim Priifen der Eingabe
ein Feld, auf dem sie Sterne in unterschiedlichen Kategorien vergeben kénnen.
Zusétzlich konnen Kommentare zu den Aufgaben abgegeben werden. Wir
verwendeten hier die Version 0.1.

STACKrate wurde an der Ruhr Universitdt Bochum von Jonas Lache und
Daniel Meissner entwickelt und ist ein JavaScript Modul, das direkt an den
Feedbacktext einer STACK-Aufgabe eingebunden wird [LM22]. So kann es
in Tests eingesetzt werden, die eine Uberpriifung der Eingabe wihrend des
Tests erlauben. Da wir davon ausgegangen sind, dass bei Tests mit mehreren
Aufgaben nicht jede Aufgabe bewertet wird, haben wir immer zwei bis vier
Aufgaben auf eine Seite des Tests gelegt und am Ende der Seite dann samt-
liche Fragen der Seite zusammen bewerten lassen. Die Antworten lassen sich
dann bei den Ergebnissen des Test finden. Einen solchen Test zeigen wir im
Anhang in (D).

Da die Tests wiahrend der Bearbeitung iiberpriift werden miissen, konnen
diese Tests nicht zu Hausaufgabenzwecken herangezogen werden und die Be-
arbeitung ist bei uns freiwillig gewesen. Dies hat leider zur Folge, dass nur
wenige dieser Tests bearbeitet wurden und die STACKrate-Fragen auch nur
in sehr geringen Mafl beantwortet wurden. So ist der Test zu Mengenope-
rationen und Aussagen (Anhang D) zum Auswertungszeitpunkt nur von 79
Studierenden bearbeitet worden. Feedback kam allerdings nur von wenigen.

beriicksichtigte Feedback Feedback Feedback
Tests Seite 1 Seite 2 Seite 3
79 28 14 13

Zuerst wurde das Niveau von sehr leicht (1) iiber angemessen (3) bis sehr
schwer (5) abgefragt.
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Niveau der Fragen Anzahl Anzahl Anzahl
Seite 1 Seite 2 Seite 3

1 16 3 0

2 5 5 1

3 0 5 6

4 0 1 6

5 0 0 0

Zur Bedienfreundlichkeit wurden Angaben von sehr schlecht (1) bis sehr
gut (5) abgefragt.

Usability Anzahl Anzahl Anzahl
Seite 1 Seite 2 Seite 3

1 1 0 0

2 1 0 2

3 3 1 0

4 6 4 2

5) 17 9 9

Die Bearbeitung wurde von langweilig (1) bis interessant (5) bewertet.

Aufgabenbearbeitung | Anzahl Anzahl Anzahl
Seite 1 Seite 2 Seite 3

1 0 1 0

2 2 2 0

3 11 3 3

4 10 5) 7

5) 5) 3 4

Das Feedback wurde von gar nicht hilfreich (1) bis sehr hilfreich (5) an-
gegeben.

Feedback Anzahl Anzahl Anzahl
Seite 1 Seite 2 Seite 3

1 0 0 2

2 3 1 0

3 8 3 2

4 3 7 3

5 13 3 6

In den Bemerkungen wurde hier einmal erwidhnt, dass es gut gewesen
wire, wenn klargestellt wiirde, wie die leere Menge eingegeben werden sollte.
Die andere Bemerkung war, dass bei einem Studierenden die Fragen zur
Aussagenlogik tatsdchlich identisch waren.

Riickblickend ist anzumerken, dass die freiwillige Abfrage keinen ausrei-
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chenden Riicklauf hatte, um Schliisse zu den Aufgaben zu ziehen.

3.2.2 Direkte Riickmeldungen

Héufiger wurden wir direkt von Studierenden kontaktiert, wenn Aufgaben
nicht wie erwartet bewertet wurden. Hierbei handelte es sich meist um ver-
pflichtende Hausaufgaben. Da Zwischenschritte in Rechnungen selten bertick-
sichtigt werden konnten, wurden auch kleinste Rechenfehler als vollsténdig
falsch klassifiziert. Die Ausarbeitungen, die uns teilweise vorgelegt wurden,
wéren bei einer héndischen Korrektur nur minimal, wenn {iberhaupt abge-
wertet worden. Dies stuften Studierende als demotivierend ein. Auch geringe
systematische Fehler, die wir nicht vorhergesehen hatten, wurden an uns
zuriickgemeldet. So wurde in einer Aufgabe zur hesseschen Normalform teil-
weise der Normalenvektor in die entgegengesetzte Richtung gesetzt. Damit
hétten Studierende einen negativen Abstand zum Ursprung ablesen kénnen.
Die Missachtung der Konvention haben wir noch erwartet und im Feedback
beriicksichtigt. Dass es aber auch Studierende gab, die hier einen positiven
Abstand durch Betragsbildung erzwangen, hatten wir nicht vorhergesehen.
Gerade bei langen Termen, bei denen Eingabefehler zu erwarten sind, kamen
Studierende auch auf uns zu und baten um eine Korrektur der Punkte, der
wir teilweise auch nachkamen um die Studierenden nicht durch technische
Schwierigkeiten zu demotivieren.
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. . STACK Frage Dashboard
Liebe Studierende,

wir entwickeln die digitalen Aufgaben kontinuierlich weiter und wollen sie stets verbessern und Ihren Wiinschen
entsprechend anpassen. Wir sind daher sehr an Ihren Riickmeldungen interessiert und freuen uns tber Ihre ehrlichen
Bewertungen und Anregungen.

Um die Aufgaben, die Sie auf dieser Seite bearbeitet haben, zu evaluieren, klicken Sie bitte zunachst auf Priifen unter
dem Eingabefeld (bitte verandern Sie nichts im Eingabefeld). Anschliefend erscheinen die Fragen zur Bewerung.

Vielen Dank far Ihre Mitarbeit!

|Bewer‘tung

Aufgabenbewertung

Aufgabenschwierigheit
Wie haben Sie das Niveau der Aufgabe empfunden?

e drdr

[sehr leicht -- angemessen -- sehr schwer)

Usability
Wie gut sind Sie mit der Eingabe zurecht gekommen?

e
[sehr schlecht - sehr gut)

Aufgabenbearbeitung
Wie haben Sie den Bearbeitungsprozess empfunden?

e drdr

(langweilig -- interessant)

Aufgabenfeedback
Fir wie hilfreich haben Sie das Feedback empfunden, welches Sie wahrend der Bearbeitung der Aufgabe
erhalten haben?

T
[gar nicht hilfreich -- sehr hilfreich)

Bemerkungen:

Abbildung 3.7
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Kapitel 4

Fazit und Ausblick

4.1 Grenzen der Nutzung

STACK bietet duBerst hilfreiche Tools, um Aufgaben zu erstellen. Im Rah-
men meiner Arbeit interessierte mich hauptséchlich die Erstellung von Auf-
gabenscharen, bei denen einige Teile der Aufgaben randomisierte Kompo-
nenten enthielten, so dass mehrere Varianten einer Aufgabe auf einmal er-
stellt werden konnten. Dies klammert natiirlich einige interessante Features
von STACK aus, die mit meinen Methoden nicht umgesetzt werden kénnen.
Zudem ist es auch einfach nicht immer praktikabel alle Aspekte der mathe-
matischen Ausbildung zu automatisieren.

Beweisverfahren

Ein ganz wesentlicher Bestandteil der mathematischen Ausbildung ist das
Beweisen von Aussagen. Dies sehen auch die Macher von STACK und ent-
wickeln STACK in diese Richtung weiter. So ist in der im Juli 2024 erschiene-
nen Version ein neuer Baustein hinzugekommen, die Parson-Blocks. Hierbei
werden Bausteine eines Beweises gegeben, die dann in die richtige Reihen-
folge gebracht werden miissen, oft auch ergénzt durch iiberfliissige, teilweise
falsche, Bausteine. Abgesehen von einer zufélligen Reihenfolge ist hier aber
keine Randomisierung sinnvoll. Konstruktives Feedback ist natiirlich méglich,
allerdings unter groffem Aufwand.

Eine Uberpriifung von frei eingegebenen Beweisen wére natiirlich noch ziel-
fithrender, dafiir wiirde allerdings ein entsprechend trainiertes Sprachmodul
benétigt.



Graphen

Nicht immer ist eine Randomisierung sinnvoll. So liefert z.B. das Programm
createTreeGraph (m,n) oder addTok5(n,k) alle moglichen Graphen, die
aber nicht notwendigerweise die beim Erstellen der Aufgabe angedachte Form
besitzen. Hier ist mindestens eine sorgfillige Nachkontrolle der erstellten Auf-
gaben notig. Natiirlich lassen sich diese Algorithmen auch einfach zur Erstel-
lung von Kandidaten nutzen, die man wie in Section 2.1.2 erwéhnt, in einer
externen Datei ablegt.

Ahnliches haben wir bei den Ableitungsaufgaben zur Randomisierung fest-
gestellt, auch hier fiithrt es zu Problemen, wenn man zuviele Moglichkeiten
in einem Algorithmus unterbringen mochte. Dies fithrt meist dazu, dass die
erstellten Aufgaben kuratiert werden wollen. In diesen Féllen bietet es sich
an, verschiedenen Programme fiir die unterschiedlichen Typen zu schreiben
und dann einen zufélligen Typ auszuwéhlen, dhnlich wie es in Abschnitt 2.2.3
zur Planaritdt beschrieben ist.

4.1.1 Einsatz der Aufgaben

Wie diskutiert, ist es kaum moglich, vorab eine Einschitzung iiber die Schwie-
rigkeit einer Aufgabe zu geben, die sich im Nachgang bestétigen ldsst. Da-
durch ist es etwas problematisch, randomisierte Aufgaben zu Bewertungs-
zwecken heranzuziehen, da die Frage, ob eine Vergleichbarkeit existiert, eher
subjektiv beantwortet werden muss.

Durch den Einsatz von technischen Mitteln seitens der Studierenden sind Re-
chenaufgaben schnell gelost, ein Einsatz in einer Klausur kénnte nur in einer
iiberwachten Umgebung stattfinden. In diesem Fall wére eine Randomisie-
rung nicht notwendig. Allerdings lassen sich bei randomisierten Aufgaben
schnell immer neue fertige Aufgaben auswéhlen.

Insgesamt halte ich das Randomisieren mit STACK fiir eine hervorragen-
de Moglichkeit einen brauchbaren Aufgabenpool zu Ubungszwecken bereit-
zustellen, Aufgaben zur Bepunktung sollten allerdings relativ offen gestaltet
werden.

4.2 Ausblick

Die Entwicklung von STACK wird weiter fortgesetzt und entsprechend ste-
hen auch in Zukunft neue Moglichkeiten zur Verfiigung. Beispielsweise ist
angekiindigt, die 1et ()-Option aus Maxima zu integrieren, was vermutlich
die Auswerungen in Abschnitt 2.2.1 stark verbessern wird.
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Die Integration von Geogebra ist deutlich verbessert worden, hier eréffnen
sich neue Moglichkeiten, grafische Zusammenhénge auch im dreidimensio-
nalen Raum darzustellen, was momentan auch an der Universitiat Kassel
umgesetzt wird.

Der Plan, die Graphenbibliothek aus Maxima auszubauen, existiert ebenfalls,
so konnen weitere Veranstaltungen mit Aufgaben in STACK betreut werden.
Was letztendlich Sprachmodule an Moglichkeiten liefern, ldsst sich momen-
tan nur erahnen. Sobald aber textuelle Antworten auf Inhalt und nicht nur
auf identische Worte untersucht werden koénnen, werden sich bei der Aufga-
benauswertung ganz neue Optionen auftun.
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Anhang A

Codefragmente

Hier findet sich eine Sammlung interessanter Codefragmente. Diese Fragmen-
te sind auch unter https://www.mathematik.uni-kassel.de/~heschmpo/
test_include.txt verfiighar, so dass z.B. mit einer STACK-Frage auf sie
zugegriffen werden kann.

A.1 Matrizen

make_mat_zero(n,z,max) :=block([m,i,line,test:false,t],
if z>n-1 then m[i,j]:0 else
while test=false do block(
line:makelist (if i<z+1 then O else 1,i,n),
for i:1 thru n do block([1li,]j],
li:random_permutation(line),
for j:1 thru n do if 1i[jl=1 then m[i,j]:

rand_with_prohib (-max,max, [max+1]) else m[i,j]:0),

test:true,
for j:1 thru n do block(t:O0,
for i:1 thru n do if not(m[i,j]=0) then t:t+1,
if t=0 then test:false)),
genmatrix (m,n,n)) ;

Codeblock A.1. n x n-Matrix mit mindestens z Nulleintréigen pro Spalte



https://www.mathematik.uni-kassel.de/~heschmpo/test_include.txt
https://www.mathematik.uni-kassel.de/~heschmpo/test_include.txt

perMat (n) :=block([m,A,1:[],M,1line:[1]],
for i:1 thru n do line:endcons(0,line),
A:transpose(matrix(line)),line[1]:0,
for i:2 thru n do block(
line[i]:1,
A:addcol (A, transpose(line)),
line[il:0 ),
for i:1 thru n do 1l:cons(A[il,1),
M:random_permutation(l) ,
A:transpose (matrix(first(M))),
for i:2 thru n do A:addcol(A,M[il]),
transpose (A) );

Codeblock A.2. Erstellt eine n x n-Matrix zum zufilligen Zeilen- bzw.
Spaltentausch®

perMatRank(n,r) :=block([m,A,1:[],1line:[1]],
for i:2 thru n do line:endcons(0,line),
A:transpose(matrix(line)),

line[1]:0,
for i:2 thru n do block(
line[i]:1,

A:addcol (A, transpose(line)),
line[i]l:0 ),
for i:1 thru n do l:cons(A[i]l,1),
l:rand_selection(l,r),
for i:r+1 thru n do block([a:rand(r)+1,b],
b:rand_with_prohib(1l,r,[a]) ,
l:endcons(l[al+1([b],1)),
l:random_permutation(l),
A:transpose(matrix(first(1l))),
for i:2 thru n do A:addcol(A,1[il),
transpose (A) );

Codeblock A.3. Erstellt eine n x n-Matrix, die mit einer reguléren n x n-
Matrix A multipliziert werden kann um eine Matrix vom Rang r zu erzeugen.

'In diesem Codeblock werden Maxima-Array vermieden, deswegen umsténdlichere Pro-
grammierung iiber die Zeilen der Matrix als Listenelement. Das Transponieren ist in friiher-
en STACK-Versionen erforderlich gewesen, da der addrow-Befehl in STACK leider neu
besetzt wurde.
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make_intInv_n(n,max) :=block ([L,R,i,j],
L[i,j]l:=0,

R[i,jl:=0,

for i:1 thru n do
block(L[i,i]:rand_with_prohib(-1,1,[0]),
R[i,il:rand_with_prohib(-1,1,[0])),

for i:1 thru n do

for j:1 thru i do
block(R[i+1,j]l:rand_with_step(-max,max,1),
L[n-i,n+1-j]l:rand_with_step(-max,max,1)
),

L:genmatrix(L,n,n),

R:genmatrix(R,n,n),

L.R);

Codeblock A.4. Erstellt eine n x n-Matrix mit ganzzahligen Inversen zu
Algorithmus 2.2.2

instGram(n,m,k) :=block([a:makelist (rand_with_prohib (-
k,k,[0]),n),A],

A:transpose (matrix(a)),

for i:2 thru m do block([line:makelist(0,n)],

line[i]:1,

A:addcol(A,line)),

A);

Codeblock A.5. Erstellt eine m x n - Matrix, deren erste Zeile Eintréige
zwischen —k und k ohne Null enthilt und deren weitere Zeilen aus Einheits-
vektoren bestehen

?Die Deklaration von L und R iiber ein Array wie in diesem Codeblock funktioniert
in den bislang genutzten STACK-Versionen gut, bei einer Maxima-Installation kann es
aber zu Konflikten kommen, da Arrays teilweise global agieren obwohl sie in blocks-
Umgebungen definiert werden. Dies kann vermieden werden, indem die Matrix
analog zu A.2 generiert wird.
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gramN (b) :=block([i,j,n:length(row(b,1)) ,m:1length(b),c,sql,

sq:[b[1].p[1]1],

for i:2 step 1 thru m do block(
c:b[i]l-sum((b[j]l.bl[i]l/sql[jl)*b[j],j,1,i-1),
ratsimp (c),
sq:endcons (c.c,sq),
bl[il:c),

b);

Codeblock A.6. Erstellt aus einer n x m-Matrix eine Matrix, deren i-te
Zeile orthogonal zu den Zeilen 1 bis 7 — 1 ist und rationale Eintrige besitzt

makePytMat (n) :=block ([A:ident(n),i:rand(n)+1,j,r:rand(2)],

j:rand_with_prohib(1,n,[il),

if r=1 then block(A[i,il]l:rand([4/5,-4/5]),
Alj,jl:AL[i,i],
Ali,jl:rand([3/5,-3/5]),
Alj,i1:-A[1i,301)

else block(A[i,il:rand([3/5,-3/5]),
Alj,jl:A[i,4i],
Ali,jl:rand([4/5,-4/5]),
Alj,11:-AT[1i,31),

A

Codeblock A.7. Erstellt eine n x n-Drehmatrix

makePytMat3(n,max) :=block ([A:ident(n),i:rand(n)+1,j],
j:rand_with_prohib(1,n,[il]),
Ali,i]l:rand_with_prohib(-max ,max,[0]),
Alj,j1:A[1,1],
Ali,jl:rand_with_prohib (-max,max,[0]),
Alj,il:-AT[i,3]1,
A

Codeblock A.8. Erstellt eine n x n-Matrix, die einer Drehmatrix dhnlich
ist.
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A.2

Graphen

sortEdges (edges) :=block ([n:length(edges) ,temp],
for i:1 thru n do

if edges[i][2]<edges[i][1]

then block(temp:reverse(edges[i]) ,edges[i]:temp),
listify(setify(edges)));

Codeblock A.9. Sortiert Kanten, so dass der niedriger indizierte Knoten
zuerst genannt wird

edgeToAdjacence (n, edges) :=block ([h:zeromatrix(n,n)],

for i:1 thru n do for j:1 thru n do

if elementp([i-1,j-1],edges) or elementp([j-1,i-1],
edges)

then h([i,j]l:1,

h);

Codeblock A.10. Erstellt aus Kantenmenge edges und Anzahl der Knoten
eine Adjazenzmatrix

genSummands (n,k) :=block([s:0,1i,liste:[],t],
for i:1 thru k-1 do block(

t:rand(n-s+1),

liste:endcons(t,liste),

s:s+t

),

liste:endcons(n-s,liste),

liste

)

Codeblock A.11. Findet eine Zerlegung von n in k& Summanden zwischen
0 und n. Wird fiir createTreeGraph (n,k) benotigt
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createTreeGraph(m,n) :=block(
[levels:[[0]],t:0,r:[],edges:[],points:[[0,0]1]],
for i:2 thru m-1 do block([1,1i:[1],
l:rand(n-m-t+i-1)+1,
for i:1 thru 1 do li:endcons(t+i,1li),
levels:endcons (li,levels),
t:t+l),
for i:1 thru n-t-1 do r:endcons(t+i,r),
levels:endcons (r,levels),
for i:1 thru length(levels[2]) do
edges:endcons ([0,i],edges),
t:length(levels [1]) -1,
for i:2 thru m-1 do block(
[t2:0,11:1ength(levels[i]),
12:length(levels [i+1]) ,k:0
,nextLevell],
nextLevel:genSummands (12,11),
for j:1 thru 11 do block(
for i2:1 thru nextlevel[j] do
edges:endcons ([t+j,t+11+t2+i2], edges),
t2:t2+nextlevel [j]),
t:t+ll),
for i:2 thru m do block([ll:length(levels[i])],
if evenp(1l1)
then for j:0 thru 11-1 do
points:endcons ([i-1,-11/2+j],points)
else for j:0 thru 11-1 do
points:endcons ([i-1,-(11-1)/2+j],points)
),
[edges ,points]
);

Codeblock A.12. Liefert einen Baum mit n Knoten, wobei vy Wurzelknoten
ist, von dem alle anderen Knoten maximal m Kanten entfernt liegen. Die n—1
Kanten sind zufillig verteilt und die Koordinaten der Knoten so platziert,
dass die Kanten iiberschneidungsfrei dargestellt sind.
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planGraph(vertice ,edges) :=block([1:0,j,ans:true], while ans=
true and i<length(edges) do block(i:i+1,
for j:i+1 thru length(edges) do
if not(member (edges[i][1], edges[j]l) or member (edgesl|[
i][2] ,edges[j])) then
if edgeCrossing([vertice[edges[i][1]1+1], verticel
edges[1] [2]1+1]] ,[vertice[edges[jI[1]1+1], verticel
edges [j]1[2]+1]])=true then ans:false),ans);
/*liefert true bei planarer Darstellung*/

Codeblock A.13. Uberpriift inwiefern ein Graph planar ist

edgeCrossing(e,f) :=block([a:first(e),b:second(e),c:first(f),
d:second (f) ,ny,nz],
if al1l=c[1]
then if b[1]=d[1] then ny=0 else ny:(b[1]1-d[1])/(c
[1]-al[1])
else
if ((cl[2]-d[2])*(al1l-bl[1]l)=(al2]-b[2])*(c[1]1-d[1]1))
then ny:0
else block(ny:-((b[1]-al[1])*c[2]+(al1]l-c[1])*Db
[2]1+(c[1]1-b[1]1)*a[2]1)/((b[1]l1-al1]l)*d[2]+(al1]l-b
[11)*c[2]1+(c[1]1-d[1])*b[2]+(d[1]-c[1])*a[2]),
nz:(c[1]-al1])/(b[1]-al1])+(d[1]1-c[1]) /(b [1]-
al[1]) *ny),
if O<ny and ny<1l and 0<nz and nz<1l then true else
false);
/*ueberprueft, ob sich zwei Kanten ausserhaldb der
Knoten kreuzen+*/

Codeblock A.14. Uberpriift ob sich zwei Strecken in der Ebene kreuzen

k:4

n:rand_with_step(3,9,1)

n3:n+rand ([-1,1])
zrO:rand_with_prohib(-k,k,[0])
zi0:rand_with_step(-k,k,1)

z0:zr0+zi0*%i

zl:rand_with_step(1,k,1)
zfr2:rand_with_step(-k,k,1)
zfi2:rand_with_prohib(-k,k, [0])
zf4:rand_with_prohib(1l,k,[z1])
size_rp:max(zrO+zl,zrO0+zfr2+zl1,zr0+zf4)+1
size_rn:min(zr0-z1,zr0+zfr2-z1,zr0-zf4) -1
size_ip:max(ziO+zl,zi0+zfi2+z1,zi0+zf4) +1
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size_in:min(zi0-z1,zi0+zfi2-z1,zi0-zf4) -1

tl:allroots ((z-2z0) "n-z1"n)

reall:map(realpart ,map(rhs,t1))

imagl :map (imagpart ,map(rhs,t1))

real2:reall+zfr2

imag2:imagl+zfi2

t3:allroots ((z-z0) " n3-z1"n3)

real3:map(realpart ,map(rhs,t3))

imag3:map (imagpart ,map (rhs,t3))

t4:allroots ((z-z0) "n-zf4"n)

reald :map(realpart ,map (rhs,t4))

imag4 :map (imagpart ,map (rhs,t4))

ploti:plot([discrete ,reall,imagl],[x,size_rn,size_rp
],ly,size_in,size_ip], [style, points],[point_type
,bullet],[color ,red],[ylabel,"Im(z) i"],[xlabel,"
Re(z)"1)

plot2:plot([discrete ,real2,imag2],[x,size_rn,size_rp
],[y,size_in,size_ip], [style, points],[point_type
,bullet],[color,red],[ylabel ,"Im(z) i"],[xlabel,"
Re(z)"]1)

plot3:plot([discrete,real3,imag3],[x,size_rn,size_rp
],[y,size_in,size_ip], [style, points],[point_type
,bullet],[color,red],[ylabel,"Im(z) i"],[xlabel,"
Re(z)"]1)

plot4:plot([discrete ,reald,imagd4],[x,size_rn,size_rp
],[y,size_in,size_ip], [style, points],[point_type
,bullet],[color,red],[ylabel,"Im(z) i"],[xlabel,"
Re(z)"1)

plotlist:[plotl,plot2,plot3,plot4]

plotlist:random_permutation(plotlist)

ta:[[a, if first(plotlist)=plotl then true else false
],[b, if second(plotlist)=plotl then true else
false],[c, if third(plotlist)=plotl then true else

false],[d, if fourth(plotlist)=plotl then true

else falsel]

Codeblock A.15. Erstellung von Boxplots zu komplexen Wurzeln
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Anhang B

Aufgaben

Hier finden sich unterschiedliche Aufgabentypen, die im Zuge der Arbeit
implementiert worden sind.

B.1 Indexshift

Das Summenzeichen ist fiir viele Studierenden eine Herausforderung. In die-
ser Aufgabe sollen die Summationsgrenzen einem Indexshift angepasst wer-
den.

Die Aufgabenvariablen

Die Zufallsvariablen in dieser Aufgabe sind die Summationsgrenzen, der Shift
selber, der nicht Null betragt, und der Summand. Der Summand wird zufallig
aus den Termen j2, j +a, j —a, j - a, &/ mit geeignetem a.

Abbildung B.1: Eingegeben werden Summationsunter- und Obergrenze



Abbildung B.2: Feedback zu den Summationsgrenzen. Stimmt die Summe,
werden Punkte vergeben.

Das Feedback

Sinn der Aufgabe ist es einen Indexshift durchzufithren. Unter Umsténden
sind allerdings auch andere Summationsgrenzen moglich, die letztendlich die-
selbe Summe ergeben. Entsprechend wird als erstes iiberpriift, ob das Ergeb-
nis der Summation nach Anderung des Summanden mit der urspriinglichen
Summation iibereinstimmt, und danach erst, ob tatséichlich ein Indexshift
durchgefiihrt wurde. Falls beide Seiten der Gleichung nicht iibereinstimmen,
wird riickgemeldet, ob beide Grenzen in die falsche Richtung verschoben
wurden oder ob die Anzahl der Summanden verdndert wurde.

Kategorisierung

Es handelt sich um eine einfache Wiederholungsaufgabe ohne Interpretation
seitens der Studierenden.

Einsatz

Die Aufgabe ist nur bei freiwilligen Tests eingesetzt worden. Die bearbeiteten
Aufgaben waren in 90% der Fiélle korrekt. Wenige (5%) hatten eine falsche
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Anzahl an Summanden, die restlichen entweder dieselben Grenzen wie auf der
linken Seite angegeben oder welche, bei denen kein System feststellbar war.
Ein Kapitel der Analysis behandelt Taylorreihen und Taylorpolynome. Um
Taylorpolynome zu berechnen, ist lediglich der aus der Vorlesung bekannte
Algorithmus notwendig. MAXIMA selbst bietet einen Befehl an, der auch
in STACK implementiert ist und so zu einer gegebenen Funktion und dem
gewiinschten Entwicklungspunkt einfach das Taylorpolynom eines beliebigen
Gerades berechnet. Haben wir also ein Polynom gegeben, ist es einfach, die
entsprechende Losung zu finden.

Bestimmen Sie das Taylorpolynom T , 5 (x) vom Grad 3 zu f: R — R mit
f(x) = x% —8-sin (7 - x) um den Entwicklungspunkt a = 3,

4

Tr2a) -

Prifen

Abbildung B.3: Darstellung der Aufgabe in moodle

B.2 Taylorpolynome

Ein Kapitel der Analysis behandelt Taylorreihen und Taylorpolynome. Um
Taylorpolynome zu berechnen, ist lediglich der aus der Vorlesung bekann-
te Algorithmus notwendig. MAXIMA selbst bietet einen Befehl, der auch
in STACK implementiert ist und so zu einer gegebenen Funktion und dem
gewiinschten Entwicklungspunkt einfach das Taylorpolynom eines beliebigen
Gerades berechnet. Haben wir also ein Polynom gegeben, ist es einfach, die
entsprechende Losung zu finden.

Die Aufgabenvariablen

Fiir den Grad n des Taylorpolynoms gilt: n € {3,4}. Der Entwicklungspunkt
héngt von der zu untersuchenden Funktion ab, um Definitionsliicken zu ver-
meiden. Die eingesetzten Funktionen in dieser Variante finden sich in Tabelle
B.1.
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f(z) mogliche Entwicklungspunkte a
a-z’sin(c-x)+d- x° ET mit (k#0),k-7+ %
a-xbcos(c-z)+d- a k{rmt(k#@)k T3

a-cos(b-z)-(c-x) ET mit (k #0)
a-tan(b - x) k-ﬂmlt(k%O)k: T 7

a-e”® - sin(c- x) 2 omit (k #0)

a- e’ cos(c-x) "omit (k #0)

Tabelle B.1: Funktionen und Entwicklungspunkte

Das Feedback

Das Feedback iiberpriift, ob das eingegebene Polynom mit der Musterlosung
iibereinstimmt. Andernfalls wird iiberpriift, ob es sich bei der Eingabe iiber-
haupt um ein Polynom passenden Grades handelt, ob eventuell o = 0 als
Entwicklungspunkt gewéhlt wurde, oder ob durch Substitution von (z — z)
das gewiinschte Polynom entstehen wiirde. Ein héufiger Fehler Studieren-
der in Hausaufgaben ist, dass im Prinzip richtig gerechnet wird, aber die
Verschiebung schlicht vergessen wird.

Kategorisierung

Die Aufgabe ist ein reines Training. Computeralgebrasysteme kénnen mit
einem Befehl die Antwort liefern.

B.2.1 Varianten

In einer weiteren Aufgabe wird nach dem Taylorpolynom eines Polynoms
gefragt. Fiir den Entwicklungspunkt x = 0 ist dies trivial. Diese Erkenntnis
sollte aber auch festgestellt werden.

Erweiterungen

Weitere Funktionentypen wiren denkbar, allerdings muss gewéhrleistet wer-
den, dass die Funktion und alle ihre Ableitungen an der Stelle zy definiert
sind. Aus diesem Grund ist es zwingend erforderlich, dass pro Funktion ei-
ne Liste mit moéglichen Entwicklungspunkten angegeben wird. Andernfalls
miisste man eine Routine finden, die beim Erstellen der Aufgabe die unmogli-
chen Kombinationen herausfiltert.
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B.3 Bild und Kern (ohne Rechnen)

Die Studierenden werden aufgefordert Dimension von Kern und Bild einer
Matrix anzugeben, daraus eine Aussage iiber die Injektivitdt und Surjekti-
vitédt zu treffen sowie eine Basis beider Rdume zu finden.

3 3 1

0 18 -9
Sei L, eine lineare Abbildung mit L,:R* = R* mit der der darstellenden Matrix A = o e

0 0 0

Berechnen Sie die Dimensionen von Bild und Kern der Abbildung.

dim(Bild(L)) = I:l
dim(Kern(L)) = I:l

Es gilt:| Micht beantwortet

Ll

Geben Sie eine Basis B = (bm, . .) des Bildes an:

B = |matrix(D11,1x2], [x3],..)

5@ = |"existiert nicht"

@ = |"existiert nicht"

™ = |"existiert nicht"

Geben Sie eine Basis € = (¢, . .) des Kerns an:

W = [matrix([x1],[x2],[%3],..0
c® = |"existiert nicht"
c(3) = |"existiert nicht”

¢ = |"existiert nicht”

Abbildung B.4: Interpretation der Abbildungsmatrix

Die Aufgabenvariablen

Zeilen- und Spaltenrang n, bzw. n. der Matrix A ist jeweils eine Zufallszahl
aus der Menge {2,3,4}. Die Matrix A ist eine zufillige Matrix M aus M"0ne,
die auf Zeilenstufenform gebracht wurde. Die Eintrdge der urspriinglichen
Matrix M liegen zwischen —n und n, in diesem Beispiel wurde n = 5 gewéhlt.
In den Variablen wird ebenfalls die Musterlosung hinterlegt. Die Dimen-
sionen werden iiber den Befehl rank (o) gefunden, die Basis des Kern mit

append (args (nullspace(A)), [" existiert nicht s s
existiert nicht " J]),
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die des Bildes analog als Liste der Pivotspalten, die mit "existiert nicht"

aufgefiillt wird. Die Funktion pivot (A) sammelt hierbei zeilenweise das erste

von Null verschiedene Element in einer Liste.

Weiterhin wird die Auswahlliste zur Injektivitdt mit den Wahlmoglichkeiten

pl, ..., p4 aus den berechneten Dimensionen generiert mit

[[pl,r=nc and nb-r=0,"Die Abbildung ist bijektiv."],

[p2,r=nc and nb>r,"Die Abbildung ist surjektiv aber nicht
injektiv."],

[p3,r<nc and nb-r=0,"Die Abbildung ist injektiv aber nicht
surjektiv."],

[p4,r<nc and nb>r, "Die Abbildung ist weder injektiv noch
surjektiv."]],

so dass abhéngig vom zufilligen Zeilen- und Spaltenrang der Matrix A jeder
Aussage ein Wahrheitswert zugewiesen wird.

Das Feedback

Das Feedback ist in drei Teile gegliedert. Jeder dieser drei Teile ist 1 P wert.
Im ersten Teil werden Dimension von Bild und Kern sowie die Injektivitat
und Surjektivitdt untersucht. Im ersten Knoten des Feedbackbaums aus Ab-
bildung B.5 wird iiberpriift, ob die Antwort des Studierenden mit dem Rang
der Matrix iibereinstimmt, in diesem Fall werden 0,3 P vergeben. Der zwei-
te Knoten iiberpriift, ob die Dimension des Kerns korrekt ist, was ebenfalls
0,3 P bedeutet. Falls dieser Wert nicht mit der Musterlésung iibereinstimmt,
wird in Knoten Drei {iberpriift, ob das Ergebnis zur angegebenen Dimension
des Bildes passt, was auch mit 0,3 P gewertet wird. Knoten Vier priift aufler-
dem, ob anstelle des Ranges von A die Anzahl der Zeilen verwendet wurde.
Die beiden ersten Antworten werden in Knoten Fiinf in den Dimensionssatz
eingesetzt, was 0,1 P liefert. Die letzten 0,3 P werden in Knoten Sechs fiir die
richtige Aussage zu Injektivitdt und Surjektivitdt vergeben.

Die beiden anderen Feedbackbdume aus Abbildung B.6 sind im Aufbau iden-
tisch. Zunéchst wird iiberpriift, ob die Anzahl der Vektoren zur angegebenen
Dimension passt, nur dann wird der Feedbackbaum weiter durchlaufen. Ist
diese Dimension Null, wird der Baum im zweiten Schritt gleich mit 1 P verlas-
sen. Andernfalls werden die angegebenen Basisvektoren auf ihre Dimension
gepriift, sollte ein Vektor der falschen Dimension enthalten sein, wird der
Baum verlassen. Sind die Dimensionen oben richtig gewesen, ist der Rest
einfach. Aus den angegebenen Vektoren wird eine Matrix gebildet. Ist der
Rang dieser Matrix korrekt und liegt jeder dieser Vektoren im Bild bzw.
Kern (Knoten Drei und Vier) kann der Baum erfolgreich mit 1P verlassen
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Abbildung B.5: Feedback zur Dimension von Bild und Kern
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Abbildung B.6: Feedback zur Basis von Kern bz. Bild
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werden. Knoten Fiinf und Sechs liefern analoges Feedback, fithren am Ende
aber zu Knoten Sieben, der dann mit Knoten Acht und Neun anhand der
Anzahl an fehlerhaften Angaben Punkte verteilt.

Kategorisierung

Diese Variante benétigt kaum Berechnungen seitens der Studierenden, sie
setzt stattdessen die Féahigkeit ein Ergebnis zu interpretieren voraus. Ledig-
lich der Kern der Matrix kann fiir dim(Kern(A)) > 0 nicht direkt abgelesen
werden.

Varianten
Diese Aufgabe existiert in einer Variante, in der die Matrix A nicht in Zeilen-
Stufen-Form vorliegt.

Erweiterungen

Die momentane Variante erstellt die Matrizen absolut zufillig, die Wahr-
scheinlichkeit eine bestimmte Dimension des Kerns/Bildes zu erhalten hingt
von der Dimension der Matrix und der Wahl der Koeffizientengrofle ab.
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B.3.1 Kern und Bild (3x3, neue Einstellungen, flexibler
Rang),

Idee
Studierende sollen die lineare Abbildung, die durch eine 3x3 - Matrix A be-
schrieben wird, untersuchen und Basen von Bild und Kern bestimmen.

Elternaufgaben
e gleiche Aufgabenstellung mit umstéandlicher Eingabe
e Aufgabenstellung ohne Baseneingabe
Weiterentwicklung der Aufgabe
e Kern und Bild (2x3)
e Kern und Bild (4x4)
e Basis und Dimension im Polynomraum
Randomisierung
e ganzzahlige Matrixeintrage der Matrix A iiber L-R-Zerlegung

e Rang iiber Auswahl aus Matrix A oder iiber Multiplikation von A mit
einer Matrix vom Rang 2

eingebaute Funktionen
e Matrixerstellung iiber

genmatrix ()

e Berechnung der Antwortenliste zur Erstellung des Dropdownmeniis
mithilfe des Rangs von A

e Bestimmung der Pivotelemente iiber

triangularize ()

e Erstellung und Aufbereitung der Basisvektoren des Bildes iiber Pivot-
elemente und ergénzen von

EMPTYANSWER

fiir iiberzdhlige Eingabefelder
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e Erstellung und Aufbereitung der Basisvektoren des Kerns mit

nullspace (A)

und

EMPTYANSWER

allgemeines Feedback nicht vorgesehen
Eingabefelder

e Dimension von Kern und Bild als Zahlenwert (dimBild, dimKern)

e Dropdownmenii zu nur injektiv/nur surjektiv/bijektiv/weder injektiv
noch surjektiv (typ)

e 4 Felder fiir Basisvektoren des Bildes als frei einzugebene Matrix, {iberzahli-
ge Felder diirfen leer gelassen werden (vb1l,vb2, vb3, vb4)

e analog 4 Felder fiir Basisvektoren des Kerns (vk1,vk2, vk3, vk4)
Feedbackbiume
e dimension

— Wert 2/7

— triggert bei dimBild, dimKern, typ

— zusétzliche Funktionen: Ubersetzung der Dropdownantwort
— Feedback-Baum

+ Ist die Dimension des Bildes korrekt? (0.25/0)
« Ist die Dimension des Kerns korrekt? (40.25/+0)
* Falls dimKern falsch, passt sie zu dimBild (40.25/40)

« Falls auch das nicht, und Start/Ziel-Raum unterschiedlich:
Wurde der Zielraum fiir Dimensionssatz verwendet? (+0/4-0)

x Ist der Dimensionssatz erfiillt? (4-0.25/40)
« Passen die Ergebnisse zu der Dropdowneingabe typ? (+0.25/40)

e basisbild

— Wert 3/7
— triggert bei dimBild
— verwendet dimBild, vbl, vb2, vb3, vk4
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— zuséatzliche Funktionen:

*

*

ES

*

Antwortbereinigung
Erstellung der Antwortmatrix aus vbl, ,.., vb4
Vergleich der Bildrdume von A mit den Vektoren der Studie-

renden

Vergleich zur behaupteten Dimension dimKern

— Feedbackbaum

*

*

*

*

ES

*

Passt Anzahl der Basisvektoren zu dimBild (0/0 ENDE)
Dimension 0 und korrekt? (+1 ENDE/+-0)

Basisvektoren richtige Lange? intern notig um Matriz zu er-
stellen(+0/40)

passender Rang? (nur Feedback)
Menge falscher Vektoren leer? (+0.5/+0)
Menge fehlender Vektoren leer? (40.5/+0)

e basiskern

Wert 3/7
triggert bei dimKern
verwendet bei dimKern, vkl, vk2, vk3, vk4

zusatzliche Funktionen:

*

*

*

*

Antwortbereinigung
Erstellung der Antwortmatrix aus vk1, ,.., vk4
Vergleich des Kerns von A mit den Vektoren der Studierenden

Vergleich zur behaupteten Dimension dimKern

Feedbackbaum

Passt Anzahl der Basisvektoren zu dimKern (0/0 ENDE)
Dimension 0 und korrekt? (+1 ENDE/4-0)

Basisvektoren richtige Lange? intern notig um Matriz zu er-
stellen(+0/4-0)

passender Rang? (nur Feedback)
Menge falscher Vektoren leer? (4+0.5/40)
Menge fehlender Vektoren leer? (40.5/+0)
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Sei L, die lineare Abbildung L,:R* — R2 mit der der darstellenden Matrix 4 =

Berechnen Sie die Dimensionen von Bild und Kern der Abbildung.
dim(Bild(L)) =

dim(Kern(L))= |

Es gilt: | (Meine Auswahl zurlicksetzen)

-
e

Geben Sie eine Basis B = (b'Y, ..) des Bildes Bild(L) an:
p®

[ﬂ ]
x2 Y
b _ :
| )
b® = '
| ‘
b — '
| )

Geben Sie eine Basis € = (¢™, . .) des Kerns Kern(L) an:

e —

E )

P ) ‘

@ = ‘
%

@ =U /J

13
8
17

5
=z
=7

11
4
7

STACK Frage Dashboard

Geben Sie die Basisvektoren als Matrix ein. Verwenden sie Leerzeichen fur eine neue Spalte und Return fur eine neue

Zeile. Uberzdhlige Vektoren darfen leer gelassen werden.

Abbildung B.7: Bild und Kern einer Linearen Abildung
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1.aTAlgEquiv(dimBild,r) ¢Iprt1-1-Tprt1-1-F

2. ATALgEquiv(dimkern,nb-r) ¢oprt1-2-Tprt1-2-F
3.ATAlgEquiv(dimKern, nb-dinBild) & prt1-3-Tprt1-3-F
4 ATAlgEquiv(dimKern,nc-r) & prt1-4-Tprt1-4-F
5.aTAlgEquiv(dimBild+dimkern,nb) & pri1-5-Tprt1-5-F
6.ATAlgEquiv(typ,antwort) ¢Dprt1-6-Tprt1-6-F

1. ATAlgEquiv(na,dimkern) :Zbasiskemf'\—T basiskern-1-F
2. ATAlgEquivina,®) ;zbasiskern—WD-Tbasiskem—m—F
11.a781gEquiv(falsch,[]) P basiskern-6-T basiskern-6-F
12.aTa1gEquivina, rank (antworti)) @ basiskern-5-T basiskern-5-F
3. ATAlgEquiv(check_vec,true) Hbasiskern-11-T basiskern-11-F
4, aATAlgEquiv(na,nb-r) S basiskern-2-T basiskern-2-F

5. ATAlgEquiv(rank(antworth),nb-r) & basiskern-3-T basiskern-3-F

basiskern-4-T basiskern-4-F

Equiv(falsch,[])

. ATAlgEquiw(1,1) basiskern-12-T basiskern-12-F

w o o~ ;

basiskern-8-T basiskern-8-F

o
]
Equiv(pfalsch,2) :Zbasiskemf?—T basiskern-7-F
. ATAlgEquiv(pfalsch,1) &
%

10.27A1gEquiv(pfalsch,3) basiskern-9-T basiskern-9-F

Abbildung B.9: Feedbackbaum zur Basis des Kerns
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Anhang C

Dynamische Grafiken mit
JSXGraph

JSXGraph eine JavaScript-Bibliothek, mit deren Hilfe mathematische Ob-
jekte in Webbrowsern dargestellt werden kénnen. Verfiigt man bereits iiber
JavaScript-Kentnisse wird einem der Einstieg vermutlich leicht fallen. An-
dernfalls soll dieser Teil eine kurze Einfithrung zum Erstellen von JSXGraph-
Applets liefern. Hier mochte ich zeigen, wie geometrische Formen oder Funk-
tionenplots in einem Applet bereit gestellt werden und auch durch den Nut-
zer des Applets bearbeitet werden kénnen. Ahnlich wie in einem Geogebra-
Applet lassen sich so Punkte, Geraden oder Figuren verschieben oder kon-
struieren, abhéngig davon, was der Autor des Applets vorgesehen hat. Ich
beschrénke mich hier auf die Nutzung innerhalb von STACK, abgesehen von
der Variableniibergabe in den JSXGraph-Block und den Aufruf desselben,
sind die Befehle aber direkt iibertragbar. Zusétzliche Dokumetation findet
sich unter [WWA24] wo auch diverse Beispiele zu finden sind.

STACK bindet JSXGraph-Anwendungen direkt in Fragetext oder Feedback
ein, dies geschieht {iber einen Questionblock

[[jsxgraphl]l...[[/jsxgraphl].

Bei Aufruf dieses Blocks kann unter anderem auch die Groéfle des Applets
auf der Seite festgelegt werden. Dazu ergénzen wir [[jsxgraph width="x
" height="y"]]erreicht, wobei der Defaultwert width="200px" height="
200px" betragt.

In moodle kann der User einen Editor wéhlen, der zur Erstellung des Auf-
gabentexts und Feddback verwendet wird. Einige dieser Editoren erstellen
HTML-Code beispielsweise bei Zeilenumbriichen, der aber nicht angezeigt
wird. Dies kann den Code, der zur Erstellung des Applets eingegeben wird,



v

“lot = 11—

Abbildung C.1: Board mit Startkonfigutation {boundingbox: [-3,5,7,-3],
axis:true, grid:true}

verfilschen. Entsprechend sollte bei Erstellung oder Bearbeitung grundsétz-
lich die Wahl eines passenden Editors beachtet werden.

JavaScript ist eine objektorientierte Sprache. Wir haben es in JSXGraph
mit unterschiedlichen Objekten und deren Attributen und Methoden zu tun,
angefangen mit dem Objekt board, das unsere Zeichenebene ist und mit

var board = JXG.JSXGraph.initBoard();

initalisiert wird. An dieser Stelle kénnen bestimmte Eigenschaften dieser Zei-
chenebene gesetzt werden, wie z.B. ob ein Gitter oder Koordinatenachsen an-
gezeigt werden sollen. Dies geschieht indem wir der initBoard ()-Methode
folgende Attribute mitgeben:

divid, {boundingbox: [left,top,right,bottom], axis:true, grid
:true’

und wir erhalten eine Zeichenebene, die durch left, top right und bottom be-
schriankt wird. Der angezeigte Ausschnitt im Applet ist wihrend der Nutzung
verénderbar.

Abbildung C.1 zeigt eine Zeichenebene mit standardméafigem Copyright
und Navigationselementen. Diese lassen sich optional aber auch abschalten.
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Punkte

Um ein Objekt wie einen Punkt p; zu erstellen, verwenden wir auf unserem
board die create ()-Methode. Wir ergénzen den Code zur Erstellung der
Ebene durch:

var pl = board.create(’point’,[x,y]);

Damit ist p; ein Objekt des Typs point und den Koordinaten (x,y). Stan-
dardméfig werden Punkte dem Alphabet nach mit Buchstaben benannt, und
sind frei bewegbar in der Ebene. Dies lidsst sich durch zusétzliche Attribute
aber dndern. Beispielsweise wiirde

var pl = board.create(’point’,[x,y],{name:’pl’,face:’[]"’,
strokecolor:’blue’,fillcolor:’blue’,trace:truel) ;

einen blauen, quadratischen Punkt mit dem Namen P1 erstellen, der an
zunéchst bei den Koordinaten (x,y) liegt, aber bewegt werden kann und
dabei seine Spur in der Zeichenebene hinterldsst. Ein Punkt kann direkt
durch seine Koordinaten gegeben werden, aber auch abhéngig von anderen
Objekten sein.

var p2 = board.create(’point’,["X(P1)","Y(P1)-1"],
{name:’P2’, face:’>’, size:3});

erstellt einen zweiten Punkt p, namens P2, dessen y-Koordinate gegeniiber
p1 verschoben ist, wie in Abbildung C.2 zu sehen. Auch nachtréaglich lassen
sich Attribute verdndern:

p2.setAttribute ()

weist dem Punkt ps alle in der Klammer aufgezéhlten Attribute zu. Even-
tuell wird ein fixed:true an dieser Stelle allerdings ignoriert, falls das zu
bearbeitende Objekt von anderen Objekten abhéngig ist. In unserem Beispiel
wiirde der Punkt p, immer noch bewegt werden, sobald p; bewegt wird.

Geraden und Kreise

Weitere geometrische Standardobjekte sind Geraden und Kreise. Diese werden
jeweils durch zwei Punkte definiert. Eine Gerade erhalten wir durch

11:board.create(’line’, [pl,p2]).

Dies erstellt eine Gerade durch die Punkte p; und po, fiir die erst einmal mit
all ihren Attributen definiert und auf der Koordinatenebene plaziert werden.
Setzt man anstelle eines im Vorfeld definierten Punkts nur Koordinaten, so
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Abbildung C.2: Die Punkte P1 und P2, die bereits verschoben wurden.

sind dies lediglich die Startwerte und sie werden nicht als Punkte auf der Ge-
rade angezeigt. Die Gerade lésst sich, sofern nicht durch fixed:true anders
definiert, verschieben. Auch lassen sich verschiedene Attribute einer Gerade
zuweisen. Mit straightFirst:false bzw. straightlLast:false wird die
Gerade vor dem ersten bzw. nach dem zweiten Punkt nicht weitergezeichnet,
womit sich Strecken oder Halbgeraden realisieren lassen. Wie fiir Punkte
konnen wir die Farben oder Strichbreiten anpassen oder sie unsichtbar ma-
chen. Wir konnen sie auf verschiedenste Arten gestrichelt zeichnen oder an
den Enden Pfeilspitzen einfiigen lassen. Mit
var 11 = b2.create(’line’,[pll,p12],{shadow:truel});
var 12 = b2.create(’line’,[p21,p22],{straightFirst:false,
straightLast:false, strokeWidth:5, dash:2});

var 13 = b2.create(’line’,[p31,p32],{straightlLast:false,
lastArrow:true, strokeWidth:2});

erstellen wir die Geraden-Objekte zu Abbildung C.3 auf der Zeichenebene
b2 aus zuvor erstellten Punkten.

Auch ein Kreis kann #hnlich definiert werden. Hier verwenden wir eben-
falls zwei Punkte, der erste gibt den Mittelpunkt des Kreises an, der zweite
einen Punkt der auf dem Kreis liegt. So wiirde

var cl = board.create(’circle’,[pl,p2],{fillColor:’yellow’});

uns auf der Ebene board einen gelbgefiillten Kreis liefern, mit Mittelpunkt
p1 und Radius |p2 — pl|. Analog zu Punkten und Geraden sind auch wie-
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Abbildung C.3: Unterschiedliche Attribute von Objekten des Typs line

der diverse Attribute moglich, die Kreislinie kann gestrichelt, mit Pfeilspitze
versehen oder von unterschiedlicher Stérke sein, die Fliache kann eingefarbt
werden, dabei kann die Transparenz der Farbung angegeben werden. Die
Farben konnen, wie hier, mit Farbname aufgerufen werden, der Hexwert der
Farbe ist aber auch zuléssig.

Hinzu kommen weitere geometrische Objekte, wie z.B. Kreisbogenab-
schnitte ’>arc’, die durch drei Punkte beschrieben werden, Polygone, die
durch entsprechende Punkte definiert sind oder auch beliebig zusammenge-
setzte Objekte. Einige haufig verwendete Objekte sind bereits vordefiniert,
selbst wenn diese von den Usern per Hand erstellt werden konnten, wie z.B.
‘angle’. Zur Verdeutlichung definieren wir passend zu Abbildung C.4.

var pl board.create (’point ’,[2,2] ,{name:"P1"});

var p2 = board.create(’point’,["X(P1)","Y(P1)-1"1);

var p3 = board.create(’point’,["X(P1)+2","Y(P1)-1"1);

var p4 = board.create(’point’,["X(P1)+2" ,"Y(P1)+1"]);

var cl = board.create(’circle’,[pl,p3]);

var al = board.create(’arc’,[pl,p3,p4],
{strokeWidth:4,lastArrow:truel});

var a2 = board.create(’angle’,[pl,p2,p3])

Dem Punkt p1 geben wir den Namen P1. Auf diese Koordinaten greifen
wir mit diesem Namen zur Erstellung der anderen Punkte zu. Alle weiteren
Punkte werden nun einfach alphabetisch benannt. An dieser Stelle nutzen
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ot = L1 —

Abbildung C.4: Kreis, Bogen, Winkel

wir GEONExT-Syntax. Etwas langer als der GEONExT-Syntax wire es,
JavaScript-Syntax zu verwenden. So wird aus "X (P1)" nun ein function ()
{return p1.X()}. Hierbei rufen wir das Objekt p1 allerdings direkt auf und
greifen nicht iiber seinen Namen auf es zu. Der Ubersicht wegen kénnte dies
bei einer variablen Anzahl Objekte durchaus sinnvoll sein.

Der Kreis c1 wird nun einfach durch die Punkte p1 und p3 erstellt, in
Abbildung C.4 dargestellt als P1 und B. Das Kreissegment at von B zu C
erstellen wir durch den Mittelpunkt des Kreises p1 und den Punkt p3 auf dem
Kreisbogen. Um die Bogenlénge zu bestimmen, verwenden wir einen weiteren
Punkt p4 (im Bild C'). Wir haben p4 so gewéhlt, dass er auf dem Kreisbogen
liegt, andernfalls endet der Bogen an dem Schnittpunkt des Kreises mit der
Gerade zwischen p1 und p4. Zusitzlich setzten wir hier lastArrow:true.
Der Winkel a2 wird durch drei Punkte [p1,p2,p3] beschrieben, so wie aus
der Geometrie gewohnt, mit dem mittleren der Punkte als dem Mittelpunkt
des Winkels zwischen den Punkten p1 und p3.
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Kontrollstrukturen

Wir kénnen innerhalb des JSX-Blocks for-Schleifen oder if-Abfragen nut-
zen. So konnen wir beispielsweise eine Liste aus Punkten anlegen. In Kapitel
2.2.3 verwenden wir dies und lassen uns in den STACK-Aufgabenvariablen ei-
ne Liste von Koordinaten und Kanten erstellen, auf die wir in dem JSX-Block
zugreifen. Hier wird dann aus jeder Koordinate ein Punkt erstellt und aus
jeder Kante ein Geradenabschnitt. Letztendlich funktioniert die for- Schleife
folgendermaflem:
for (Initialisierung; Test; Schritt)

{Anweisungsblock}
und die if-Anweisung:

if (Bedingung) {Anweisungsblock}
else {Anweisungsblock}

In der oben erwdhnten Aufgabe wurden an die Variable vPos die oben
definierten Koordinaten iibergeben, mit var vPos = {#vertices#}. Mit
{#...#} konnen wir in STACK auf eine Variable, die ausserhalb des JSX-
Blocks definiert ist, zugreiffen. Bei vPos handelt es sich nun um eine Liste,
die die Koordinaten der Knoten als Paare in Listenform enthélt:
vPos:= [[x1, 1], [T2, Y2, ..., [Tn, Yn]]. Mchten wir nun aus diesen Koordinaten
eine Liste aus Punkt-Objekten erstellen, so kénnen wir das mit Hilfe einer
for-Schleifen erreichen. Hierzu definieren wir var v = [] als momentan lee-
re Liste der Punkte und definieren jeden Punkt v [i] in der for-Schleife mit
for(var i=0; i< vPos.length; i++){v[i]l=board.create(’point’,

vPos [i]);}

Hierbei wird mit vPos.1length die Zahl n bestimmt, die die Lange der Liste
vPos angibt. Anders als in den oben mit STACK angelegten Variblen, deren
Koordinaten vertice mit den Indizes 1...n versehen waren, laufen unsere
Punkte nun von v [0] bis v[n-1]. Die einzelnen Kanten kénnen wir ebenfalls
iiber eine Schleife jeweils als *1ine’ anlegen lassen, bei der wir die beiden
definierenden Punkte der Kante aus den zuvor angelegten Punkten v[i] und
v[j1 wéhlen.
var e={#edges#l};
for(var i=0; i< e.length; i++)

{ board.create(’line’, [v[e[i][0]],v[el[i]([1]11],

{straightFirst:false, straightLast:false, lastArrow:
true, strokeWidth:1.5});

};
liefert beispielsweise Pfeile als gerichtete Kanten. Die Variable e wird durch
die ausserhalb des JSX-Block definierten Kanten gesetzt die durch die Indi-
zes der an einer Kante beteiligten Knoten bestehen, sodass nun e von der
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Abbildung C.5: gerichteter Graph mit Schleifen

Form e = [[i1,17i1,2]7 [i2,1, i2,2], ) [im,17im,2]] ist.

Falls wir einen Graphen zeichnen lassen méchten, der auch Schleifen ent-
halten kann, so konnen wir uns das if-Statement zu Nutze machen. Falls
Anfangs- und Endknoten der Kante {ibereinstimmt, so zeichnen wir einen
Kreis oder Kreisbogen an den Knoten, wie in Abbildung C.5. So unterschei-
den wir, ob sich die Indizes des ersten und zweiten Knotens der Kante un-
terscheiden oder nicht:

for(var i=0; e.length; i++)
{if (e[il[0]1'=e[i]1[11)
{board.create(’line’,[v[el[i][0]],v[el[i][1]]1],
{straightFirst:false, straightLast:false,
lastArrow:true, strokeWidth:1.5%}
);
}
else
{var t=e[i] [0];
board.create(’circle’,
[[v[t].X()+0.5%Math.cos(Math.PI * 2xt/{#n#}),
v[t].Y()+0.5%Math.sin(Math.PI * 2xt/{#n#})],
v[it]],
{strokeWidth:2})
}
}

Hier sind die Knoten auf einem Kreis um den Ursprung (0,0) verteilt, die
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Koordinaten sind entsprechend berechnet worden und der Mittelpunkt einer
Schleife wird durch

[v[t].X()+0.5*Math.cos(Math.PI * 2xt/{#n#}),
v[t].Y()+0.5xMath.sin(Math.PI * 2xt/{#n#})],

abhéngig von der Position des Knotens im Kreis, die hier mit t=e[i] [0],
bestimmt wird.

Eine Funktion haben wir weiter oben bereits einmal verwendet, um beim
Anlegen eines abhédngigen Punkts die z- und y-Koordinaten des Elternkno-
tens auszulesen. Wir kénnen auch allgemein Funktionen definieren um den
Code iibersichtlicher zu gestalten. So versehen wir die Funktion mit einem
Namen und definieren sie folgendermafien:
function Name (Argumente)

{Anweisungen;

return Ausgabe

}

Wir kénnten also die z-Koordinate des Mittelpunkts unseres oben angelegten
Kreises fiir die Schleife im Graphen bestimmen lassen:

function MPX(x,t,n)
{return x+v[t].X()+0.5%xMath.cos(Math.PI * 2%t/n)};.

Mit MPX(v[t]1.X() ,t,{#n#}) rufen wir diese bei Bedarf auf. In dieser neu
definierten Funktion wird bereits die JavaScript-Funktion Math.cos () auf-
gerufen. Neben den in JavaScript enthaltenen Funktionen sind auch ein paar
weitere wie etwa JXG.Math.factorial (n) in der JSXGraph Bibliothek ent-
halten, auf die zugegriffen werden kann.

Funktionsgraphen

Wir kénnen mitHilfe von JSXGraph auch Funktionsgraphen zeichnen lassen.
Hierbei ertstellen wir ein Objekt > functiongraph ’. Dies liefert den Plot ei-
ner reelwertigen Funktion, die durch f(x) beschrieben wird. Eine Sinuskurve
zwischen x = —2 und x = 2 erhalten wir z.B. mit

var f1 = board.create(’functiongraph’,[function(x){return
Math.sin(x);}, -2, 21)

wobei die seitlichen Begrenzungen optional und defaultméflig bei +10 liegen.
Anstelle der Zahlen diirfte hier auch eine Funktion, die einen numerischen
Wert liefert, stehen.

Alternativ kénnen wir mit ’curve ’ arbeiten. Ein ’curve *-Objekt benétigt
bis zu vier Eintrdge: [x,y, min, max] Hierbei konnen x und y die jeweiligen
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Abbildung C.6: Funktionsplot von a * sin(z) + 1

Komponenten einer parametrisierten Funktion sein, aber auch Listen mit den
x- bzw. y-Werten einer Datenmenge und min und max geben die Grenzen
der eingesetzten Parameter an. Fiir beide Varianten exitieren wieder diverse
optionale Attribute. Wie beim Beispiel zu Geraden oder Kreisen kénnen wir
mit {...} einen Block mit Attributen anhéngen, so liefert beispielsweise
{dash:2} eine gestrichelte Kurve.

Nicht nur fiir Funktionsgraphen, auch fiir andere Objekte, die konstruiert
werden konnen, ist das >slider ’-Objekt interessant. Mit diesem Objekt
weisen wir einer Variablen einen Wert zu, der durch den Benutzer an einem
Schieberegler eingestellt wird. Wir nutzen

var a = board.create(’slider’,
[[x1,y1],[x2,y2],[min,initial ,max]],
{name:’A’});

um einen Schieberegler a zu erstellen, der allerdings im angezeigten Fenster
den Namen A tragt. Die ersten beiden Koordinatenpaare geben hierbei die
Lage des Schiebereglers auf der Koordinatenebene an, min und max die mi-
nimalen und maximalen Werte, die a annehmen kann. Zu Beginn wird der
Regler auf initial gesetzt. Optional kann aufler dem angezeigten Namen
auch eine Schrittweite ¢ eingestellt werden, dies geschieht mit snapwidth:t.
Zugegriffen wird dann mit a.value ().

Neben den Schiebereglern gibt es auch die Option einen Punkt zu defi-
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nieren, der auf bestimmten Objekten wie Funktionsgraphen, Geraden oder
Kreisen lebt. Dies sind Glider, wir erstellen sie mit

var g = board.create(’glider’,[f1]);.

Dies wiare ein Glider g, der sich auf der oben definierten Kurve f1 be-
wegt. Mochten wir bestimmte Startkoordinaten fiir den Punkt g vorgeben, so
konnen wir [£1] durch [x1,y1,£1] ersetzen. Sofern der Punkt g= (z1,y1)
auf dem Objekt liegt, befindet sich der Glider beim Offnen dieser Stelle.
Andernfalls wird er auf das Objekt f; projeziert. Auch hier gibt es wie-
der unterschiedliche Attribute, &hnlich zu denen eines Punktes. So kénnen
wir einen Glider auch mit visible: false verstecken, sollte er lediglich zur
Konstruktion von anderen Objekten dienen. Die Objekte zu Abbildung C.6
kénnen wir demnach wie folgt konstruieren:

var a = board.create(’slider’,[[1,2],[3,2],[-3,1,3]]1, {name:’
A’ ,snapWidth:0.13});

var f1 = board.create(’functiongraph’, [function(x){return a.
Value () *Math.sin(x)+1;}],{dash:2});

var gl = board.create(’glider’,[0,1,f1]);

Zusammenspiel mit STACK

Wir haben bereits Werte an von STACK an Variable im JSXGraph-Block
gesendet, wir konnen aber auch Eingaben aus dem JSXGraph-Applet heraus
an Eingabe-Variaben schicken. Dazu miissen wir mit Beginn des JSXGraph-
Blocks direkt Angeben, welche Input-Felder dieser Block ausfiillen soll. Hier
sei dies das Feld ansl. Wir beginnen den Block also folgendermafen:

[[jsxgraph input-ref-ansl="ansilRef"]]

und beeenden wie gewohnt mit [[/jsxgraphl]. Um den Wert dann festzu-
legen verwenden wir verschiedene vind-Befehle:

stack_jxg.bind_list_of (anslRef, list)

speichert beispielsweise 1ist in der STACK-Variablen ans1. Daneben gibt es
auch die Moglichkeit einen einzelnen Punkt oder > s1ider ’-Wert zuzuweisen.
Prinzipiell ist sogar ein selbst definierter bind-Befehl moglich. Hierzu sei auf
die Dokumentation von STACK [SD24| verwiesen. Um Studierende nicht mit
moglicherweise kryptischen Eingaben zu verunsichern, konnen wir das input-
Feld verbergen, indem wir um das Eingabefeld einen div-Container setzen.
<div style="display:none">

[[input:ans1]] [[validation:ans1]]
</div>.
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Ausserdem sollten wir unter den Antwortoptionen an die Validierung der
Antwort abschalten, die ansonsten auch fiir Verwirrung sorgen koénnte. Zu-
dem sollten wir beachten, dass, das JSXGraph-Objekt, dass an diese Eingabe
gebunden ist, bewegt worden sein muss, um eine Eingabe an ein Input-Feld zu
senden. Sollte auf ein nicht bewegtes Objekt ob1 zugegriffen werden kénnen,
etwa weil die Eingabe optional ist, so ist das mit

stack_jxg.starts_moved (obl)

moglich.

Neben den hier vorgestellten Mdoglichkeiten, finden sich in der Dokumentati-
on zu JSXGraph noch viele weitere Anwendungen. So lassen sich Konstruk-

tionen auch abspielen oder Steuerelemente hinzufiigen. Bei weiterfithrendem
Interesse lohnt sich ein Blick in die dort vorgestellten Applets.
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Anhang D
STACKTrate

Hier wird ein Test mit STACKrate exemplarisch vorgestellt.

Der Test zu Mengenoperationen und Aussagen wird zu Beginn der Veran-
staltung Lineare Algebra fiir Elektrotechnik- und Informatikstudierende zu
Ubungszwecken gestellt. Die Studierenden kénnen den Test beliebig oft wie-
derholen. Der Ubersicht halber wurden drei Testseiten mit je einer Aufgabe
und einem STACKTrateblock erstellt.

Gegeben Sind die Mengen M, = [243.13.14,18, 19] und M, = {L 8,9.11.14} . Geben Sie die Differenzmenge M, \ M, an: |
Hinweis: Eine Menge, die g, b und ¢ enthalt wird mit {a,b,c} angegeben. Die leere Menge mit {}.

Prifen

Abbildung D.1: Frage 1 zu Mengenoperationen

In der ersten Frage (D.1) muss die Differenzmenge M;\ M, zweier Men-
gen M; und Ms bestimmt werden. Beide Mengen enthalten maximal sechs
natiirliche Zahlen zwischen 1 und 20. Uberpriift wird lediglich, ob die Dif-
fenzmenge richtig ist, oder ob versehentlich Ms\M; gebildet wurde.

Gegeben Sind die Mengen M, ={2,3,9.12} und M, = {4.6,7.8.10,16} . Geben Sie die Vereinigungsmenge M, U M, an: i
Hinweis: Eine Menge, die g, b und ¢ enthalt wird mit {a,b,c} angegeben. Die leere Menge mit {}.

Abbildung D.2: Frage 2 zu Mengenoperationen

In der zweiten (D.2) Frage zu Mengenoperationen wird nach der Vereini-
gungsmenge M; U My gefragt. Die Mengen sind wie in Frage 1 gewahlt und
hier wird neben der Korrektheit des Ergebnisses iiberpriift, ob Vereinigung
und Schnitt vertauscht wurden.

Am Ende der Seite erscheint eine weitere STACKfrage, die mit 0 Punk-
ten gewertet wird und in deren Feedback sich die STACKrate-Bewertung
verbirgt.



Der Aufbau von Seite 2 ist identisch. Hier wird zunéchst nach dem Schnitt
zweier Mengen gefragt (D.4).

Nachdem die Grundoperationen bearbeitet wurden, wird in Frage 4 (D.5)
eine Menge abgefragt, in der drei Mengen M;, M, und M; zufillig mitein-
ander verkniipft werden. Hierbei werden zwei Verniipfungen aus den obigen
zufillig ausgewéhlt und auch die Klammerung zuféllig gesetzt. Entsprechend
kénnen an dieser Stelle sehr unterschiedliche Ausdriicke angezeigt werden
(D.6). Um die verschiedenen Varianten sauber anzeigen zu kénnen, benoti-
gen wir hier QuestionBlocks im Fragetext.

Am Ende der Seite folgt wieder eine STACKrate-Frage zu den beiden
obigen Aufgaben.

Die néchste Seite beinhalten zwei Fragen zu Aussagenlogik.

Bei der Frage 6 (D.8) handelt es sich um eine Kopie von Frage 5 (D.7).

Dadurch, dass die Werte fiir die natiirlichen Zahlen p,q € N<jpp und
n € Z mit —100 < n < 100 zufillig gewahlt wird, sind die Wahrheitswerte
der Aussagen T'(n),G(n),Q(n), P(n) zu bestimmen und dann die entspre-
chenden Verkniipfungen zu bilden. Im Hintergrund werden nun drei Aussa-
gen zufillig ausgewéhlt und teilweise negiert. Die Klammerung wird gesetzt
und die Verkniipfungen jeweils aus der Liste [A, V, \, V, =, <] ausgewéhlt. So
sind bei Kopien der Aufgabe jedesmal andere Wahrheitswerte zu erwarten.
Zur Anzeige sind hier auch wieder viele Fallunterscheidungen im Fragetext
notig.

Auch hier wird wieder die STACKrate-Frage ans Ende der Seite gestellt.
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. . STACK Frage Dashboard
Liebe Studierende,

wir entwickeln die digitalen Aufgaben kontinuierlich weiter und wollen sie stets verbessern und Ihren Wiinschen
entsprechend anpassen. Wir sind daher sehr an lhren Riickmeldungen interessiert und freuen uns iiber Ihre ehrlichen
Bewertungen und Anregungen.

Um die Aufgaben, die Sie auf dieser Seite bearbeitet haben, zu evaluieren, klicken Sie bitte zunachst auf Priifen unter
dem Eingabefeld (bitte verandern Sie nichts im Eingabefeld). AnschlieBend erscheinen die Fragen zur Bewerung.

Vielen Dank fir lhre Mitarbeit!

|Bewer‘tung

Aufgabenbewertung

Aufgabenschwierigkeit
Wie haben Sie das Miveau der Aufgabe empfunden?

T

[sehr leicht - angemessen - sehr schwer)

Usability
Wie gut sind Sie mit der Eingabe zurecht gekommen?

higia a=g:d
[sehr schlecht -- sehr gut)

Aufgabenbearbeitung
Wie haben Sie den Bearbeitungsprozess empfunden?

T

(langweilig -- interessant)

Aufgabenfeedback

Far wie hilfreich haben Sie das Feedback empfunden, welches Sie wahrend der Bearbeitung der Aufgabe
erhalten haben?

higia a=g:d
[gar nicht hilfreich -- sehr hilfreich)

Bemerkungen:

Abbildung D.3: Bitte um Riickmeldung der Studierenden

Gegeben Sind die Mengen M, = {1,4,6,19} und M, = {2,5,8,14,15,19} . Geben Sie den Schnitt M, n M, an: ‘

Hinweis: Eine Menge, die g, b und ¢ enthalt wird mit {a,b,c} angegeben. Die leere Menge mit {}.

Priifen

Abbildung D.4: Frage 3 zu Mengenoperationen
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Gegeben sind die Mengen M, = {3,6.10.13,16,19) . M, = (1.2.7,9.12.19) und M, = (1,12,13,14.18,19) .Gebensie M,n M) nMzan.| |

Hinweis: Eine Menge, die g, b und ¢ enthalt wird mit {a,b,c} angegeben. Die leere Menge mit {}.

Priifen

Abbildung D.5: Frage 4 zu Mengenoperationen

Frage-Tests und eingesetzte Varianten

Gegeben sind die Mengen M, = {1,8,14, 15,17} ,
M, ={3,5,6,7,10} und M, = {3,7,13,14,19,20} . Geben Sie (M, UM, )\ M, an.

Hinweis: Eine Menge, die g, b und c enthélt wird mit {a,b,c} angegeben. Die leere Menge
mit {}.

Abbildung D.6: Eine zweite Variante der Frage 4

Gegeben sind folgende Aussageformen:

T(p.q): pteilt q

G(p.q): pist groBer als g
@(n): n ist Quadratzahl
P(n): n ist positiv

Bestimmen Sie die Wahrheitsgehalt der Aussage

An.p.g)= (- P(m) v G(p.q) )= -T(p.q)

und

B(n.p.q)= = Q(n) = (G(p.q) v T(p.q) )
fur die Werte n = 25, p = 75 und g = 56:

Die Aussage A(n, p.q) ist: | (Meine Auswahl zuriicksetzen)

Die Aussage B(n,p.q) ist: | (Meine Auswahl zuriicksetzen)

Priifen

Abbildung D.7: Frage 5 zu Aussagenlogik
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Gegeben sind folgende Aussageformen:

Tip.qypteltq

G(p.q): pist groBer als g
@(n): n ist Quadratzahl
P(n): n ist positiv

Bestimmen Sie die Wahrheitsgehalt der Aussage

A(np.q)= (=@M} = - G(p.q) ) = - P(n)

und

B(n.p.q)=(T{(p.q) = - P(n)) = - G(p.q)
fir die Werten =73, p = 29 und g = 74

Die Aussage A(n, p.q) ist: | (Meine Auswahl zuriicksetzen)

4k

Die Aussage B(n. p.q) ist: | (Meine Auswahl zuriicksetzen)

Prifen

Abbildung D.8: Frage 6 zu Aussagenlogik
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