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Kapitel 1
Einfiihrung

Wir wollen in dieser Doktorarbeit Funktionenfamilien identifizieren, deren Ro-
driguesformel gegeben ist. Rodriguesformeln tauchen in der Theorie orthogo-

naler Polynome auf und werden in der Form
P, = gnDnhn

dargestellt. Dabei steht D stellvertretend fiir den Differentialoperator, den Dif-
ferenzenoperator oder aber den D, -Operator. Wir werden diese Operatoren im
folgenden Kapitel genau einfiihren. Ihren Namen verdankt die Formel B. O.
Rodrigues, der sie 1814 fiir die Legendrepolynome einfiihrte, siche [NU(1988),
Kapitel 1].

Die Fragestellung, mit Hilfe des Zeilberger-Algorithmus (diskrete Fassung
[Zeilberger(1990), Zeilberger(1991)]) Funktionenfamilien zu identifizieren, de-
ren Rodriguesformel gegeben ist, wurde fiir den stetigen Fall bereits von Alm-
kvist und Zeilberger (|AZ(1990)]) aufgeworfen und von [Koepf(2014)] ausge-
arbeitet und implementiert. Wir stellen die Vorgehensweise nochmals vor und
testen sie an neuen Beispielen. Vor allem aber wollen wir diese Fragestellung
nun auch fiir den diskreten und ¢-diskreten Fall behandeln und dafiir die ent-
sprechenden Rodriguesformeln in Summenschreibweise {iberfithren, denn fiir
die Anwendung des Zeilberger-Algorithmus muss uns eine Summe vorliegen.
Die Umwandlung in Summen wird das theoretische Fundament dieser Arbeit
bilden und stellt die wesentliche Leistung dieser Arbeit dar. Wir stellen als
Werkzeuge eine Reihe von Sdtzen fiir die Ausdriicke D™ f(z) bereit, die mit

Hilfe experimenteller Berechnungen mit einem Computeralgebrasystem gefun-
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den werden konnten. Zu experimenteller Mathematik darf sich der Leser gerne
in [BD(2011)| belesen.

Diese Arbeit baut auf dem Zeilberger-Algorithmus auf, einem Meilenstein
in der Theorie der bestimmten Summation hypergeometrischer Terme. Ein
Term ay, heifit dabei hypergeometrisch, wenn sein Termverhaltnis % rational
in k ist. Der Zeilberger-Algorithmus bietet ein einfaches und wirkungsvolles
Beweisschema zum Beweisen hypergeometrischer Identitéten, das in der Lite-
ratur unter dem Namen Zeilbergers Paradigma erscheint. Es erlaubt Beweise
derart, dass aus linker und rechter Summe der hypergeometrischen Aussage
jeweils eine Rekursionsgleichung erzeugt wird und, falls diese {ibereinstimmen,
noch entsprechend viele Anfangswerte berechnet werden. Das Wort Rekursi-
onsgleichung kann hierbei auch durch Differential- bzw. Differenzengleichung
ersetzt werden.

Wir formen im Folgenden Rodriguesformeln in Summen um und schau-
en mit Hilfe von Zeilbergers Paradigma, ob sie dieselben Funktionenfamilien
wie bekannte hypergeometrische Summen generieren. Dazu erzeugen wir auf
Grundlage des Zeilberger-Algorithmus — sei es der stetige, der diskrete oder
der g-diskrete — Rekursions- sowie Differentialgleichungen (bzw. (¢-)Differen-
zengleichungen). Diese Schritte werden fiir alle Unterfiille in Mapleprogrammen

umgesetzt und getestet.

1.1 Der Durchbruch in der Theorie der bestimm-
ten Summation hypergeometrischer Terme

mit dem Zeilberger-Algorithmus: ein kurzer

Riickblick

Bill Gosper war es, der mit dem nach ihm benannten Gosper-Algorithmus
(|Gosper(1978)|) den Grundstein fiir die schnelle Berechnung von geschlosse-
nen Ausdriicken fiir Summen {iber hypergeometrische Terme legte. Er fand
ihn wiahrend der Entwicklung von Macsyma, einem der ersten symbolischen
Computeralgebrasysteme. Der Algorithmus erhilt als Eingabeterm einen hy-
pergeometrischen Term a; und berechnet dazu eine hypergeometrische diskrete

Stammfunktion s, falls diese existiert. Es liegt in der Natur der Sache, dass



hypergeometrische diskrete Stammfunktionen selten sind. Damit standen die
Mathematiker weiterhin vor dem Problem, bestimmite Summen iiber hypergeo-
metrische Terme, etwa Binomialreihen, effizient bestimmen zu kénnen. Von
daher lag Betrachtungen iiber Binomialreihen weiterhin langwierige und sehr
technische rationale Arithmetik zugrunde. Dies zeigen die Arbeiten von Perl-
stadt und Cusick aus den 1980er Jahren, die sich mit Summen der Gestalt
S = Y reo (Z)r fir » > 1 befassen. Bereits im Jahre 1894 hatte Iranel
in [Franel(1894)] eine Rekursionsgleichung fiir S5 verdffentlicht. 1895 folgte
dann in [Franel(1895)] die fiir S5. [Perlstadt(1987)] gab iiber 90 Jahre spi-
ter in seiner Arbeit Rekursionsgleichungen fiir SY) fiir die Fille r = 5 und
r = 6 an, wobei er intensive Berechnungen mit dem Computeralgebrasystem
Macsyma durchfiihrte. [Cusick(1989)] gab schlieflich eine explizite Methode
an, um fiir jedes SY” eine | =52 |-Term-Rekursionsgleichung zu finden. Hierbei
bezeichnet |z| die ganzzahlige Abrundungsfunktion von z. Allerdings waren
auch diese Rechnungen technisch und umsténdlich. Auferdem behandelten
die genannten Arbeiten lediglich die kleine Beispielklasse S Interessant wi-
re doch vielmehr, generell Rekursionsgleichungen fiir bestimmte Summen s,
iiber hypergeometrische Terme zu finden. Genau diese Leistung vollbringt der
Zeilberger-Algorithmus aus dem Jahre 1990. Wenden wir ihn an, um beispiels-
weise eine Rekursionsgleichung fiir S(n) = >~ _, (Z)7 zu berechnen, erhalten

wir in Maple binnen einer Sekunde folgendes Ergebnis:



> read "hsuml7.mpl";
Package “Hypergeometric Summation®, Maple V. — Maple 17
Copyright 1998 — 2013, Wolfram Koepf, University of Kassel

TIME:=time () :
sumrecursion(binomial (n,k)"7,k,S(n));
time () -TIME;

(427721 n® + 6354712 n7 4 40913943 nS + 149008897 n® + 335597294 n*
+ 478442631 n® + 421557546 n? + 209877096 n + 45209280)
(n+3)%(n+4)5S(n +4) — (30368191 n** + 1088916563 n'3
+ 17971912105 n'2 4 180879396742 n'! + 1239681510073 n'°
+ 6117625957887 n? + 22406262825083 n® + 61845130443640 n”
+129212210111012 8 + 203258395972016 n°
+ 236869167238448 n* + 198216442561728 n®
+ 112552666603632 n? 4 38805627231072 n + 6127621340928)
(n+3)2S(n + 3) — (3244263785 n'® + 126062821360 n'°
+ 2283968506414 n'* + 25606027648545 n'3
+ 198784165636833 n'? + 1132823172700850 n't
+ 4900968186516568 n'? + 16415798739266369 n’
+ 43010799826545440 n® + 88420368230599884 n”
+142107402452328480 n8 + 176624649389228512 n®
+ 166377205614902736 n* + 114791322401632464 n?
+ 54690808998655008 n? + 16071328274727552 n
+ 2193807069981696)S(n + 2) + (15821827511 n'
+ 504038219279 n'? + 7388757320392 n'? + 66049812430419 n'!
+402186441422282 n' 4+ 1764446202422005 n®
+ 5750836202090468 n® + 14144725417173505 n”
+ 26380423880989287 n® + 37123771902845896 n®
+ 38801484010527532 n* + 29207641278240480 n?
+ 14968213677069888 n? + 4674653721868800 1
+ 671258737065984) (n + 2)2S(n + 1) + 128(427721 n®
+ 9776480 n" + 9737311575 + 551893883 n® + 1946706314 n*
+ 4375566933 n® + 6119692458 n? + 4869142152 n
+1687389120)(n + 2)2 (n + 1)6S(n) = 0
0.514



1.2 Der konkrete Aufbau dieser Arbeit

Diese Dissertation besteht aus fiinf Kapiteln. Dabei dienen die ersten drei Ka-
pitel der Einfiihrung in das zum Verstindnis nétige mathematische Vokabular
sowie den Zeilberger-Algorithmus in seinen verschiedenen Varianten. Im vier-
ten Kapitel wird dann die eigentliche Fragestellung fiir alle Unterfille behan-
delt und die implementierten Algorithmen werden an zur Fallgruppe passenden
hypergeometrischen orthogonalen Polynomfamilien getestet. Die Algorithmen
wurden in dem Computeralgebrasystem Maple umgesetzt. Der Code wurde in
der Arbeit dokumentiert. Er liegt in vollstindiger Form auf einem der Arbeit
beiliegenden Datentrager vor. Wir wollen an dieser Stelle darauf hinweisen,
dass Ergebnisse dieser Arbeit, etwa aus den Abschnitten 4.2.1 und 4.3.1, nach
Absprache mit Prof. Dr. Wolfram Koepf bereits in der Neuauflage seines Bu-
ches ,Hypergeometric Summation“ ([Koepf(2014)]) in Kapitel 13 veréffentlicht
wurden.

Im letzten Kapitel findet der Leser einen kurzen Ausblick.

Im zweiten Kapitel wird die algebraische Umgebung festgelegt, in der die
folgenden Uberlegungen stattfinden. Aukerdem werden Begriffe definiert und
Operatoren eingefiihrt. Sétze iiber Eigenschaften bestimmter Symbole als auch
von Operatoren werden angefiihrt. Aufserdem werden klassische orthogonale
Polynomsysteme, die als Testobjekte fiir die einzelnen Testfille dienen, voll-

standig gelistet.

Das dritte Kapitel stellt Gosper- und Zeilberger-Algorithmus fiir den dis-
kreten (Summations-), stetigen (Integrations-) und g-diskreten Fall vor.
Der Gosper-Algorithmus fiir die unbestimmte Summation findet zu einem

hypergeometrischen Eingabewert a; eine hypergeometrische diskrete Stamm-

ar41
ag

funktion sj. Im Algorithmus wird nun fiir eine Darstellung

Ag41 _ Pk+1 Qk+1 (1 1)
g Pk Tk+1

mit Polynomen pg, qx, 7 mit der Eigenschaft
ged(qg, mi+4) = 1 fiir alle j € Ny (1.2)

gefunden.



ged steht hierbei kurz fiir den grofiten gemeinsamen Teiler zweier Polynome.
Es stellt sich heraus, dass s, ein rationales Vielfaches von a, ist:

g fro—17k
Pk

S —

rr, und py, die (1.1) mit der Eigenschaft (1.2) erfiillen, kénnen durch gezieltes
Umschreiben des Zahler- und Nennerpolynoms von a’;—:l bestimmt werden. Die
Forderung (1.2) fithrt dazu, dass es sich bei fj sogar um ein Polynom handelt.
Fiir dieses Polynom f; muss zunichst eine Gradschranke gefunden werden,
worauthin ein lineares Gleichungssystem zu l6sen ist. Damit ist s; vollsténdig
bestimmt.

Auferdem stellen wir den Gosper-Algorithmus fiir den stetigen Fall vor. Dar-
iiber hinaus betrachten wir den g-Gosper-Algorithmus, der eine g-hypergeome-
trische diskrete Stammfunktion zu einem g-hypergeometrischen Eingabeterm
findet. Einen Term a; nennt man ¢-hypergeometrisch, falls % € F(q) gilt.
Dabei ist F der um ¢ erweiterte Grundkérper. Weitere Angaben zur algebrai-
schen Umgebung, in der diese Arbeit sich bewegt, findet der Leser in Kapitel 2.
Im stetigen Gosper-Algorithmus und ¢-Gosper-Algorithmus werden lediglich
die Begrifflichkeiten angepasst. Im ¢-diskreten Fall ist zu beachten, dass f
kein Polynom, sondern ein Laurentpolynom ist. Dementsprechend werden im

Gradschrankenalgorithmus eine untere und eine obere Gradschranke gefunden.

Anschliefsend wird der Zeilberger-Algorithmus vorgestellt. Der Zeilberger-Al-
gorithmus entspricht einer Variante des Gosper-Algorithmus angewandt auf
einen modifizierten Eingabeterm. Um s, = Y - __ F(n,k), eine bestimmte
Summe iiber einen hypergeometrischen Term bzgl. n als auch k, zu finden,

wird der Gosper-Algorithmus schlieklich auf den Eingabeterm
J
ar = F(n,k)+ Y _o;(n)F(n+j,k)
j=1

angewandt, wobei die noch zu bestimmenden o; von n, nicht aber von k ab-
hangen. Erfreulich daran ist, dass nach der Aktualisierung von py, gr und 7y

geméf dem Gosper-Algorithmus die Unbekannten {o;(n)};=1,. s linear in py

auftauchen, weswegen wiederum ein lineares Gleichungssystem zu 16sen bleibt.
Uber ein Teleskopsummenargument erhalten wir schlieflich die gesuchte holo-

nome Rekursionsgleichung.



Des Weiteren wird der Zeilberger-Algorithmus am Beispiel der Summe
S@ = Y reo (Z)2 konkret vorgestellt. Auferdem wird jeweils fiir den diskreten
bzw. stetigen Fall eine holonome Differentialgleichung aus einer Summe bzw.
einem Integral generiert. Auch der Zeilberger-Algorithmus wird fiir die Inte-

gration und den g¢-Fall entsprechend angepasst.

Im vierten Kapitel werden wir holonome Funktionenfamilien identifizieren,
indem wir holonome Rekursionsgleichungen als auch holonome Differential-
bzw. (g-)Differenzengleichungen aus Rodriguesformeln erzeugen.

Wir beginnen mit dem stetigen Fall. Diese Problematik wurde erstmals von
Almkvist und Zeilberger in [AZ(1990)] aufgeworfen und in [Koepf(2014)] um-
gesetzt. Wir werden die Vorgehensweise nochmals verdeutlichen, da sie weg-
weisend fiir den diskreten und g¢-diskreten Fall ist. Wir zeigen, wie die Rodri-
guesformel f,, = gn(%)nhn in eine Integralschreibweise iiberfiihrt wird, auf die
dann der stetige Zeilberger-Algorithmus Anwendung findet. Der stetige Fall
hat anleitende Wirkung fiir die spétere Uberfithrung in Summen im diskre-
ten Fall. Im stetigen Fall erzeugen wir holonome Rekursionsgleichungen als
auch holonome Differentialgleichungen aus Rodriguesformeln. Wir stellen die
noétigen Prozeduren aus [Koepf(2014)] vor und ergénzen sie durch eine Nor-
mierungsprozedur, die die Rekursionsgleichungen in einer besonderen Form
wie im Standardwerk [KLS(2010)] ausgibt. Auferdem testen wir die Prozedu-
ren konkret am Beispiel einer Polynomfamilie aus der Klasse der klassischen
orthogonalen Polynomsysteme (kurz COPS), d.h. wir identifizieren diese Po-
lynomfamilie durch Abgleich der aus Rodriguesformel sowie aus der hypergeo-
metrischen Reihe erzeugten Rekursionsgleichung (bzw. Differentialgleichung)
und berechnen aus beiden Darstellungen entsprechend viele Anfangswerte. Wir
geben dariiber hinaus jeweils Tabellen mit Rekursionsgleichungen und Diffe-
rentialgleichungen der COPS an, die mit den vorgestellten Prozeduren erzeugt
wurden. Interessant ist, dass wir die Prozeduren auferdem noch an einer Poly-
nomfamilie testen, die keine orthogonale Funktionenfamilie ist, denn wir woll-
ten die Problemstellung der Identifikation allgemein fiir holonome Funktionen-
familien vorstellen.

Im diskreten Fall ist es uns méglich, die Rodriguesformel f,, = g,A™h,, als Sum-

me zu schreiben. Dabei bezeichnet A den Vorwiértsdifferenzenoperator definiert



durch Af(z) = f(z + 1) — f(x). Analog kann auch aus der Darstellung mit
dem Riickwirtsdifferenzenoperator V definiert durch V f(z) = f(x) — f(x —1)
eine Summe generiert werden. Wir fokussieren uns auf die Darstellung mit dem
A-Operator und wenden auf die gewonnene Summe den diskreten Zeilberger-
Algorithmus an. Auf diese Weise kénnen wir sowohl holonome Rekursions-
als auch holonome Differenzengleichungen generieren. Wir setzen dies in ent-
sprechenden Prozeduren um. Wir testen die Algorithmen an einer Polynomfa-
milie aus der Familie der klassischen diskreten orthogonalen Polynome (kurz
CDOPS) und gleichen die erzeugte Rekursionsgleichung als auch Differenzen-
gleichung jeweils mit der aus der hypergeometrischen Reihe erzeugten ab. Es
werden fiir die Identifizierung entsprechend viele Anfangswerte aus beiden Dar-
stellungen berechnet. Wir geben die Ergebnisse erneut in Tabellenform an und
listen die mit den von uns implementierten Prozeduren erzeugten Rekursions-
gleichungen und Differenzengleichungen der CDOPS auf.

Im ¢-Fall muss das Vorgehen weiter differenziert werden, denn es tauchen in
[KLS(2010)] vier Arten von g-Rodriguesformeln auf:

fo(2) = gn(2) Dy hn () (1.3)
fo(®) = gn(2) D=1 hp(2) (1.4)
fala™) = gu(@)Vihn(x) (1.5)
fa(@®) = gn(2) V7 b () (1.6)

Um g¢-Rekursionsgleichungen als auch g¢-Differenzengleichungen aus diesen
g¢-Rodriguesformeln zu generieren, werden wir Sitze bereitstellen, die dabei
behilflich sind, die Formeln (1.3)-(1.6) in Summenschreibweise umzuwandeln.
Die induktiven Beweise dieser Séitze sehen einfach aus, die Formeln zu finden,
bedurfte einiger computeralgebraischer Experimente. Sind die vier Summen-
formeln schlieflich gefunden, kann darauf der ¢-Zeilberger-Algorithmus ange-
wandt werden und es kdnnen ¢-Rekursions- als auch g-Differenzengleichungen
erzeugt werden. Das Vorgehen wird in entsprechenden Prozeduren umgesetzt.
Auferdem werden Normierungsprozeduren geschrieben, die die ¢-Rekursions-
als auch ¢-Differenzengleichungen in einer besonderen Form (wie in [KLS(2010)])
ausgeben. Wir testen die Prozeduren exemplarisch am Beispiel spezieller
g-orthogonaler Polynomfamilien, deren ¢-Rodriguesformeln in [KLS(2010)| den
Formeln (1.3)-(1.6) geniigen. Wir geben tabellarisch ¢-Rekursions- als auch



g-Differenzengleichungen an, die mit unseren Prozeduren erzeugt wurden.

Hervorzuheben bleibt, dass wir die in [KLS(2010)] angegebene g-Rodriguesfor-
mel der Stieltjes-Wigert-Polynome erfolgreich widerlegen konnten. Zwar unter-
scheidet sich die richtige, von uns gefundene ¢g-Rodriguesformel nur um einen
Vorfaktor von der in der Literatur ([KLS(2010)]) notierten. Doch zeigt dieses
Beispiel, welch niitzliches Werkzeug die von uns vorgestellten Prozeduren zum
Identifizieren von Funktionenfamilien bei gegebener Rodriguesformel sind.

Wir geben an dieser Stelle einen tabellarischen Uberblick iiber alle Testfille.
Obwohl die Algorithmen auf alle holonomen Funktionenfamilien anwendbar
sind, haben wir sie systematisch am Beispiel der orthogonalen Polynomsyste-
me getestet. Tabelle 1.1 zeigt einen Uberblick aller Testfille und ordnet jeweils

die entsprechende Testklasse orthogonaler Polynome zu.

stetig diskret g-diskret
Rekursionsgleichung COPS CDOPS ¢-OPS
Differential- bzw. (q-)Differenzengleichung  COPS  CDOPS  ¢-OPS

Tabelle 1.1: Alle Testfille mit Testklassen im Uberblick

Im fiinften Kapitel wird ein Ausblick gegeben. So kann die gesamte Frage-
stellung unter Verwendung des Zeilberger-Algorithmus auch bearbeitet wer-
den, wenn an Stelle der Rodriguesformel einer Funktionenfamilie P,(z) die
erzeugende Funktion G(z) = Y7, P,(x)z" gegeben ist, die alle Informatio-

nen iiber die Funktionenfamilie beinhaltet.
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Kapitel 2

Die Begriffswelt

Allgemein setzen wir einen Korper K voraus, unter dem wir fortan den Korper
der rationalen Zahlen QQ oder endliche Korpererweiterungen desselben verste-
hen. Fiir analoge Betrachtungen im g-Fall legen wir den Korper F der ratio-
nalen Funktionen in ¢ iiber K zugrunde (F=K(q)), wobei ¢ stets symbolisch
betrachtet wird. Der Leser darf sich unter ¢ eine reelle Zahl mit 0 < ¢ < 1

vorstellen.

2.1 Der allgemeine Fall

2.1.1 Definitionen

Definition 2.1 Das Symbol a* = a - (a — 1)---(a — k + 1) heifst fallende
Faktorielle.

Definition 2.2 Das Symbol (a), :=a-(a+1)---(a+k — 1) heifit Pochham-

mersymbol. Es wird auch steigende Faktorielle genannt.

Definition 2.3 Die Fokultat k! ist definiert als k! =k -(k—1)---2- 1.
Dabei gilt k! = k= als auch k! = (1),.

Definition 2.4 Die allgemeine hypergeometrische Funktion bzw. Reihe ,F, ist

gegeben durch

. pe-c(ap)y

(0 e 7 o) = - (041) '(042)
qu (51""7 q | ) ' =0 (ﬁl)k(ﬂﬂk(ﬁq)k k!

11
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Wir wollen aufierdem definieren:

Definition 2.5 FEin Term a; heifst hypergeometrisch, falls gilt

ag+1
K(k).
o e K(k)

Definition 2.6 Fine differenzierbare Funktion F(x) heifst hyperezponentiell,
falls gult
F'(z)
F(x)

€ K(z).

Definition 2.7 FEine Rekursionsgleichung fir ay heifit holonom, wenn sie ho-

mogen und linear ist und Polynomkoeffizienten € K[k| hat.

Definition 2.8 Eine Differentialgleichung fir f(x) heifft holonom, wenn sie

homogen und linear ist und Polynomkoeffizienten € K[z| hat.

2.1.2 Operatoren

Wir werden im Folgenden mit dem Vorwiérts- und Riickwértsdifferenzenopera-

tor arbeiten:

Definition 2.9 Der Vorwdirtsdifferenzenoperator A ist definiert durch

Af(x) = flz+1) = fz).
Wir nennen ihn auch Delta-Operator.

Satz 2.10 Fiir den Delta-Operator gilt

Az = na=L,

Bewezis.

Ax™ = (z+1)" — 2™
=(x+z-(z—n+2)—zx—-1)--(x—n+2)(x—n+1)
=z (z—-n+2)((z+1) - (z—n+1))
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Definition 2.11 Der Rickwdrtsdifferenzenoperator V ist definiert durch

Vi(z):= flz) = flz = 1).

Wir nennen ihn auch Nabla-Operator.

Satz 2.12 Fiir den Nabla-Operator gilt

Bewes.

V(z), = (), = (-1,
=z(x+1)---(z+n—-1)—(z—Da(z+1)---(x+n—2)
=z(z+1)---(z+n-2)- (z+n—-1-(z—1))

=n-(x), .

Direkt aus der Definition ergibt sich folgender Satz.

Satz 2.13 Vorwdrts- und Rickwdrtsdifferenzenoperator stehen in folgender
Beziehung zueinander:

Af(z) = Vf(z+1).

2.1.3 Klassische kontinuierliche und diskrete orthogonale

Polynome

Wir werden testen, ob die Algorithmen zur Umwandlung verschiedener Dar-
stellungsformen auch korrekt funktionieren. Dabei haben sich als Testobjekte
die klassischen orthogonalen Polynomfamilien als geeignet erwiesen, da sie be-

sonders gut und zahlreich in der Literatur vertreten sind.

Klassische orthogonale Polynome

Definition 2.14 Die klassischen orthogonalen Polynome sind definiert als po-

lynomiale Losungen

Po(z) = kpa™ + Ko™ P+ K" 2 4+ .. mit deg(P,(x),xr) =n
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der Figenwertdifferentialgleichung

o(z)P!(z) + 7(x)P.(x) + N\, P, (z) = 0, (2.1)
wobei o(x) = ax® + bx + ¢ mit a,b,c € K, |a| + |b] + |¢| # 0 und 7(x) = dz +e
mit d,e € K, d # 0, A\, = —n(a(n — 1) + d).
In Tabelle 2.1 wollen wir die Klassifizierung der klassischen orthogonalen Po-

lynomsysteme geméf [Bochner(1929), Lesky(2005)] angeben:

COPS Notation Hypergeometrische Funktion
Hermitepolynome H, (z) (22)" Fy ( —%v:"gl _ #)
Laguerrepolynome L) (1) (aj;ll)" VB ( ~ ‘ z)
Besselpolynome Bgf‘) (x) 2Fo( —mntatl } — g)
Jacobipolynome P@A) (1) (a:—!l)"zFl ( *"’";rj:;rﬁ“ Loz

Tabelle 2.1: Die klassischen orthogonalen Polynomfamilien als hypergeometri-

sche Funktionen

Wir werden von nun an die abkiirzende Schreibweise COPS (fiir classical or-
thogonal polynomial system) fiir die klassischen orthogonalen Polynome ver-

wenden. Analoges zum kontinuierlichen Fall ergibt sich fiir den diskreten Fall.

Klassische diskrete orthogonale Polynome

Definition 2.15 Die klassischen diskreten orthogonalen Polynomsysteme sind

definiert als polynomiale Lisungen
P (x) = kpa" + K 2"+ K22+ . mit deg(P.(x),z) =n
der Differenzengleichung
o(x)AVP,(z) + 7(x)AP,(z) + A\ Po(x) = 0, (2.2)
wobei o(x) = ax?® + bx + ¢ mit a,b,c € K, |a| + |b] + |¢| # 0 und 7(x) = dz +e
mit d,e € K, d # 0, A\, = —n(a(n — 1) + d).

Im Folgenden wollen wir die Klassifizierung der klassischen diskreten orthogo-
nalen Polynomsysteme geméf [Lesky(2005)| angeben.

Wir werden von nun an die abkiirzende Schreibweise CDOPS (fiir classical dis-
crete orthogonal polynomial system) fiir die klassischen diskreten orthogonalen

Polynome verwenden.
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CDOPS Notation Hypergeometrische Funktion
Charlierpolynome Cp (z;a) QFO( T | — %)
Meixnerpolynome M, (z; B, ¢) o F} ( _"é_x 1— %)
Krawtchoukpolynome K, (z;p, N) oy ( e %)
Hahnpolynome Q, (z;a,5,N) 3 F ( *”’";fff;l’*x 1)

Tabelle 2.2: Die klassischen diskreten orthogonalen Polynomfamilien als hy-

pergeometrische Funktionen

2.2 Der ¢-Fall

2.2.1 Definitionen im ¢-Fall

Definition 2.16 Sei a € C. Die g-basische Zahl [a], ist definiert als

1—q®
[a], = e
Fir n € Z ist die g-basische Zahl [n], das g-Analogon der Zahl n, da
(lll_rf} [n], =n.

Definition 2.17 Sein € Ny. Die g-Fakultit [n] ! ist definiert als
nl,-n—1],-...-[1,, neN
1, n = 0.

Definition 2.18 Das g-Pochhammersymbol (a;q), ist fir a € C und k € Ny
definiert als

(1—a)-(1—aq)-...-(1—ag*?), keN
1, k=0.

(CL; Q)k =

Wir verwenden in Folge die verkiirzende Notation:
(@, an; @k = (a15q) - - (an; @)y, -
Das q-Pochhammersymbol (a;q). ist gegeben durch (a;q),, = [[;oo(1 — ag").

Definition 2.19 Fiir n,k € N ist der q-Binomialkoeffizient definiert als
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Diese g-Definitionen konnen als Verallgemeinerungen der bekannten Begriff-
lichkeiten aufgefasst werden. Im Grenzprozess erhilt man fiir ¢ — 1 die fol-
genden Ausdriicke. Wir betrachten die Grenziibergénge fiir k,n € Ny und

o € C im FEinzelnen.

IRT 1—q" o 2 n—1
ggi[n]q—gg}l_q im(1+q+q¢ +-+q"") =n,
| =1 — =n - — =nl
ln ], = limy ], - 2 — 1], [1], =0 (0= 1) -1 =
| n 1 [n q! n! n
im = = =
k], '] -k K-k \k)
i @5 (L=g?) - (L—g™) - - (L= g™ )
im -
Si(l=g)f vt (1-¢)-(1=¢q)-...-(1-9)
—hm[] [ +1], - [oz+k—1] a-(a+1)-...-(a+k—1)
= (@),
Satz 2.20 Die q-Binomialkoeffizienten gentigen den q-Pascalregeln
n+1] X [n} [ n ]
=q + (2.3)
L k], k], k—1],
(n+1] _ [n nl-k| T
I _[k} +q roq| (2.4)
L dq q q

Beweis. Wir fithren den Beweis wie in [KC(2002), Seite 18] angegeben. Da fiir
1<k<n

[n+1],=14q+ - +¢"
=(1+q+-+¢ )+ (T+qg+-+¢"7"
= K], +¢" [n+1—K]

gilt, ergibt sich fiir
n+1] [n+1],! [t 1],
[ k L_ Kl In+1 -k [k n+1—Fk])
[n],!([K], + ¢" [n +1—K],)
(Kl n+1 -kl




17

], oy
B

B [&L“kmq'

Dies entspricht (2.3). Aus der Symmetrieeigenschaft [7 ]

¢ = [n"x], und dem

soeben Gezeigten folgt damit auch (2.4):

n+1l n+1 B n IpratE n
kol ln+1-k], [n-#k], "¢ n+l-k),

n n
— +qn+1k|: :| .
B A

Definition 2.21 Sei f eine Funktion in x. Der Operator D, mit
f(z) — f(qz)
(1—q
heifst q-Differentialoperator. Er ist der Hahnoperator mit w = 0, denn ein-
gefihrt hat ihn [Hahn(1949)]. D,f(x) nennen wir die g-Ableitung von f(x).

Héhere q-Ableitungen sind rekursiv definiert

D,f(x) :==

D,D~'f meN
1, m = 0.

Definition 2.22 Die verallgemeinerte q-hypergeometrische Reihe ist nach
[GR(1990)] definiert als

A1y...,0p
s b b
1y-++yUs

k

q;x) = i (aq; Q)k o (ag Q)k T ((-1)’“ (g))l—ks—r'

= (b1:q)y, - - (b @) (@3 0)y,

Dariiber hinaus fithren wir die folgenden Begriffe ein:

Definition 2.23 FEin Term a; heifit g-hypergeometrisch, falls das Termuver-
hiltnis “2 € F(q").

Definition 2.24 Fine gq-holonome Rekursionsgleichung fiir eine Funktion f
in q" hat die Gestalt

m

> af(g*) =0,

k=0
wobei die Polynomkoeffizienten ay € F[q"].
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Definition 2.25 Fine q-holonome Differentialgleichung fiir eine Funktion f

von x hat die Gestalt

> aw(@) Dy f(x) =0,

wobei die Polynomkoeffizienten ai(x) € Flq", z].

2.2.2 Klassische ¢g-orthogonale Polynome

Die klassischen g-orthogonalen Polynome der Hahnklasse sind definiert als po-

lynomiale Lésungen
P (x) = kpa" + K 2"V + E2" 2 + ... mit  deg(P,(x),z) =n
der Eigenwertgleichung
o(x)DyDy-1 P, (z) + 7(x) Dy Py (x) + A\, P, (z) = 0, (2.5)

wobei o(z) = az? + bx + cmit a,b,c € F, |a|+ |b] +|c| # 0 und 7(x) =dx +e
mit d,e € F, d #0, A\, = —a[n] . [n—1], —d[n],.
Im Folgenden geben wir eine weitere wichtige Version von Gleichung (2.5) fiir

q# 1 an. Dafiir berechnen wir zunéchst

B(x) = Palg)

D,P, = 2.6
(DP,)(a) = = (2:6)
sowie
(D P)(a) = = 5 = T (= )
Somit ergibt sich
2 T 2
¢ Po(%) — ¢° Po(x) — qP(2) + qPa(qz)
D,D,~ P =D, pn— = 1 (27
Dy Py() = Dy () i 2.7)
Setzen wir (2.6) und (2.7) in (2.5) ein, erhalten wir daher die ,symmetri-
sche* Form
C(x)mg) —{C(2) + D(2)}Pu(x) + D(x) Pa(qz) + A Po(x) = 0
mit C(z) = q&(fz;i)27 D(x) = ng) — ;ﬁ?x

Die folgenden Definitionen der klassischen g-orthogonalen Polynome iiber die

Darstellung als ¢g-hypergeometrische Funktion sind in [KLS(2010)] zu finden.
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Definition 2.26 Die klassischen q-orthogonalen Polynome der Hahnklasse sind
klassifiziert gemajfs [Hahn(1949), Lesky(2005)]:

(a) die Grofen q-Jacobipolynome mit

n+1

—-n

, abgq
aq, cq

, L

Pn (CC, a’vb7 G, q) = 3¢2<q

Q;Q)-

Der Spezialfall a = b =1 ergibt die Grofien q-Legendrepolynome

4; Q)'
q;qx) .

Der Spezialfall a = b =1 ergibt die Kleinen q-Legendrepolynome

—n . n+1l
g " q
p, (zq) := zqf)l( . 7 qx) :

QSQ)-

qg "0
P, (z;alq) = z¢1( ‘q; qx) -

aq

-n n+l
qQ ,q9 T

P, (z;¢;q) := 3¢2<
q,cq

(b) die Kleinen q-Jacobipolynome mit

abqn+1

Pn (x;a, b|Q) = 2¢1(q 7
aq

(¢) die Grofien q-Laguerrepolynome mit

—-n
707‘/17

P, (x;a,b;q) == 3¢2(q
aq, bq

(d) die Kleinen q-Laguerrepolynome mit

(e) die q-Charlierpolynome mit

—n —X

Cn (¢ % a;q) == 2¢1(q 4

0

(f) die q-Meiznerpolynome mit

—-n —X

4

_ q
My (7% 0,¢q) =
(a7%;b,¢;9) 2¢1( b

(g9) die q-Krawtchoukpolynome mit

at, —pqg”

-z, ) q
Kn (q apaN7Q) T 3¢2< qu’O

q;q) mit n=0,...,N.
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(h) die q-Hahnpolynome mit

—T

abg"tt, q

. b N|g) - "
Qn (q 3 Ay b7 N|Q) = 3¢2( aq, q_N

q;q) mit n=20,...,N.

(i) die Quantum-q-Krawtchoukpolynome mit

K&™ (¢7%;p,N;q) := z¢>1<q qu%

q;pq”“) mit n=20,...,N.

(j) die Affinen q-Krawtchoukpolynome mit

7n7 q7x7 0

K% (¢ p,N;q) = (q
n (q p Q) 302 pq,q-N

’q;q) mit n=20,...,N.

(k) die q-Besselpolynome mit

q ", —aq"”

Vo (@5 a:q) = 2¢1( 0

q; qas—i-l) )

(1) die Al-Salam-Carlitz I-Polynome mit

U@ (a1q) = <—a>"q<’%>2¢1<q

(m) die Al-Salam-Carlitz 1I-Polynome mit

Vgl)(% q) = (_a)nq—(’;)2¢0 ( q‘i, !

.Q”>
q; — .
a

(n) die Stieltjes-Wigert-Polynome mit

1 qg"
Sn (2;q) == ———1¢ ( g; —q”“:r)
) (¢:0)," '\ 0
(0) die Diskreten q-Hermite I-Polynome mit
(n) q—n7 I_l
ho(20) = ¢Weon| © 0 ai—ax )

Die Diskreten q-Hermite I-Polynome sind Al-Salam-Carlitz I-Polynome
mit a = —1. Es gilt also h,, (z;¢) = UV (z;q).
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(p) die Diskreten q-Hermite II-Polynome mit

B -n —n—+1
h, (;q) == 2"2¢1 < 1 ’g

2
i3

Die Diskreten q-Hermite II-Polynome sind Al-Salam-Carlitz II-Polynome
mit a = —1. Es gilt h, (z;q) = i7" VD (iz; q).

Wir werden von nun an die abkiirzende Schreibweise ¢-OPS (fiir g-orthogonal

polynomial system) fiir die g-orthogonalen Polynome verwenden.
Bemerkung 2.27 Aus der iblichen Drei- Term-Rekursion
AP (z) + ByPo(x) + CPy_1(x) = 2P, (x)

fiir orthogonale Polynome erhdlt man durch Umstellen der Terme die Glei-

chung
(x — B, — A, — C,)Py(x) = ApPryi(x) — (A + C) Po(z) + Co Py (),

wobei A, hdufig in linearisierter Form auftritt und sich der Koeffizient auf der

linken Seite stark vereinfacht.
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Kapitel 3

Der Gosper- und der
Zeilberger-Algorithmus

3.1 Der Gosper-Algorithmus und der Zeilberger-

Algorithmus fiir die Summation

3.1.1 Der Gosper-Algorithmus fiir die Summation

Der Gosper-Algorithmus, erstmals vorgestellt in [Gosper(1978)], bestimmt zu
einem Term aj eine unbestimmte Summe s, = ), a;, die hypergeometrisch
ist.

Anders ausgedriickt: gesucht ist eine diskrete Stammfunktion s; von ag, die

ein hypergeometrischer Term ist, d.h. s; muss der Gleichung

ar = Sk+1 — Sk (31)

geniigen und es muss 2 € K(k) gelten.

Es stellt sich iiber die folgende Brucherweiterung

Sk+2
Ak+1  Sk+2 — Sk+1 Skl spyq
- - Sk+1
Sk

heraus, dass, wenn s; hypergeometrisch ist, es auch schon der Eingabeterm ay

Qg Sk+1 — Sk Sk

sein muss. Somit beschéftigt sich der Gosper-Algorithmus also mit der unbe-
stimmten Summation hypergeometrischer Terme. Es gibt dann zwei Polynome
cx und dy, € K[k] mit ged(cg, di) = 1, so dass

AR+1 Ck
= — c K(k). 3.2
o= T EK() (32)

23
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Dabei kénnen an Stelle von a; auch die beiden Polynome ¢ und di als Eingabe
des Gosper-Algorithmus betrachtet werden.

Existiert eine hypergeometrische diskrete Stammfunktion sz, so nennen wir ay
gospersummierbar. Wir werden nun in Anlehnung an [Koepf(2014)] die we-

sentlichen Orakel des Gosper-Algorithmus beschreiben.

Eine hilfreiche Darstellung fiir %

Nach Lemma 5.1 und Algorithmus 5.2 aus [Koepf(2014)| gibt es fiir den Ein-

gabeterm a; Polynome py, g, und ry € K[k], so dass eine Darstellung

Qr+1 _ Pk+1 Gk+1 (3 3)
ag Pk Tk+1

gefunden werden kann mit der Eigenschaft
ged(qg, mk+4) = 1 fiir alle j € Ny, (3.4)

In (3.3) steht = fiir den polynomiellen Anteil und z:—i fiir den faktoriellen
Anteil. Die Konstruktion der Darstellung (3.3) wird dabei wie folgt vorgenom-
men:

Zunichst einmal setzt man
pe =1, g = cx—1 und 1, = djp_;. (3.5)

Ist mit dieser Wahl die Bedingung (3.4) bereits erfiillt, bleibt nichts mehr
zu tun. Ansonsten gibt es mindestens ein j € Ny, so dass (3.4) nicht erfiillt
ist. Die Menge all dieser j, fiir die (3.4) nicht erfiillt ist, bezeichnen wir als
Dispersionsmenge J von ¢ und 7. Da Polynome nur endlich viele Nullstellen
besitzen, ist J endlich.

Nach Definition von J gilt fiir jedes j € J:

ged(qr, r+j) =t # 1 (3.6)

Fiir jedes j € J werden nun die Polynome py, qx und r, wie folgt aktualisiert:

dk Tk
Pk =Ditithor gy, o=, TR = (3.7)

th th
Wichtig zu erwihnen ist, dass vor den einzelnen Aktualisierungsschritten die

Bedingung (3.4) stets neu gepriift wird. Dieses Vorgehen terminiert, da die
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Dispersionsmenge J endlich ist. Die Aktualisierung von py, g und r, wurde in
[Koepf(2014)] mit Hilfe der Mapleprozedur update umgesetzt, auf die ich im

anschliefenden Beispiel zuriickgreife.

Der Gradschrankenalgorithmus

Gosper hat schliefslich die Funktion f; definiert als

fp = Sk+1  Pr+1 (3.8)
Qp+1  Tk+1
bzw.
r
S — —k . fk—l cAg. (39)
Dk

Daraus ergibt sich unmittelbar

Tk+1 Tk
'fk'ak+1_p_'fk—1'ak~
k

g = Sk+1 — Sk =
Pk+1

Multiplikation mit 2= liefert unter Verwendung von (3.3)

Qg Pk
pp = —H Tr1r e — Tk fi—1 = Qe o — "o fr—1, (3.10)
Q.  Pk+1

eine inhomogene lineare Rekursionsgleichung fiir fj.

Das Argument

Skl Pr+1 Sg+1 D+ 1 pen
fk? - ' - T Sk42
Sk41

k1 Thel  Sk+2 — Skl Thtl — 17

zeigt, dass fr rational ist. Dass fi sogar ein Polynom ist, geht aus Eigen-
schaft (3.4) hervor. Ein Gradschrankenalgorithmus bestimmt nun in Abhén-

gigkeit von pg, qx und r; eine obere Schranke fiir den Grad von f, vergleiche
[Koepf(2014), Lemma 5.4

Lemma 3.1 Der folgende Algorithmus findet eine Gradschranke fir das Po-
lynom fy, wie in (3.8) definiert:

1. Gilt deg(qr+1 + 1) < deg(qe+1 — %), SO ist

deg(fr) = deg(pr) — deg(qri1 — 7).

2. Gilt m = deg(qry1 + rr) > deg(qrr1 — rx) und bezeichnet ¢; den Koeffi-
zienten von k™ im Polynom quq1 + 1y, und ¢y den Koeffizienten von k™1

im Polynom qy1 — 7, so finden die folgenden Fille Anwendung
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a) Ist —2cy/cy keine nichtnegative ganze Zahl ist, so gilt
deg(fr) = deg(pg) — m + 1.
b) Ist —2cy/cy eine nichtnegative ganze Zahl ist, so gilt

deg(fr) < max{—2cy/cy,deg(pr) — m + 1}.

Losen eines linearen Gleichungssystems fiir die Polynomkoeffizienten

Angenommen, die ermittelte Gradschranke ist m. Dann setzen wir das Poly-
m

nom ) b;k’ fiir fi in die Rekursionsgleichung
j=0

Qo1 i = Trfe—1 = Pr (3.11)

ein und bringen die Terme auf eine Seite. Koeffizientenvergleich bzgl. der Va-
riablen £ liefert ein lineares Gleichungssystem, das elementar nach den Koeffi-

-----

Sk

3.1.2 Der Zeilberger-Algorithmus fiir die Summation

Zeilberger hat Anfang der 1990er Jahre erst die Bedeutung des Gosper-Algo-
rithmus  erschlossen. Der  Zeilberger-Algorithmus  (|Zeilberger(1990)],
[Zeilberger(1991)]) findet mit Hilfe des Gosper-Algorithmus eine Rekursions-
gleichung

J
Sn + Z P;(n)sp4+; =0
j=1

mit P; € K(n) fiir s,,, wobei

sn=Y_ F(nk), (3.12)
k=—o0
die nach Multiplikation mit dem Hauptnenner holonom wird. F(n,k) muss
dabei hypergeometrisch beziiglich n und £ sein.
Die direkte Anwendung des Gosper-Algorithmus war nicht zielfiihrend, denn
fiir ein solches F(n, k), das gospersummierbar beziiglich k ist und zudem fiir
alle n € Ny wohldefiniert ist und endlichen Tréger hat, gilt - F(n,k) =0,
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siehe [Koepf(2014), Satz 6.1].
Zeilberger hatte nun die Idee, den Gosper-Algorithmus auf den Term

J
ar = F(n,k)+ Y _o;(n)F(n+j,k) (3.13)
j=1
fiir ein geeignetes J anzuwenden.
Im Wesentlichen werden nun die Schritte des Gosper-Algorithmus fiir dieses

ay, durchgefiihrt, was moglich ist, da (3.13) hypergeometrisch ist:

A1 F(n,k+1) +Z}]:1 oj(n)F(n+j,k+1)

— ; , (3.14)
Ak F(n, k) + Ej:l oj(n)F(n+j,k)
_F(n,k+1) 1+Z}]:1Uj(n>% (3.15)

T F(n+j,k
F(nk) 14+, 0(n) s

Anzumerken ist, dass die Dispersionsmenge mindestens den Wert 1 enthilt,

da es sich bei den Variablen {c;};— ; um Unbekannte handelt, so dass die-

se Variablen nach der Aktualisierung linear in p, auftauchen. Deshalb kann
nun ein lineares Gleichungssystem nach den Koeffizienten des generischen Po-
s C K(n)
aufgelost werden. Ist der Gosper-Algorithmus erfolgreich, erhalten wir einen
7 C K(n) , fir die gilt:

lynoms fi und gleichzeitig nach den k-freien Variablen {o;};—;

-----

hypergeometrischen Term G(n, k) und {o;},—

G(n,k+1)— G(n.k) =ap = F(n, k) + Y _o;(n)F(n+j. k).

Summation liefert nach (3.12)

o0 [e.9]

0= > (Gnk+1)=Gn k)= > a
k=—o00 k=—o00
= > (F(n, k)+ Y oj(n)F(n+j, k;)>
k=—o00 j=1
J
=35, + Z a;(n)sn+;,

wobei die Null auf der linken Seite durch eine Teleskopsumme erzeugt wird.
Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner ist eine holonome Rekursionsglei-

chung der Ordnung J fiir s,, bestimmt.



28

Die von Wolfram Koepf in [Koepf(2014)] verdffentlichte Mapleprozedur
sumrecursion findet eine holonome Rekursionsgleichung fiir s, geméf dem
Zeilberger-Algorithmus. Auf diese Prozedur werde ich in meiner Arbeit zu-

riickgreifen.

3.1.3 Der Zeilberger-Algorithmus fiir die Summation am
Beispiel

Wir wollen nun die wesentlichen Schritte des Zeilberger-Algorithmus am Bei-

spiel von

F(n,k) = (Z>2 (3.16)

vorstellen und als Maple-Code wiedergeben.
Wir definieren
> F:=binomial(n,k)"2:
und bilden zunichst aj wie in (3.13) definiert:
> a_k:=F+sigma[1]*subs(n=n+1,F);
a_k = (n>2 +01<n+ 1)2
- k k
Wir bilden hiervon das Termverhéltnis gemif (3.15):
> rat:=ratio(a_k,k);

(=n —1+k)* (n® = 2nk + k> + oyn® + 20un + 0y)
(n2+2n—2nk+1—-2k+k +on2+20n+o0y) (k+1)°

rat =

Nun bestimmen wir pg, gx und 7 wie in (3.5) festgelegt:
> p:=1:
> q:=subs(k=k-1,numer(rat)):
> r:=subs(k=k-1,denom(rat)):

und aktualisieren die Wahl von py, g, und r; mit der Prozedur update aus

[Koepf(2014)], damit die Dispersionsmenge leer wird:
> upd:=update(p,q,r,k);

upd == [n® +2n—2nk+1 -2k + Kk +on* 420+ oy, (—n — 2+ k)*, k%
> p:=op(1l,upd):
> q:=op(2,upd):
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> r:=op(3,upd):
Wir bestimmen nun in Abhéngigkeit dieser neu erzeugten pg, gx und 7y
eine Gradschranke fiir f, mit Hilfe des von Wolfram Koepf in [Koepf(2014)]
implementierten Algorithmus

> deg:=degreebound(p,q,r,k);

deg =1

und konnen daher ein generisches Polynom vom Grad 1 fiir f; ansetzen:

> f_k:=b[0]+b[1]x*k:
Wir setzen dieses fi, in (3.11) ein und bringen die Terme auf die linke Seite,
so dass ein homogenes Gleichungssystem nach den Variablen

> var:={sigmal1],b[0],b[1]}:
zu losen ist:

> rec:=collect(subs(k=k+1,q)*f_k-r*subs(k=k-1,f_k)-p,k);
rec = (=140 + (=20 —2)bi) K>+ (2+2n+ (—n — 1)%by + (=20 — 2) by) &
+(—n—1P%by—0y—n?>—2n—on®—1-20n

> sol:=solve({coeffs(rec,k)},var);

3n+1 1 n+1
[ == 9byp=1/2——,b; = — (2 1 =—-1/2
Interessant ist fir uns nur o1(n) = —%2’::;11. Wir setzen op(n) in

Spn+01(n)spe1 = 0 ein und erhalten nach Multiplikation mit dem Hauptnenner
(An+1)s, — (n+1)s,41 = 0.

Umformung liefert das Termverhéltnis

Sn+1 o 4(n + %)

Sn  on+1

Mit so = >_p_o (7)? = 1 erhilt man hieraus
1 n

_ (5).4
ool

Wir schreiben dies als
4"(1+3+...+2n—1))
2np)

und erweitern mit den geraden Zahlen bis 2n. Dies liefert
(2n)! 2n
Sp = ——— = :
n!n! n

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass > ;- (2)2 = 1o (2)2 = (2”) ist.

Sp —



30

3.1.4 Eine Variante des Zeilberger-Algorithmus: Diffe-

rentialgleichungen fiir Summen

An Stelle einer holonomen Rekursionsgleichung wie in Abschnitt 3.1.2 suchen

wir nun eine holonome Differentialgleichung

J—1
SO () + ) " 0j(2)S9(x) = 0 (3.17)
fiir
S(z):= Y Fla,k). (3.18)

Eingabeterm fiir diese Variante des Zeilberger-Algorithmus ist der Term F'(z, k),
der hypergeometrisch beziiglich £ und hyperexponentiell beziiglich x sein muss.

Es soll also gelten

F(z,k+1) . F(a k)
) € K(z, k) sowie Flo k) € K(z, k).

Laut Lemma 10.1 aus [Koepf(2014)] hat S(x) die Darstellung

S(z) =C- e 2/T(x) (3.19)
fir C € K, R, T € K(z) und m € N.

Fiir unsere Anwendungen geniigt es, Gleichung (3.19) mit m = 1 zu betrach-
ten. Dadurch ist sichergestellt, dass wir tatséichlich eine holonome Differenti-
algleichung erhalten. Wahrend im Zeilberger-Algorithmus aus Abschnitt 3.1.2
endliche Summen betrachtet wurden, haben wir es im Falle von (3.18) mit
unendlichen Summen zu tun. Deshalb muss S(z) in geeigneter Weise kompakt
konvergent sein, zum Begriff der kompakten Konvergenz siehe [BS(1976), Seite
86).

Nun wenden wir den Gosper-Algorithmus fiir die Summation auf den Term

<
—_

ar = FD(x, k) +Y o;(x)F9(x, k) (3.20)

<
I
o

an, wobei wir mit J = 1 beginnen. Wir erhalten eine hypergeometrische dis-
krete Stammfunktion G(x, k), falls eine solche existiert. Diese geniigt der Glei-

chung

arp = G(z,k+ 1) — G(x, k). (3.21)
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Das Gleichungssystem, das im Gosper-Algorithmus nach den Koeffizienten ei-
nes Polynoms gelost werden muss, wird nun zuséitzlich nach den k-freien Va-

riablen {o;(x)};=0,.-1 C K(z) aufgelost. Falls der Gosper-Algorithmus fiir

das J aus (3.20) keine diskrete Stammfunktion gefunden hat, so wird J je-
weils um 1 erhoht. Falls der FEingabeterm ein ,zuldssiger Term ist, so wird
nach Korollar 7.11 in [Koepf(2014)], siche auch [WZ(1992), GKP(1994)], ein
solches J gefunden. In den von uns betrachteten Féllen sind die Eingabeter-
me ,zuldssig®. Da wir die {0;(z)};=0.. -1 C K(z) nun kennen, brauchen wir
nur noch iiber Gleichung (3.21) geméf Definition (3.18) zu summieren und
erhalten S/ (z) + z‘j]:_ol oj(z)SYW(z) = 0. Die rechte Seite der Differentialglei-
chung wird zu einer Teleskopsumme, die gegen 0 konvergiert, da S(x) kompakt
konvergiert. Nachdem wir auferdem mit dem kleinsten gemeinsamen Nenner-
vielfachen multipliziert haben, erhalten wir die gesuchte Differentialgleichung.
Falls F'(z, k) strikt hyperexponentiell beziiglich x ist, siehe [Koepf(2014), Lem-
ma 10.1], haben wir sogar eine holonome Differentialgleichung gefunden. Dabei
heikt F'(x, k) strikt hyperexponentiell, falls in Gleichung (3.19) der Fall m =1
eintritt. Diese Variante des Zeilberger-Algorithmus wurde in [Koepf(2014)| als

Prozedur sumdiffeq umgesetzt, die wir spiater verwenden werden.

3.2 Der Gosper-Algorithmus und der Zeilberger-

Algorithmus fiir die Integration

Analog zum Gosper- und Zeilberger-Algorithmus fiir die Summation stellen

wir nun den Gosper- und Zeilberger-Algorithmus fiir die Integration dar.

3.2.1 Der Gosper-Algorithmus fiir die Integration

Im stetigen Fall findet der Gosper-Algorithmus eine hyperexponentielle Stamm-
funktion G(z) fiir eine Eingabefunktion f(z), sofern diese existiert, siehe
|Koepf(2014), Kapitel 11| bzw. |[AZ(1990), Abschnitt 5|. Analog zum diskreten
Fall muss bereits die Eingabefunktion hyperexponentiell sein, denn G'(z) er-
fiillt die Gleichung

G'(z) = R(x)G(x) fiir ein R(x) € K(x). (3.22)
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Mit der Produktregel folgt hieraus

G"(z) = R'(2)G(z) + R(z)G'(z) = <J;{/((;B)) - R(m)) G () (3.23)
Und mit (3.22) und (3.23) erhalten wir, dass
fla) _G"a) R, oo

flx)  G'(z)  R(x)

eine rationale Funktion ist.

Der Algorithmus fiir die Integration lduft im Wesentlichen wie der fiir die Sum-
mation ab. Anstatt des Termverhéltnisses ay1/ax wird nunmehr der Quotient
f'(z)/f(x) beziiglich des Eingabeterms f(x) # 0 betrachtet. Da f(z) eine
Darstellung der Form (3.19) besitzt, lisst sich dieser Quotient nach dem Kiir-
zen der exponentiellen Terme mit Hilfe von Polynomen ¢(x) und d(z) € K[z,
ged(e(x),d(z)) = 1 darstellen als

f'(x) _ clx)

flx) d(x)
Danach werden die folgenden Schritte ausgefiihrt, die denen in Abschnitt 3.1.1

entsprechen:

1. Es werden Polynome p(z), ¢(z) und r(x) berechnet, die der Gleichung

f@) P@) g
f@) ~ pla) @)

geniigen und fiir die zudem

ged (r(z), q(x) — jr'(z)) = 1 fiir alle j € Ny (3.24)

gilt, vergleiche dazu (3.3) und (3.4) in Abschnitt 3.1.1, indem zuerst
einmal

p(x) =1, q(x) = ¢(z) und r(z) = d(z)
gesetzt wird.
Sobald es ein j € Ny gibt mit g(z) = ged (r(z), g(x)—jr'(z)) # 1, werden
die Polynome p(x), ¢(x) und r(x) wie folgt aktualisiert:
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Dies erinnert an die Vorgehensweise nach (3.7) im Summationsfall.

2. Im néchsten Schritt wird analog zum diskreten Gradschrankenalgorith-
mus in Abschnitt 3.1.1 eine Gradschranke fiir das Polynom f(z) € K[z]
gefunden, das iiber die Gleichung

G(r) = —=<—f(z) (3.25)

definiert ist. Ist m < 0, existiert keine hyperexponentielle Stammfunktion

des Eingabetermes.

m

3. Schlielich wird das generische Polynom 3~ b;k7 fiir f(z) in die Funktio-

7=0
nalgleichung

pe) = (q<x> n r’(az)) 7o) + r(a) ()

eingesetzt. Nach Koeffizientenvergleich ist ein lineares Gleichungssystem
stimmt ist und mittels Gleichung (3.25) auch die hyperexponentielle
Stammfunktion. Hat das lineare Gleichungssystem keine Losung, exis-

tiert keine hyperexponentielle Stammfunktion G(z).

3.2.2 Der Zeilberger-Algorithmus fiir die Integration

Der Zeilberger-Algorithmus fiir die Integration sucht eine Rekursionsgleichung

fiir 1,,, wobeil

I = / " Fln. )t (3.26)

falls das unbestimmte Integral {iber diesen Integranden kein hyperexponenti-
eller Term ist. In diesem Fall wire die bestimmte Integration Dank des Haupt-
satzes der Differential- und Integralrechnung trivial. Almkvist und Zeilberger,

[AZ(1990)|, waren es, die sich diesem Problem erstmals widmeten. Wie im
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diskreten Fall ist der Eingabeterm des stetigen Zeilberger-Algorithmus’ ein
F(n,t) # 0, das hypergeometrisch beziiglich n und hyperexponentiell beziig-
lich ¢ sein muss. Fiir ein J € N wird nun der stetige Gosper-Algorithmus auf

den Eingabeterm
J
F(t) = Fn )+ Y o) F(n + ) (3.27)

angewandt, so dass nach Koeffizientenvergleich nicht mehr nur nach den Ko-
effizienten des generischen Polynoms, sondern zusatzlich nach den Variablen
{oj(n)}j=1,..; C K(n) aufgelost wird. Der Gosper-Algorithmus findet dann
eine hyperexponentielle Stammfunktion G(n,t) mit

d
%G(n,t) = f(t).

Integration von ¢t = a bis t = b iiber Gleichung (3.27) liefert nach dem Haupt-

satz der Differential- und Integralrechnung
J
I+ 0i(n)ly; = G(n,b) — G(n,a),
j=1

so dass wir fiir geeignete Integrationsgrenzen und nach Multiplikation mit dem
kleinsten gemeinsamen Nennervielfachen eine holonome Rekursionsgleichung
erhalten.

Dieser Algorithmus wurde in [Koepf(2014)| als Prozedur intrecursion um-

gesetzt, worauf ich mich in meiner Arbeit beziehen werde.

3.2.3 Eine Variante des Zeilberger-Algorithmus: Diffe-

rentialgleichungen fiir Integrale

Wihrend wir im vorhergehenden Abschnitt Rekursionsgleichungen fiir Inte-
grale gesucht haben, werden wir nun Differentialgleichungen fiir Integrale be-

stimmen. Wir definieren an Stelle von (3.26) aus Abschnitt 3.2.2 das Integral

I(z) = / b F(x,t)dt. (3.28)

Dabei muss F(z,t) hyperexponentiell beziiglich x und ¢ sein. Beginnend bei

J =1 wird nun der stetige Gosper-Algorithmus auf den Term

f(t) == F(z,t) + Zaj(x)aa—:;F(x,t) (3.29)
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angewandt, vergleiche (3.27) im vorhergehenden Abschnitt. Wir 16sen das
lineare Gleichungssystem im Gosper-Algorithmus nun nicht mehr nur nach
den Koeffizienten eines Polynoms, sondern gleichzeitig nach den Variablen
{o;(z)};=1,..; C K(z), die nicht von ¢ abhéngen. Damit erhalten wir neben der
Menge {o;(z)};=1...s C K(z) eine hyperexponentielle Stammfunktion G(n,t)
fiir f(t). Integration von ¢ = a bis t = b iiber Gleichung (3.29) liefert nach dem

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
J
I(z)+ ) oj(x)19(z) = G(z,b) — G(z,a).
j=1

Fiir geeignete Integrationsgrenzen und nach Multiplikation mit dem kleinsten
gemeinsamen Nennervielfachen erhalten wir die gesuchte holonome Differenti-
algleichung. Die soeben vorgestellte Variante des Zeilberger-Algorithmus wurde
in [Koepf(2014)| als Prozedur intdiffeq umgesetzt. Diese Prozedur werden

wir spiter verwenden.

3.3 Der Gosper-Algorithmus und der Zeilberger-
Algorithmus fiir den ¢-Fall

Analog zum Gosper- und Zeilberger-Algorithmus im Diskreten stellen wir nun
den Gosper- und Zeilberger-Algorithmus fiir den ¢-Fall dar, wobei an Stelle
von K der Grundkérper F = K(q) betrachtet wird.

3.3.1 Der ¢-Gosper-Algorithmus

Der ¢-Gosper-Algorithmus findet zu einem g-hypergeometrischen Eingabeterm

ay einen g-hypergeometrischen Term s; mit
ar = Sk+1 — Sk- (330)

Wir nennen s, dann auch g-hypergeometrische Stammfunktion von a;. Wir
geben nun die wesentlichen Schritte des ¢g-Gosper-Algorithmus an, wobei wir
uns an den Darstellungen in [Koornwinder(1993)| und [BK(1999), B6ing(1998)]

orientieren.
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Wird Gleichung (3.30) durch s, geteilt, sieht man, dass 2t € F(¢*). Anderer-
seits liefert (3.30) geteilt durch a, nach entsprechendem Erweitern die Glei-
chung

Qk4+1 Sk+1 Sk

—— =1 (3.31)
A Qg1 Qg

Diese Gleichung lésst sich vereinfacht schreiben als
hkckH — Cp = 1, (332)

wobei ¢, = Z—z € F(¢*). Um eine g-hypergeometrische Stammfunktion s fiir
den Eingabeterm a; zu finden, geniigt es also, eine rationale Losung ¢, der
inhomogenen Rekursionsgleichung 1. Ordnung (3.32) zu finden.

Wir werden nun in Analogie zu Abschnitt 3.1.1 die wesentlichen Orakel des

q-Gosper-Algorithmus angeben:

Eine hilfreiche Darstellung fiir a’;—:l

Zunichst werden Polynome py, ¢, und 7 € F[¢¥] bestimmt, die die Gleichung

hy = L Do G (3.33)
Qy Pr Tk

erfiilllen und fiir die aukerdem
ged(qg, me+4) = 1 fiir alle j € Ny (3.34)

sowie

ged(qr1, pr) = 1 = ged(rk, pr) (3.35)

gelten sollen.

Die Polynome pyg, qx und r; sind durch diese Eigenschaften bis auf Einheiten
eindeutig bestimmt.

Gleichung (3.30) ldsst sich auf Grund der Schreibweise (3.33) unter Beachtung
von (3.34) und (3.35) darstellen als

Q1S — ThSr—1 = Pr- (3.36)

Diese inhomogene Rekursionsgleichung 1. Ordnung ist uns als Gleichung (3.11)
bereits in Abschnitt 3.1.1 begegnet. Es stellte sich an dieser Stelle heraus, dass
fr ein Polynom sein muss. Eine dhnliche Argumentation liefert nun fiir den
¢-Fall, dass f, € F[¢®, ¢~*] sein muss. Wegen ¢~* = qu handelt es sich somit

um ein Laurentpolynom, vergleiche [Koornwinder(1993), Seite 105].
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Definition 3.2 Sei fi € Fl¢", ¢7*] ein Laurentpolynom, d.h. fr :=>."2 a;q’"

Jj=m1

mi, me € Z, my < Mg, Gm, # 0 # ap,. Dann sei deg(fx) := mo und
deg(fi,) = m.
Eine untere und obere Gradschranke fiir das Laurentpolynom

Wir wollen nun mit folgendem Lemma, vergleiche dazu [Koornwinder(1993),
Lemma 5.1], einen Algorithmus angeben, der aus der Kenntnis von py,, ¢, und
7, in Gleichung (3.36) eine untere und obere Gradschranke fiir das Laurentpo-

lynom f; € F[¢*, ¢*] berechnet.

Lemma 3.3 Sei fi € F[¢*, ¢ %], fr # 0 eine Lisung von (3.36). Dann werden
bei der Berechnung der unteren und oberen Gradschranke von fy. folgende Falle

unterschieden:
1. Gilt ldeg qi. # 1degry, so ist

ldeg(f) = ldeg(px) — min{ldeg(qx), 1deg(rx)}.

2. Ist | := deg(qy) = ldeg(ry) und seien d; und e; die Koeffizienten von ¢*

mn qx bzw. Ty, so finden die folgenden Fille Anwendung:
a) Falls log (%) ¢ Z, so gilt
Ideg(fx) = ldeg(pr) — L.
b) Falls log, () € Z, so gilt

\deg(fi) > min{logy (), Idea(p)} 1

Fiir die obere Gradschranke von f, miissen folgende Fille unterschieden wer-

den:

1.7 Gilt deg(qr+1) # deg(ry), so ist

deg(fx) = deg(pr) — max{deg(qx), deg(r)}.

2.7 Ist m := deg(qx) = deg(ry) und seien d,, und e,, die Koeffizienten von

¢"™ in q bzw. 1, so finden die folgenden Fille Anwendung:
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a)’ Falls log,(5=) & Z, so gill
deg(fr) = deg(pi) — m.

b)’ Falls logq(fi:) € Z, so gilt

€m

deg(f1) < max{log, (). deg(p)} = m.

Losen eines linearen Gleichungssystems fiir die Polynomkoeffizienten

deg(fx) ,
Wir setzen nun das Laurentpolynom > a;k’ fiir f; in die Rekursionsglei-
j=ldeg(fx)
chung
Qo1 S — TeSe—1 = Dk (3.37)

ein, wobei im generischen Laurentpolynom ¢* durch K substituiert wurde. Da-
nach bringen wir die Terme auf eine Seite. Koeffizientenvergleich bzgl. K liefert
ein lineares Gleichungssystem. Dieses kann elementar nach den Koeffizienten
es keine g-hypergeometrische Stammfunktion s;. Andernfalls kennen wir mit
fr gemals der Gleichung

r

S = —k . fk:—l * Qg (338)

Pk

auch s, vergleiche Gleichung (3.9) in Abschnitt 3.1.1.

3.3.2 Der g-Zeilberger-Algorithmus

Wir beschreiben nun die wesentlichen Schritte des g-Zeilberger-Algorithmus
entsprechend der Darstellung in [BK(1999), Boing(1998)]. Gesucht ist die Sum-

me

[e.e]

sn= Y F(nk). (3.39)

k=—oc0
F(n,k) € F muss dabei g-hypergeometrisch beziiglich n und k sein.
Wie schon in Abschnitt 3.1.2 findet der Gosper-Algorithmus fiir ein geeignetes

J Anwendung auf den Term

J
ar = F(n,k) + Y oj(n)F(n+j.k), (3.40)

j=1
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was moglich ist, da a; ¢-hypergeometrisch ist nach einem ¢-Analogon von Glei-
chung (3.15).

Nachdem py, ¢x und 7, geméif (3.33) und ebenso eine obere und untere Grad-
schranke fiir das generische Laurentpolynom, das Lésung einer inhomogenen
Rekursionsgleichung 1. Ordnung ist, gefunden wurden, wird nun der generi-
sche Ansatz fiir das Laurentpolynom in die Rekursionsgleichung eingesetzt und
nach Koeffizientenvergleich ist ein lineares Gleichungssystem zu l6sen. Ahnlich
wie in Abschnitt 3.1.2 ist nicht mehr nur ein Gleichungssystem fiir die Koef-
fizienten des generischen Laurentpolynoms zu losen, sondern gleichzeitig wird

auch noch nach den k-freien Variablen {o;};=1 s C F(¢") aufgelést. Der ¢-

.....

Gosper-Algorithmus liefert eine g-hypergeometrische Stammfunktion G(n, k)

und {o;};=1..;5 C F(¢") , fir die gilt:
J
G(n,k+1)—G(n, k) =a, = F(n, k) + Zaj(n)F(n + 74, k).
j=1
Summation liefert nach (3.39)
0=> (Gnk+1)=Gn, k)= > a
k=—o00 k=—00
oo J
= Y (Fouk) + om0
k=—o00 j=1

J
=5, + Z 0;(n)Snj,
j=1

wobei die Null auf der linken Seite durch eine Teleskopsumme erzeugt wird.
Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner ist eine g-holonome Rekursionsglei-
chung der Ordnung J fiir s,, bestimmt.

Die von Harald Boéing und Wolfram Koepf in [BK(1999)] veréffentlichte Maple-
prozedur gsumrecursion findet eine g-holonome Rekursionsgleichung fiir s,
gemél dem g¢-Zeilberger-Algorithmus. Wir werden spéter darauf zuriickgrei-

fen.
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Kapitel 4

Identifikation von
Funktionenfamilien uber holonome
Rekursions- und Differential- bzw.

Differenzengleichungen

Im vorliegenden Kapitel wollen wir Algorithmen vorstellen, um Funktionen-
familien zu identifizieren, die {iber eine Rodriguesformel gegeben sind, indem
wir aus dieser Darstellung Rekursionsgleichungen (oder auch Differential- bzw.
(g-)Differenzengleichungen) erzeugen und diese dann mit der aus der hyper-
geometrischen Summendarstellung erzeugten Rekursionsgleichung abgleichen.
Nachdem auch noch entsprechend viele Anfangswerte iiberpriift worden sind,
ist die Darstellung einer Funktionenfamilie iiber eine Rodriguesformel verifi-
ziert.

Zunéchst wollen wir uns den bereits in der Literatur dokumentierten Fall an-
schauen, in dem aus Rodriguesformeln stetiger Funktionenfamilien holonome
Rekursionsgleichungen als auch holonome Differentialgleichungen erzeugt wer-
den. Dabei wird die Rodriguesformel in eine Integralschreibweise iiberfiihrt, auf
die dann der stetige Zeilberger-Algorithmus Anwendung findet. Wir testen die
Algorithmen am Beispiel der klassischen orthogonalen Polynome und verglei-
chen mit den Rekursions- bzw. Differentialgleichungen, die aus der hypergeo-

metrischen Summendarstellung gewonnen werden kénnen.
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Dariiber hinaus testen wir noch einmal an einer Beispielfamilie, die keine or-
thogonale Polynomfamilie ist.

Danach werden wir die Vorgehensweise auf den Fall diskreter Funktionenfa-
milien tibertragen und auch hierfiir Algorithmen vorstellen, die aus diskreten
Rodriguesformeln holonome Rekursionsgleichungen als auch holonome Diffe-
renzengleichungen generieren. Dafiir muss zunéchst eine gleichwertige Sum-
mendarstellung gefunden werden. Wir wandeln die Rodriguesformel in Sum-
menschreibweise um und wenden den diskreten Zeilberger-Algorithmus darauf
an. Die gefundenen Algorithmen werden an Hand der klassischen diskreten or-
thogonalen Polynome getestet und wieder mit den Ergebnissen beziiglich der
hypergeometrischen Summendarstellung verglichen.

Die Problemstellung wird schlieklich auf den g-Fall iibertragen. Im ¢-Fall sind
in der Literatur, etwa in |[KLS(2010)|, verschiedene Arten von ¢-Rodrigues-
formeln verwendet worden. Fiir diese muss entsprechend eine Summendar-
stellung gefunden werden, so dass der g-Zeilberger-Algorithmus Anwendung
finden kann. In diesem Fall werden die Algorithmen mit Hilfe der klassischen
g-orthogonalen Polynome getestet und mit der aus der ¢g-hypergeometrischen
Summendarstellung generierten g-Rekursionsgleichung bzw. ¢-Differenzenglei-
chung verglichen. Zur Orientierung fiir den Leser geben wir in Tabelle 4.1 eine

Ubersicht iiber die Namen der Mapleprozeduren fiir alle Testfille an.

4.1 Holonome Rekursionsgleichungen und Diffe-
rentialgleichungen aus Rodriguesformeln im

stetigen Fall

4.1.1 Holonome Rekursionsgleichungen aus Rodrigues-

formeln im stetigen Fall

Wir wollen nun stetige Funktionenfamilien identifizieren, die durch eine Rodri-
guesformel gegeben sind. Dabei werden wir Rekursionsgleichungen aus Rodri-
guesformeln mit Hilfe des stetigen Zeilberger-Algorithmus generieren. Darauf
hatten bereits [AZ(1990)] hingewiesen. Wir werden dies nun ausfiihrlich dar-
stellen, so wie es [Koepf(2014), Kapitel 13| getan hat.
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Die Rodriguesformel einer Funktionenfamilie (f,(x)), ist gegeben als

(o) = 00) (1) o) (41

Die Rodriguesformeln der klassischen orthogonalen Polynome lauten nach
[KLS(2010)]:'.

COPS Notation Rodriguesdarstellung
Hermitepolynome H, (z) (—1)"6””2(%)” e
Laguerrepolynome L% (z) (L) [emmante]
Besselpolynome B () zn(ni(;::;)’;aef% (Lyn {m“e*%ﬁ”J
Jacobipolynome P@A) (1) M(IS%Z%)” [(1—z)" T (142)"+F]

Tabelle 4.2: Die Rodriguesformeln der klassischen orthogonalen Polynome

Eine komplexwertige Funktion f(z), die auf einem einfach zusammenhéngen-
den Gebiet D C C analytisch ist, lasst sich nach der Cauchyschen Integral-
formel unendlich oft differenzieren und die Ableitungen kénnen wie folgt als
Integrale dargestellt werden:

fM(z) = i/%dt. (4.2)

2w

Dabei bezeichnet v eine geschlossene Kurve in D, die x einmal im Gegenuhr-
zeigersinn umlauft. Ist fiir eine Funktionenfamilie f,(x) die Rodriguesformel
(4.1) bekannt, so gilt mit (4.2) also

omi J, (t — z)nt1

ole) = o) [ (hidt (43)

Aus der Integraldarstellung kann nun iiber Anwendung des stetigen Zeilberger-
Algorithmus (siehe Abschnitt 3.2.2), etwa die Mapleprozedur intrecursion
aus |Koepf(2014)], eine holonome Rekursionsgleichung fiir die Funktionenfa-
milie f,(z) gefunden werden. Die Mapleprozedur rodriguesrecursion aus

[Koepf(2014)] setzt genau dies um. Wir geben ihren Code an.

! Die Rodriguesdarstellung der Besselpolynome entstammt nicht [KLS(2010)], sondern sie
wurde entsprechend der Bildungsvorschrift der Rodriguesformel berechnet, siche [NU(1988),
Seite §]
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rodriguesrecursion:=proc(g,h,x,sn)
local S,n,t,result;
if type(sn,function) then
S:=op(0,sn); n:=op(l,sn);

else
n:=op(1l,sn);
end if;

result:=intrecursion(n!*g*subs(x=t,h)/(t-x)~(n+1),t,S(n));

end proc: #rodriguesrecursion

Da es sich bei (4.3) um ein Integral iiber eine geschlossene Kurve v handelt, ist
die ausgegebene Rekursionsgleichung automatisch homogen. Wir {iberpriifen
die Prozedur rodriguesrecursion exemplarisch mit Hilfe der Hermitepoly-
nome. Wir versetzen uns in die Rolle des Unwissenden und nehmen vorerst

nur an, dass

H, (z) = (—1)"" (d%y [e*ﬂ (4.4)

die Rodriguesformel der Hermitepolynome ist. Wir wollen dies mit Hilfe der
Prozedur rodriguesrecursion aus [Koepf(2014)| iiberpriifen.

Wir erhalten folgende Ausgabe in Maple:
> rodriguesrecursion((-1) "n*xexp(x~2),exp(-x~2),x,H(n));
Hn+2)—2zH(n+1)+2(n+1)H(n) =0
Diese Ausgabe erhalten wir ebenso, wenn wir die Rekursionsgleichung unter

Verwendung der Prozedur sumrecursion aus [Koepf(2014)| direkt aus der hy-

pergeometrischen Summendarstellung

(), ( _ 1)’“, (45)

k! 2

L3
(

H,(x) = (22)"

k=0
generieren. Maple liefert uns dazu die folgende Rekursionsgleichung:

> sumrecursion((2*x) “n¥hyperterm([-n/2,-(n-1)/21,[1,-1/x72,k),
> k,H@));

Hn+2)—2zH(n+1)+2(n+1)H(n) =0
Die Rekursionsgleichungen stimmen also iiberein. Uberpriifen wir noch, ob die
beiden Anfangswerte Hy(z) und Hi(x) sowohl fiir die angenommene Rodri-

guesdarstellung (4.4) als auch die hypergeometrische Reihe (4.5) {ibereinstim-
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men, haben wir gezeigt, dass (4.4) tatséchlich die Rodriguesformel der Her-
mitepolynome ist. Aus der Gestalt (4.4) erhalten wir sofort Hy(x) = 1 sowie
H,(z) = 2z. Wenn wir (4.5) fiir n = 0 und n = 1 betrachten, ergeben sich mit
(0), = 1 die Werte

mo e 3RO

in Ubereinstimmung mit den aus (4.4) erzeugten Anfangswerten. Damit ist
(4.4) tatséchlich die Rodriguesdarstellung der Hermitepolynome.

Wir wollen nun eine Prozedur angeben, die die von rodriguesrecursion aus-
gegebene Rekursionsgleichung entsprechend der besonderen Form von Bemer-

kung 2.27 normiert. Wir stellen diese Normierungsprozedur hier vor.

rodriguesNorm:=proc(rec,sn)
local S,n,result;
if type(sn,function) then
S:=op(0,sn); n:=op(l,sn);

else
n:=op(1l,sn);
end if;

result:=1hs(rec)-rhs(rec);

result:=subs(n=n-1,result);
result:=collect(-expand(result-coeff (result,x,0)),S,factor)=
coeff(result,x,0);

end proc: #rodriguesNorm

Schlieflich geben wir der Vollstédndigkeit halber in Tabelle 4.3 auf Seite 53 die
durch Hintereinanderausfithrung von rodriguesrecursion und rodriguesNorm

erzeugten Drei-Term-Rekursionen aller COPS an.
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4.1.2 Holonome Differentialgleichungen aus Rodrigues-

formeln im stetigen Fall

Wir wollen nun auf &hnliche, doch andere Art und Weise stetige Funktio-
nenfamilien (f,(z)), identifizieren, die durch eine Rodriguesformel gegeben
sind. Wir werden aus der Rodriguesformel eine holonome Differentialgleichung
erzeugen und sie mit der vergleichen, die unter Verwendung der Prozedur
sumdiffeq aus [Koepf(2014)] aus der hypergeometrischen Summendarstellung
erzeugt werden kann. Nach Abgleich entsprechend vieler Anfangswerte miissen
die Funktionenfamilien dann {ibereinstimmen. Das liegt daran, dass das An-
fangswertproblem fiir Differentialgleichungen n-ter Ordnung unter sehr milden
Bedingungen, die in unserem Fall erfiillt sind, genau eine Ldsung besitzt, sie-
he dazu [Walter(2000), §11, II. und III.]. Ein solches Anfangswertproblem ist
dquivalent zu einem System von n Differentialgleichungen erster Ordnung. Von
Differentialgleichungen erster Ordnung wissen wir, dass sie nach dem Existenz-
und Eindeutigkeitssatz [Walter(2000), §6, I.] bei Angabe eines Anfangswertes
genau eine Losung besitzen. Wir wenden uns also in diesem Abschnitt der
Erzeugung von Differentialgleichungen zu. Dazu kann auf die Darstellung

ule) = 9u(e) s [ ) g, (48)

omi J, (t — z)nt1

aus Abschnitt 4.1.1 die Variante des Zeilberger-Algorithmus zur Erzeugung
von holonomen Differentialgleichungen (siehe Abschnitt 3.2.3) angewandt wer-
den, die in [Koepf(2014)] als Mapleprozedur intdiffeq umgesetzt wurde.
[Koepf(2014)] hat intdiffeq benutzt und damit die Mapleprozedur

rodriguesdiffeq umgesetzt.

rodriguesdiffeq:=proc(g,h,n,sx)
local S,x,t,result;
if type(sx,function) then
S:=op(0,sx); x:=op(l,sx);

else
x:=op(1,sx);
end if;

result:=intdiffeq(g*subs(x=t,h)/(t-x)~(n+1),t,S(x));

end proc: #rodriguesdiffeq
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Wir testen diese Prozedur wieder am Beispiel der Hermitepolynome:
> rodriguesdiffeq((-1) "n*exp(x~2),exp(-x~2),n,H(x));
2nH(z) — 22 (L H(z)) + (L H(z)) = 0
Auch hier stellt sich heraus, dass dies diejenige Differentialgleichung ist, die
mit der Prozedur sumdiffeq direkt aus der hypergeometrischen Reihe der Her-

mitepolynome erzeugt werden kann:

> sumdiffeq((2*x) “nxhyperterm([-n/2,-(n-1)/2],[]1,-1/x"2,k),
> k,H(x));

2nH(z) — 22 (L H(x)) + (L H(z)) = 0
Uberpriifen wir noch die zwei Anfangswerte H, (0) und H/ (0) fiir beide Dar-
stellungen, so haben wir gezeigt, dass die Rodriguesformel (4.4) die Klasse
der Hermitepolynome darstellt. Wir wollen nun H, (0) aus der Rodriguesfor-
mel (4.4) bestimmen. Wenn wir diese betrachten, bemerken wir, dass die n-te
Ableitung der holomorphen Funktion e
Integralformel, |[BS(1976), Seite 123|, die Integraldarstellung

d\"1 _.» n et

besitzt. Diese Gleichung ist ein Spezialfall von Gleichung (4.3). Dabei ist ~y

nach der allgemeinen Cauchyschen

eine geschlossene Kurve in einem Gebiet D C C, die 0 einmal im Gegenuhr-

zeigersinn umlduft. Wir konnen H,(z) somit darstellen als

n! et
H,(z) = (=1)"" — 4.10
Wir sehen, dass
1 et
= —— 4.11
¢ 2mi J, tntl ( )

—T

der n-te Koeffizient der Taylorreihe der Funktion f(z) = e™*" ist, vgl. den Satz
zur Eindeutigkeit der Potenzreihenentwicklung in [BS(1976), Seite 133]. Um

H,,(0) berechnen zu kénnen, entwickeln wir diese Funktion in eine Potenzreihe

mt2m

FO) = cat"=>" %

Eine algorithmische Methode hierfiir findet sich in [Koepf(1992)], siche auch
[Koepf(2006)]. Damit erhalten wir

CL™ falls n = 2m
cp=4 ™ , (4.12)

0 ,falls n =2m + 1
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wobei m € Ny. Zusammen mit den Gleichungen (4.10) und (4.11) ergibt sich

fiir z = 0 dann

(—1)m - falls o = 2m
H,(0) = ' : (4.13)
0 ,falls n =2m + 1

wobei m € Nj. Dieses Ergebnis wird ebenfalls in [OLBC(2010), Seite 444]
angegeben. Dort findet sich der Ausdruck
Hy,(0) =(-1)"(n+1),.

Auf gleiche Weise werden wir nun den Wert H) (0) aus der Rodriguesdarstel-
lung (4.4) berechnen. Dafiir leiten wir Gleichung (4.4) ab:

H' (z) = (—1)”(2:56962 (%)n [e-x“’] + e (%)M [e-ﬂ ) (4.14)

Der linke Summand von (4.14) verschwindet fiir + = 0. Es bleibt nur der
rechte Summand von (4.14) stehen und H, (0) kann mit Hilfe der Cauchyschen

Integralformel dargestellt werden als

H,,(0) = (—1)"e”2<%)n+1 [e*’ﬂ |o—0= (—1)"<n+,1)!/£;22dt. (4.15)

211

Also ist
H,,(0) = (=1)"(n+ 1)! cnp,
und mit (4.12) ergibt sich explizit

0 , falls n = 2m
H,(0) =9 oo : (4.16)
el falls n = 2m + 1
wobei m € Ny. Dieses Ergebnis wird von [OLBC(2010)] auf Seite 444 bestéitigt.

Darin findet sich der Wert
Hén+1<0) =2(=1)"(n+ 1>n+1 .

Wir gleichen diese Ergebnisse fiir H,,(0) und H](0) mit denen ab, die wir aus

der hypergeometrischen Summendarstellung

LEJ n n n—
AN D U= P

Hy(z) =) = x (4.17)

k=0

erhalten.
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Wir beginnen mit H,(0) und unterscheiden, ob n gerade oder ungerade ist.

1. Sei n gerade. Wir betrachten

n

2 (_ n(_ny (_(n=1)
Hn(x):2< D2 z‘)“ 7k n-ak (4.18)

Setzen wir x = 0 in Gleichung (4.18) ein, bleibt nur noch der Summand

fir £ = % iibrig:

H,(0) = (—1)’”W (4.19)
2. Sei n ungerade. Wir betrachten
n—1
2 (—1)kon(—n), (— (=D
H,(z) = Z (=12 li:')k( 2 )kx”_%. (4.20)
k=0 ’

Hier sieht man nun, dass fiir ungerades n die Gleichung H,,(0) = 0 gilt, da
fiir ungerade n der Summationsindex k£ = % nicht durchlaufen wird, bei

dem der Ausdruck 2"~ ?* fiir x = 0 den Wert 1 ergeben wiirde.

Fassen wir beide Fille zusammen, erhalten wir aus der hypergeometrischen
Summendarstellung ebenfalls Gleichung (4.13).
Schauen wir uns nun noch auf gleiche Weise den Wert fiir H (0) aus der hy-
pergeometrischen Summendarstellung an. Zunéchst leiten wir dafiir Gleichung
(4.17) ab und erhalten

 (— 182 (=)= 27 — 2h)

H (z) = 7 gL (4.21)
k=0 '

Wir unterscheiden wieder, ob n gerade oder ungerade ist.
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1. Sei n gerade. Zunidchst erhalten wir im Hinblick auf (—g)k die obere

Summationsgrenze :

"2k (4.22)
k=0

Da fiir gerades n der Summationsindex k = "T_l nicht durchlaufen wird,
bei dem der Ausdruck 2"~ 2! fiir z = 0 den Wert 1 ergeben wiirde, no-

tieren wir H) (0) = 0.

2. Sei n ungerade. Dann gilt:

H(z)=Y — a2l (4.23)

k=0

Setzen wir hierin z = 0 ein, bleibt nur der Summand fiir £ = "T_l stehen:

_1)*ton(_n "1) 1
(-1) 2<(i)2( o). .

H)!
() ()=

2

H,(0) =

wird (4.24) zu

(=)= - 2-n)
GO

Diese Gleichung lasst sich einfach erweitern zu

e

Dies entspricht fiir n = 2m + 1 gerade

/ _ m—1 (2m)'
H,(0) = (=1) g
Fassen wir beide Fille zusammen, erhalten wir aus der hypergeometrischen

Summendarstellung ebenfalls Gleichung (4.16).
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Insgesamt stimmen die beiden Anfangswerte H,(0) und H/ (0) der Hermitepo-
lynome fiir die Rodriguesdarstellung und die hypergeometrische Summendar-
stellung tiberein und somit ist die Rodriguesdarstellung (4.4) der Hermitepo-
lynome auch auf diesem Wege verifiziert.

Der Vollstandigkeit halber geben wir in Tabelle 4.4 auf Seite 53 die mit
rodriguesdiffeq erzeugten Differentialgleichungen der COPS an.

4.1.3 Eine Testfamilie, die kein OPS ist

In diesem Abschnitt wollen wir einmal fiir den Fall, dass eine Rodriguesdarstel-
lung einer nicht-orthogonalen Funktionenfamilie vorliegt, testen, ob die Algo-
rithmen zur Erzeugung von Rekursions- und Differentialgleichungen funktio-
nieren. Inspiriert von dem Beispiel der Bateman-Funktionen aus [Koepf(2014),
Seite 264]

i - S

k=1

das in [Bateman(1931)] und [Koepf(2014)] eingefithrt und untersucht wurde,

betrachten wir das Beispiel der Funktionenfamilie

5] (_ny (=) k
Gol(z) = e Hy(z) = e (2)" S )’“(—i) (4.25)

k! x?
k=0

|3

Die Rodriguesdarstellung der Hermitepolynome liefert die Rodriguesdarstel-

lung der Funktionenfamilie G, (z):

Go(2) = (—1)" (%)n xal (4.26)

Wir wollen die Funktionenfamilie G,,(z) nun an Hand ihrer Rodriguesformel
identifizieren. Da der Vorfaktor e=*", durch den sich G, (z) von H,(z) in (4.25)
unterscheidet, nicht von n abhéngt, erhalten wir dieselbe Rekursionsgleichung
wie fiir die Hermitepolynome H,,(x) in Abschnitt 4.1.1. Dieser Fall ist also fiir
unsere Untersuchung weniger interessant. Wir werden die Funktionenfamilie
Gn(z) daher identifizieren, indem wir Differentialgleichungen aus den Darstel-

lungen (4.26) sowie (4.25) erzeugen.
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Zunichst liefert uns rodriguesdiffeq eine Differentialgleichung aus der Ro-

driguesdarstellung (4.26):

> rodriguesdiffeq((-1)"n,exp(-x~2),n,G(x));
2(n+1)G(z) + 22 (L G(2)) + (L G(x)) = 0
Andererseits stellen wir fest, dass uns die Prozedur sumdiffeq diese Differen-

tialgleichung aus der hypergeometrischen Reihe (4.25) generiert:

> sumdiffeq(exp(-x~2)*(2*x) "n*
> hyperterm([-n/2,-(n-1)/21,[1,-1/(x~2) ,k) ,k,G(x));

2(n+1)G(z) + 22 (L G(2)) + (L, G(z)) = 0
Die Differentialgleichungen stimmen also iiberein. Um die Rodriguesdarstel-
lung (4.26) zu verifizieren, berechnen wir noch G,,(0) und G/,(0) sowohl aus der
Rodriguesdarstellung als auch aus der hypergeometrischen Summendarstellung
und vergleichen sie miteinander.
Analog zu den Betrachtungen in Abschnitt 4.1.2, als H,,(0) tiber funktionen-
theoretische Argumente aus der Rodriguesdarstellung berechnet wurde, erhal-

ten wir

(=)™ falls n = 2m
Gn(0) = " : (4.27)
0 Jfallsm=2m+1

wobei m € Ng.
Analog zu den Betrachtungen in Abschnitt 4.1.2 zur Berechnung von H/(0)
ergibt sich

0 , falls n = 2m

(=n™tem)!
m!

G (0) = : (4.28)

Jfallsn=2m — 1

wobei m € Ny bzw. N.

Da e |,_o = 1, ergeben sich fiir G,(0) und G’,(0) aus der hypergeometri-
schen Reihe (4.25) dieselben Werte wie fiir H,,(0) und H/ (0), die in Abschnitt
4.1.2 aus der hypergeometrischen Summendarstellung berechnet wurden. Also
stimmen diese Werte fiir G,,(0) und G7,(0) mit (4.27) und (4.28) iiberein.
Insgesamt haben wir damit die Funktionenfamilie G, (x) gegeben durch die

Rodriguesformel (4.26) verifiziert.
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4.2 Holonome Rekursions- und Differenzenglei-

chungen aus Rodriguesformeln im diskreten

Fall

In Analogie zu den Ausfiihrungen aus Kapitel 4.1 mochten wir nun diskrete
Funktionenfamilien identifizieren, indem wir holonome Rekursions- als auch
Differenzengleichungen aus diskreten Rodriguesformeln erzeugen. Dafiir be-
notigen wir eine Summendarstellung der Rodriguesformel, auf die dann der

diskrete Zeilberger-Algorithmus angewandt werden kann.

4.2.1 Holonome Rekursionsgleichungen aus Rodrigues-

formeln im diskreten Fall

In Analogie zur Darstellung (4.1) im vorhergehenden Kapitel hat die diskrete
Rodriguesformel einer Funktionenfamilie (f,(x)), folgende Gestalt, wobei der

Delta-Operator den Differentialoperator % ersetzt:

fn() = gn(x)A"h, (). (4.29)

Die Rodriguesformeln der klassischen diskreten orthogonalen Polynome lauten:

CDOPS Notation Rodriguesdarstellung

Charlier C, (z;a) %A” ﬁ

Meixner M, (x; 3, ¢c) (B)i!'cz A (BJFTZC n)'l :
Krawtchouk K, (z;p, N) WAH (N (%)x—nJ

Hahn Q,, (r;a, 8, N) w(ia)ﬁNﬁ)TlN A"w(x—n;a+n, +n, N—n)]

mit w(z; o, B, N) == (“17) (Byvjf;x)

Tabelle 4.5: Die Rodriguesformeln der klassischen diskreten orthogonalen Po-

lynome in A-Schreibweise

Die Rodriguesformeln in A-Schreibweise wurden aus der in [KLS(2010)] ver-
wandten V-Schreibweise durch n-fachen Shift der Variablen x gewonnen, ver-

gleiche Satz 2.13. Auferdem ist die w-Funktion der Hahn-Polynome wie folgt
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definiert:

w(z;a, B, N) = (a—xl—x) (5;7;x)

Mit den Notationen aus [Aigner(2006)| konnen wir A darstellen als
A=FE—1I (4.30)

mit E als dem Translationsoperator mit Schrittweite 1 und der Identitit
I = E°. E nennen wir auch Shift-Operator.
Da diese Operatoren linear sind und kommutativ beziiglich der Hintereinan-

derausfithrung, vergleiche [Aigner(2006)], ergibt sich nach dem Binomialsatz
(E-1r=Y" (Z) E*(—1)"* (4.31)
k=0

und damit

Ahy(z) = (=1)"* (Z) ho(z + k). (4.32)

k=0

Also lasst sich die Rodriguesformel (4.29) als Summe darstellen:

Fa(@) = gn(z) A hy ( Z gnl(z (k) ho(x + ). (4.33)

Da die Theorie des Vorwartsdifferenzenoperators A und des Riickwartsdiffe-
renzenoperators V gleichwertig sind, kann man die diskrete Rodriguesformel

auch schreiben als

(@) = gn(x)V™hy,(x). (4.34)

Auf Grund des Binomialsatzes fiir Operatoren angewandt auf V = (I — E~!)
gilt

Viha(z) = Y (~1)* (Z) hon( — k) (4.35)

k=0

und (4.34) lasst sich wie folgt in eine Summe umwandeln:

_ kfg Gnl(@)(=1)F <Z) ho( — ). (4.36)
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Auf die Summendarstellungen (4.33) und (4.36) sowohl bzgl. A als auch bzgl.
V kann nun die Mapleprozedur sumrecursion aus [Koepf(2014)| angewandt
werden.

Wir wollen an dieser Stelle die Mapleprozedur rodriguesDeltarec angeben,
die diese Vorgehensweise fiir den A-Operator implementiert und Drei-Term-
Rekursionen fiir diskrete Funktionenfamilien erzeugt, deren Rodriguesformel

bekannt ist.

rodriguesDeltarec:=proc(g,h,x,sn)
local S,n,k,rec;
if type(sn,function) then
S:=op(0,sn); n:=op(l,sn);

else
n:=op(1,sn);
end if;

rec:=sumrecursion(g*binomial(n,k)*(-1)~ (n-k)*subs(x=x+k,h) ,k,
S(n));

end: #rodriguesDeltarec

Als Testbeispielklasse fiir diese Prozedur wéhlen wir die Meixnerpolynome. Sie

besitzen die hypergeometrische Summendarstellung

M, (z) = kz:; % (1 - %) (4.37)

und ihre Rodriguesformel lautet in A-Schreibweise:

T {(5 1)y C]
(B), - c* (x —n)!
Daraus berechnen wir nun folgende Drei-Term-Rekursion:

> rodriguesDeltarec(x!/pochhammer(beta,x)/c"x,
> pochhammer (beta+n,x-n)*c~(x-n)/(x-n)!,x,M(n));

M, (z) = (4.38)

c(B+n+1)Mn+2)—(cf+cen+axc+c+n—aoz+1)Mn+1)
+(n+1)Mn)=0
Wir iiberpriifen Formel (4.38) mit Hilfe der Mapleprozedur sumrecursion aus
[Koepf(2014)] und wenden diese Prozedur auf die hypergeometrische
Summendarstellung (4.37) an. Wir wollen schauen, ob wir damit dieselbe Re-

kursionsgleichung erzeugen kénnen.
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> sumrecursion(x!/(pochhammer (beta,x)*c~x)*
> hyperterm([-n,-x], [beta],1-1/c,k) ,k,M(n,x));

c(B+n+1)Mn+2)—(cf+cn+zc+c+n—x+1)Mn+1)

+(n+1)M(n) =0
Nachdem wir zwei Anfangswerte sowohl aus der Rodriguesdarstellung (4.38)
als auch aus der hypergeometrischen Summendarstellung (4.37) berechnet ha-
ben, stellen wir fest, dass diese gleich sind und fiir beide Vorgehensweisen
My(z) = 1 sowie Mi(z) = gﬁ%%fif ergeben. Damit ist die Rodriguesformel
(4.38) der Meixner-Polynome verifiziert.
Analog arbeitet die Prozedur rodriguesNablarec, die Drei-Term-Rekursionen
aus der Rodriguesformel in V-Schreibweise generiert. Zusédtzlich haben wir
noch die Prozedur DeltaNorm geschrieben, die zur Normierung der von den
Prozeduren rodriguesDeltarec und rodriguesNablarec ausgegebenen Re-
kursionen dient und die Rekursionsgleichungen in der besonderen Form von
Bemerkung 2.27 ausgibt, wie sie auch in [KLS(2010)] dargestellt werden. Wir
geben den Code der Mapleprozedur DeltaNorm an.

DeltaNorm:=proc(rec,x,sn)
local S,n,k,result;
if type(sn,function) then
S:=op(0,sn); n:=op(l,sn);

else
n:=op(1l,sn);
end if;

result:=1hs(rec)-rhs(rec);

result:=subs(n=n-1,result);
result:=collect(-expand(result-coeff(result,x,0)),S,factor)=
coeff(result,x,0);

end: #DeltalNorm

Der Code der hier nicht explizit angegebenen Mapleprozeduren ist auf dem der
Arbeit beigefiigten Datentriger dokumentiert.

Der Vollstandigkeit halber geben wir in Tabelle 4.6 auf Seite 63 die durch
Hintereinanderausfiihrung von rodriguesDeltarec und DeltaNorm erzeugten
Drei-Term-Rekursionen der CDOPS an.
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4.2.2 Holonome Differenzengleichungen aus Rodrigues-

formeln im diskreten Fall

Wir wollen nun diskrete Funktionenfamilien (f,(x)),, die durch eine Rodri-
guesformel gegeben sind, auf eine andere Art und Weise identifizieren. Dafiir
werden wir im Folgenden holonome Differenzengleichungen aus Rodriguesfor-
meln erzeugen und mit den aus der hypergeometrischen Summendarstellung
erzeugten abgleichen. Schlieflich werden wir noch entsprechend viele Anfangs-
werte vergleichen.

Wir werden uns in der Hauptsache mit denjenigen Rodriguesformeln beschéif-
tigen, die den Vorwirtsdifferenzenoperator A verwenden. Ausfithrungen mit
Hilfe des Riickwirtsdifferenzenoperators V sind ebenfalls moglich und wurden
ebenfalls von uns implementiert und getestet.

Um holonome Differenzengleichungen aus der Rodriguesformel

fn(T) = gn(x)Anhn(m)

zu generieren, wandeln wir diese Gleichung zunéchst wieder wie in Abschnitt

4.2.1 in eine Summendarstellung um:

folz) = Z Gn(x)(—=1)"7* (Z) hy(z + k). (4.39)

Hierauf konnen wir genauso wie im vorhergehenden Kapitel den diskreten
Zeilberger-Algorithmus bzgl. der Variablen z anwenden, vergleiche dazu Kapi-
tel 3.1.2 und die Mapleprozedur sumrecursion aus [Koepf(2014)].

Der Unterschied besteht darin, dass nun die Rollen von n und x vertauscht
sind und wir eine Rekursionsgleichung in der Variablen x erhalten. Diese nen-
nen wir auch Differenzengleichung.

Diese Uberlegungen haben wir in der Mapleprozedur rodriguesDeltadiffeq
umgesetzt. Man beachte, dass im Vergleich zur Prozedur rodriguesDeltarec
die Rollen von n und z getauscht wurden. Wir geben den Code von

rodriguesDeltadiffeq an.

rodriguesDeltadiffeq:=proc(g,h,n,sx)
local S,x,k,diffeq;
if type(sx,function) then
S:=op(0,sx); x:=op(l,sx);
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else
x:=op(l,sx);
end if;

diffeq:=sumrecursion(g*(-1) ~(n-k)*binomial (n,k) *subs (x=x+k,h),
k,5(x));
end: #rodriguesDeltadiffeq

Wir testen die Prozedur wieder am Beispiel der Meixnerpolynome. Aus der
Rodriguesdarstellung (4.38) erhalten wir folgende Drei-Term-Differenzenglei-
chung:

> rodriguesDeltadiffeq(x!/pochhammer (beta,x)/c x,
> pochhammer (beta+n,x-n)*c~(x-n)/(x-n)!,n,M(x));

B+x+1)cM@z+2)—(cB+cn+cx+c—n+ax+1)Mx+1)
+(z+1)M(z) =0
Um Darstellung (4.38) zu verifizieren, hoffen wir mit der Mapleprozedur

sumrecursion aus [Koepf(2014)] angewandt auf die hypergeometrische Rei-
he (4.37) dieselbe Differenzengleichung erzeugen zu koénnen. Maple bestéitigt
dies:

> sumrecursion(hyperterm([-n,-x], [betal,1-1/c,k) ,k,M(x));

B+zrz+1)cMx+2)—(cf+en+cx+c—n+z+1)Mx+1)
+(z+1)M(z) =0

Die erzeugten Differenzengleichungen stimmen also iiberein. Um Darstellung
(4.38) vollends zu iiberpriifen, schauen wir, ob die Anfangswerte M,,(0) sowie
M, (1) jeweils aus der hypergeometrischen Reihe (4.37) und der Rodriguesdar-
stellung (4.38) berechnet iibereinstimmen. Zunédchst wandeln wir die Rodri-
guesformel (4.38) mit Hilfe von (4.39) in eine Summenschreibweise um und
erhalten

ol - k[ (B4n), g, T
o) = g S ()R — oo

1. Fiir den Abgleich von M,,(0) berechnen wir diesen Wert aus der hypergeo-
metrischen Reihe (4.37) und sehen, dass sich auf diese Weise M,,(0) = 1

ergibt. Fiir die Berechnung von M,,(0) aus der Rodriguesdarstellung miis-

sen wir uns die Frage stellen, wie eine hypergeometrische Losung einer

Rekursionsgleichung von mindestens zweiter Ordnung gefunden werden
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kann. Mit dieser Problemstellung befasst sich der Petkovsek-van-Hoeij-
Algorithmus (|Petkovsek(1992), vanHoeij(1998)]), der in [Koepf(2014),
Kapitel 9] dokumentiert wurde. Er kann in Maple unter
LREtools [hypergeomsols] abgerufen werden. Wir werden ihn
gleich verwenden.
Wir setzen nun z = 0 in (4.40) ein und wenden auf diese Summe den
diskreten Zeilberger-Algorithmus an, der in Abschnitt 3.1.2 dokumen-
tiert wurde. Wir verwenden dabei wieder die Prozedur sumrecursion
aus |Koepf(2014)]. Maple gibt uns folgende Rekursionsgleichung zweiter
Ordnung zuriick:

> REl:=sumrecursion((-1)~(n-k)*binomial(n,k)

> *pochhammer (beta+n,k-n)*c~ (k-n)/(k-n)!,k,M(n));
c(B4+n+1)M(n+2)— (B c+entct+n+1) M(n+1)+(n+1) M(n) =0
Diese Rekursionsgleichung kénnen wir wie gesagt mit dem Petkovsek-
van-Hoeij-Algorithmus unter Verwendung von LREtools [hypergeomsols]
16sen:

> LREtools[hypergeomsols] (RE1,M(n),{},output=basis);

[1]

Wir erhalten als Losung dieser Rekursionsgleichung 1 oder Vielfache da-
von. Um sicherzustellen, dass M, (0) tatsdchlich den Wert 1 annimmt,
berechnen wir, da es sich um eine Rekursionsgleichung zweiter Ordnung
handelt, noch die beiden Werte M,(0) und M;(0). Wir setzen z = 0 in
(4.40) ein und lassen Maple fiir uns rechnen:

> M[0] (0) :=sum((-1)~(-k)*binomial (0,k)*
> pochhammer(beta k)*c~k/k!,k=0..0);

1

> M[1](0) :=sum((-1)~(1-k)*binomial (1,k)*

> pochhammer (beta+l,k-1)*c~(k-1)/(k-1)!,k=0..1);
1

Da die beiden Anfangswerte ebenfalls konstant 1 sind, gilt auch fiir die
Berechnung aus der Rodriguesdarstellung M,,(0) = 1. Der erste Anfangs-
wert M, (0) fiir die eigentliche Identifizierung der Rodriguesformel (4.38)

ist also fiir beide Darstellungen gezeigt.
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2. Widmen wir uns nun dem zweiten Anfangswert M, (1) fiir die Identifizie-

rung der Rodriguesformel der Meixner-Polynome. Berechnen wir diesen
Wert aus der hypergeometrischen Reihe (4.37), erhalten wir unter Ver-
wendung von Maple
> M[n] (1) :=normal (1+(-n)*(-1)/betax(1-1/c));
Bc+cn—n
Bc

Fiir die Berechnung von M, (1) aus der Rodriguesdarstellung setzen wir

M, (1) :=

x = 11in (4.38) ein und wenden auf die so entstandene Summe den dis-
kreten Zeilberger-Algorithmus an. Wir benutzen wieder sumrecursion
aus [Koepf(2014)]. Die Berechnung in Maple liefert uns folgende Rekur-
sionsgleichung zweiter Ordnung:

> RE2:=sumrecursion(l/beta/c*x(-1)"(n-k)*binomial(n
> *pochhammer (beta+n, 1+k-n)*c~(1+k-n)/(1+k-n) ! ,k,

,k)
M(n)) ;

c(B+n+1)M(n+2)—(Bc+en+2c+n) M(n+1)+(n+1) M(n)=0

Wir verwenden erneut den PetkovSek-van-Hoeij- Algorithmus und lassen

uns eine hypergeometrische Losung dieser Rekursionsgleichung ausgeben:

> LREtools[hypergeomsols] (RE2,M(n),{},output=basis);
[Be+cn—n)

Wir erhalten als Losung dieser Rekursionsgleichung ¢ + ¢n — n oder

Vielfache dieses Ausdrucks. Insbesondere 16st % die Rekursions-

gleichung. Um M, (1) = % zu verifizieren, {iberpriifen wir die bei-

den Anfangswerte Mj(1) sowie M;(1) in Maple:

> M[0](1):=1/beta/cxsum((-1)~(-k)*binomial (0,k)*
> pochhammer (beta,1+k)*c~(1+k)/(1+k)!,k=0..0);

1

> M[1](1):=1/beta/c*sum((-1)~(1-k)*binomial(1l,k)*
> pochhammer(beta+1 k)*c~k/k! ,k=0..1);

—1+(B+1)c
Be
Damit haben wir in der Tat M, (1) = % aus der Rodriguesformel

berechnet. Dieses Ergebnis hatten wir auch aus der hypergeometrischen
Reihe erhalten. Als Zwischenresultat halten wir fest, dass der Wert M,,(1)
fiir beide Berechnungsweisen {ibereinstimmt. Wir haben also auch den

zweiten Anfangswert zur Differenzengleichung verifiziert.
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Insgesamt haben wir, da die aus der hypergeometrischen Reihe (4.37) und aus
der Rodriguesdarstellung (4.38) erzeugten Drei-Term-Differenzengleichungen
und die beiden Anfangswerte M, (0) sowie M,(1) iibereinstimmen, gezeigt,
dass Darstellung (4.38) tatséchlich die Rodriguesdarstellung der Meixnerpoly-
nome ist (Zeilbergers Paradigma).

Analog zur Mapleprozedur rodriguesDeltadiffeq arbeitet die Prozedur
rodriguesNabladiffeq, die Differenzengleichungen aus der Rodriguesformel
in V-Schreibweise generiert, vergleiche (4.34) in Abschnitt 4.2.1. Der Code
der hier nicht explizit angegebenen Mapleprozedur ist auf dem der Arbeit
beiliegenden Datentriger erfasst. In Tabelle 4.7 auf Seite 63 haben wir die
durch Hintereinanderausfiihrung von rodriguesDeltadiffeq und DeltaNorm
erzeugten Drei-Term-Differenzengleichungen der CDOPS aufgelistet. In der
Prozedur DeltaNorm mussten im Vergleich zur Ausfiihrung in Verbindung mit

rodriguesDeltarec wieder die Rollen von n und x getauscht werden.
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4.3 g¢-Rekursions- und g¢-Differenzengleichungen

aus ¢g-Rodriguesformeln

Wir werden uns nun der Frage zuwenden, wie wir g-diskrete Funktionenfamili-
en identifizieren konnen. Wir werden erneut nach Zeilbergers Paradigma vor-
gehen. Wir werden diese Funktionenfamilien identifizieren, indem wir sowohl
aus der g-hypergeometrischen Reihe als auch aus der g-Rodriguesdarstellung
zum einen ¢-Rekursionsgleichungen, zum anderen ¢-Differenzengleichungen er-
zeugen, vergleichen und gegebenenfalls noch entsprechend viele Anfangswerte
berechnen. Bei der Erzeugung dieser Gleichungen wird uns der ¢-Zeilberger-
Algorithmus dienlich sein. Um diesen anwenden zu kénnen, miissen wir die
g-Rodriguesformeln fiir ¢-Funktionenfamilien zunéchst in Summenschreibwei-
se iiberfithren. Wir testen die Algorithmen beispielhaft an der Klasse der
g-orthogonalen Polynome.

Wir betrachten g-Rodriguesformeln der Gestalt

fn(2) = gn(x) D hn () (4.41)

fn(x) = gn(2) Dyl () (4.42)

fa(@™") = gn(2) Vi hn () (4.43)

fn(q") = gn(2) Vi hn(z), (4.44)

wobei V, = qu,z sowie Vg = vqu. In den ¢-Rodriguesformeln der ¢-

Funktionenfamilien, bei denen x in der Basis erscheint, steht der D, - bzw.
D,-1-Operator. Die g-Rodriguesformel der g-Funktionenfamilien, bei denen x

im Exponenten von ¢ erscheint, wird mit dem V, bzw. V,-Operator gebildet.

4.3.1 g-Rekursionsgleichungen aus ¢-Rodriguesformeln

In diesem Abschnitt werden wir g-Rekursionsgleichungen aus den angegebenen
g-Rodriguesformeln erzeugen.

Wir geben in Tabelle 4.8 diejenigen klassischen g-orthogonalen Polynome an,
die laut [KLS(2010)] einer ¢-Rodriguesformel der Form (4.41) geniigen. Dar-
stellung (4.41) lasst sich nun leicht mit folgendem Satz, erstmalig erwéhnt in
[KRM(2007), Seite 2|, in eine Summe umwandeln:



Notation

q-OPS g-Rodriguesdarstellung w
. anengn(ntl) (1_qg)n n n n n Q\H&QQ\H&E
Groke g-Jacobi P, (x;a,b,¢;q) s@ %ﬁﬁ&@%&&? Dilw(z;aq”,bq", cq";q)]  w(z;a,b,c;q) = i
Groke ¢-Legendre P, (x;¢;q) ?SM )" Ui@éﬁnL@éaw@vL -
Groke ¢-Legendre P, (x;¢;q) AM o Mv Dr(qz", cqz™q), "] ,
Grofe g-Laguerre P, (z;a,b;q) @bl (1 Ssbi (x;aq™,bq™; q)] w(z;a,b;q) == (CRETREDN
q g ;0,074 w(z;0,0,9) (ag,b3;9) , ;aq,0q734q ; @, 054 (z3q)
1 " n . . C e z%
g-Laguerre L (z; ) %b olw(x; a4+ n;q)] w(w; a;q) = s
1 1 1 2 1—g)" n VPN . R
Stieltjes-Wigert Sy (23 9) ivﬁb )W) (¢"x;q) w(w;q) = ¢ a\%w e
Al-Salam-Carlitz II V9 (z; ) $bi (x;a;5q)] w(w;a;q) = @LNS
(=" () (;

Diskrete ¢-Hermite IT  h,, (x;q)

Tabelle 4.8: Die g-Rodriguesformeln der g-orthogonalen Polynome, die Gleichung (4.41) gentigen
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Satz 4.1 Sein € Ny und f eine auf dem Gitter {¢*, k € Z} definierte Funk-
tion. Dann gilt die folgende q-Gleichung:

n

D) = =i SV ] O gt ()

Beweis. Der Beweis kann bei [Sprenger(2009), Seite 7| nachgelesen werden. [
Erfiillt eine Funktionenfamilie also die ¢-Rodriguesformel (4.41), so ldsst sich
diese Darstellung mit Hilfe von (4.45) in folgende Summe iiberfiihren:

o) = 2 S ] )

Hieraus kann dann der ¢-Zeilberger-Algorithmus eine g-Rekursionsgleichung
generieren. Wir haben den ¢-Zeilberger-Algorithmus in Abschnitt 3.3.2 einge-
fiihrt. Erstmals vorgestellt und umgesetzt hatte ihn [Koornwinder(1993)]. Ver-
allgemeinert haben ihn dann [BK(1999)] in der Mapleprozedur gsumrecursion.
Diese Prozedur wird ebenfalls in [Koepf(2014)] verwendet. Wir haben sie ge-
nutzt, um fiir den Fall von Gleichung (4.41) ¢-Rekursionsgleichungen aus
g-Rodriguesformeln zu generieren. Wir haben dies in der Mapleprozedur

rodriguesDqrec umgesetzt.

rodriguesDqrec:=proc(g,h,q,x,sn)
local S,n,k,rec;
if type(sn,function) then
S:=op(0,sn); n:=op(l,sn);

else
n:=op(1l,sn);
end if;

rec:=qsumrecursion(g/(1-q) "n/x"n*(-1) “k*gbinomial (n,k,q) *
q~(binomial (k,2)-(n-1) *k) *subs (x=q~k*x,h) ,q,k,S(n),
recursion=up) ;

end: #rodriguesDqrec

Wir testen die Prozedur am Beispiel der Diskreten g-Hermite II-Polynome.

Diese Polynomfamilie besitzt die ¢g-hypergeometrische Summendarstellung

n -n -n k
qg,_f):xnz(q %) ("5 %), (_ 61_2)
s (0:¢%), (4% %)y z?

k=0

- -n ,—n+l
i) =atson (8

(4.46)
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Wir wollen nun iiberpriifen, ob die in [KL.S(2010), Seite 551| angegebene g-Rod-
riguesformel fiir die g-Hermite II-Polynome

- (¢—1)g )

ho (5 q) = e Dylw(z; q)], (4.47)

richtig ist, wobei w(zx;q) = W. Die Mapleprozedur rodriguesDqrec
liefert folgende g-Rekursionsgleichung:
> wghermite2:=(x,q)->1/qpochhammer(-x~2,q"2,infinity) ;
1

gpochhammer(—x2, ¢%, c0)

> rodriguesDqrec(1/wghermite2(x,q)*(q-1) "n*
> q~(-binomial(n,2)),wghermite2(x,q),q,x,h(n));

g h(n +2) 4+ ¢# D wh(n + 1) + (¢ = D h(n) =0
Diese g-Rekursionsgleichung erhalten wir auch aus der g-hypergeometrischen
Reihe (4.46):
> (Esumrecursion(x“n* phihyperterm(
>

q~(-n),q~(-n+1)],[0],9°2,-9"2/x"2,k) ,q,k,h(n),
> recursion=up);

g™ b +2) + ¢ wh(n + 1) + (¢ — 1) h(n) = 0

(z, q) —

Wenn wir nun noch die beiden Anfangswerte ho(z; ¢) und hy(z; ¢) sowohl fiir die
g-Rodriguesdarstellung (4.47) als auch fiir die hypergeometrische Summendar-
stellung (4.46) iiberpriifen, haben wir die ¢g-Rodriguesformel (4.47) verifiziert.
Aus (4.47) ergibt sich

z w(z; q)

und wenn wir (4.46) betrachten, sehen wir, dass

B (e ) — - (1;6°), (a:6%)y, _q_2 k_
ho(x’q)_Z(O;QQ)k(QQ;QQ)k( :132) -t

k=0

Auf Grund der Definition des g-Pochhammersymbols ergeben die auftretenden
¢-Pochhammersymbole den Wert 1. Nun berechnen wir h;(z; q) aus (4.47):
~ — 1) w(x;q) — w(qz;
(i) = (g ' ) w(z; q) — w(gz;q)
wlziq)  (1-q)=
_ [1 @U(qaf;q)]

z  zw(w;q)

Eine Nebenrechnung in Maple zeigt
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> qgsimpcomb(-(1/x-wghermite2(q*x,q)/x/wghermite2(x,q)));
T
und somit gilt hy(z;¢) = 2. Wir berechnen hy(z;q) zum Vergleich aus der
hypergeometrischen Summendarstellung (4.46):

= G (- 5)

Da das g-Pochhammersymbol (1;¢?), fiir & > 1 den Wert 0 annimmt, bleibt

nur der Summand fiir £ = 0 iibrig. Wir sehen auch auf diesem Wege, dass

fll(l’; q) =

Damit haben wir gezeigt, dass die Anfangswerte ﬁo(x; q) und ﬁl(:c; q) fiir beide
Darstellungen iibereinstimmen. Also ist die g-Rodriguesformel (4.47) fiir die
g-Hermite 1I-Polynome bewiesen.

Betrachten wir nun ein weiteres Beispiel, das uns deutlich macht, dass unsere
Algorithmen wertvolle Werkzeuge sind, um Rodriguesformeln zu iiberpriifen.

Laut [KLS(2010)] besitzt die Familie der Stieltjes-Wigert-Polynome, gegeben
1 q "
=
(@34) (g:0)," "\ 0

durch
g; —q”“x)

1 3 (" q), (=g )" <(_1)kq(§)), (4.48)

T (@9, = (09, (o)

die ¢g-Rodriguesdarstellung

q"(1—q)"

Snla;q) = w(z;q) (¢;9),

((Dg)"w)(q"x; 9), (4.49)

wobei w(z; q) = m
Aus (4.48) erhalten wir mit Hilfe der Mapleprozedur gsumrecursion aus
[Koepf(2014)] die ¢g-Rekursionsgleichung

> sumrecursion(l/qpochhammer(q_ q,n) *qphihyperterm(
> [q~(-n)],[0],9,-9" (n+1)*x,k),q,k,S(n) ,recursion=up);

Wandeln wir (4.49) geméf Satz 4.1 in die Summe

Ta) — q" - k| " g (B) Dk gt
) = o (a:9),, (q"z)" ,;( g {qu flae)
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um, wobei wir x durch ¢"x ersetzt haben, kénnen wir auf diese Summe die

Mapleprozedur gsumrecursion anwenden und erhalten folgende ¢g-Rekursions-

gleichung:
> wstieltjes:=(x,q)->
> 1/qpochhammer(-x,q,infinity)/qpochhammer(-q/x,q,infinity);
1
(x, q) = q
gpochhammer(—zx, ¢, 00) gqpochhammer(—=, ¢, o)
x

> gsumrecursion(q~n/wstieltjes(x,q)/qpochhammer(q,q,n)/
>  (gq7n#*x) "n*x(-1) “k*gbinomial(n,k,q)*q~ (binomial(k,2)-(n-1) *k)
> *subs(x=q~k*q n*x,wstieltjes(x,q)),q,k,S(n),recursion=up);

—q" 2 (¢ —1) S(n + 2)+¢" (2 ¢V 4¢P —g—1) S(n + 1) +¢S(n) = 0
Interessanterweise erhalten wir eine andere g-Rekursionsgleichung als die aus
der g-hypergeometrischen Reihe erzeugte. Das heift, (4.49) kann nicht die rich-
tige g-Rodriguesformel der Stieltjes-Wigert-Polynome sein. Durch Abgleich der
Werte fiir S, (x; ¢) fiir niedrige n berechnet aus (4.48) als auch aus (4.49) haben
wir schlieklich die korrekte g-Rodriguesdarstellung gefunden.

Satz 4.2 Die Stieltjes- Wigert-Polynome erfillen die q-Rodriguesformel

n+1

o)1 - g

Sn(z;q) = w(z;q) (¢;9),

(Dg)"w)(q"x; q), (4.50)

Beweis. Wir schauen, ob wir mit der Mapleprozedur gsumrecursion (siehe
[Koepf(2014)]) aus (4.50) dieselbe g-Rekursionsgleichung erzeugen kénnen wie
unter Verwendung von gsumrecursion aus der g-hypergeometrischen Sum-
mendarstellung (4.48). Dafiir wandeln wir Gleichung (4.50) wieder mit Satz

4.1 in eine Summe um:

n+1) n

q( ?
w(r;q) (¢;9), (¢"x)" e

Sp(w;q) =

[e=]

und wenden hierauf qsumrecursion an:

gsumrecursion(q~binomial(n+1,2)/wstieltjes(x,q)/

gpochhammer (q,q,n)/(q n*x) "n*(-1) “k*gbinomial(n,k,q) *

q~ (binomial(k,2)-(n-1)*k) *subs (x=q~k*q "n*x,wstieltjes(x,q)),
q,k,S(n) ,recursion=up) ;

(_q(n+2) +1)S(n+2)+ (z q(2n+3) + q(n+2) —q¢—1)S(n+1)+¢S(n)=0

vV V. V V
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Diese g-Rekursionsgleichung hatten wir auch aus der ¢-hypergeometrischen
Reihe erzeugt. Uberpriifen wir noch die beiden Anfangswerte Sy(z) und S;(x)
sowohl fiir Darstellung (4.48) als auch fiir Darstellung (4.50), haben wir die
g-Rodriguesformel (4.50) der Stieltjes-Wigert-Polynome verifiziert.

(4.50) liefert uns

So(r) = ZE? Z; -

und wenn wir uns (4.48) anschauen, erhalten wir ebenfalls Sy(z;¢) = 1. Nun
berechnen wir S (z) aus (4.50):

gl —q) w(gzr;q) —w(d’z,q)
Sile) = w(z;q9) (¢;:9), (1—-q)qx
_ wlgr;q) —wig’z, )
zw(z;q) (¢59);

Wir schauen uns folgende Nebenrechnung in Maple an

> qsimpcomb((wstieltjes(q*x,q)-wstieltjes(q~2*x,q))/
> X/wstieltjes(X,q)/qpochhammer(q,q,1);

qgr — 1
—1+gq
und sehen, dass Si(x) = ‘Iq%_ll. Diesen Wert erhalten wir auch aus (4.48):

(@59 (=) (e ()
2 0;9),  ( <( V )

1
S = (¢:9), = G @)y,

1
1

Wir ziehen wieder Maple zu Rate:

> gsimpcomb(1/gpochhammer(q,q,1)*add(subs(n=1,
gphihyperterm([q~(-n)]1,[0],q,-q" (n+1)*x,k)) ,k=0..1));
gr — 1
—1+¢q

und sehen, dass auch auf diesem Wege S)(z) = q;i—f.

Da die aus den beiden Darstellungen erzeugten g-Rekursionsgleichungen zwei-

ter Ordnung und zwei Anfangswerte iibereinstimmen, haben wir bewiesen, dass

Darstellung (4.50) die g-Rodriguesformel der Stieltjes-Wigert-Polynome ist. O

In Tabelle 4.9 auf Seite 72 sind die g-Rekursionsgleichungen derjenigen klas-
sischen g-orthogonalen Polynome dargestellt, die einer ¢-Rodriguesformel der

Form (4.41) geniigen. Wir fiihren sie in der Form von Bemerkung 2.27 an, wie
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q-OPS g-Drei-Term-Rekursion®

(@ ab— 1) (@ ab— 1) (™ ab— 1) (z — 1) P ()
Grofe g-Jacobi =(¢""ec—1) (¢"ab—1) (¢*"ab—1) (¢"a—1)P(n+1)

—((¢"e=1)(¢""ab— 1) (¢*"ab— 1) (¢""'a — 1) = (¢"ab — ¢) (¢" —

1) (¢*"*2ab—1)a(q"b—1)¢"") P (n)

—(q"ab—c¢) (¢" — 1) (¢*"*?ab—1)a(¢"b— 1) ¢""' P (n —1)

—("+ D@+ D (@ =)@ -1)P(n)=(""c—1)(¢"" 1) (" +1) P(n+1)

Grofe g-Legendre —((¢"Me=1) (" =1)(¢"+ 1) = (¢""t + 1) (¢" —

1) (¢" =) q"") P (n)

— (" 1) (¢" = 1) (¢" =) "' P (n—1)

Grofe g-Laguerre (x—1)P(n)=(¢""a-1)(¢""b—-1)P(n+1)
—((¢"a=1) ("o —1) + ¢" ab(¢" — 1)) P(n) + ¢""ab(¢" — 1) P (n — 1)

g-Laguerre L) o= (""" 1) Ln+1) = (""" =D+ (""" =q)L(n)+ (™ —g)L(n—1)
Stieltjes-Wigert S(n)g "z = (""" -1)S(n+1)
— ("' =1)—q)S(n) —q¢S(n-1)
Al-Salam-Carlitz 11 (@*"x +aqg" — " —aq® —aqg— ¢ )V (n) = ¢F"V (n+1)
— (" —a(@ =)V (n)—al@ —q)V(n—1)
Diskrete g-Hermite IT (*"x — P+ " —q)h(n) =¢"h(n+1)

_ AQM:

— (@ =q)h(n) = (""" —q)h(n—1)

Tabelle 4.9: Die Drei-Term-Rekursionen der g-orthogonalen Polynome, die Gleichung (4.41) geniigen

°In den Mapleausgaben wurden g-Potenzen manuell zusammengefasst und Variablen nach Moglichkeit wie in [KLS(2010)] sortiert.
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sie auch in [KLS(2010)] notiert worden sind. Dafiir haben wir insbesondere die
Normierungsprozedur DgNorm geschrieben und schlielich die Mapleprozeduren
rodriguesDqrec und DgNorm nacheinander ausgefiihrt. Wir geben an dieser

Stelle den Code der Prozedur DgNorm an.

DgNorm:=proc(rec,q,sn)
local S,n,Q,an,cn,left,right,result;
if type(sn,function) then
S:=op(0,sn); n:=op(l,sn);

else
n:=op(1l,sn);
end if;

result:=1lhs(rec)-rhs(rec);
result:=subs(n=n-1,result);
result:=‘power/subs‘ (q n=Q,result);
an:=coeff(result,S(n+1));
cn:=coeff(result,S(n-1));
right:=an*S(n+1)-(an+cn)*S(n)+cn*S(n-1);
left:=(-(result-right));
left:=factor (left);
result:=subs(Q=q"n,left=right);

end proc: #DgNorm

Wir geben in Tabelle 4.10 auf Seite 74 diejenigen klassischen g-orthogonalen
Polynome an, die laut [KLS(2010)] einer g-Rodriguesformel der Form (4.42) ge-
niigen. Diese ¢-Rodriguesformeln kénnen mit Hilfe von Satz 4.3 in eine Summe

umgeformt werden.
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q-OPS Notation g-Rodriguesdarstellung w
: : not(3) (1_gyn N .
Kleine ¢-Jacobi p, (z;a,b|q) iw?m_&%@hvés Dy, [w(z;a+n,8+n|lq)] w(z;a,Blg) = %a

Kleine g-Legendre P, (z]q)

(3) (1_yn
%BT [(qz; q),, =]

Kleine g-Laguerre P, (z;alq)

n
S Eagn
w(w;alq)(q*Flq), a7t

[w(z; o+ nlq)]

w(z; alq) = (qz;q) o

n PSASI )(1_\n

Al-Salam-Carlitz I U9 (z;q) i g1 lw(zsasq)] w(x;a;q) :== (qr,a 'qw;q)
_1)ngzn(n=3)

Diskrete g-Hermite I  h,, (z;q) #UM\LSQW q)] w(z;q) = (qz, —qz;q)

Tabelle 4.10: Die g-Rodriguesformeln der g-orthogonalen Polynome, die Gleichung (4.42) gentigen
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Satz 4.3 Sein € Ny und f eine auf dem Gitter {q*, k € Z} definierte Funk-
tion. Dann gilt die folgende q-Gleichung:

n+1 n
n q< 2 ) k|:n:| (k)f(nfl)k k—
D' f(x) = —— —1 q\? f(@" "x). 4.51
00 = g ) (). (151)
Beweis. Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion nach n. Man
sieht leicht, dass die Aussage fiir n = 0 erfiillt ist. Sei nun n > 0. Angenommen,

es gelte (4.51) fiir dieses n. Dann ist auch folgende Gleichung erfiillt:?

Dt = 1 p (o ] e

=g par k],
(n ) - | (5)~(n—Dk ¢, k—n
R (“Z(‘” M )

. C]n.T |: q —(n—1)k qk—n—lx>>

- (_1)q(n+1)qn+1 (nH k+1 {k n } —(n—1)(k— 1)—nf(qk7nflx)

(1 _ q)n—&—lxn—‘rl

q q’“”m))

_ Q("§2) (HZH(—l)k { n } q(k’;1>—(n—l)(k—l)—nf<qk7n71l,)
(1 —g)rtantt \ e k—1],
+ Zn:(—l)’“ [Z] q(g)‘”’”kf(qk”lfc))
k=0 q
n42 ntl
e S [
Damit ist die Aussage bewiesen. U

Also kénnen g-Rodriguesformeln der Gestalt (4.42) wie folgt als Summe

dargestellt werden:

gn(“")q(n;l) .

falz) = 0= qran

0[] O,

k=0

2Im letzten Schritt wird die g-Pascalregel (2.3) benutzt. AuRerdem verwenden wir im

Beweis, dass (3) +n = ("3").
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Aus dieser Summenformel werden wir dann mit dem ¢-Zeilberger-Algorithmus
g-Rekursionsgleichungen generieren. Dies wurde in der Mapleprozedur
rodriguesDginversrec umgesetzt, die auf die Prozedur qsumrecursion zu-
riickgreift. In letzterer hatten [BK(1999)] den g¢-Zeilberger-Algorithmus imple-
mentiert. Wir geben an dieser Stelle den Code der Mapleprozedur

rodriguesDginversrec an.

rodriguesDqginversrec:=proc(g,h,q,x,sn)
local S,n,k,rec;
if type(sn,function) then
S:=op(0,sn); n:=op(l,sn);

else
n:=op(1,sn);
end if;

rec:=qsumrecursion(g*q~(binomial(n+1,2))/(1-q) "n/x"n*(-1) “k*
gbinomial(n,k,q)*q~ (binomial (k,2) - (n-1) xk) *
subs (x=q~ (k-n) *x,h) ,q,k,S(n) ,recursion=up) ;

end: #rodriguesDginversrec

Wir testen die Prozedur am Beispiel der Diskreten ¢-Hermite I-Polynome.
Diese Polynomfamilie besitzt die ¢-hypergeometrische Summendarstellung

I q) = q()500) ( q_néx_l

—nNn.

¢ —qaf) =g a 0. Z;i Ez;q;kq)k (—qx)".

k=0

(4.52)

Wir wollen einmal mit unseren Algorithmen iiberpriifen, ob die in [K1.S(2010),

Seite 548| angegebene ¢g-Rodriguesformel fiir die g-Hermite I-Polynome

w(; q)

ho(z:q) = Dy [w(z; q)], (4.53)

q

wobel w(z; q) == (qx, —qz; q) ., tatsichlich stimmt.
Die Mapleprozedur rodriguesDqinversrec liefert folgende g-Rekursions-
gleichung:

> wghermitel:=(x,q)->qpochhammer (q*x,q,infinity)*
> gpochhammer (-g*x,q,infinity);

(x, q) — gqpochhammer(q z, ¢, co) gpochhammer(—q z, ¢, 00)
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> rodriguesDginversrec(1/wghermitel(x,q)*(q-1) "n*
> q~(n*x(n-3)/2) ,wqhermitelc(lx,q) ,9,%x,h(n));

~h(n+2)+zh(n+1) + (¢" —1)¢"h(n) =0
Diese g-Rekursionsgleichung erhalten wir ebenso, wenn wir gsumrecursion
aus |Koepf(2014)] auf die hypergeometrische Reihe (4.52) anwenden:

> qsumrecursion(q~binomial (n 2) *
> qphlhyperterm(%q ( n) X~ 1)] [O] ,q,-q*X,k) ,q,k:h(n) ’
> recursion=up);

—h(n+2) +zh(n+ 1)+ (¢™*Y — 1) ¢"h(n) = 0
Wir iiberpriifen nun noch die beiden Anfangswerte ho(z;q) und hy(z;q) so-
wohl fiir die ¢-Rodriguesdarstellung (4.53) als auch fiir die ¢-hypergeometrische
Summendarstellung (4.52). Aus (4.53) ergibt sich
w(@yq) _
w(z; q)

und aus der Darstellung (4.52) erhalten wir:

ho(z; q) =

Wenn wir hq(z;q) aus (4.53) berechnen, erhalten wir:

1—q w(ag) —w(zgq) 1 wlzg liq)
wlzig) (=g Hz r aw(r;g)
Eine kleine Rechnung in Maple zeigt

hi(z;q) =

> qgsimpcomb(1/x-wghermitel (x*q~(-1),q)/x/wghermitel(x,q));
T
und somit gilt hy(z;q) = x. Zum Abgleich berechnen wir nun hy(z;q) aus der

g-hypergeometrischen Summendarstellung (4.52):

N Rl (AL G
Pz 9) = ,; (05 )y, (439)y, (~ee)”

Maple gibt uns dann folgenden Wert zuriick:

> gsimpcomb(q~binomial(1,2)x*add(subs(n=1,
> gphihyperterm([q~(-n),x~(-1)]1,[0],q,-q*x,k)) ,k=0..1));

x
Wir erhalten also denselben Wert wie bei der Berechnung gemifs (4.53). Ins-
gesamt halten wir fest, dass die Anfangswerte ho(x;q) und hy(z;q) fiir beide

Darstellungen iibereinstimmen und damit ist (4.53) verifiziert.
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In Tabelle 4.11 auf Seite 79 sind die ¢-Rekursionsgleichungen derjenigen klas-
sischen g-orthogonalen Polynome aufgelistet, die einer g-Rodriguesformel der
Form (4.42) gentigen. Wir haben sie in der Form von Bemerkung 2.27 angege-
ben, wie sie auch [KLS(2010)] angefiihrt haben. Dafiir haben wir die Maplepro-
zeduren rodriguesDqinversrec und DgNorm nacheinander ausgefiihrt. Die-
se Prozeduren sind auf dem der Arbeit beiliegenden Datentrager dokumen-
tiert. In Tabelle 4.12 auf Seite 80 geben wir sodann diejenigen klassischen
g-orthogonalen Polynome an, die den g-Rodriguesformeln (4.43) und (4.44)

genugen.
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Qtm. g-Krawtchouk  KI™ (7% p, Niq) o8 Ve [w(w;pg", N — n; q)]

w(zp,N3q)

q q _x z+1
VHH iﬂlﬁv QA :)

EE‘ZiSA

(rg;9)

q-OPS Notation g¢-Rodriguesdarstellung
¢-Charlier Cn(q";a50) %a wm Vylw(z;ag " q)] w(w; a; q) == %
¢-Meixner Mo (q7"ibcia) ey Valw(w:ba" cq " q)] w(esh,ciq) = ot ciqls)
g-Krawtchouk K, (¢%:p, N;q) ém @w«,a V2w (z;pg®", N — n; q)] w(a;p, N q) == %Alw%
g-Hahn Q, (¢%; o, B;N|q) %4& (x;aq™, B¢", N — nl|q)] w(z; o, B, N|q) == ﬁ@@
w(;
w(

Affine ¢-Krawtchouk KT (¢=*:p, N;q) CRAETRTIE: N;S

LN w(w; pg®, N — 15 q)]

w(z;p, N; VHH %ﬁla

ni1_,\n,n(n—1)
g-Bessel v (4% a5 q) T — Vi, [w(w; ag™; q)]

w(z;a;q) =

Tabelle 4.12: Die g-Rodriguesformeln der g-orthogonalen Polynome, die den Gleichungen (4.43) und (4.44) geniigen

80
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Die ¢-Rodriguesformeln aus Tabelle 4.12 auf Seite 80 konnen mit Hilfe der

folgenden Sédtze in eine Summe umgeformt werden:

Satz 4.4 Sein € Ny und f eine auf dem Gitter {¢*, k € Z} definierte Funk-
tion. Dann gilt die folgende q-Gleichung:

1 " n n—k n
Vif(a) = ——— S (=1 | gt ()6 p — k). 4.54
1) = g | k). (45
Beweis. Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion nach n. Man
sieht leicht, dass die Aussage fiir n = 0 erfiillt ist. Sei nun n > 0. Angenommen,

es gelte (4.54) fiir dieses n. Dann isyt auch folgende Gleichung erfiillt:?

n

Vi) = Va0 36 e - 0)

-5 _q;nﬂ (ZU)’“ m qqnx+m<z> flo— k)
_ g_l)k H e 1 - 0)

-4 _1q)n+1 (g(_l)k [ZLq(nH)H("ak)(Z)f(x — k)

_ §<_1>k—1 {k " J qqmww(”w(z) o k:))

-4 _1q)n+1 (;“”k [Z] qqkq(n+1>x+("5’“)—k—(”¥1)+nf(x k)
ntl n nt1—k\_(nt1

> L g n)
S L@ " 1] ) m)

e Sl I Kt

3Im letzten Schritt verwenden wir die g-Pascalregel (2.3). Auferdem wird im Beweis
benutzt, dass (3) +n = ("11).
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Damit ist die Aussage bewiesen. 0

Satz 4.5 Sein € Ny und f eine auf dem Gitter {¢*, k € Z} definierte Funk-
tion. Dann gilt die folgende q-Gleichung:

1 - n K
nofr) = —— S (1) G)tnne p (g — k). 4,
Vi) = g ] e s
Beweis. Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion nach n. Man
sieht leicht, dass die Aussage fiir n = 0 erfiillt ist. Sei nun n > 0. Angenommen,

es gelte (4.55) fiir dieses n. Dann ist auch folgende Gleichung erfiillt:*

1 - k n —(n x
R ( £ (~1)* [Zqu T (e — k)

q(g)+(n+1)f(n+1)xf(x B k})

q

} qn—k—|—1q(k;1)+(k71)+(n+1)7(n+1)xf(x _ k))
q

n+1
_ _; i(_l)k |:n ;: 1:| q(’;)+(n+1)7(n+l)xf(x . k?)
q

Damit ist die Aussage bewiesen. O

4Im letzten Schritt verwenden wir die g-Pascalregel (2.4). Auferdem wird im Beweis
benutzt, dass (3) +n = ("1).
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Mit Hilfe von Satz 4.4 konnen wir somit die ¢g-Rodriguesformel (4.43) in fol-
gende Summendarstellung iiberfiihren:

—z\ _ gn(x) - T net("5F)-(2
B = ] e O s

Wenden wir den ¢-Zeilberger-Algorithmus auf diese Summe an, erhalten wir die
gewiinschte g-Rekursionsgleichung. Explizit verwenden wir wieder die Maple-
prozedur qsumrecursion, siche [BK(1999)| und [Koepf(2014)], die den g¢-Zeil-
berger-Algorithmus umsetzt. Die folgende Prozedur generiert nun eine ¢-Re-
kursionsgleichung aus einer g-Rodriguesformel der Gestalt (4.43) entsprechend

unseren Uberlegungen.

rodriguesNablaqgrec:=proc(g,h,q,x,sn)
local S,n,k,rec;
if type(sn,function) then
S:=op(0,sn); n:=op(l,sn);

else
n:=op(1l,sn);
end if;

rec:=qsumrecursion(g/(1-q) "n*(-1) "kxgbinomial(n,k,q) *
q~ (n*x+binomial (n-k,2)-binomial (n,2))*subs(x=x-k,h),q,k,S(n),
recursion=up) ;

end: #rodriguesNablagrec

Wir iiberpriifen die Funktionsweise dieser Mapleprozedur einmal an Hand der
g-Meixner-Polynome. Deren g-hypergeometrische Summendarstellung lautet

n n —n. —x. n k
q “) @@ ), (_ q *1)
c — (bg; q)1,(¢; ), ¢

9

M, (g% b,¢;q) = 2 (q l;qq q

(4.57)
Wir werden sogleich sehen, ob die in |KLS(2010), Seite 490] angegebene

g-Rodriguesformel fiir die ¢g-Meixner-Polynome

_ (1—9g) -
M, (¢ *;b,¢c;q) = ——————=V" 10q", eq ™ 4.58
(¢ 0,c:q) (@b d) glw(zbg",cq™; q)] (4.58)
mit w(z; b, c; q) == (q’(ﬁ;—%qu(mgg korrekt ist.

Die Mapleprozedur rodriguesNablaqrec erzeugt uns daraus folgende ¢-Re-

kursionsgleichung:



84

> wgmeixner:=(x,b,c,q)->qpochhammer (b*q,q,x)/
> gpochhammer (q, ,X)? ochhammer (-b*c*q,q,x) *
> ¢"x*q~binomial x+1,%§);
ochhammer(qb, g, z) ¢* gbnomial(z+1,2)
(2. b, c. q) qp (¢b, g, x)c"¢q
gpochhammer(q, ¢, x) qpochhammer(—bcgq, ¢, x)
> rodriguesNablagrec((1-q) "n/wgmeixner(x,b,c,q),
> wqgmeixner(x,b*q"n, c*q”%—n) ,q),9,%,M(n));

(¢ b — 1) cq” M(n +2)+
(_Cq(2+n+z) h— q(2n+3) o Cq(2+n+x) + q(2+n+x) 4 Cq(x+1) + anc>

M(n -+ 1)+ (g4 + ) (g4 = 1) gD M(n) = 0

Wir erhalten diese Ausgabe ebenso, wenn wir die Mapleprozedur gsumrecursion

auf die g-hypergeometrische Reihe (4.57) anwenden:

> gsumrecursion(gphihyperterm([q~(-n),q~(-x)], [b*ql,
> q,k,M(n),recursion=up);

(@%b —1)cqg® M(n + 2)+
(_Cq(2+n+x) h— q(2n+3) o Cq(2+n+x) + q(2+n+x) 4 Cq(x-i-l) 4 an:>

MO+ 1)+ () 4 ¢) (g0 = 1) gD M(n) = 0

Stimmen noch die beiden Anfangswerte Mg (¢~%; b, ¢; ) und My (¢~%; b, ¢; q) so-
wohl aus Gleichung (4.57) als auch aus der g-Rodriguesformel (4.58) berechnet
tiberein, haben wir die g-Rodriguesdarstellung (4.58) der g-Meixner-Polynome
verifiziert.

Wir beginnen mit der Berechnung von Mg (¢~%; b, ¢; ) aus der g-Rodriguesdar-
stellung (4.58). Es zeigt sich, dass

w(x; b, ¢;q)

Mo (¢ %;b,¢;q) = = 1.

w(z; b, ¢;q)

Andererseits sehen wir leicht, dass in der g-hypergeometrischen Reihe (4.57)
der g-Meixner-Polynome fiir n = 0 nur der erste Summand iibrig bleibt und

auch auf diesem Wege
Mo (¢ %;b,¢q9) =1

gilt. Berechnen wir nun M; (¢~%; b, ¢; q¢) aus der g-Rodriguesformel (4.58), er-

halten wir

M (¢7%;b,¢;q) = _—)Vq[w(x; bg, cq” 5 q)]
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und Maple gibt schlieflich folgenden Wert aus:

Nablaq:=proc(f,x,q)
(f-subs(x=x-1,f))/(q~(-x)-q~(-x+1));
end proc:

simplify(gsimpcomb((1-q)/wgmeixner(x,b,c,q)*
Nablaq(wgmeixner (x,b*q, c*

qA(_l) :q) :X:q)));
bcqg—q—c+qt™™
c(bg—1)

Doch auch Darstellung (4.57) liefert uns diesen Wert, wie uns folgende

vV VV V V V

Mapleausgabe verdeutlicht:

> simplify(qgsimpcomb(add(subs(n=1,qphihyperterm([q~(-n),
> q~(-x)],[bxql,q

> ,-q7(n+1)/c,k)) ,k=0..1)));
beq—q—c+qt™
c(bg—1)

Da sowohl die aus den Darstellungen (4.57) und (4.58) generierten g-Rekur-

sionsgleichungen zweiter Ordnung als auch die beiden daraus berechneten An-
fangswerte iibereinstimmen, ist Darstellung (4.58) tatsichlich die ¢g-Rodrigues-
formel der ¢-Meixner-Polynome.

Wir wenden uns an dieser Stelle dem noch verbleibenden Fall zu, in dem eine

g-Funktionenfamilie einer ¢-Rodriguesformel der Gestalt

fn(qm) = gn(x)vg+hn(x) (4'59)

geniigt. In [KLS(2010)] wird nur die g-Rodriguesformel der ¢g-Bessel-Polynome
mit Hilfe des Operators V. angegeben, wie Tabelle 4.12 zeigt. Wir werden an
dieser Stelle auch fiir diese Klasse einen Algorithmus angeben, der aus einer
g-Rodriguesformel der Form (4.59) bzw. (4.44) eine g-Rekursionsgleichung er-
zeugt. In Satz 4.5 hatten wir bereits gezeigt, wie man den in Gleichung (4.59)
vorkommenden n-fach angewandten Operator V ;. (angewandt auf eine Funk-
tion) in eine Summe umwandelt. Damit konnen wir die g-Rodriguesdarstellung

(4.59) als folgende Summe schreiben:

S 71 CO IR VIVY KU R WO
1) = 2 S ] O e e
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Auf die so bestimmte Summendarstellung kann dann der g-Zeilberger-Algorith-
mus, also die Prozedur gqsumrecursion, angewandt werden. Dieses Vorgehen
ist in der Mapleprozedur rodriguesNablaqrec?2 zusammengefasst, deren Code

wir hier angeben.

rodriguesNablaqrec2:=proc(g,h,q,x,sn)
local S,n,k,rec;
if type(sn,function) then
S:=op(0,sn); n:=op(l,sn);

else
n:=op(1l,sn);
end if;

rec:=qgsumrecursion(g/(q-1) "n*(-1) "kxgbinomial(n,k,q) *
q~ (binomial (k,2)+n-n*x)*subs (x=x-k,h),q,k,S(n) ,recursion=up) ;

end: #rodriguesNablaqrec2

Wir werden diese Mapleprozedur am Beispiel der ¢-Bessel-Polynome testen
und iiberpriifen einmal deren in [KLS(2010), Seite 528| angegebene g-Rodri-
guesdarstellung. Diese g-orthogonale Polynomfamilie besitzt die g-hypergeo-

metrische Reihe

_ n _ k
. ¢ " —agt | ("D (00" D (o1
Yald"; a;q) =2¢>1< q;q ) = q
0 ,; (0:9), (@1 9)y,

(4.61)
und [KLS(2010)] zufolge lautet ihre g-Rodriguesdarstellung
. a™(1 — q nqn(n—l) . .

v (@iag) = VT e, (462)

w(x; a; q)

arq(é)
(%9),
hierauf anwenden, erhalten wir folgende ¢-Rekursionsgleichung

wobei w(z; a; q) = . Wenn wir die Mapleprozedur rodriguesNablaqrec?2

> wqbessel:=(x,a,q)->a"x*q binomial (x,2)/gqpochhammer(q,q,x) ;

z . binomial(z, 2)

a q
gpochhammer(q, ¢, =)

(z, a, q) —

> rodriguesNablagrec2(a~n*(1-q) “n*q~ (n*(n-1)),
> wgbessel(x,a*q~(2#n),q),q,x,y(n));



87

_q(n+1) (q(1+2n) a4+ 1) (q(n—H) a -+ 1) y(n + 2) _ (q(2n+2) a -+ 1)(q(4n+4+x) a2
+ q(3n+3) a -+ q(:v+2n+3) a— q(2n+2) a -+ q(1+2n+x) a— q(1+2n) a

. q(n—H) + qm)y(n + 1) + q(1+2n) a (q(n—i-l) _ 1) (q(2n+3) a -+ 1) y(n) — O7
die wir ebenso erhalten, wenn wir die Mapleprozedur gqsumrecursion auf

die hypergeometrische Reihe (4.61) anwenden:

> gsumrecursion(gphihyperterm([q~(-n),-a*q~n], [0],q,q"(x+1),k),
> q,k,y(n),recursion=up);

_q(n+1) (q(1+2n) a -+ 1) (q(n+1) a -+ 1) y(n + 2) _ (q(2n+2) a -+ 1)(q(4n+4+x) a2
+ q(3n+3) a -+ q(x+2n+3) a— q(2n+2) a -+ q(1+2n+ct:) a— q(1+2n) a

="+ g")y(n+ 1) + ¢ a (¢ = 1) (¢P P a+ 1) y(n) =0
Falls nun noch die beiden Anfangswerte y, (¢*; a; ¢) und y, (¢%; a; q¢) sowohl fiir
(4.62) als auch (4.61) iibereinstimmen, haben wir bewiesen, dass (4.62) die
g-Rodriguesdarstellung der ¢-Bessel-Polynome ist.
Wir fangen damit an, y, (¢*; a; q) gemék der ¢-Rodriguesdarstellung (4.62) zu
berechnen und stellen fest, dass
w(z;a; q)

-1
w(x; a; q)

vo (%5 a5 q) =

Aus der g-hypergeometrischen Reihe berechnet besteht die Summe aus nur
einem Summanden und es ergibt sich ebenfalls der Wert y, (¢*;a;q) = 1.

Bei der Berechnung von y, (¢%;a; q) aus (4.62) bemerken wir, dass

a(l —q)

oz a ) Vet lw(z; ag™; )] (4.63)

yi(q%;a;q) =

und Maple berechnet fiir uns

> Nablaq2:=proc(f,x,q)
(f—subs(x=x—1,f))/%q“(X)—q“(X—l));
end proc:

VvV Vv

> simplify(gqsimpcomb(a*(1-q)/wgbessel(x,a,q)*
> Nablaq2(wgbessel(x,a*q"2,q),%,q)));

_q(erl) a— qx +1
Denselben Wert erhalten wir geméf (4.61), wie uns folgende Mapleausgabe

zeigt:
> combine(gsimpcomb(add(subs(n=1,qphihyperterm(
> [q~(-n),-a*q~(n)], [0],q,q9"(x+1),k)),k=0..1)) ,power) ;

_q(x—i-l) a— qa: 1
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Da sowohl die aus (4.62) und (4.61) erzeugten g-Rekursionsgleichungen zweiter
Ordnung als auch zwei Anfangswerte iibereinstimmen, ist die ¢g-Rodriguesdar-
stellung (4.62) der g-Bessel-Polynome verifiziert.

In Tabelle 4.13 auf Seite 89 sind die ¢-Rekursionsgleichungen derjenigen klas-
sischen g-orthogonalen Polynome aufgefiihrt, die einer ¢-Rodriguesformel der
Form (4.43) oder (4.44) geniigen. Wir haben sie in der Form von Bemerkung
2.27 angegeben, wie sie auch [KLS(2010)] dargestellt haben. Wir haben fiir
diese Normierung die Mapleprozedur NablagNorm geschrieben. Dabei haben
wir die Prozeduren rodriguesNablagrec bzw. rodriguesNablaqrec2 sowie
NablagNorm nacheinander auf die ¢-Rodriguesdarstellungen dieser
g-orthogonalen Polynomfamilien angewandt. Wir geben an dieser Stelle den

Code der Mapleprozedur NablagNorm an.

NablagNorm:=proc(rec,q,sn)
local S,n,X,K,J,an,cn,left,right,result;
if type(sn,function) then
S:=op(0,sn); n:=op(l,sn);

else
n:=op(1l,sn);
end if;

result:=1hs(rec)-rhs(rec);
result:=subs(n=n-1,result);
result:=‘power/subs‘(q~x=1/X,result);
result:=collect (numer (normal(result)),S,factor);
an:=coeff(result,S(n+1));
cn:=coeff(result,S(n-1));
right:=an*S(n+1) - (an+cn) *S(n)+cn*S(n-1) ;
left:=-(result-right);
left:=‘power/subs‘(q~N=J,left);
left:=‘power/subs‘(q n=K,left);

left:=factor (left);

left:=subs ({X=q~(-x) ,K=q"n,J=q"N},left);
right:=subs(X=q~(-x) ,right);
result:=combine(left,power)=map(f->combine(f,power) ,right);

end proc: #NablagNorm
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4.3.2 ¢-Differenzengleichungen aus ¢-Rodriguesformeln

In diesem Abschnitt werden wir ¢g-Differenzengleichungen aus den angegebenen
g-Rodriguesformeln erzeugen. Wir beginnen mit denjenigen ¢g-Funktionenfami-
lien, deren ¢g-Rodriguesformel in der Gestalt (4.41) angegeben ist. Wir hatten in
Tabelle 4.8 auf Seite 66 klassische g-orthogonale Polynomfamilien aufgelistet,
deren ¢-Rodriguesformel in [KLS(2010)| auf diese Weise angegeben war. Die

g-Rodriguesformel

() = gn(2) Dghn ()

lasst sich mit Satz 4.1 in die Summe

o) = 2L S e[ e

(1—q)ram

umformen, worauf dann der g-Zeilberger-Algorithmus angewandt werden kann.
Wir fithren den ¢-Zeilberger-Algorithmus in Form der Prozedur qsumdiffeq
aus [Koepf(2014)] aus, die ¢-Differenzengleichungen erzeugt. Bei Eingabe der
Werte fiir g, und h, sowie anderer Standardparameter gibt uns die Maple-
prozedur rodriguesDqdiffeq die gesuchte ¢-Differenzengleichung zuriick. Wir

geben an dieser Stelle ihren Code an.

rodriguesDqdiffeq:=proc(g,h,q,n,sx)
local S,x,k,diffeq;
if type(sx,function) then
S:=op(0,sx); x:=op(1l,sx);

else
x:=op(1,sx);
end if;

diffeq:=qsumdiffeq(g/(1-q) "n/x"n*(-1) k*qgbinomial (n,k,q)*
q~ (binomial(k,2)-(n-1)*k) *subs (x=q~k*x,h) ,q,k,S(x),
evalqdiff=true);

end: #rodriguesDqdiffeq

Wir verzichten fiir diese Beispielklasse darauf, die Funktionsweise dieser Pro-

zedur an einem Beispiel zu testen, werden dies aber fiir den Fall ausfiihrlich
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zeigen, in dem die ¢-Rodriguesformel folgende Form hat:
Ju(®) = gn(2) Dy hn ().

In Tabelle 4.14 auf Seite 92 geben wir die g-Differenzengleichungen derjenigen
g-orthogonalen Polynome an, fiir die in der Literatur eine ¢-Rodriguesformel
der Gestalt (4.41) angefiihrt wird. Dafiir haben wir die mit rodriguesDqdiffeq
erzeugten g-Differenzengleichungen noch wie in [KLS(2010)] normiert, wobei
wir uns nach Bemerkung 2.27 mit entsprechender Vertauschung der Variablen
n und z gerichtet haben. Diese Normierung wurde mit Hilfe der Mapleprozedur

DgNorm2 vorgenommen.

DgNorm2:=proc(diffeq,q,sx)
local S5,x,Q,ax,cx,left,right,result;
if type(sx,function) then
S:=op(0,sx); x:=op(l,sx);

else
x:=op(1,sx);
end if;

result:=1lhs(diffeq)-rhs(diffeq);
result:=subs(x=x/q,result);
result:=‘power/subs‘ (q n=Q,result);
ax:=coeff (result,S(q*x));

cx:=coeff (result,S(x/q));
right:=ax*S(q*x)-(ax+cx)*S(x)+cx*S(x/q) ;
left:=(-(result-right));

left:=factor (left);
left:=subs(Q=q~n,left);
right:=subs(Q=q~n,right);
result:=combine(left,power)=map(f->combine (f,power),right);

end proc: #DgqNorm2

Wir bemerken aufserdem, dass die g-Differenzengleichung fiir die Stieltjes-
Wigert-Polynome aus der korrigierten Fassung der ¢g-Rodriguesformel entspre-

chend Satz 4.2 generiert wurde.
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q-OPS g-Drei-Term-Differenzengleichung

I~}

Grofée ¢g-Jacobi —

Grofe g-Legendre (" —1)(¢"™" = 1) 2?P(x) = ¢ (x — 1) (z — ¢) P (qx)
(e et (1) () e (- -4
Grofe ¢-Laguerre (¢" — 1) 2*P (z) = abq"™* (x — 1) P (qx)

— (abg™! (= 1) = ¢" (¢ — aq) (z — b)) P (2) — ¢" (& — ag) (z — bg) P (£)
¢-Laguerre 0" (¢" — 1) oL (2) = ¢* (¢ + 1) L(gz) = (¢" (w+1) + 1) L (2) + L (£)
Stieltjes-Wigert x(¢g"—1)S(z) =25 (gx) — (x +1)S(x)+ S Amv
AlSalam-Carlitz 1T~ (¢" — 1) 22V () = (1 — 2) (a — 2) V (qz) — (1 — ) (a — z) + aq) V (z) + aqV’ @
Diskrete ¢-Hermite 1T (" — 1) z*h (z) = (z* + 1) h(qx) — (2> + g+ 1) h (z) + qh Amv

Tabelle 4.14: Die Drei-Term-Differenzengleichungen der g-orthogonalen Polynome, die Gleichung (4.41) geniigen

“Maple konnte auch nach mehreren Stunden kein Ergebnis ausgeben.
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Beschéftigen wir uns nun mit dem Fall, dass die ¢-Rodriguesformel einer

g-Funktionenfamilie in der Form
fa(®) = gn(z) D1 hy () (4.64)

vorliegt. g-orthogonale Polynomfamilien solcher Art hatten wir in Tabelle 4.10
auf Seite 74 aufgefiithrt. Wir konnen eine ¢-Rodriguesformel wie in (4.64) mit

Hilfe von Satz 4.3 in folgende Summe umwandeln:

x (ﬂ;—l) - n k
o) = LSS ] a0 )

Auf diese findet dann der ¢-Zeilberger-Algorithmus Anwendung. Wir benutzen
dafiir wieder die Mapleprozedur gsumdiffeq aus [Koepf(2014)|. Zusammenge-
fasst erzeugt nun die Mapleprozedur rodriguesDqinversdiffeq bei Kenntnis
einer g-Rodriguesformel der Form (4.64) (bzw. (4.42)) eine g-Differenzenglei-

chung fiir diese ¢g-Funktionenfamilie. Wir geben hier ihren Code an.

rodriguesDqinversdiffeq:=proc(g,h,q,n,sx)
local S,x,k,diffeq;
if type(sx,function) then
S:=op(0,sx); x:=op(l,sx);

else
x:=op(l,sx);
end if;

diffeq:=qsumdiffeq(gxq~(binomial(n+1,2))/(1-q) "n/x n*(-1) "k*
gbinomial(n,k,q)*q~ (binomial (k,2)-(n-1) *k) *subs (x=q~ (k-n) *x,h) ,
q,k,S3(x),evalqdiff=true);

end: #rodriguesDqinversdiffeq

Wir testen die Funktionsweise dieser Mapleprozedur am Beispiel der Kleinen

g-Legendre-Polynome. Deren ¢-hypergeometrische Summendarstellung lautet

. qx) =S (q_n;Q)k(qn—H;(Dk(qm)k. (4.65)

k=0 (@ D)1 (69

—-n . n+l

g

by (zlq) = 2¢1(q

Wir werden nun mit Hilfe der Mapleprozedur rodriguesDqinversdiffeq iiber-
priifen, ob die in [KLS(2010), Seite 488] angegebene g-Rodriguesformel

(1 —q)

@0, (D) "[(g; q),, "] (4.66)

P, (z]q) =
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der Kleinen g-Legendre-Polynome richtig ist. Dazu erzeugen wir aus (4.66)

mittels rodriguesDqinversdiffeq folgende ¢-Differenzengleichung:

> rodriguesDqinversdiffeq(q~binomial(n,2)*(1-q) n/
> qgpochhammer (q,q,n),qpochhammer (q*x,q,n)*x"n,q,n,p(x));

—(qz—=1)¢"p(x) + (") r+qz—2¢")p(qz) — (¢*z— 1) ¢"p(¢*x) =0

Diese g-Differenzengleichung kénnen wir unter Verwendung der Maplepro-
zedur gsumdiffeq, die in [Koepf(2014), Kapitel 10| dokumentiert ist, auch
aus der g-hypergeometrischen Reihe (4.65) erzeugen, wie uns folgende Maple-

ausgabe zeigt:

> qsumdiffeq(gphihyperterm([q~(-n),q~(n+1)],[q],q,q9*x,k),
> q,k,p(x),evalqdiff=true);

—(qz—=1)¢"p(x) + (") x+qzr—2¢")plqz) — (¢*z —1)¢"p(¢*x) =0

Wir stellen fest, dass die aus (4.66) erzeugte g-Differenzengleichung mit der aus
(4.65) erzeugten iibereinstimmt. Also haben wir die Darstellung (4.66) dann als
g-Rodriguesformel der Kleinen g-Legendre-Polynome identifiziert, wenn auch
noch zwei Anfangswerte jeweils berechnet geméf (4.65) bzw. (4.66) iiberein-
stimmen, da es sich bei der erzeugten ¢-Differenzengleichung um eine zweiter
Ordnung handelt. Wir berechnen zuerst p,, (0|¢) aus (4.65) und sehen sogleich,
dass p,, (0]¢g) = 1, da nur der Summand fiir £ = 0 stehen bleibt. Um p,, (0|q)
aus der ¢-Rodriguesformel (4.66) zu zeigen, wandeln wir (4.66) zun#ichst mit

Hilfe von Satz 4.3 in eine Summe um und erhalten

an - n Y _(n— -n nk—n

Setzen wir nun x = 0 ein, ergibt sich folgende Summe:

n

e BV A PO R S

Auf diese Summe wenden wir dann den ¢-Zeilberger-Algorithmus in Form

der Mapleprozedur gsumrecursion aus [Koepf(2014)] an:

> gsumrecursion(q~(n~2)/qpochhammer(q,q,n)*(-1) “k*
> gbinomial(n,k,q)*q"~(binomial (k,2) —%n—l) *xk)*q~ (n¥k-n~2),
> q,k,p(n));

p(n) —p(n—1)=0
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Die so erhaltene Rekursion gibt uns zu verstehen, dass p,, (0|q) fiir alle n

konstant ist. Wir lassen Maple deshalb noch den Wert fiir n = 0 ausrechnen:

> gsimpcomb(sum(subs(n=0,q9~(n~2)/qpochhammer(q,q,n)*(-1) “k*
> gbinomial(n,k,q)*q”(binomial(k, 2?— (n-1) k) *q“%n*k—n‘Q) ),
> k=0..0));

1
Somit erhalten wir aus (4.66) p,, (0|¢)=1.

Gehen wir nun zur Berechnung von p,, (1|q) tiber. Aus der ¢g-hypergeometrischen
Reihe (4.65) ergibt sich

n

D, (Hq) _ Z (q—n; Q>k (q

k=0 (0 (69),

n+1.
D (4.68)

Aus der g-Rodriguesdarstellung (4.66) ergibt sich nach Anwendung von Satz
4.3

n

b (1l0) = Lo S C0F || B g ()

Wir werden nun erneut mit Zeilbergers Paradigma argumentieren und die

Gleichheit dieser beiden Summen zeigen, indem wir daraus dieselben ¢-Re-
kursionsgleichungen fiir p, (1|¢) erzeugen und entsprechend viele Anfangs-
werte aus beiden Summen berechnen. Wir beginnen mit (4.68) und erzeu-
gen daraus mit dem g-Zeilberger-Algorithmus, explizit mit der Mapleprozedur
gsumrecursion aus [Koepf(2014)], folgende ¢-Rekursionsgleichung erster Ord-
nung

> REl:=qsumrecursion(qpochhammer(q~(-n),q,k)*
> gpochhammer(q~(n+1),q,k)*q k/gpochhammer (q,q,k)/
> gpochhammer(q,q,k),q,k,p(n));

—p(n) —¢"p(n—1) =0
Nun mochten wir diese g-Rekursionsgleichung auch aus der Summe (4.69)

generieren. Wir gehen wie gehabt vor und Maple erzeugt uns

> RE2:=gsumrecursion(q~(n~2)/qpochhammer(q,q,n)*(-1) “k*
> gbinomial(n,k,q)*q~(binomial(k,2)-(n-1)x*k)*
> qpochhammer(q"%k+1—n) ,q,n)*q~ (n¥k-n"2) ,q,k,p(n));

—p(n) —¢"p(n—1) =0
Wir haben in der Tat dieselbe ¢g-Rekursionsgleichung erhalten. Nun bleibt nur
noch zu priifen, ob p, (1]|q) jeweils aus den beiden Summen berechnet densel-

ben Wert ergibt. Wir sehen gleich, dass wir sowohl aus (4.68) als auch aus
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(4.69) py (1]g) = 1 erhalten. Damit haben wir auch den zweiten Anfangswert
p,, (1|q) der g-Differenzengleichung fiir beide Darstellungen tiberpriift und ins-
gesamt gezeigt, dass es sich bei Darstellung (4.66) um die g-Rodriguesformel
der Kleinen ¢-Legendre-Polynome handelt.
In Tabelle 4.15 auf Seite 100 die ¢-Differenzengleichungen derjenigen g-ortho-
gonalen Polynome angefiihrt, fiir die wir in der Literatur eine g-Rodriguesformel
der Form (4.64) (bzw. (4.42)) gefunden haben. Dazu haben wir die mit
rodriguesDqinversdiffeq erzeugten g¢-Differenzengleichungen noch mit der
Normierungsprozedur DgNorm2 wie in [KLS(2010)| normiert.

Wir wollen nun nochmals ¢-Funktionenfamilien identifizieren, von denen

eine g-Rodriguesformel der Gestalt

fulg™) = gn(x)vghn(x) (4.70)

bekannt ist. Wir werden an Stelle von ¢-Rekursionsgleichungen g¢-Differenzen-
gleichungen erzeugen.

Wir hatten in Tabelle 4.12 g-orthogonale Polynome gelistet, die in [K1.S(2010)]
in dieser Form angegeben wurden. Mit Hilfe von Satz 4.4 konnten wir diese

Darstellung in die Summe

) = S ] 0 O -
k=0 q
umwandeln. Auf eine solche Summe kénnen wir nun auch den g-Zeilberger-Al-
gorithmus anwenden, um eine g-Differenzengleichung zu erzeugen. Verglichen
mit derjenigen ¢-Differenzengleichung, die aus der g-hypergeometrischen Reihe
der ¢-Funktionenfamilie hervorgeht, und nach Abgleich entsprechend vieler
Anfangswerte ist die ¢g-Rodriguesformel auch fiir diesen Fall verifiziert und die
entsprechende ¢-Funktionenfamilie wurde erkannt.
Da bei g-orthogonalen Polynomen, deren g-Rodriguesformel mit Hilfe des V-
Operators entsprechend der Form (4.70) (bzw. (4.43)) dargestellt ist, = im
Exponenten von ¢ auftritt, werden wir die Mapleprozedur qsumrecursion aus
[Koepf(2014)] anwenden, die mit einer solchen Darstellung arbeiten kann. Wir
haben eine Mapleprozedur geschrieben, die bei Kenntnis einer g-Rodriguesfor-
mel der Gestalt (4.70) (bzw. (4.43)) eine g-Differenzengleichung ausgibt.
Wir geben ihren Code an.
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rodriguesNablaqdiffeq:=proc(g,h,q,n,sx)
local S,x,k,diffeq;
if type(sx,function) then
S:=op(0,sx); x:=op(1,sx);

else
x:=op(1l,sx);
end if;

diffeq:=qsumrecursion(g/(1-q) “n*(-1) “k*gbinomial(n,k,q)*
q~ (n*x+binomial (n-k,2)-binomial (n,2))*subs (x=x-k,h) ,q,k,S(x),
recursion=up) ;

end: #rodriguesNablaqdiffeq

Mit der Prozedur rodriguesNablaqdiffeq konnen wir nun eine g-Differenzen-
gleichung aus einer g-Rodriguesformel der Gestalt (4.70) erzeugen. Wir kénnen
sie darauthin mit derjenigen ¢-Differenzengleichung vergleichen, die wir mit der
Mapleprozedur gsumrecursion aus der ¢g-hypergeometrischen Reihe der zu tes-
tenden ¢g-Funktionenfamilie erzeugt haben. Wenn die g-Differenzengleichungen
iibereinstimmen, iiberpriifen wir noch entsprechend viele Anfangswerte. Damit
ist die ¢-Rodriguesformel dann bewiesen und die ¢g-Funktionenfamilie wurde
identifiziert.

Wir werden kein Beispiel angeben, um die Funktionalitit von
rodriguesNablaqdiffeq konkret zu demonstrieren, da die Beispiele dieser
Klasse dem Beispiel der Kleinen ¢-Legendre-Polynome fiir die Mapleprozedur
rodriguesDqinversdiffeq entsprechen.

Wir geben der Vollstindigkeit halber in Tabelle 4.16 auf Seite 101 die
g-Differenzengleichungen derjenigen g-orthogonalen Polynome an, fiir die wir
in der Literatur, etwa in [KLS(2010)|, eine ¢-Rodriguesformel der Form (4.70)
(bzw. (4.43)) finden konnen.

Wir haben sie erzeugt, indem wir rodriguesNablaqdiffeq und eine Normie-
rungsprozedur angewandt haben, die die ¢-Differenzengleichung in der Form
von Bemerkung 2.27 mit entsprechender Vertauschung der Variablen n und z
ausgibt.

Im Folgenden geben wir diese Normierungsprozedur, die wir NablagNorm2 ge-

nannt haben, an.
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NablagNorm2:=proc(diffeq,q,sx)
local S,x,X,K,J,ax,cx,right,left,result;
if type(sx,function) then
S:=op(0,sx); x:=op(l,sx);

else
x:=op(l,sx);
end if;

result:=1lhs(diffeq)-rhs(diffeq);
result:=subs(x=x-1,result);
result:=‘power/subs‘(q~x=1/X,result);
result:=collect (numer (normal(result)),S,factor);
ax:=coeff(result,S(x+1));
cx:=coeff(result,S(x-1));

right :=ax*S(x+1) - (ax+cx) *S(x) +cx*S(x-1) ;
left:=-(result-right);
left:=‘power/subs‘(q~N=J,left);
left:=‘power/subs‘(q n=K,left);

left:=factor (left);

left:=subs ({X=q~(-x) ,K=q"n,J=q"N},left);
right:=subs(X=q~(-x) ,right);
result:=combine(left,power)=map(f->combine(f,power) ,right);

end proc: #NablaqNorm2

Wir betrachten nun noch g-Funktionenfamilien, deren ¢-Rodriguesformel in
der Form (4.44), also in der Form

fnlq®) = gn(2) Vi, ha () (4.71)

angegeben ist, und identifizieren diese, indem wir auch fiir diese g-Funktionen-
familien eine g-Differenzengleichung sowohl aus der ¢g-Rodriguesformel als auch
der g-hypergeometrischen Reihe erzeugen. Wir hatten in Tabelle 4.12 auf Seite
80 klassische g-orthogonale Polynome angefiihrt, deren g-Rodriguesformel in
[KLS(2010)] in dieser Form angegeben wird. Die ¢g-Rodriguesformel (4.71) ldsst
sich mit Satz 4.5 in die Summe

Ty gn(x) - _1\k n (g)Jrnfn:r T —
fa(q®) (q—1)" ;( 1) [k}qq P ( k). (4.72)
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iiberfiithren, worauf dann der ¢g-Zeilberger-Algorithmus angewandt werden kann.
Wir fithren den g-Zeilberger-Algorithmus in der Form von gsumrecursion aus,
da x im Exponenten von ¢ erscheint. Insgesamt erzeugt nun die Mapleproze-
dur rodriguesNablaqdiffeq2 bei Kenntnis einer ¢g-Rodriguesformel der Form
(4.71) (bzw. (4.44)) die gesuchte g-Differenzengleichung. Wir geben an dieser
Stelle ihren Code an.

rodriguesNablaqdiffeq2:=proc(g,h,q,n,sx)
local S,x,k,diffeq;
if type(sx,function) then
S:=op(0,sx); x:=op(l,sx);

else
x:=op(1l,sx);
end if;

diffeq:=qsumrecursion(g/(q-1) "n*(-1) “k*gbinomial(n,k,q)*
q~ (binomial (k,2)+n-n*x)*subs(x=x-k,h),q,k,S(x) ,recursion=up) ;

end: #rodriguesNablaqdiffeq2

Wir geben kein Beispiel fiir diese Funktionenklasse an. Der Vollstédndigkeit
halber geben wir in Tabelle 4.16 auf Seite 101 die g-Differenzengleichung der
g-Bessel-Polynome an, die die einzige klassische g-orthogonale Polynomfamilie
ist, fiir die in [KLS(2010)] eine g-Rodriguesformel der Form (4.44) angegeben
wird. Wir haben die angegebene ¢-Differenzengleichung erhalten, indem wir
die Mapleprozeduren rodriguesNablagdiffeq2 und NablagNorm2 nacheinan-
der ausgefiihrt haben. Damit haben wir auch fiir die letzte der vier ¢-Rodri-
guesformeln (4.41)-(4.44) gezeigt, wie man aus ihr eine ¢-Differenzengleichung

generiert.
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q-OPS g-Drei-Term-Differenzengleichung

Kleine g-Jacobi (" —1) @:LLQQ% — C xp (z) =
¢"q* (¢°qx — 1) p(qz) — (¢"¢* (¢qx = 1) + ¢" (z = 1)) p(2) +¢" (x = 1)p Amv
Kleine g-Legendre ("= 1) (¢" = 1) zp(x) =

7" (qr = D)p (@) = (¢" (gr = 1) +¢" (@ = 1) p () +¢" (@ = 1)p (£)

Kleine ¢-Laguerre (¢" =D ap(x) =q"¢"p(gr) = (¢"¢" +¢" (1 —2))p(x) +¢" (1 —2)p @v
Al-Salam-Carlitz 1 —(¢" = 1)2%U (z) =

aq" U (qz) — (ag" '+ ¢"(1—2)(a—2))U () +¢"(1 —2) (a—2)U va
Diskrete ¢g-Hermite I —q(¢" —1)2*h (z) =

—¢"h () = (" + " (@ =D (@4 D) b (@) + ¢ @ = 1) (@4 D (2)

Tabelle 4.15: Die Drei-Term-Differenzengleichungen der g-orthogonalen Polynome,

die Gleichung (4.42) geniigen
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Kapitel 5

Ausblick

Es stellt sich dem interessierten Forscher die Frage, ob man nicht auch aus

einer erzeugenden Funktion

o0

F(z) = Z a, P, (x)2",

n=0
die alle Informationen iiber eine analytische Polynomfamilie P,(z) enthélt,
Rekursions- und Differentialgleichungen erzeugen kann.
Almkvist und Zeilberger ([AZ(1990)]) sind dieser Frage fiir den stetigen Fall
nachgegangen. Wir hatten uns in Abschnitt 4.1.1 dieser Arbeit in Erinnerung
gerufen, dass eine analytische Funktion f(x) in einer komplexen Variable x auf
einem einfach zusammenhangenden Gebiet D C C unendlich oft differenzierbar
ist. Fiir ihre Ableitungen gilt dann nach der Cauchyschen Integralformel
n! t

Foa) = 2 A %dt. (5.1)
Diese Formel haben Almkvist und Zeilberger gemeinsam mit dem Satz von
Taylor genutzt, um aus F(z) eine Integralschreibweise fiir die Koeffizienten

P,(x) zu generieren:

P LEWO 1L [ FO)

a, n! an 2mi )., (t — )"+t
Auf diese Integralschreibweise konnte dann der stetige Zeilberger-Algorithmus
angewandt werden. Wolfram Koepf hat dieses Vorgehen in [Koepf(2014)] in
den Prozeduren GFrecursion und GFdiffeq implementiert, wobei er auf sei-
ne Prozeduren intrecursion und intdiffeq, die den stetigen Zeilberger-

Algorithmus ausfiihren, zuriickgreift.
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Dieses Problem nun auch fiir diskrete Funktionenfamilien zu 16sen, ist sicher
von Interesse. Dabei miisste die Variable z in der erzeugenden Funktion ver-
mutlich in einer anderen Basisschreibweise, etwa den fallenden Faktoriellen,
auftauchen. Dariiber hinaus lohnt es sich, die Fragestellung ebenso fiir den
g-Fall zu untersuchen, wobei eine geeignete g-erzeugende Funktion der gegebe-
nen Polynomfamilie P,(z) (davon gibt es dann mehrere) mit einer passenden
g-Taylorformel (auch hiervor gibt es eine ganze Reihe) in eine Summe umge-

formt werden muss. Dies bleibt dem interessierten Forscher fiir die Zukunft.
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