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1. Einleitung
1.1 Problemstellung

In den letzten Jahrhunderten hat sich die Mathematik stark verandert. Nicht nur die
Rechenweisen und Formeln wurden immer weiter entwickelt, sondern auch die
Mdoglichkeiten grof3e Berechnungen durchzufihren, hat sich vor allem in den letzten
Jahren enorm verbessert.

Hat man vor hundert Jahren noch mehrere Stunden gebraucht um komplizierte
Rechnungen zu l6sen, die durch hohe Zahlen sehr miihsam wurden, kann man in
der heutigen Zeit innerhalb von Sekunden die schwierigsten Rechenschritte 16sen.
Allerdings kann das nicht der Mensch alleine, sondern er hat als Hilfsmittel
verschiedene Computeralgebrasysteme.

Schon in der Schule wird den Schulern zwar das kleine Eins-Plus-Eins und das
kleine Ein-Mal-Eins beigebracht, jedoch nimmt man ihnen in den hoheren Klassen
die Last, lange Rechnungen durchzuflhren, und sie diurfen sich hauptsachlich auf die
Formelbildungen und Problemlésungen konzentrieren, indem sie fir die
Berechnungen Taschenrechner nutzen. Jedoch kommt auch irgendwann ein
gewohnlicher Taschenrechner an seine Grenzen und kann bestimmte Zahlen nicht
mehr berechnen oder auch nicht mehr darstellen.

In solchen Fallen kommen die Computeralgebrasysteme ins Spiel, die auch gerne
schon in Schulen eingesetzt werden, um den Schilern zum Beispiel Graphen besser
darzustellen oder um ihnen zu helfen, Problemstellungen Uberhaupt erst mal zu
begreifen und dann zu I6sen. In der Oberstufe kann ein Computeralgebrasystem den
Schilern zum Beispiel helfen Polynome zu faktorisieren, um Nullstellen und
Extremstellen leichter bestimmen zu kénnen.

Wir sehen also, dass es viele verschiedene Grinde fur ein solches
Computeralgebrasystem gibt.

In dieser Bachelorarbeit méchte ich mich mit einem bestimmten
Computeralgebrasystem befassen. Sage ist ein recht neues
Computeralgebrasystem, welches auch an immer mehr Schulen mittlerweile genutzt
wird.

Daher mochte ich dieses neue System in verschiedenen Themengebieten
anwenden, um zu sehen, wie es zum einen arbeitet und zum anderen, wie gut es
sich in Schulklassen einsetzen lasst. Ist dieses Programm wirklich fur alle Schuler
eine Erleichterung oder geraten viele Schuler schnell an ihre Grenzen, wenn sie mit
dem Programm arbeiten wollen?

Diese Frage werde ich in den nachsten Kapiteln bearbeiten und am Ende
beantworten.

1.2 Vorgehensweise

Ich werde in den einzelnen Kapiteln zunachst zeigen, wie ich verschiedene
Problemstellungen in der Mathematik ,per Hand“ I6se und wie weit ich Uberhaupt mit
dieser Methode komme. Im Anschluss daran werde ich dann die Berechnungen mit
Sage durchfihren. Dabei werde ich genau zeigen, wie ich vorgegangen bin, was
alles gegeben sein muss und wie schnell und effektiv die Berechnungen dann mit
Sage durchzufuhren waren.



2. Was ist Sage”?

Die freie Mathematiksoftware Sage wurde 2005 von William Stein und einigen
anderen Mitwirkenden auf der ganzen Welt entwickelt und verdéffentlicht. Sie ist eine
Distribution bereits bestehender Mathematiksoftware, welche aus verschiedenen
eingebundenen Paketen besteht, mit einer einheitlichen Oberflache zum Berechnen
mathematischer Sachverhalte.

Zudem ist sie eine Schnittstelle zu bestehenden Computeralgebrasystemen, wie z.B.
Mathematica, Maple, Singular, Maxima, PARI, LAPACK usw., die oftmals
hochspezialisierte Computeralgebrasysteme sind.

Die Programmiersprache bei Sage ist Python, Cython, C, C++ und Fortran.

Sage kann auf unterschiedliche Arten genutzt werden. Man kann sie durch eine auf
Python basierende Konsole interaktiv nutzen oder auch, wie ich es zum Beispiel
verwendet habe, durch eine graphische Benutzeroberflache. Diese wird im
Webbrowser ausgefiihrt und man kann mit ihnr sogenannte Worksheets erstellen und
bearbeiten, was dem Verfahren von Maple ahnelt. Ein weiterer Vorteil ist es, dass
man diese erstellten Worksheets unter anderem auch in Latex einbinden oder auch
als PDF-Dokument ausgeben kann. Natirlich kann man auch direkt die Programme
in Sage schreiben. Eine Alternative dazu ware das Schreiben von Python-Skripten,
welche die Sage-Bibliotheken verwenden und die dort daher auch gut genutzt
werden kdnnen.

Zusammenfassend kann man sagen:

.Sage vereinigt die Funktionalitdt diverser Open Source Pakete unter einer
gemeinsamen auf Python basierenden Oberflache.” (http://www.sagemath.org/de/)

Das Hauptziel dieses Computeralgebraprogrammes ist es, einen ,vollwertigen open-
source Ersatz fur Magma, Maple, Mathematica und Matlab* zu erstellen, sodass
verschiedene Berechnungen und Aufgaben mit nur einem Programm bearbeitet
werden kénnen.



3. Geometrie

Zunachst werden wir mit Hilfe von Sage einige geometrische Funktionen testen, zum
einen, um Satze zu beweisen, und zum anderen, um den Inkreis und Umkreis eines
Dreiecks zu berechnen und diese dann auch graphisch darzustellen.

3.1 Dreiecksgeometrie ohne Trigonometrie

Geometrische Aussagen werden in der Regel mit Polynomgleichungen ausgedruckt.
Sage soll dabei helfen, geometrische Aufgaben einfach zu I6sen, da es problemlos
mit Polynomen rechnen kann.

Als erstes beweisen wir folgenden Satz:

Satz 1: Mit R,r und s seien der Umkreisradius, der Inkreisradius sowie der halbe
Umfang eines Dreiecks bezeichnet. Das Dreieck ist genau dann rechtwinklig, wenn
2R+r=s ist.

Mit dem Satz des Pythagoras wissen wir, dass ein Dreieck genau dann rechtwinklig
ist, wenn entweder gilt

a’=b’+c’oder b*=a’+c?oder c’=a’*+b’.
Diese drei Gleichungen kénnen wir dann wie folgt zusammenfassen und notieren:
(a’~b’—c?)(b*~a’—c?)(c’~a’~b*)=0 (1.1)

Unser Ziel ist es nun Satz 1 mit Hilfe dieser Gleichung zu beweisen, indem wir
zeigen, dass die Gleichung (1.1) gleichwertig zur Gleichung

2R+r=s (1.2)
ist.

Bei genauer Betrachtung kénnen wir feststellen, dass beide Gleichungen jeweils drei
Variablen enthalten. Zum Einen a,b und ¢ und zum Anderen R,r, und s. Das bedeutet,
dass wir den Zusammenhang der Variablen zu einander finden mussen.

Da ,s* fur den halben Umfang eines Dreiecks steht, kbnnen wir ,s“ auf folgende
Weise darstellen:

S:a+b+c
2

Nun mussen wir noch herausfinden, in welchem Zusammenhang a,b und ¢ mit R und
s stehen. Da das auf Anhieb nicht gleich zu erkennen ist, betrachten wir dafiir den
1.Flachensatz A=rs und stellen ihn um zu:

, (1.3)

dabei steht r weiterhin fir den Radius vom Inkreis, s fir den halben Umfang und A
bezeichnet den Flacheninhalt des Dreiecks.
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Abbildung 1.1 Zum ersten Flachensatz

Bekannt ist schon der Flacheninhalt von einem nicht rechtwinkligen Dreieck
A= gzh
===
Nun wollen wir allerdings nicht das komplette Dreieck betrachten, sondern drei
einzelne Dreiecke. Fur die gilt dann der Flacheninhalt:

A1:_ und Azza—zr und A3

:b*r
5 -

Da das Dreieck nur zerlegt wurde, gilt A,+ A,+ A;=A und somit

CxI axr b*r:
2 2 2

A,

Zusatzlich kann man den gemeinsamen Faktor r ausklammern und erhalt dann:

r+(a+b+c) —A
2
Den Umfang eines Dreiecks berechnet man, indem man alle drei Seiten addiert, d.h.
. . .. a+tb+c_U
a+b+c=U und damit erhalten wir auch s, mit 5 o
Daraus folgt dann die Gleichung des 1.Flachensatzes: A=r*S

. . . A
Diese Gleichung stellen wir nach r um und erhalten: rZE

Durch diese Formel haben wir nun eine zusatzliche Variable A eingefuhrt, was
allerdings nicht weiter stérend ist, da uns diese Erkenntnis hilft, weitere
Eigenschaften eines Dreiecks zu bearbeiten.Mit diesem Vorgehen wollen wir
erreichen, den Zusammenhang sowohl zwischen den Dreiecksseiten, als auch dem



In- und Umkreisradius zu ergrinden.

Mit Hilfe der Ahnlichkeit wollen wir eine weitere Formel herleiten. Dazu bendétigen wir
ein Dreieck wie in Abbildung 1.2, das aufgrund des Satzes von Thales eindeutig
rechtwinklig ist.

Abbildung 1.2

Satz vom Umfangswinkel: (Peripheriewinkelsatz)
Alle Umfangswinkel (Peripheriewinkel) Giber einem Kreisbogen sind gleich grol3.

Der Umfangswinkelsatz ist eine unmittelbare Konsequenz des Kreiswinkelsatzes:
Jeder Umfangswinkel ist nach dem Kreiswinkelsatz halb so grol3 wie der
Mittelpunktswinkel (Zentriwinkel). Also missen alle Umfangswinkel gleich grof3 sein.

Durch den Satz vom Umfangswinkel wissen wir auch, dass das Dreieck ECB ahnlich
zum Dreieck ACD ist, da der spitze Winkel bei den Punkten D und B bei beiden
Dreiecken gleich groR ist. Somit haben wir die Ahnlichkeit beider Dreiecke
nachgewiesen.

Hinzukommt, dass die Stecke |CD| der Durchmesser des Kreises ist und somit auch
doppelt so lang ist wie der Umkreisradius, also 2R.

Dadurch erhalt man die Ahnlichkeit b _h :
2R a
Dies multiplizieren wir nun mit 2Rac und erhalten
abc=2Rch.
Da fur den Flacheninhalt des Dreiecks ABC die Formel Azcizh gilt und somit auch



2A =cxh, konnen wir dies einsetzen und erhalten
abc=4RA .
_abc

T AA
und somit auch die Formel fur den Umkreisradius.

Nach R umgestellt erhalten wir dann R (1.4)

Aus der Gleichung 2R+r =g wird somit LabCH:S und daraus folgt @H:S

4A 2A
abc, A_ . A
= opa g >, dafdr s gilt.
2A2
Das Ganze multiplizieren wir mit 2A: abc+T: 2As. (1.5)

Im néachsten Schritt wollen wir den Flacheninhalt nur durch a,b und ¢ ausdriicken.
Wir wissen, dass der Flacheninhalt fir das Dreieck ABC A=hxc lautet. Nun
betrachten wir die einzelnen Dreiecke AEC und EBC.

AEC: b’=x’+h> = x’=b>-h* => h*’=p’-¥%°

A =Xxh Vb*—h*xh
1= = —_—

A=

2 2
EBC: a’=h’+(c—x)* = (c—x)’=a’-h*> = h’=a’—(c—x)’
c—x)*h va’—h®xh
AZZ% 3 AZZT*
2 K2 2 2
ABC At A= T Va'—heh

2 2

Im nachsten Schritt ziehen wir die errechneten Gleichungen voneinander ab. Daraus
ergibt sich:

b’—a’=x’+h’—(h*+(c—x)%)
= x*+h*~h*~(c—x)
= x*—(c—x)°=x*—(c®*—2cx +x%)
= x*—c’+2cx— X°
=2cx—c’

Diese Gleichung hatten wir natdrlich mit Sage einfach l6sen kénnen, was uns einige
Rechenschritte erspart hatte.



Dies l6sen wir jetzt nach x auf, da wir x eliminieren wollen:

b®’—a’=2cx—c? | +¢?
b®—a’+ c’*=2cx | :2¢c
§—¥+§_X
2c
2 2 2
x:% (1.6)

Unser Ziel war es den Flacheninhalt nur mit a,b und ¢ auszudriicken. Dazu

o , _ h . .
betrachten wir wieder die Gleichung A:% , welche wir nun quadrieren:
2 2 2

Az:(c;h) A2=C Z 1.7)
2 2 2
Der Faktor h? wird hierbei ersetzt durch b?—x? und x durch —2 =2 =¢ _2tc) —C
2 2 2 2
—a’—b°—c
h?=p?—(—2 2 —C
( 2c )
2 2 222
CZ*(bZ_(a _b —C ) )
> A= 2C

4
Mit Hilfe von Sage kénnen wir das Ganze jetzt faktorisieren und erhalten dann:

a+b+c)(a+b—c)(a—b—c)(a—b+c)

2 —(
A= 16

(1.8)

Wir haben nun A?2. Um Ain (1.5) einsetzen zu kdnnen, mussen wir zuerst die Wurzel
aus (1.8) ziehen, was wie folgt aussieht:

_ |,—(a+b+c)(a+b—-c)(a—b—c)(a—b+c)
A_J( 16 )

Durch Einsetzen in die schon genannte Formel erhalten wir die folgende Gleichung:

2(a+b+c)(a+b—c)(a—b—c)(a—b+c)
16

2
a+b+c

*( )=

abc—

—(a+b+c)(a+b—c)(a—b—c)(a—b+c), ,a+b+c
Z*J( 16 )

Dies kdnnen wir jetzt auch noch vereinfachen:
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(a+b—c)(a—b—c)(a—b+c)
4

*\(—(a+b+c)(a+b—c)(a—b—c)(a—b+c)) (1.9)

abc—

atb+c
4

Um die Wurzel zu entfernen, wird dieser Ausdruck quadriert. Nach dem Quadrieren
mussen wir noch alles auf eine Seite bringen und stellen fest, dass wir einen sehr
umfangreichen Ausdruck damit erhalten, der noch keinerlei Ahnlichkeit mit der
gewilnschten Form (1.1) hat. Um das Ergebnis zu erhalten, missen wir also die
Gleichung noch faktorisieren. Da dies per Hand sehr aufwandig ist, benutzen wir
hierfir Sage und stellen fest, dass wir so ganz einfach auf die gewinschte Form
kommen.
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Geometrie

Dreiecksgeometrie ohne Trigonometrie

Nun werden wir also zeigen, wie man die ganzen Rechnungen auch mit Hilfe von Sage l6sen kann. Dabei gehen wir auch jetzt wieder Schritt fiir Schritt so vor, wie wir
es zuvor getan haben. In diesem Abschnitt konnten wir jedoch ganz deutlich zeigen, dass wir per Hand schnell an unsere Grenzen kammen, als die Faktorisierung
durchgefihrt werden musste, um den Ausdruck (1.8) zu erhalten. Solche Berechnungen sind fiir Sage allerdings kein Problem und wir haben in wenigen Sekunden
unser Ergebnis.

var ('abcxhsr")
eqnl = b"2 == h"2+x"2
eqn2 = a"2 == h"2+(c-x)"2
eqgn3 = eqnl - eqn2
eqn3
—a?+b=—(c—a)? + a2
eqn3.sinplify_full ()
—a?+b% = —c? 4 2cx
| oesung = sol ve(egn3, x)
| oesung

R

c*h/ 2

A2

B. subs_expr (h"2 == b"2-x"2)
B. subs(x=l oesung[ 0] . rhs())

Oww >

= C factor()
# Dabei ist C=AN2
7116 (a—b—c)la—b+ec)a+b—c)la+b+ec)
a*b*c+2*C/s == 2*sqrt (O *s
eqn4. subs(s=(a+b+c)/ 2)

00

eqn4
eqn5
eqn5

ENE

(a—b—c)(a—b+c)(a+b—c)+abc:i(a+b+c)\/—(a—b—c)(a—b+c)(a+b—c)(a+b+c)

Damit haben wir nun die Gleichung (1.9) erhalten.
Diese Gleichung wollen wir nun erst quadrieren, alles auf eine Seite bringen und dann faktorisieren.

Ziel dieser Berechnungen ist es, durch geeignete Umformungen aus der obigen Gleichung die Beziehung (1.1) herzuleiten.

eqné = (ar2-b”"2-cn2)*(bN2-ch2-an2)*(ch2-ar2-bN2) ==
eqné

(a2 —p? —02)(112 — b2 +02)(a2 +b? —02) =0
Hier nochmal die Gleichung (1.1), um gleich den besseren Vergleich zu haben.

eqn7 = eqn5"2 ; eqn7
2 3
lLﬁ ((a=b—c)(a—b+c)(a+b—c)—4abe) :7%6 (a—b—c)la—b+c)at+tb—c)la+b+c)
eqn8 = eqgn7.1 hs()-eqn7.rhs()== 0; eqn8
%6 (a—b—c)(a—b+c)(a+b—c)(a+b+c)3+1—16 ((a—b—c)(a—b+c)(a+b—c)—4abc) =0
eqn9 = factor(eqn8) == 0
eqn9

% (a2—b2—02)(a2—b2+c2)(a2+62—02) =0

Somit haben wir gezeigt, dass man durch geeignetes Umformen von der Gleichung (1.9) auf die Gleichung (1.1) gelangt, mit dem
Vorfaktor 1/8.

-12-



3.2 Graphische Darstellung der Dreiecksgeometrie

Wie wir im ersten Teil festgestellt haben, gibt es einige Zusammenhéange, die man in
einem Dbeliebigen Dreieck berechnen kann. Wir haben zum Beispiel aus dem
Inkreisradius und Umkreisradius folgende Darstellung erarbeitet:

FUr den Inkreisradius gilt ja bekanntlich r=§ und aus der Gleichung fur den
Flacheninhalt folgt dann:

Azz—(a+b+c)(a+b—c)(a—b—c)(a—b+c)

16
N r:\/((a+b+c)(a+b—c)(a—b—c)(a—b+c)) it (= atbtc | (1.10)
4s 2
Dasselbe wenden wir auf den Umkreisradius an. Aus der Gleichung R=i—§: folgt
dann
abc

R=

V((a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(a—b+c))

Auf diese Weise lasst sich der In- und Umkreisradius ausschlief3lich durch die
Dreiecksseiten ausdriicken. Da wir das Dreieck mit dem In- und Umkreis zeichnen
wollen, brauchen wir jetzt noch den Mittelpunkt. Um bei einem Dreieck den Inkreis zu
konstruieren, konstruiert man zuerst die drei Winkelhalbierenden. Fur den Umkreis
muss man die Mittelsenkrechten konstruieren, deren Schnittpunkt ergibt dann den
Mittelpunkt, was wir auch zuerst konstruieren wollen.

Wir betrachten wieder ein Dreieck mit den Eckpunkten A,B und C. Daraus ergeben
sich fur die Streckenmittelpunkte, die wir durch die arithmetischen Mittelwerte
ausdriicken, die Werte %(AJr B),%(B+C) und %(CJF A) . Im nachsten Schritt reicht
es aus, fur zwei der Streckenmittelpunkte die Hohe zu berechnen. Der Schnittpunkt
ergibt dann den Mittelpunkt und dafir setzt man einfach die beiden
Geradengleichungen gleich.

Bei dem Inkreisradius geht man ahnlich vor. Man zeichnet die Winkelhalbierenden
ein, berechnet die Lange wieder von zwei dieser Geraden und setzt diese wieder
gleich, um den Schnittpunkt und somit den Mittelpunkt wieder zu erhalten.

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, den Inkreisradius, Inkreismittelpunkt,
Umkreisradius sowie Umkreismittelpunkt des Dreiecks zu berechnen. Sage selber
verfligt Uber solche Befehle nicht, daher missen wir selber ein Programm schreiben,
mit dem dies maoglich ist.

Daflr miussen wir uns zuerst Uberlegen, welche Strecken und Punkte gegeben sein
missen um jede Formel genau zu definieren.
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Drelecksgeometrie graphisch

Dreieck, Inkreisund Umkreis

In diesem Abschnitt wollen wir nun ein Dreieck konstruieren. Dazu brauchen die drei Eckpunkte eines Dreiecks, die wir als Vektoren
eingeben werden. Au3erdem wollen wir den Inkreisradius, Inkreismittelpunkt, Umkreisradius und den Umkreismittelpunkt des Dreiecks
berechnen. Da Sage keine schon definierten Befehle flr diese Funktionen hat, miissen wir zu erst diese Funktionen in Sage
definieren.

Danach flihren wir das ganze fiir das Dreieck mit den Eckpunkten A[0,0], B[0,1] und C[1,0] durch und zeichnen das entsprechende
Dreieck auch noch.

var('t t1t2")

def mttel punkt (A B):
return (A+B)/2

def normal envektor (A B):

nun

Ber echnet ei nen Vektor orthogonal zum Differenzvektor A - B

nun

xd,yd = A-B # Differenzvektor in Konponenten zerlegen
return vector((-yd, xd ))

def mttel senkrechte(A B):

nun

IN
A, B - zwei di nrensi onal e Vektoren

aut
Par anmet erdarstel l ung der Mttel senkrechten zu A, B

NOTE: nutzt t als gl obale synbolische Variable

nun

M
N

m ttel punkt (A B)
nor mal envekt or (A, B)

return M+ t*N

def gerade(A B):

nun

I'N:

A, B - zwei di mrensi onal e Vektoren
QUT:

Par anet erdarstel | ung der Geraden durch A B
NOTE:

nutzt t als gl obal e synbolische Variable

nun

return A + t*(B-A)

def |otgerade(A B, P):

nun

Par amet erdarstel l ung des Lots von P auf die Gerade durch A, B
N = nor nal envekt or (A, B)
return P + t*N

def wi nkel hal bi erende(A, S, B):
A S B - Vektoren,
S ist der Scheitel, A B liegen auf Schenkel n der W nkel
Rueckgabe ei ner Paraneterdarstel |l ung der W nkel hal bi er enden

nun

-14-



def

def

def

def

def

SAn = (A-S)/(A-S).norm)
SBn = (B-S)/(B-S).norm)
return S + t*( SAn+SBn)

schni ttpunkt (g, h):

nun

I'N:

g,h - Par anet er dar st el | ungen von Ceraden
QuT:

ein Vektor , Schnittpunkt der Ceraden

oder None , wenn es keinen Schnittpunkt gibt
NOTE:

t, t1, t2 nuessen gl obal e synbolische Variabl en sein

nun

#par amet er unbenennen und par anet erdarstel l ung i n konponenten zerl egen

Xg, yg = g(t=tl)
xh, yh h(t=t2)

# LGS konponent enwei se aufstellen
lgs =[ xg ==xh, yg == yh ]

try:
| oesung = solve(lgs,t1,t2)
t0 = |l oesung[0][0].rhs()
return g(t=to0)

except:
return None

unkrei s_radi us(dreieck):

IRINT

dreieck - Triple zweidinensional er Vektoren , Eckpunkte des Dreiecks

IRINT

A B, C = drei eck

a = abs(C B)
b = abs(C A)
c = abs(B-A)

return a*b*c/sqrt((a+b+c)*(b+c-a)*(a+b-c)*(a-b+c))

i nkrei s_radi us(dreieck):

nun

dreieck - Triple zweidi nensional er Vektoren , Eckpunkte des Drei ecks

nun

A B, C = drei eck

a = abs(C B)
b = abs(C A)
c = abs(B-A)
s = (atb+c)/2

return (1/(4*s))*sqrt((a+b+c)*(b+c-a)*(a+b-c)*(a-b+c))

unkrei s_mttel punkt (dreieck):

nun

dreieck - Triple zweidi nensional er Vektoren , Eckpunkte des Drei ecks
A B, C = dreieck
return schnittpunkt(mttel senkrechte(A B), mttel senkrechte(B, Q)

inkreis_mttel punkt (dreieck):

nun

dreieck - Triple zweidi nensional er Vektoren , Eckpunkte des Drei ecks
A B, C = dreieck
return schnittpunkt (w nkel hal bi erende( A, B, C), wi nkel hal bi erende(B, C, A))

A = vector((0,0)); B = vector((0,1)); C = vector((1,0))
unkreis_radius((A B Q).n()

0.707106781186548

unkreis_mttel punkt ((A B, Q).n()
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(0.500000000000000, 0.500000000000000)
def inkreis(dreieck):

nun

dreieck - Triple zweidi nensional er Vektoren , Eckpunkte des Drei ecks
A B, C = dreieck

M = inkreis_mttel punkt (drei eck)

radi us = inkreis_radius(dreieck)

F_c = schni ttpunkt (gerade(A B), | otgerade(A B, M)
F_b = schni ttpunkt (gerade(A C,lotgerade(A C M)
F_a = schni ttpunkt (gerade(B, C),|otgerade(B,C M)

eckpunkte = [A B, C Al

grafik = G aphics()
grafik += |ine(eckpunkte)
grafi k += points(dreieck)

if M # Mhat den Wert None, wenn es keinen Mttel punkt gibt
grafik += point(M
grafik += circle(Mradius, color="gold)

grafik += line([MF_a], color="green')
grafik += line([MF_b],color="green')
grafik += line([MF_c],color="green')

grafi k. show aspect _ratio=1, axes=Fal se)

A = vector((0,0)); B = vector((0,1)); C = vector((1,0))
inkreis((A B O)

def unkrei s(dreieck):
""" dreieck - Triple zweidinensionaler Vektoren , Eckpunkte des Dreiecks """
A B, C = dreieck

Mc = nittel punkt (A B)

Mb = nittel punkt (A O

Ma = nittel punkt (C, B)
seitenmtten = [Ma, M b, Mc]

M = unkrei s_mttel punkt (drei eck)
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radi us = unkreis_radi us(dreieck)
eckpunkte = [A B, C Al

grafi k = G aphics()
grafik += |ine(eckpunkte)
grafik += points(dreieck)

if M
grafik += point(M
grafik += circle(Mradius,color="red")
#grafik += line([M M.a], col or='"green')
#grafik += line([M MUDb], col or='"green')
#grafik += line([M Mc], col or='"green')

grafi k. show aspect _ratio=1, axes=Fal se)

A = vector((0,0)); B = vector((0,1)); C = vector((1,0))
unkrei s((A B, Q)
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3.3 Gleichseitige Dreiecke

Zuerst wollen wir die Eigenschaften eines gleichseitigen Dreiecks zusammenfassen.
Jedes (gleichseitige Dreieck ist gleichschenklig. Desweiteren sind die
Seitenhalbierenden auch gleich die Winkelhalbierenden und wir stellen fest, dass der
Radius des Umkreises doppelt so grof3 ist wie der Radius des Inkreises.

Beweis fur diese Aussage:
Wir kennen schon den Radius fur den Inkreis: r=€ , und den Umkreis: R:j—f :
Da alle Seiten gleich sind beim gleichseitigen Dreieck, gilt: a=b=c. Fir die H6he gilt

die Gleichung h:;*a, welche man mit dem Satz des Pythagoras berechnen kann:

2 2 /
2 a 2 a 32 — 3
=ya —(= = = - & == & h=—
h a (2) h \/a 2 h \/43 5 a

Diesen Wert setzen wir nun in die beiden Gleichungen vom In- und Umkreisradius
ein:

a*%*a A
_A _ _ a*—3*a _(a+a+a)
r=— > _ 2 ,dennesgilt: ,\__ 2 und S5 —
S r= A= 2
(a+a+a)
2
23
> =2 o =28
3a 6
2
und
axaxa
abc R= a’ a
R=—— 2 R= — R=—
wo oz 4a4@ - N 73
a*3

V3
Das erweitern wir nun mit —= und erhalten: R=
V3 3

Damit haben wir nun gezeigt, dass der Radius vom Umkreis doppelt so grof} ist wie
der vom Inkreis.

Bei dieser Erkenntnis handelt es sich um den Satz von Euler (gleichseitiges Dreieck
als Losung eines Extremalproblems).

Satz: Bei jedem Dreieck ist der Umkreisradius mindestens doppelt so grof3 wie

der Inkreisradius. Hierbei ist der Umkreisradius genau doppelt so grol3 wie der
Inkreisradius, wenn das Dreieck gleichseitig ist.
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Aufgrund dieses Satzes betrachten wir nun die Ungleichung R-2r=0
(Umkreisradius-2*Inkreisradius) und wollen diese durch Umformung und Berechnung
auf die Form

a’+b*+c*—a®—ab’—a*—ac’—b*—bc’+3abc=0 (1.11)
bringen.

Ziel dieser Rechnung ist es zu zeigen, dass es sich bei diesem speziellen Dreieck
um ein gleichseitiges Dreieck handelt.

. . . abc A
Fir R und r setzen wir nun wieder die schon bekannten Formeln R=4—a und r=—
ein.
) . abc A
Damit erhalten wir R—2r=———2—,
43 S

Um diese Gleichung zu vereinfachen, multiplizieren wir mit 4a und ersetzen A durch

A JV—(a+b+c)(a+b—c)(a—b—c)(a—b+c)
- 4

_2xJ/—(at+b+c)(at+tb-c)(a—b—c)(a—b+c)_

abc
= 4s

4a

+b+c
2

. ) a ) .
AulRerdem wissen wir, dass S= ist. Daraus erhalten wir dann:

_ 2#V/—(atb+c)(at+tb—c)(a—b—c)(a—b+c)x2
a+b+c

abc

Nach Multiplikation mit Sage erhalten wir den aquivalenten Ausdruck (1.11).
Daher zeigen wir nun die gesamten Schritte, die notig sind um auf dieses Ergebnis
zu kommen.
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Gleichseitige Dreiecke

Wie schon angekiindigt, wollen wir nun zeigen, dass R-2r>=0 die Gleichung (1.11) folgt.

var("fabcxhsr")

(a,b,¢c,2,h,s,7)
var ("AR)
egnl = R == (a*b*c)/ (4*A)
egqn2 = r == A's
eqn3 = eqnl- 2*eqn2
eqn3

__ abc 24

R—2r=307 -5
egqnd = eqn3*(4*A)
eqn4

4(R—2r)A= (- 24)4
C = -1/16*(a-b-c)*(a-b+c)*(a+b-c)*(at+b+c)
C

71—16 (a—b—c)la—b+c)la+b—c)la+b+c)
egn5 = eqn4. subs(A=sqrt(Q))
eqn5

(R—2r)y/—=(@a—b—c)la—b+c)latb—c)la+tbd+c) =12

eqné =
eqné

eqgn5. subs(s=(atb+c)/2)

(R—2r)y/—(a—b—c)la—b+c)la+b—c)lat+b+c)= (

egn7=eqn6. sinmplify_full()
eqn7

3 \/—(a—b—c) (a—b+c) (a+b—c) (a+b+c)

2abc
V- a-b-c)(a-bte)(atb—c) atbic)

abe

s

Y% (a—b—c) (a—b+c) (at+b—c) (at+b+c)

\/ —(a—b—c) (a—b+c) (a+b—c) (a+b+c)

atbtc

(R—27)v/—a+btcya—bteyvatb—cyat+btc=—(a+tb)c?+a®—a’b—ab? +b>+c? - (a2 73ab+b2)c

)\/7((17bfc)(a7b+c)(a+bfc)(

)\/7(117bfc)(a7b+c)(a+bfc)(a—

Hier kdnnen wir wieder gut erkennen, dass volles vereinfachen uns hier nicht wirklich zu dem Ergebnis bringt, dass wir gerne erzeugt hatten.

eqn8 =
eqn8
a® —a?b—a%c— ab® + 3abc — ac? +b* —b%c — be? + ¢*

egn6.rhs().sinmplify_full().expand()

Mit diesem Schritt kbnnen wir behaupten, dass R-2r>=0 ist, genau dann wenn der obige Ausdruck gro3er gleich Null ist.
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Daher kdnnen wir sagen, dass R—2r>0genau dann ist, wenn
G(a,b,c):=a’+b*+c*—a®—ab’—a*—ac’— b*—bc’+3abc=0

ist. Ziel war es jedoch zu zeigen, dass die fur alle a,b,c>0gilt und wenn a=b=c
vorliegt, also das Dreieck gleichseitig ist, Gleichheit eintritt.

Wir betrachten nun den Fall, dass a,b,c>0ist. Dabei stellen wir fest, dass die

Funktion G auf dem Rand des Bereichs, also bei a=0, b=0 und c=0, keinen negativen
Wert annimmt. Zeigen wollen wir dies mit dem Beispiel c=0.

G(a,b,0)=a’+b’+0—a”—ab’— a’+0—a*0°—b**0—b*0°+3ab 0
=a’+b*-a®—ab’>0
=(a+b)(a—b)y=0
Dasselbe konnten wir nun auch fur a=0 oder b=0 zeigen. Da wir vorausgesetzt
haben, dass a,b,c>0 gilt, kann der obige Ausdruck nicht negativ werden, da selbst
wenn man b von a abzieht, der Wert quadriert wird und somit wieder positiv ist.

Dasselbe passiert dann auch bei den anderen Werten, wenn a oder b=0 gesetzt
werden.

G(a,0,c)=a’+c*—a*—ac’=(a+c)(a—c)*=0
G(0,b,c)=b’+c’—b*—bc’*=(b+c)(b—c)*=0
Betrachten wir nun den Fall G(a,a,a). Daraus folgt dann:
G(a,a,a)=a’+a’+a’—a’*a—axa’—a’*a—a*a’'—a*a—a*a +3axax*a
=3a°-a’-a’-a’-a’-a’-a’+3a’°=6a’-6a"=0
Hiermit haben wir nun gezeigt, dass die Gleichheit genau dann gilt, wenn auch
a=b=c gilt, also wenn es sich um ein gleichseitiges Dreieck handelt.

Im nachsten Schritt wollen wir die folgende Gleichung herleiten
G(x+w, y+w,z+w):%((x—y)2+(x—z)2+(y—z)2)+G(x Y. 2). (1.13)

Damit zeigen wir dann, dass fur G(a,b,c) die Identitat (1.13) gultig ist.

Es gilt weiterhin, dass a ,b,c>0ist und dafiir die Ungleichung G(a,b,c)=0 gilt.
Wir wahlen dafur einen Punkt(a,b,c)mit a,b,c>0. Weiter setzten wir aus
Symmetriegriinden voraus, dass a=b>cgilt.

In der Beziehung (1.13) setzen wir nun folgende Werte ein: Fir z=0 undw=c.

Daraus ergeben sich die Werte x=a-—c>=0und y=b—c>0. Eingesetzt in die
Gleichung erhalten wir folgende Darstellung:
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G(a,b,c):%(((a—c)—(b—c))2+((a—c)—2)2+(b—c—2)2)+G(a—c,b—c,O)

:g((a—b)2+(a—c)2+(b—c)2)+(a+b—2c)(a—b)2

Durch die Voraussetzung, dass a,b,c>0gilt, und die Quadrate in der Gleichung,
konnen wir gleich erkennen, dass G(a,b,c)>=0 gelten muss.

Des weiteren wollen wir herausfinden, in welchem Fall G(a,b,c)=0ist. Betrachten
wir wieder

G(a,b,c):%((a—b)2+(a—c)2+(b—c)2)+(a+b—20)(a—b)2.

Wir haben hier eine Summe mit vier, wie wir schon festgestellt haben, nicht
negativen Termen. Daher wird G(a,b,c) nur dann gleich Null, wen auch alle vier
Summanden gleich Null sind. Dies tritt aber auch nur dann auf, wenn a—b=0=a=b,
a—c=0->a=cund b—c=0=b=cgilt, also wenn wir die Gleichheit von a,b und c
haben. Da also a=b=cgelten muss und c#0 ist, schlieRen wir daraus, dass es sich
um ein gleichseitiges Dreieck handeln muss.

4. Kurven zweiter Ordnung

Ziel dieses Kapitels wird es sein, allgemeine Gleichungen von Ellipsen, Parabeln und
Hyperbeln mit Hilfe von Sage herzuleiten. Die Ellipse ist eine spezielle geschlossene
Kurve zweiter Ordnung, welche durch quadratische Gleichungen dargestellt wird und
die wir dann auch noch graphisch darstellen kénnen. Zusétzlich wollen wir dann noch
die Normalform der Ellipse berechnen, welche auftritt, wenn die Koordinatenachse
und die Achsen der Ellipse zusammenfallen.

4.1 Die Ellipse

Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte einer Ebene, fir die die Summe der
Abstdnde von zwei festen Punkten konstant ist. Die festen Punkte heil3en
Brennpunkte, welche wir mit F,und F,bezeichnen. Zu Anfang wahlen wir die
Brennpunkte F,(—€l0)und F,(el0)auf der x-Achse, die auch symmetrisch zum
Ursprung sind. Die Summe der Abstande soll 2a betragen, wobei a>egilt. Der
konstante Abstand 2a muss dabei immer grof3er sein als der der Brennpunkte, da die
Brennpunkte ansonsten auf3erhalb der Ellipse liegen wirden.

Wie schon definiert haben wir die Brennpunkte F,:=[—€,0] und F,:=[€,0] und
zusatzlich noch einen Ellipsenpunkt P:=[x,y|. Der Punkt P liegt genau dann auf
der Ellipse, wenn die Beziehung |P—F |+|P—F,|=2a gil.

Durch Quadrieren und Multiplikation erhalten wir:

|P—F,|+|P-F]=2a
oV (x+e)+ v+ (x—e)’+y*=2a | ()?
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o (x+e)+ y2+ 26 (x+ )+ y2V (x—e)+ Yo+ (x—e)*+ yP=4a
o X2+ 2xe+ €24 Y2+ 2V X2+ 2xe+ €24 Y2V XP— 2xe+ €24 Y2+ XP— 2xe+ €2+ 2= 4a>
o 2\Vx+2xe+e’+ v x?—2xe+ €2+ yP+ 2x°+ 2y° + 2 €% = 48°

Im nachsten Schritt wollen wir den Wurzelausdruck quadrieren. Dazu mussen wir
zunachst diesen isolieren, indem wir (2x*+ 2y*+2¢€?) durch Subtraktion auf die andere
Seite bringen.

2\ X%+ 2xe+ e+ v\ X2+ 2xe+ e+ yP =4al— (2x2+ 2y*+ 2€?) | ()
4(X°+2xe+ y*+€°) (x*— 2xe+ y*+€%)=16a"—8a% (2x"+2y°+ 2€%) +(2X° + 2y*+ 2€°)°
4(x*+y*+et+2x7 y'—-2x* e’ +2y*e?)=16a"— 16a° x’— 168" y°— 168 €*+ 4x '+ 4y* + 4€’

+8x° y*+8x°e’+8y’€’

Nun bringen wir alles auf eine Seite und erhalten dann

0=16a"—16a>x’—16a’ y°—16a°e’+16x° €’
0=16(a*—a’x’—a’y*—a’e’+ x’¢’)
0=16(x*(a’—e*)+a’(y*+e*—a%))

Wir dividieren nun durch 16a°(a*~€?) und erhalten

0= 16x2(a2—e2)Jr 16a°(y*+e°—a’)
16a°(a°—¢€’)  16a’(a’—¢€’)

B 52 y2+ I
0__2+ 2 2
a a —e€
_ 2 yz e+ a2
O=—=+ T2 2
a a—e a+e
1

2 2

X
1==+ 2y 2
a a —€

Der Abstand der Brennpunkte vom Mittelpunkt haben wir mit e bezeichnet. Wir
betrachten nun also das rechtwinklige Dreieck AM F;E;, wobei E; der Schnittpunkt
der Ellipse mit der y-Achse im positiven Bereich ist.

Aufgrund des Satzes von Pythagoras koénnen wir e auch ausdricken durch
e’=a’—b®. Formen wir dies um, erhalten wir b°=a’-¢e*, was wir in unsere obige
Gleichung einsetzen.

2 2
Xy
1=%X ¥
a? p

Damit haben wir nun die Normalform der Ellipsengleichung berechnet. Aus unserer
Rechnung und der Zeichnung kénnen wir erkennen, dass die Punkte (—al0) und
(al0) auf unserer Ellipse liegen. Die x-Achse, also die Achse durch die beiden
Brennpunkte, wird als Hauptachse der Ellipse bezeichnet. Die Punkte (—al0)und
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(al0) haben den groRten Abstand zum Ursprung, sie werden als Hauptscheitel der
Ellipse bezeichnet, wobei a die Lange der gro3en Halbachse ist. Analog kénnen wir
die Punkte (0l—b)und (Olb) benennen, die ebenfalls auf der Ellipse liegen und
Nebenscheitel der Ellipse sind. Daher wird auch die y-Achse als Nebenachse der
Ellipse bezeichnet. Die Lange der kleinen Halbachse bezeichnen wir mit b.

AulRerdem ist der Ursprung auch der Mittelpunkt der Ellipse. Daraus folgt also, dass
2 2

O<b=<agilt und dafir die Gleichung %—k%:l gultig ist und eine Ellipse darstellt.
Jedoch kann auch der Fall gelten, dass b>aist. In diesem Fall liegen die
Brennpunkte anstatt auf der x-Achse dann auf der y-Achse.

Der Abstand vom Mittelpunkt zum Brennpunkt mit der Lange e, wird lineare
Exzentritat genannt.

Neben der linearen Exzentritat gibt es auch eine numerische Exzentritat, welche ein

Malf fur die Abweichung von der Kreisform ist, und mit E:%e [0,1) berechnet wird.

Bei dem Wert £=0liegt ein Kreis vor, da in dem Fall b=a gilt.

Es gibt auch Falle, bei denen der Mittelpunkt nicht auch der Ursprung ist. Da gilt die
von uns berechnete Gleichung nicht mehr und muss umgewandelt werden. Befindet
sich der Mittelpunkt an der Stelle (X, Yo) , mit den Halbachsen a und b, lautet die

Gleichung
(x— Xo)z (y_YO)Z
+ =1 1.14
a’ b? (1.14)

AuRerdem gilt, dass man jede Gleichung der Form Ax*+Cy’+ Dx+Ey+F=0, mit
A,C>0, D,E,FelRin die oben beschriebene Gleichung (1.14) durch quadratische
Erganzung umwandeln kann. Dabei steht rechts entweder 1,0 oder -1, woran man
dann erkennen kann, ob es sich um eine Ellipse, einen Punkt oder die leere Menge
handelt.

Das wollen wir nun an einem Beispiel zeigen und betrachten die Gleichung

2X°+ 3y’ —x+4y+1=0

nachdem wir die Herleitung der Normalform mit Sage gezeigt haben.
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DieEllipse

Bei der Berechnung der Normalform der Ellipse, wollen wir nun etwas anders vorgehen, als in unserer schriftlichen Berechnung.

Und zwar wollen wir gleich zu Anfang e durch den Wurzelausdruck ersetzten und fithren dann erst die Schritte, in denen wir den Ausdruck quadrieren und
faktorisieren durch.

var('x y e a b')

assune(a>e)

F1 = vector((-e,0))

F2 = vector((e, 0))

P = vector((x,y))

egnl = (abs(P-F1l)+abs(P-F2)) == 2*a
eqnl

\/(e+z)2+y2+\/(efz)2+y2 =2a

egn2 = eqgnl.subs(e = sqrt(a*2-b"2))
eqn2

¢@+¢§Tﬁf+w+¢@f¢ﬁfﬁf+w:u

egn3 = (eqgn2”72). expand()
eqn3

211272b2+2zz+2y2+2\/a27b2+z2+y272\/a27bzz\/a27b2+z2+y2+2\/a27bzz:4a2

Nun bringen wir den Wurzelausdruck auf eine Seite um im nachsten Schritt nochmal zu quadrieren.

egn4 = eqn3. subtract_from bot h_si des(2*a"2- 2*b"2+2*x"2+2*y"2)
eqn4

2\/(127b2+z2+y272\/a27b2z\/a27b2+z2+y2+2\/a27b2z:2a2+2b272z272y2
eqn5 = eqn4n2
eqn5

— 2
4<a27b2+zz+y272\/a27b2z)(a27b2+zz+y2+2\/a27b2z) :4(a2+b27x27y2)

Das Ganze multiplizieren wir nun aus.

Danach versuchen wir den Ausdruck durch "simplify" zu vereinfachen und stellen fest, dass mit der Gleichung nichts passiert.

Daher mussen wir eine explizitere Umformung durchfuhren.

egn6 = eqgn5. expand()
eqné

4a* —8a%b? — 8a’z? +8a’y® +4b* +8b%x? — 8b%y? +4z* +822y? +4y* = 4a* +8ab? — 8a’z? — 8a’y® + 4b* — 8b%z?
eqn6. simplify()

4a* — 8a%b* — 8a%z? +8a’y? +4b* +8b%x> — 8b%y* + 42 +822y? + 4y* =4a' +8a’b? —8a’x? —8a’y® +4b* — 8b%x2 — 8b%y? + 4zt +8a2y? +4y?
eqgn7 = eqn6. subtract _from bot h_si des(eqn6.rhs())
eqn7

—16a?b? +16a%y® +16b%z2 =0

—8b%y? + 4zt + 822y + 4y*

Jetzt miissen wir nur noch durch 16a2 * b dividieren und nochmal geeignet Umformen und erhalten dann unsere gewunschte Normalform der
Ellipsengleichung.

egn8 = eqn7. di vi de_bot h_si des(16*a"2*b"2)
eqn8
al-a’y?-ba?
a?b?
egn9 =eqgn8. expand() . subtract _from bot h_si des(-1)
eqn9

22 | y:
;7‘*?71

Die eben berechnete Normalform kénnen wir auch graphisch darstellen. Daftir wahlen wir einfach fir a und fir b einen beliebigen Wert.

egqn = x"2/ar2 + y"2/br2 == 1
eqn

sol = solve(egn,y); sol

Va?—a?b a?—z2%b
Y=——"7% Y= ———

a

a0 = 1; b0 = 4

f(x) sol [0] . rhs(). subs(a=a0, b=b0)
a(x) sol [1].rhs(). subs(a=a0, b=b0)

P = plot(f,[-a0,a0])+ plot(g,[-a0,a0])
P. show( aspect _rati o=1, xm n=-a0*1. 2)

—
non e
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Als n&chges wollen wir eine weitere Gleichungbetrachten, die wir zuerst graphisch dastellen und dan die Gleichungnach y aufldsen. Dadurch wollen wir betrachten, wie die
Ellipse durch den Shritt in avei Funktiongyraphen zerlegt wird.

var('x y')
eqnl0 = 2*x"2+3*y"2-x+4*y+l == 0
eqnl0

222 +3y? —z+4y+1=0
inplicit_plot(eqnl0, (x,-0.5,1),(y,-1.2,0.2), axes=True)

02 T T T T T T

0.2+

-0.6 |

-0.8

0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

sol = sol ve(eqnlO,y)
sol

[yzfé V=62 3z +1-2,y=1 \/76z2+3z+17§]

f(x) = sol[0].rhs()
show( f)

P=pl ot (f, xm n=-1)

P. show( aspect _rati o=1/2)

2

1 —
T -3 \/76z2+3z+173

verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) WARNING Wen
plotting, failed to evaluate function at 105 points.

verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) Last error nessage:
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g(x) = sol[1].rhs()
show( g)

P=pl ot (g, xm n=-1)

P. show( aspect _rati o=1/2)

1 b 2
T 3 \/76z2+3z+17§

verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) WARNING Wen
plotting, failed to evaluate function at 104 points.
verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) Last error nessage:

-0.2 0 0.2 0.4 0.6

Die Warnmeldungen tauchen auf, wenn es z.B. Probleme mit dem Definitionsbereich gibt. AuRerdem kann es plot-Probleme an besonderen Stellen geben.

Wie wir allerdings sehen, wird die Graphik ohne Liicken durchgéangig gezeichnet.

Anders sieht es jedoch aus, wenn wir beide Graphiken zusammen plotten. Da stellen wir fest, dass Sage anscheinend Probleme an den Stiitzstellen. Solange
die Funktion an diesen Stellen nicht definiert ist, werden Warnmeldungen erzeugt. Eine bessere Darstellung erhalt man dann, indem man an den Stitzstellen
die Zahl der Plot-Points erhoht. Dies wollen wir nun genauer betrachten und einige Beispiele dazu zeigen.

P = plot(g, xm n=-0.3) + plot(f,xmn=-0.3)

P. show( aspect _rati o=1)
verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) WARNING Wen
plotting, failed to evaluate function at 55 points.
verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) Last error nessage:

verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) WARNING Wen
plotting, failed to evaluate function at 54 points.
verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) Last error nessage:

-0.2 0 0.2 0.4 0.6

P=pl ot (g, xm n=-0. 3, pl ot _poi nt s=5000) +pl ot (f, xm n=-0. 3, pl ot _poi nt s=5000)
P. show( aspect _rati o=1)
verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) WARNING Wen
plotting, failed to evaluate function at 1318 points.
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verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) Last error nessage:

verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) WARNING Wen
plotting, failed to evaluate function at 1318 points.
verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) Last error nessage:

-0.2 0 0.2 0.4 0.6

P=pl ot (g, xm n=-0. 3, pl ot _poi nt s=50) +pl ot (f, xm n=-0. 3, pl ot _poi nt s=50)

P. show( aspect _rati o=1)
verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) WARNING Wen
plotting, failed to evaluate function at 13 points.
verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) Last error nessage:

verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) WARNING Wen
plotting, failed to evaluate function at 15 points.
verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) Last error nessage:

0.2 0 0.2 0.4 0.6

Gibt man beim Plot die Grenzen x0 und x1 genau an, werden die Lucken geschlossen. Offenbar werden jetzt die Punkte (x0,f(x0)) und (x1,f(x1)) zu
Stiitzpunkten des Plots. Hinzukommt, dass auch keine weiteren Fehlermeldungen erscheinen.

P=pl ot (g, xm n=x0, xmax=x1) +pl ot (f, xm n=x0, xmax=x1)
P. show( aspect _rati o=1)
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4.2 Die Parabel

Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte einer Ebene, die von einem festen
Punkt und einer Gerade dieser Ebene einen gleich groRen Abstand haben. Den
festen Punkt nennen wir wieder Brennpunkt F (Ole) und fiir die feste Linie, also die
Leitgerade, wahlen wir die Gerade y=-—e€. Die Leitgerade und der Brennpunkt
haben den Abstand 2e>0voneinander.

Wir haben also F:=[0,€|bestimmt und setzen P:=[x,y|und erhalten damit die
Bestimmungsgleichung der Parabel |F—P|=|P—[x,—€]| .
Damit erhalten wir die Gleichungen

Vi+(e—y)=y+e

Diese Gleichung quadrieren wir nun, damit der Wurzelausdruck eliminiert wird und
stellen die Gleichung nach y um.

x“+(e~yf=(y+e)’
X +e’—2ey+y’=2ey
= X°—2ey=2ey
o X’ =4ey
2

X
S —=Y

4e

Diese Gleichung gilt fir den Fall, dass die Leitgerade unterhalb und der Brennpunkt
oberhalb der x-Achse gewahlt werden. Ist es umgekehrt der Fall, also dass die
Leitgerade oberhalb und der Brennpunkt unterhalb der x-Achse liegen, gilt folgende
Gleichung

_=x
y 4e
Das heift die Leitgerade liegt bei y=e und der Brennpunkt bei F :=[0,—€].
Zusammengefasst erhalten wir also
_+X°
Y="4¢
Eine weiter Moglichkeit ware die Leitgerade parallel zur y-Achse zu wahlen, das
heil3t die lage dann bei x==x€ und der Brennpunkt wirde dann auch auf der x-Achse
liegen mit F(+€/0) . Analog zur obigen Gleichung wirden wir dann die Gleichung

2

ty

erhalten.
4e

X=

2 2
y:i—)é und x:i;—z sind dann die beiden Normaldarstellungen der Parabel. Da es
sich also um eine nicht verschobene Normalparabel handelt, liegt deren Scheitel im

ursprung.
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Par abel

Nun wollen wir die Berechnungen, die wir eben per Hand durchgefiihrt haben, mit Sage durchfihren. Auch hier kbnnen wir wieder
sehr gut sehen, wie viel schneller wir auf das gewtinschte Ergebnis kommen.

Zu Anfang definieren wir wieder die bendétigten Variablen und geben die Vektoren ein.

var('x y e ab')
assume( 2* e>0)

F1 = vector((0,e))

F2 = vector((x,-e))

P = vector((x,y))

eqnl = abs(F1-P) == abs(P-F2)
eqnl

Vie—0? +a2 = /(e +y)’
eqn2 = eqnlnh2
eqn2

(e—9)’+a?=(e+y)’

eqn3 = expand(eqn2)
eqn3

e? —2ey+x?+y?=e?+2ey+y?
| oesungl = sol ve(eqn3, x"2)

| oesungl

[1.2 = 4ey]
| oesung2 = sol ve(l oesungl, y)
| oesung2

b+

Damit haben wir nun die Gleichung erhalten, falls die Leitgerade unterhalb und der Brennpunkt oberhalb der x-Achse gewahlt wird.

Die selbe Rechnung kénnen wir nun auch durchfihren fur den Fall, dass die Leitgerade oberhalb und der Brennpunkt unterhalb der
x-Achse liegen.

F1 = vector((0,-e))

F2 = vector((x,e))

P = vector((x,y))

eqn4 = abs(F1-P) == abs(P-F2)
eqn4

Vie+n)? +a2 = /(e —y)?
eqn5 = eqn4”2
eqn5

(e+y)’ +2>=(e—y

eqn6 = expand(eqgn5)
eqn6

e +2ey+x+y?=e?—2ey+y?
| oesung3 = sol ve(eqn6, x"2)

2

| oesung3

[1'2 = 74ey]
| oesung4 = sol ve(l oesung3, y)
| oesung4

Nun wollen wir ein Beispiel berechnen. Dabei betrachten wir eine Gleichung und wollen sie durch Transformation bearbeiten und
graphisch darstellen.

eqn7 = y"2-2*x-1 == 0; eqn7
y?—2x—-1=0

Im néchsten Schritt erhalten wir erstmal die Lésungen fir y.

sol = solve(eqgn7,y); so
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[y=—v2z+Ly=+2z+1|
Das Ergebnis wollen wir nun nach x auflésen.

sol 2 = sol ve(eqgn7,x); sol2
et

equ9 = sol 2[0]; equ9
=59 3

equ9. add_t o_bot h_si des( 1/ 2)

T+ % = % y?
Damit kénnen wir folgende Werte fir x0, yO und e ablesen,

(y*yn)z

wenn T — g — P

gesetzt wird.

x0 =-1/2; yO =0; e = 1/2

equll0 = x - x0 == (y - y0)*2 / (4*e) ; equlO
a:-‘r%:%yz

P =inplicit_plot(equlo,(x,-1,3),(y,-4,4))
P. show( axes=Tr ue)

a4 1]

1
-1 0 1 2 3

grafik = plot(f,xm n=-1/2, xmax=3) +pl ot (g, xm n=-1/ 2, xmax=3)
grafi k. show(aspect _ratio=1)
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Da es auch Parabeln gibt, die ihren Scheitel nicht im Ursprung haben, wollen wir
auch eine Gleichung hierfur aufstellen. Wir nehmen nun an, dass der Scheitel bei
(Xo, Yo) liegt. Dann erhalten wir die Gleichung

+(X—X,)?

_E(y-Yo)
. —=Y7 Yo (1.15)

oder x-—X, Te

Y= Yo=
Analog zur Ellipse kann auch hier jede Gleichung der Form

AX*+ Dx+ Ey+ F =0 bzw. By’+Dx+Ey+F =0

mit A>0, B,D,E,FeRdurch quadratische Erganzung in die Form (1.15) gebracht
werden. Damit erhalt man dann entweder eine Parabel oder falls E=0ist, ein oder
zwei Geraden.

4.3 Die Hyperbel

In diesem Abschnitt wollen wir die Hyperbel betrachten. Unter einer Hyperbel
versteht man eine Ortslinie aller derjenigen Punkte, die eine feste Abstandsdifferenz
zu zwei vorgegebenen Punkten besitzt, welche wir wieder als Brennpunkt
bezeichnen. Wie im letzten Abschnitt auch, wahlen wir die Brennpunkte F.(—€l0)
und F,(el0). Diese Brennpunkte liegen wieder auf der x-Achse und sind
symmetrisch zum Ursprung. Auch bei der Hyperbel muss wieder die Bedingung
O<ax<egelten, da fur den Fall e<ader Brennpunkt au3erhalb der Hyperbel liegen
wuirde, und dies ist zu vermeiden. Daher setzen wir die Abstandsdifferenz gleich 2a.

Definition einer Hyperbel

Nun wollen wir die Gleichung der Hyperbel herleiten. Daftir wahlen wir die Definition
F.:=[—e,0] ,F,:=[e,0]lund P:=[x,Yy]. Hierbei erhalten wir fiir den Hyperbelpunkt P
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die Gleichung HP— Fi—|P- F2H= 2a. Damit erhalten wir

V(x+e)+y*—V(x—e)*+y?=2a.

Diese Gleichung quadrieren wir nun wieder:

(x+ €)%+ y2— 2\ (x+efP+ V2V (x—e)*+ v+ (x— )+ y?=4a

X+ 2xe+ee+y’ —2V((x+ el +y?)((x—ef +y)+ X~ 2xe+ '+ y*= 4a’
2x%42€%+ 2y*— 2\ (P + 2xe+ e+ y?) (X*— 2xe+ €2+ y?) =4a’

22+ 224+ 2y° — 2\ X + €'+ y' —2x2 e+ 2x? y + 26’ yP = 48°

Um den Wurzelausdruck zu eliminieren, missen wir erneut quadrieren und den
gesamten Ausdruck auf eine Seite bringen

224267+ 2y — 4 =2\ x*+ et + y - 22 2+ 22 P+ 2P y?
(2X°+2€°+2y°—4a°)’=4x" +4e' +4y* —8x* e’ +8x" Y’ +8€’ Y
16a*+16x°e’—16x°a’—16e”a*—16y°a’=0
Diesen Ausdruck wollen wir nun faktorisieren und dividieren dann durch 16a°(a*—€?)

16(a*+x°e’*~ x’a’—e*a’~y*a’)=0

16x%(a’—€%)+16a° (y*+e’—a’)=0
16x*(a*—e”) 16a’(y’+e’—a’)
2 2 2 2 2 2 _O
16a°(a"—€") 16a°(a"—e")
X, ¥y _€+a_,
a® a’—e a’+e’
1
2 2
X y
XY -1
a® e-a’

Da wir anfangs die Bedingung a<efestgelegt haben, wird der Wert e durch a’+b?
ersetzt, es gilt also b’=e’—a®. Diesen Ausdruck ersetzen wir nun in der obigen

Gleichung. Wir erhalten dann
X+¥=1, (1.16)

Damit erhalten wir die Normalform der Hyperbelgleichung. In diesem Fall ist die
Hauptachse die x-Achse und die Nebenachse die y-Achse. Weiter ist a der Abstand
der Scheitel der Hyperbel vom Mittelpunkt, d.h. a ist die Lange der grol3en Halbachse
und die Langer der kleinen Halbachse wird mit b bezeichnet.

FUr den Fall, dass die y-Achse die Hauptachse ist und die x-Achse die Nebenachse
ist, erhalten wir folgende Gleichung

_X2+ y2—1
a® b

Wobei der Brennpunkt diesmal auf der y-Achse liegt und man die zweite Normalform
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der Hyperbel erhalt.

Nun wollen wir die einzelnen Punkte naher bestimmen. Die Normalhyperbel der
Form (1.16) besitzt zwei Zweige. Das bedeutet, dass es Punkte gibt, die ndher am
Brennpunkt F,liegen. Weiter gilt, dass es zu jedem Punkt P(x|y) einen Spiegelpunkt
Q(—x|—vy) gibt und dieser, wie der Punkt P auch, ein Hyperbelpunkt ist. Daher
konnen wir den Ursprung auch als Mittelpunkt bezeichnen und wie wir schon definiert
haben, sind die Punkte (—al0) und (al0) die Scheitel der Hyperbel. Der Abstand der
Brennpunkte vom Mittelpunkt wird linear Exzentritdt genannt und mit e bezeichnet.

. . o ) . €
FUr die nummerische Exzentritdt (Schnittwinkel) erhalt man den Quotient E:ZE’

wobei e>1ist, daa<egilt. Somit hatten wir auch den wesentlichen Unterschied
zwischen einer Hyperbel und einer Ellipse. Bei der Ellipse erhielten wir fir die
numerische Exzentritdt einen Wert der kleiner als 1 war und bei der Hyperbel einen
Wert der grol3er als 1 ist.

Von jetzt an gehen wir davon aus, dass nicht der Ursprung der Mittelpunkt der
Hyperbel ist, sondern wahlen einen beliebigen Punkt M (X,|y,). Fir diesen neuen
Mittelpunkt &ndert sich dann die Gleichung wie folgt

(X— Xo)z_(y_YO)2_+1
a’ >

Diese Gleichung steht also fir eine Hyperbel mit den Halbachsen a und b und dem
Mittelpunkt M (X,|Yo) .

Ein weiterer Unterschied zwischen der Ellipse und Hyperbel ist, wenn wir X — o0
laufen lassen, gibt es auf der Ellipse irgendwann keine Punkte mehr, bei der
Hyperbel allerdings schon. Um die Asymptoten der Normalhyperbel zu erhalten,
mussen wir die Hyperbelgleichung nach y auflésen:

Auch bei einer verschobenen Hyperbel, die ihren Mittelpukt bei M (X,|Y,) hat, sind
die Asymptoten um diesen Mittelpunkt zentriert. Flr den Anstieg der Asymptoten gilt

. +b .
auch in diesem Fall m=="und sie verlaufen durch den Punkt M (Xo|Yo) .
Nun wollen wir die Gleichung
AX’+Cy’+Dx+Ey+F=0 , mitA,C,D,E,FeR

betrachten.
Aufgrund des Wissens, das wir nun tber Hyperbeln, Ellipsen und Parabeln erhalten
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haben, ist es uns mdglich anhand einer Gleichung zu erkennen, um welche Art einer
Kurve es sich handelt.

Als notwendige Voraussetzung fir eine Hyperbel oder Ellipse gilt, dass A*C#0ist,
da sonst kein quadratischer Term mehr vorhanden wére und eine Geradengleichung
vorliegen wurde.

Neben dieser Voraussetzung gilt weiter fur die Ellipse, dass A und C jeweils das
gleiche Vorzeichen haben, d.h. entweder A>0und C>0oder A<Ound C<0. Anders
verhalt es sich bei der Hyperbel. Diese hat ndmlich die Eigenschaft, dass A und C
unterschiedliche Vorzeichen haben, d.h. AC<Omit entweder A>0und C<0oder
A<Qund C>0.,

Im nachsten Schritt betrachten wir den Fall A*C=0, wobei die Bedingung wieder
gilt, dass nicht beide Faktoren gleich Null sein durfen, da sonst wieder kein
guadratischer Term mehr vorhanden ware. Eine Parabel erhalten wir also entweder,
wenn A=0, C#0und D #0gilt oder A0, C=0und E#0.

Um das Ganze nochmal zu verdeutlichen, betrachten wir nun drei Beispiele.
Beispiel 1:  64x°—25y” 4 256x + 300y — 2244=0

Da sowohl A als auch C ungleich Null sind, kbnnen wir schon mal darauf schliel3en,
dass es sich entweder um eine Hyperbel oder Ellipse handeln muss. Anhand der
Koeffizienten A=64 und C=—-25kdnnen wir zusatzlich erkennen, dass mit dieser
Gleichung eine Hyperbel beschrieben wird.

Beispiel 2:  3x*—30x+8y+65=0

In dieser Gleichung sind die Werte der Koeffizienten A=3#0,C=0und E#0 und
beschreiben daher eine Parabel.

Beispiel 3:  25x*+ 49y*+150x — 196y —804 =0

Bei dieser Gleichung handelt es sich um eine Ellipse, denn es ist A=25+#0und
C=49#0und somit A>0und C>0, d.h. beide Koeffizienten haben das selbe
Vorzeichen.

Durch diese Erkenntnisse konnen wir jedoch nicht nur feststellen, ob es sich um eine
Ellipse, Hyperbel oder Parabel handelt, sondern kbnnen diese auch nutzen, um eine
Ortslinienaufgabe zu I6sen.

2 2
+¥=1

Dazu betrachten wir folgende Ellipse b

mN|><
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Q

Ortslinienberechnung

Sowohl der Punkt Q(ulv) als auch Q(ul—V) durchlaufen die Ellipse, wobei Q der
Spiegelpunkt zu Qist. Unser Ziel ist es herauszubekommen, welche Kurve der Punkt
P(x|y) beschreibt. B

Dazu miissen wir zunéchst die Gleichung fiir die Gerade A, Q und Q A, aufstellen. Die
Punkte Qund Q sind uns ja schon bekannt und die Punkte A, und A, sind: A,(—al0)
und A,(al0) . Damit ist es uns jetzt méglich, die Punkt-Steigungs-Form aufzustellen.
Es gilt:

Yo~
y= Xi_ Xll*( X_X1)+ Y1

Fur A (—al0) und Q(ulv) :

_Vv=0 _
y_u+a*(x+a)+0 = (u+a)y=v(x+a)
Und fiir A,(al0) und Q(ul—v):

—v—-0
u—a

y= *(x—a)+0 = (u—a)y=-v(x—a)

Mit diesen beiden Formeln wollen wir nun mdgliche Werte von u und v bestimmen fir
den Schnittpunkt P der beiden Geraden. Daflir stellen wir die beiden Gleichungen
zunachst nach einer der beiden Variablen um und setzen sie gleich.

Als erstes stellen wir die Gleichungen nach v um:

(u+a)xy=vx(x+a) = V:(ux++agy
_ _—(u-a)y
(u—a)*y=—vx(x—a) = V—Ta
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(u+a)y_—(u-a)y
X+a X—a
uyx— uya+ayx—a”’=—uyx— uya+ayx+a”’
2uyx =2a”

ux=a’

u=—
X

Als zweites Stellen wir die Gleichungen nach u um:

(u+a)xy=vx(x+a) = u+a:@ - u:V(X+a)_a

(u—a)xy=—vx(x—a) = u—a:w = U:WJ&

v(x+a)_a: _V(X_a)+a

y y
v(x+a)+v(x—a)
y y
vX+va+vx—va

y
%:

=2a

2a

2a

ay
X

V=

Da wir wissen, dass der Punkt Q auf der Normalellipse liegt, kbnnen wir folgende

Gleichung aufstellen:
2 2
u v
2t

a le

In diese Gleichung setzen wir nun unsere berechneten Werte von u und v ein und
erhalten:

22 2
a a
U
=1
4 2.2
!
x’a’® x°b’

Das multiplizieren wir nun mit —
a

x’a® x’b’ad a’

2 2 2 2

y _X X _ Yy _
I+5=7 = S—3=1

b® a a~ b

Daran erkennen wir jetzt, dass die gesuchte Ortslinie eine Hyperbel ist, mit den
Halbachsen a und b.



Die Hyperbel

Genauso wie wir bei der Ellipse vorgegangen sind, wollen wir auch bei der Hyperbel zeigen, wie wir von den Ausgangspunkten auf die Normalform der
Hyperbel gekommen sind.

Dafiir mussten wir auch hier wieder erstmal die einzelnen Vektoren definieren und bestimmte Umformungen und Faktorisierungen durchfihren, um auf die
gewinschte Form zu kommen.

AuRerdem werden wir auch wieder hier feststellen, dass es irgendwann nicht mehr ausreicht die Gleichung zu vereinfachen und miissen auch dort wieder
geeignete Umformungen durchfiihren.

var('x y e ab')

assune( a<=e)

F1 = vector((-e,0))

F2 = vector((e, 0))

P = vector((x,y))

egnl = (abs(P-F1l)+abs(P-F2)) == 2*a
eqnl

\/(e+z)2+y2+\/(e7z)2+y2:2a
eqn2 = eqnl.subs(e = sqrt(a*2+b”*2)); eqn2
—\ 2 —_—\ 2
\/(z+\/a2+b2) +y2+\/<z7\/a2+b2) +y? =2a

eqn3 = (egn2”2).expand(); eqn3

2a2+2M+2z2+2y2+2V@2+b2+z2+y272¢hﬂ+wz¢a2+b2+z2+y2+2v%2+b%u:4&
egn4 = eqn3. subtract_from bot h_si des(2*a"2+2*b"2+2*x"2+2*y"2 ) ; eqn4d
2\/a2+b2+z2+y2 72\/a2+bzz\/a2+b2+z2+y2+2\/a2+bzz =2a2 —2b% — 222 — 2y
eqn5 = eqn4”2; eqn5
— 2
4<a2+b2+zz+y2 72\/112+b2z)(a2+b2+zz+y2+2\/a2+b2z) :4(112*1)2 7127?;2)

egn6 = eqgn5. expand() ; eqné
4a* +8a%b% — 8a%z? +8a’y? +4b* —8b%z? +8b%y* +42' +822y? + 4y* =4a' —8a?b? —8a’x? —8a’y® +4b* +8b%x2 +8b%y? + 4zt + 822y +4y?
eqn6. simplify()

4a* +8a%b* —8a’z? +8a’y? +4b* — 807z +8b%y* +42' +822y? + 4y* =4a' —8a’b? —8a’x? —8a’y® +4b* +8b%x2 +8b%y? + 4zt + 822y +4y?
eqn7 = eqn6. subtract_from bot h_si des(eqn6.rhs()); eqn7

16a%b? 4+ 164’y — 16b%z> =0
egn8 = eqn7. di vi de_bot h_si des(16*a"2*b"2); eqn8

a?’+a?y?b’a?

a?b?

egn9 = eqn8. expand(). subtract _from both_sides(1). multiply_both_sides(-1)
eqgn9

Damit haben wir nun eine Normalform der Hyperbelgleichung erhalten, bei der die x-Achse die Hauptachse ist und die y-Achse die Nebenachse.

Da dies nur eine Moglichkeit ist, wollen wir noch den Fall betrachten, dass die y-Achse die Hauptachse und die x-Achse die Nebenachse ist.

F3 = vector((0,-e))

F4 = vector((0,e))

Q = vector((-x,-y))

egnl0 = (abs(Q F3)+abs(Q F4)) == 2*a
egnlo

\/(e+y)2+z2+\/(efy)2+z2:2a

egnll = eqnl0.subs(e = sqrt(a”2+b”2)); eqnll
—_—\ 2 —_—\ 2
\/(y+ Va? +b2) + a2 +\/<y7\/a2 +b2) +a2=2a

eqnl2 = (eqnll”2).expand(); eqnl2

202 420 + 202 + 247 +21/a? +b2 427 +y? —2V/a2 17y /a? + b7 422 +y? +2V/a? + b7y — 4a?
egnl3 = eqnl2. subtract _from bot h_si des(2*an2+2*b"2+2*x"2+2*y"2 ) ; eqnl3

2\/112 +b2 a4 y? 72¢Wy¢a2 £ a2y +2va? + b0y =24 — 2b% — 227 — 2¢°
eqnl4 = eqnl3”2; eqnl4

4<a2+b2+zz+y272\/a2+b2y)<a2+b2+z2+y2+2 a2+b2y) :4(a27b27127y2)

2

egnl5 = eqnl4. expand() ; eqnl5
4a* +8a%b? +8a’z? — 8a’y? +4b* +8b%z2 — 8b%y? + 42 +8x2y? +4y* = 4a* —8ab? —8az? — 8a’y® 4+ 4b* +8b%z? 4+ 8b%y? 4 4z* + 8a2y? + 4y*

egnl6é = eqnl5. subtract _from both_sides(eqnl5.rhs()); eqnl6
16a%b? + 1640222 — 16b%y> =0

egnl7 = eqnl6. di vi de_bot h_si des(16*a”2*b"2); eqnl?
a?b’tale?-by?

a?b?
egnl8 = eqnl7. expand(). subtract_fromboth_sides(1).nultiply_both_sides(-1)
eqnl8

=0

N L)

a? »?
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Auf diesem Wege haben wir die zweite Normalform der Hyperbelgleichung erhalten. Wir wir gut erkennen kdnnen, ist dabei also nur die x- und die y-Achse
vertauscht worden.

Im nachsten Schritt wollen wir nun wieder eine Hyperbel anhand einer Gleichung zeichnen. Vorher werden wir die Gleichung allerdings auch wierder erst
nach y und nach x auflésen.

eqnlo = xA2-yA2-2%x-1 ==

eqnl9

z?—y?-2z-1=0
sol = solve(eqnl9,y)
sol

[y:7\/2272zfl,y:\/1272171}

sol 2 = sol ve(eqnl9, x)
sol 2

[z: VP24 L=y +2+ 1]

inplicit_plot(eqnl9, (x,-4,6),(y,-4,4),axes=True)

4_| T T T T

-4 2 0 2 A 6

Nun wollen wir die Funktion bzgl. x darstellen.

f(x) sol [0].rhs()

a(x) sol [1].rhs()

show(f); show g)

P = plot(f, xm n=-4) +pl ot (g, xm n=-4)
P. show( aspect _rati o=1/2)

T 7\/2272171

z>—>\/1272171

verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) WARNING Wen
plotting, failed to evaluate function at 57 points.
verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) Last error nessage:

verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) WARNING Wen

plotting, failed to evaluate function at 57 points.
verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) Last error nessage:

41-



Auch hier haben wir wieder eine Liicke an der Stelle, an der die Tangente parallel zur 2. Achse verlauft und damit die Ableitung nicht definiert ist.

Wenn wir diese Lucke schlieBen wollen, missen wir die Funktionen in dem Teilintervall um die Liicke herum mit einer héheren Anzahl von Plot-Points
gesondert zeichnen.

f(x) = sol[0].rhs()

g(x) = sol[1].rhs()

show(f); show g)

P = plot (f, xm n=-4, xmax=- 0. 5) +pl ot (g, xm n=- 4, xmax=- 0. 5)

P += plot (f, xm n=-0.5, xmax=- 0. 4, pl ot _poi nt s=1000) +pl ot (g, xm n=-0. 5, xmax=- 0. 4, pl ot _poi nt s=1000)
P. show( aspect _rati o=1/2)

T 7\/1272171

z>—>\/1272171

verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) WARNING Wen
plotting, failed to evaluate function at 142 points.
verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) Last error nessage:

verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) WARNING Wen
plotting, failed to evaluate function at 143 points.
verbose 0 (2401: plot.py, generate_plot_points) Last error nessage:
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Wenn wir die Funktion nun bzgl. y betrachten wollen, wobei y die unabhangige Variable ist, stellen wir fest, dass Sage die horizontale Variable immer der
unabhéngigen Variablen zuordnet.

f(y) sol 2[ 0] . rhs()

a(y) sol 2[ 1] . rhs()

show(f); show g)

P = plot (f, xm n=-4, xmax=4) +pl ot (g, xm n=- 4, xnax=4)
P. show( aspect _rati o=1/2)

yo — it +2+1

oy + 241

E
G
2]
Pl'
[
(5]
w
Fg.
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5. Flachenberechnung

In diesem Kapitel wollen wir uns der Flachenberechnung unter Kurven widmen, um
es genauer zu sagen, der Integration. Zuerst werden wir daher die herkdbmmliche
Methode dafir vorstellen, die man schon seit dem 5. Jahrhundert verwendet. Dabei
wird die Flache in viele geeignete Rechtecksummen geteilt. Allerdings ist diese
Methode fur hohere Funktionen eher ungeeignet und sehr aufwandig. Zum Glick
gelang Isaac Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz Ende des 17. Jahrhunderts
Kalkile zur Differentialrechnung zu entwickeln, womit sie ein wichtiges Fundament
fur die Analysis legten. Diese Erkenntnis wurde im Laufe der letzten Jahrzehnte
immer weiter entwickelt und erméglicht uns heute eine einfache Berechnung mit Hilfe
von Integralen.

5.1 Regelmallige arithmetische Zerlegungen

Beginnen wollen wir mit einer kurzen Wiederholung des Integrationsproblems. Dafir
betrachten wir einen Flacheninhalt A eines ebenen Bereichs, mit folgenden
Begrenzungen:

— den Graph einer positiven Funktion f

— der x-Achse

- und zwei senkrechten Geraden x=a und x=b

Im ersten Schritt zerlegen wir dafiir das Intervall [a,b]in n Teilintervalle | ,=[X_;, %],
(k=1,...,n) mit Hilfe der Punkte x,€[a,b] (k=0,...,n) fir die gilt

A= X <X < Xpy<...<X, <X =D,

Weiter gilt folgendes fiir die Zerlegung P von [a,b] :

n n
b—a:(xn— Xn—l)+(xn—1_ xn—2)+'"+(xl_ Xo):z (Xk_ Xk—l):Z A X,
k=1 k=1

A X, bezeichnet dabei die Lange des k-ten Teilintervalls. Vorausgesetzt, dass alle
Langen A X, gleich sind, ist P eine regelmaRige arithmetische oder &quidistante
Zerlegung. Um die gemeinsame Lange zu erhalten, missen wir also folgendes
berechnen:
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Die Stutzpunkte der Zerlegung werden wie folgt angegeben:

X, =X,+ KA x=a+ kb—na (k=0,...,n)

Daraus konnen wir nun folgern, dass f genau dann integrierbar ist, wenn die
Grenzwerte

lim > g ax, @.1)

n-ow k=1

fur alle Zerlegungsfolgen des Intervalls und alle mdglichen Wahlen der Punkte
C, € [ X1, %] existieren und tbereinstimmen. Dabei interessieren uns hauptséchlich
die Randpunkte T,=Xy_y und C=X,.
Als nachstes bestimmen wir den Grenzwert. Wir setzen voraus, dass f integrierbar
uber [a,b]ist, wobei hierbei der Grenzwert (4.1) das bestimmte Integral von f von a
nach b genannt wird, und wir schreiben

b
[ f(x)dx:=lim Zf C)AX,

n—ow k=1

Dieser Wert ist unser gesuchter Flacheninhalt A. Als Riemannsumme von f wird
folgende Summe bezeichnet

n

Z T A X,

Die Riemannsumme bezeichnet den Flacheninhalt eines aus Rechtecken
bestehenden Naherungsbereichs.

Mit Hilfe der geometrischen Deutung kdnnen wir feststellen, dass fur jede monoton
fallende oder monoton steigende Funktion die Werte G, €[ X1, X, ] als
Intervallendpunkte bestimmt werden konnen. Dabei spielt es auch keine Rolle,
welche Zerlegung man gewahlt hat. Damit haben wir nun eine obere und untere
Schranke fir das zu berechnende Intervall.

FiUr folgende Berechnung wahlen wir eine arithmetische Unterteilung und erhalten
damit die linke Riemannsumme

a+kb—a
n
3 () 6% )= 1 lat(k-1) 2 B)ark 2 (a+ (k-1 202
" b—a, b—a
=2 (k-1 =)=

bzw. die rechte Riemannsumme
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Wenn wir zum Beispiel eine monoton wachsende Funktion f in [a,b] haben, liegt die
b

Riemannsumme immer unterhalb bzw. oberhalb des Integralwerts f f (x)dx. Fur den

a

Fall, dass ihre Grenzwerte fir n— oo Gbereinstimmen, bestimmt der gemeinsame
Grenzwert den Integralwert. Dies ist bei monotonen Funktionen sogar immer der Fall.
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Regdmaldigearithmetische Zerlegung

Wir wollen nun die Riemannsumme in Sage definieren, um die Berechnungen leichter durchfihren zu kénnen. Diese unterteilen wir
dann in die linke und rechte Riemannsumme.

Wir beginnen mit der linken Riemannsumme.

def riemann_sume_|inks(f,a, b, n):
d = (b-a)/n
return d*sun{[f(a+(k-1)*(b-a)/n) for k in [1..n]])

f(x) = xn2
ri emann_summe_l i nks(f, 0, 1, 40000). n()
0. 333320833437500
f(x) = x"2
ri emann_sume_| i nks(f, 0, 1, 100000) . n()
0. 333328333350000
def riemann_sumre_rechts(f,a, b, n):
d = (b-a)/n
return d*sun(f(a+k*d) for k in (1..n))

f(x) = x"2
ri emann_sume_r echt s(f, 0, 1, 40000) . n()
0. 333345833437500
f1(x) = 1/ (1+x"2)
ri emann_summe_l i nks(f1,0,1,1000).n() ; riemann_sume_rechts(f1,0,1,1000).n()

0. 785648121730782
0. 785148121730782

Nun wollen wir die linke und rechte Riemannsumme auch graphisch darstellen.

def |inks_graph(f,a,b,n):
d = (b-a)/n
G = G aphics()
G += plot(f,a, b)

G += sun([ line([(xi,0),(xi,f(xi)),(xi+d,f(xi)),(xi+d,0)],color="red") for xi in srange(a,b,d)])
G show()

f(x) = xn2
i nks_graph(f,0,1,5)
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5.2 RegelmaRige geometrische Zerlegungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns damit beschaftigen welche Mdglichkeiten es zur
Behandlung weiterer Funktionen gibt, ohne schon vorhandene Integrationsprozedure
zu verwenden. Genauso wollen wir noch nicht die Stammfunktion suchen und
bestimmen. Daher missen wir uns nun Uberlegen, welche weiteren Faktoren zur
Berechnung der Flache unter einer Kurve wichtig sind. Zum einen ist es der Punkt
. Es héangt vieles davon ab, wie wir ihn wahlen. Eine Mdglichkeit wére also das
Teilintervall nochmal in der Mitte zu teilen, d.h. den Mittelpunkt der jeweiligen
Intervalle zu bestimmen. Das kdnnen wir wie folgt tun:

X X
=g

Die Formel daflr lautet dann: Riemann_Summe_Mittel(f,a,b,n)

Daraus erkennen wir allerdings ziemlich schnell, dass die Ergebnisse analog zu den
Riemannintegral-Befehlen sind. Zwar kdnnen wir am Beispiel x™ (m=1,...,4) sehr gut
erkennen, dass der Fehlerterm, also der Abstand zum Grenzwert, geringer wird,
dennoch missen wir eine andere Mdglichkeit finden, neue Funktionen zu behandeln.
Ein weiterer wichtiger Punkt bei der Berechnung ist die Wahl der Zerlegung.
Entscheidend dabei ist, dass die Zerlegung mdglichst regelmafdig ist, um eine
einfache Formel zu erhalten. Bei der arithmetischen regelmafigen Zerlegung haben
wir vorausgesetzt, dass die Abstdnde immer gleich waren. Das heildt, dass die
Differenz aufeinanderfolgender Punkte immer denselben Wert haben. Wir wollen jetzt
allerdings nicht die Differenz aufeinanderfolgender Punkte betrachten, sondern ihren
Quotienten. Folglich gehen wir nun davon aus, dass der Quotient immer denselben
Wert hat. Dies gilt allerdings nur, wenn die Punkte a und b jeweils dasselbe
Vorzeichen haben, d.h. entweder beide positiv oder beide negativ sind. Warum das
wichtig ist, erkennen wir schnell an folgender Darstellung

Xy
=C (41)

Xy-1

Bei unterschiedlichen Vorzeichen héatten wir sowohl positive als auch negative
Ergebnisse fiur c. Dies gilt zu verhindern, durch eine geeignete Wahl von a und b.
Wenn also (4.1) gilt, erhalten wir Folgendes

= ...——==C*C*..¥C=C"
X1 X2 X Xo

E Xn anl X2 Xl
a

1
22:0” = C:(E)n
a
Also gilt fur die Stutzpunkte der Zerlegung:
X, X X, X Kk
=L 2 lya=c"va=(=)"*a
X1 X2 X1 Xo

Fir die neuen Stitzpunkte der Zerlegung kénnen wir nun folgende Riemannsummen
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aufstellen:

Die linke Riemannsumme ist gegeben durch folgende Formel:

links.geom( f ,a,b,n) =Z (X)) (X=X p)
k=1
“ % b <§) b (1)
=2 Hg) " ()T -(2) 7 )a

und die rechte Riemannsumme durch:

rechts.geom( f ,a,b,n)::zn: f(X)o (X=X )
_N by
—k; f ((5) *a)*((g)

Damit kdnnen wir nun einige Funktionen behandeln, die wir mit der arithmetischen
Riemannsumme nicht berechnen konnten.
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Regdmallige geometrische Zerlegung

Im letzten Abschnitt haben wir die linke und rechte Riemannsumme definiert. In diesem wollen wir den Mittelpunkt der Teilintervalle

wahlen und werden dann auch feststellen, dass die Formel ganz analoge Ergebnisse zu der linken und rechten Riemannsumme
liefert.

def riemann_summe_mttel (f,a, b, n):
d = (b-a)/n
return d*sun(f(a+k*d+d/2) for k in (0..n-1))

f(x) = xn2
riemann_summe_nittel (f, 0, 1,4000). n()
0. 333333328125000

Aufgrund dieser Erkenntnis wollen wir nun eine neue regelmafige Zerlegung wéahlen, um weitere Funktionen betrachten zu kénnen.

Dazu definieren wir eine neue linke und rechte Riemannsumme.

def geomteilung(a,b,n):
return [a*(b/a)~(k/n) for k in (0..n)]

def 1inks_geom sume(f,a, b, n):
X = geom teilung(a,b,n)

return sum([f(X[k-1])*(X[k]-X[k-1]) for k in (1..n) ])

def rechts_geom summe(f, a, b, n):
X = geom teilung(a,b,n)

return sum([f(X[k])*(X[k]-Xk-1]) for k in (1..n) ])

Dazu wollen wir ein Beispiel betrachten.

f(x) = 1/x

i nks_geom sunme(f, 1, e, 100).n(); rechts_geom sumre(f, 1, e, 100).n()
1. 00501670841681
0. 995016625083195

integral (1/x,x,1,e)
1

An diesem Ergebnis kénnen wir sehr gut sehen, dass das Integral gut eingeschachtelt wird.

var('m)

f(x) = x"m

Ii nks_geom sunme(f, 1, e, 100).n(); rechts_geom sumre(f, 1, e, 100).n()
Traceback (click to the left of this block for traceback)

TypeError: cannot eval uate synbolic expression nunerically

Allerdings ist es uns auch hier nicht moglich, die Formel auf Variablen anzuwenden.
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5.3 Numerische Integration

Far alle Funktionen, die nicht elementar integrierbar sind und bei denen die
Bestimmung von der Stammfunktion zu aufwendig ist, bendtigen wir also eine
andere Methode, um Integrale zu berechnen. Diese Methode ist die numerische
Integration, bei der eine n&herungsweise Berechnung bestimmter Integrale
durchgefuhrt wird.

Mit der numerischen Integration bringt man meistens die Trapezregel und die
Simpsonregel in Zusammenhang. Sie helfen einem dabei die Integrale zu
berechnen, die man mit den bisher vorgestellten Verfahren nicht l6sen kann.
Allerdings sind selbst diese Rechnungen, auch mithilfe eines Taschenrechners,
oftmals sehr aufwendig und schwer zu I6sen. Daher ist es viel einfacher und damit
auch sinnvoller, mit einem Computeralgebrasystem zu arbeiten. Mit einem solchen
Computeralgebrasystem kann man auch die Schritthbhe n viel héher wahlen,
wohingegen man mit der schriftichen Berechnung bei einer Schritthbhe von 10
schon sehr ausgelastet ist und eine Rechnung viel zeitintensiver wird. Zusatzlich hat
man dabei oftmals gar nicht die Moglichkeit das Konvergenzverhalten zu
untersuchen. Daher empfiehlt es sich hier mit Sage zu arbeiten.

Um das Verfahren genauer zu erklaren, betrachten wir zun&chst die Trapezformel.
Bei der Trapezformel zerlegen wir die Flache unter der Kurve des Integrals in
mehrere gleich breite Trapeze, d.h. wir wéhlen auch hier eine arithmetische
Zerlegung.

Wir gehen nun wieder von einem Intervall [a,b] aus und zerlegen dieses in n Teile.
Die Formeln daflr setzen wir wie folgt zusammen:

f(a) f(b)

a b 4

Die Flache der einzelnen Trapeze wird berechnet mit:
1
=5 (b—a)x(f (a)+f (b))

Durch das gleichmaRige Zerlegen des Intervalls [a,b]in n Teile entsteht dann
folgende Gleichung:

b

[ f( dx— B F(x)+ T (x)+ T (X)+ T (X))ot F(x,_ )+ F (X, )+ F (X))
Bis auf die Stellen X,=aund X,=bkommen die restlichen Funktionswerte alle doppelt
vor. Daher kdnnen wir die Gleichung auf folgende Weise vereinfachen:

b—a

f (x)dx= o

*(f(%)+2% f(x)+2% f(x,)...+2% f(x,_,)+ (X))

m'—,c
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Weiter vereinfacht erhalt man dann:

b—a
n

F ()4 F (X)+ F (%) oot F (X)) + =

f (x)dx= >

*( f(x,))

CD;;O'

N[

Als nachstes wollen wir die schon erwahnte Simpsonregel betrachten. Im Gegensatz
zur Trapezregel teilt sie die Flache unter der Kurve nicht in mehrere Trapeze,
sondern versucht die zu integrierende Funktion durch eine exakt integrierbare
Parabel anzunahern. Dazu zerlegt man das Intervall [a,b]auch hier wieder in n
gleichgroR3e Teile, wobei n eine gerade natirliche Zahl sein sollte. Also ist jeder

. : b—a . . . . .
Streifen wieder N breit. Danach legt man durch jeweils drei Punkte eine Parabel

und bestimmt die Flache darunter. Dabei ist der linke und recht Wert jeweils eine
gerade Zahl und der mittlere ein ungerader Wert. Bei dieser Parabel muss es sich
auch nicht unbedingt um eine quadratische handeln. Dasselbe Ergebnis erhélt man
auch mit einer kubischen Gleichung. Die Parabel sollte sich dabei nah an die Kurve
anschmiegen, um ein moglichst genaues Ergebnis zu erhalten. Jetzt mussen wir
dafir nur noch die Flache unter der Parabel berechnen. Dazu wenden wir die
Keplersche Fassregel an, bei der man die Flache unter der jeweiligen Parabel
mithilfe von drei Punkten berechnet. Zuerst wird die Flache in zwei gleich grol3e
Trapeze geteilt. Um das an einer Flache zu verdeutlichen, betrachten wir die drei
Punkte (X, f(Xo)), (X, f(xy)) und (x, f(x,))

UL AL

Da wir hiermit auch nur eine Anndherung an die Kurve haben, wollen wir das Ganze
ausgleichen und die Flache vergrofRern. Dabei soll die Flache nicht mehr in zwei
Trapeze geteilt werden, sondern in zwei gleich groRe Rechtecke, wobei der mittlere
Wert die Hohe angibt. Das wirde in unserem Beispiel also folgende Flache sein:

A,=f(x,)*2h

Nun mussen wir beide Berechnungen miteinander kombinieren. Wir stellen fest, dass
die Flache A, um den Faktor zwei genauer ist als die Flache A, , da diese Flache in
zwei Teile geteilt wurde. Wir haben also eine Wertigkeit von 2 zu 1:

2x%( f(xo)+2f (x))+ T (X))

2A +A, 2
A= =
3 3

xh+f (X,)*2h

A F (o) +4f (>;1)+ f (Xz))*h:%(f (Xo)+4f (x)+ f (x,))%h

. . b—a . e
Im nachsten Schritt wollen wir h ersetzen durch B da das jeweils die Hohe ist.

A=L(f (x0)+4f (x)+ £ (x,) 222

Wl
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Da wir nicht nur eine solche Aufteilung haben, wollen wir eine Formel fur das Intervall
|a,b] aufstellen:

f (x)dx:%(f (Xo)+ 4f (x,)+ f (xz))b;n""%(f (X,)+4f (x,)+ f (x4))%+,,,

CDQ_,U

+1
3 |

f (Xn72)+4f (anl)—'— f (Xn))ﬂ

Wie wir leicht sehen kdnnen, kommen die beiden aul3ersten Grenzwerte jeweils nur
einmal vor, wohingegen die inneren Grenzwerte jeweils doppelt verwendet werden
und konnen daher auch zusammengefasst werden kénnen. Durch Vereinfachung
erhalten wir dann folgende Gleichung:

f(x)dx:(% f (xo)—i-% f (xl)+% f (x2)+...+% f (xn_2)+% f (xn_1)+% f (xn)>%

QJB.,O'

Als nachstes kdnnen wir die Trapez- und die Simpsonregel in Sage definieren und an
einigen Aufgaben auch einfach anwenden. Doch dazu erst nach den Beispielen.

Nun wollen wir die Simpson- und die Trapezregel auch anwenden. Wir betrachten
dafir den Einheitskreis und verwenden die Regeln zur Approximation der Kreiszahl
. Da wir den Einheitskreis mit dem Radius eins betrachten, dessen Mittelpunkt im
Ursprung liegt und dessen Flacheninhalt m betragt, konnen wir aus der
Kreisgleichung r?=x*+y? folgendes Integral aufstellen

1
Tr:4f \/1— x2dx .
0

Auf dieses Integral wollen wir nun die Trapez- und Simpsonregel anwenden, wobei
wir fir n=2%, (k=2,...,8) wahlen.

4 8 16 32 64 128

n
2,995709 3,089819 3,123253 3,135102 3,139296 3,140780
4Trapez (V(1-x%),0,1,n)

4Si mpson( /( 1— XZ) ,0 '1 ' n) 3,083595 3,121189 3,134397 3,139052 3,140695 3,141275

Die 6-stellige Naherung fur m ist 3,14159. Damit kdnnen wir jetzt sehr gut
vergleichen, ob wir mit der Trapez- oder Simpsonregel ein genaueres Ergebnis
erziehlen.

Wir stellen anhand der Ergebnisse fest, dass beide Berechnungen sehr ungenau
sind und von der tatsachlichen Naherung abweichen. Hinzu kommt noch, dass eine
Berechnung mit der Hand kaum mdglich wéare. Das liegt unter anderem daran, dass
wir bei beiden Verfahren auf das Problem stof3en, dass wir an der Stelle x=1 eine
senkrechte Tangente erhalten und da dann die Berechnung durch Trapeze schwierig
wird. Wie diese Problematik grafisch aber genau aussieht, wollen wir im néchsten
Abschnitt nochmal genauer betrachten. Nun wenden wir uns aber zunéchst einem
anderen Integral zu, bei dem wir feststellen werden, dass wir ein deutlich besseres
Ergebnis erhalten. Dazu wollen wir uns das folgende Integral genauer ansehen
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Tsinxdx
0

und wenden wie angekundigt wieder die Trapez- und Simpsonregel darauf an. Wir
wahlen auch hier wieder fur n=2%, (k=2,...,8).

n 4 8 16 32 64 128
Trapez(si n x ’0 T, n) 1,896118 1,974232 1,993570 1,998393 1,995983 1,999896
S mpson(g nx ,O T, n) 2,002691 2,000269 2,000165 2,000010 2,000000 2,000000

Daran erkennen wir sehr deutlich, dass beide Verfahren wirklich gute Ergebnisse
liefern, aber das Simpsonverfahren besonders schnell den Integralwert approximiert.
Dies liegt ganz einfach daran, dass die Sinuskurve im Intervall [O,7t] sehr nah an
einer nach unten gerichteten Parabel liegt und wir somit ein sehr genaues Ergebnis
erzielen konnen. Grund dafir ist das schon beschriebene Verfahren der
Simpsonregel, welches jeweils parabolische Kurvenstiicke zur Berechnung der
gesuchten Flache verwendet.

Wir konnen die Integrale allerdings auch mit einem in Sage eingebauten
numerischen Integrationsverfahren berechnen. Der Nachteil bei diesem Verfahren ist
jedoch, dass wir nicht genau wissen, wie Sage dabei vorgeht und wie grof3 der
Approximationsfehler dabei ist. Vor allem wenn eine Polstelle vorliegt, wie in
unserem nachsten Beispiel, wissen wir nicht genau, wie Sage die Berechnungen
durchfuhrt. Wie sich das genau in unserem Beispiel &ulRert, werden wir nach dem
Beispiel erlautern.

1
Beispiel: f (%)dx
Y1 X
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Numerische I ntegration

Da Sage nicht Uber einen eigenen Befehl verfiigt, um die Trapez- und die Simpsonregel zu berechnen, wollen wir dies nun definieren.

Nachdem wir beide Formel eingegeben haben, wollen wir einige Beispiele dazu betrachten.

def trapez_summe(f,a, b,n):
d = (b-a)/n
return (d/2) * (f(a) + f(b) + sum([2*f(a+k*d) for k in [1..n-1]]))

def sinpson_sume(f,a, b, n):
d = (b-a)/n
return (d/3) * ( f(a) + f(b) + sun([(3-(-1)"k)*f(atk*d) for k in [1..n-1]]))

f(x) = sqrt(1-x"2)
for kin (1..7):
print 'n =" ,2"k, ' ', 4*trapez_sume(f, 0,1, 2*k).n()
2 2.73205080756888
4 2.99570906810244
8 3.08981914435717
16 3.12325303782774
32 3.13510242287713
64 3.13929691277968
128 3. 14078079239661

f(x) = sqgrt(1-x"2)
for kin (1..7):
print 'n = ,2"k, ' ', 4*sinmpson_sume(f, 0,1, 2"k).n()

5 333533535
[ L L T L I 1

n=2 2.97606774342517
n=4 3. 08359515494696
n=2=8 3.12118916977542
n =16 3.13439766898460
n =32 3.13905221789359
n = 64 3.14069507608054
n = 128 3.14127541893559
f(x) = sin(x)
for kin (1..7):
print 'n =" ,2"k, ' ', trapez_summe(f, 0, pi,2*k).n()
n=2 1. 57079632679490
n=4 1. 89611889793704
n=28 1. 97423160194555
n =16 1. 99357034377234
n =32 1. 99839336097014
n = 64 1. 99959838864004
n = 128 1. 99989960018420

f(x) = sin(x)
for kin (1..7):
print 'n = ,2"k, ' ', sinmpson_summre(f, 0, pi, 2"k).n()

n=2 2.09439510239320
n=4 2.00455975498442

n =38 2.00026916994839

n =16 2.00001659104794
n =32 2.00000103336941
n = 64 2.00000006453000
n = 128 2.00000000403226

integral (sin(x),x,0,pi)
2

An dem Ergebnis kann man sehr gut erkennen, dass die Simpsonregel eine sehr genaue Naherung liefert.

An diesem Wert kdnnen wir sehr gut erkennen, dass die Simpsonregel eine sehr gute Approximation liefert.

Als néchstes wollen wir noch das schon erwéahnte Beispiel x—lz betrachten.

f(x) = 1/ x"2
integral (f,x,-1,1)
Traceback (click to the left of this block for traceback)

VaI ueError: Integral is divergent.
nurerical _integral (1/x"2,-1,1)
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(23213. 919887763896, nan)

Anscheinend erkennt Sage hier sofort, dass hierbei der Hauptsatz der Differentialrechnung nicht angewendet werden darf, da sich in
dem Integrationsintervall [-1,1] eine Polstelle befindet.

Beim numerischen Integral berechnet Sage den Naherungswert 23213.9198878, kann dann aber keine Fehlerabschatzung ermitteln.
Das zeigt, dass man jedes Ergebnis kritisch betrachten sollte.

def trapez_graph(f,a,b,n):
d = (b-a)/n
G = G aphics()
G += plot(f,a,b)

G += sun([ line([(xi,0),(xi,f(xi)),(xi+d,f(xi+d)),(xi+d,0)],color="red") for xi in
srange(a, b,d)])
G show()

f1(x) = 1/ (1+x"2)
trapez_graph(f1,0,1,5)

1%
\

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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6. Schlussfolgerung

Ziel dieser Bachelorarbeit war es zu untersuchen in wie weit sich Sage in den
Mathematikunterricht einbauen lasst. Es zeigte sich, dass Sage dem herkdmmlichem
Taschenrechner weit Uberlegen war, denn in einigen Abschnitten dieser Arbeit lie3en
sich Problemstellungen mit dieser Vorgehensweise leichter |6sen bzw. Giberhaupt erst
l6sen.Allerdings stellt man als Schiler und auch als Lehrer mit Sicherheit fest, dass
man auch bei der Nutzung von Sage irgendwann an seine Grenzen kommt, da es
immer wieder Problemstellungen gibt, die man auf Anhieb nicht einfach I6sen kann.
Feststellen lasst sich das anhand der Riemannintegrale. Zwar war es problemlos
maglich die rechte und linke Riemannsumme zu definieren, deren Nutzung fur
Variablen jedoch nicht. Dabei mochte ich jetzt nicht behaupten, dass das gar nicht
maglich ist, aber es erfordert anscheinend einen bestimmten Trick oder eine weitere
Definition, auf die ich trotz sehr kompetenter Hilfe nicht gekommen bin. In jedem
Falle ist es hierfir hilfreich die Programmierung mit Python zu beherrschen, da viele
Parallelen zwischen beiden Programmen existieren.

Anhand dieser Arbeit lasst sich schlussfolgern, dass dieses Computeralgebrasystem
nicht fir alle Schiler geeignet ist. Moglicherweise ist dies in den mangelnden
Programmierkenntnissen vieler Schiler begriindet sowie in der Komplexitéat des
Programmes. Da Sage relativ neu ist, gibt es zwar Tutorien, aber die meisten sind
auf englisch und man findet nicht immer das, wonach man sucht.

Ein Vorteil lasst sich allerdings bei der Arbeit mit Leistungsgruppen erkennen, da es
den leistungsstarken Schilern die Mdglichkeit gibt sich komplexeren
Herausforderungen zu stellen und diese somit zu fordern. Gerade in diesem Fall
l&sst sich annehmen, dass es die Lernmotivation steigert. Hilfreich wére es zudem
Computeralgebrasysteme wie Sage vorzeitig in Schulklassen einzuftihren, um die
Schuler von Beginn an die Arbeit mit einem solchen System heranzufihren und das
notige Grundwissen anzueignen.

Durch meine eigene Arbeit an einem Gymnasium musste ich allerdings leider
feststellen, dass das immer noch viel zu selten der Fall ist. Zum einen lasst sich das
sicherlich auf die finanziellen Mittel der Schulen zurtckfiihren und die damit
unzureichende Ausstattung mit Rechnern, zum anderen auf die mangelnde
Ausbildung des Lehrpersonals. Daher sollte vor Einfihrung eines
Computeralgebrasytems die ausreichende Qualifikation des Lehrpersonals
sichergestellt werden.
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