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1 Einleitung

1.1 Allgemeines

Mittels Fourierreihen werden technische Probleme z. B. in der Mechanik, Elektrotech-
nik, Signaltheorie, Nachrichten- und Regelungstechnik, Zeitreihenanalyse beschrieben,
uberall dort, wo periodische Vorgange untersucht werden.

Klange in einem Konzertsaal werden durch Uberlagerung vieler Instrumente erzeugt.
Ein Klang ist ein akustisches Signal, also eine akustische Botschaft. Diese muf3, um
zum menschlichen Ohr zu gelangen, geeignet iibertragen werden. Uber den Schall, der
sich im Medium Luft ausbreitet, wird dies gemeinhin ermdglicht. »Physikalisch gese-
hen ist ein Klang eine mehr oder weniger regelmaRige Luftdruckschwankung. Von ei-
nem gewissen Zeitpunkt an und wahrend einer bestimmten Dauer startet sie von einer
Quelle (einem Instrument oder Lautsprecher) ... und breitet sich in der Luft als Wel-
lenzug aus. Dieser wird ... vom Horer als Luftdruckschwankung mit dem Ohr wahrge-
nommen«[Mazzola90, S. 15/16]. Dieser Wellenzug wird auch Schallwelle genannt, denn
»unter Schall verstehen wir alles, was mit dem menschlichen Hérorgan wahrgenommen
werden kann«[Herrman83, S. 3]. Das Ohr im Zusammenwirken mit dem Gehirn zerlegt
die als periodische Schalldruckfunktionen ankommenden Klange in Einzelschwingungen,
was als Signalanalyse bezeichnet wird.

1.2 Grundton, Obertone, Klangfarbe, Harmonische

Schalldruckfunktionen sind also aus Einzelschwingungen zusammengesetzt, ein Klang
besteht prinzipiell aus einem Grundton und verschiedenen Obertdnen (Partialtone). Ein
Grundton hat eine Sinusform, und was umgangssprachlich als Ton bezeichnet wird, ent-
spricht somit einer Kombination mehrerer Sinustone, dem Grundton und den Obert6nen,
also einem Klang. Eine Sinuswelle 1&B3t sich anhand von drei Eigenschaften vollstédndig
beschreiben: Amplitude, Periode und Phase. Bei Veranderungen der Amplitude oder der
Periode bzw. der Frequenz kann dies unser Gehdr gut wahrnehmen, Phasenanderungen
bleiben jedoch so gut wie unbemerkt. Viele Untersuchungen beschaftigten sich mit dem
Problem der Hoérbarkeit der Phasenverschiebungen, wobei daraus recht kontroverse Er-
gebnisse entstanden. Bereits 1862 untersuchte Helmholtz die Horbarkeit von Phasenver-
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schiebungen, wobei er sich in dem Punkt irrte, »dald ... die relativen Phasen dieser Par-
tialtone fur das Ohr bedeutungslos seien«[Pierce89, S. 156]. Einen Beitrag zur Klarung
dieser Frage stellte auch Michael Huter in seiner Diplomarbeit zum Thema ,,Die Horbar-
keit von Phasenanderungen in synthetischen Klangen* an [Huter94].

Aus musikalischer Betrachtung sind reine Sinustone recht uninteressant, denn »tiefe Sinus-
tone erinnern an ein altes, brummendes Radiogerat, hdhere an eintoniges, gleichmagiges
Pfeifen. Sie klingen fur uns fremd und unnatirlich ... Zum Glick kommen Sinustone fast
nur in Biuchern Gber Musik oder Psychologie, in Akustiklabors und manchmal auch bei
schlechten Synthesizern vor«[Pierce89, S. 35], in der Natur jedenfalls selten einzeln.

Bei Klangen, denen wir eine musikalische Tonhéhe zuordnen, schwingen die Obertone
mit ganzzahligen Vielfachen des Grundtones, d. h. sie haben die doppelte, dreifache, vier-
fache usw. Frequenz des Grundtones. Ein Teilton der Obertone wird in der Musik auch
als Harmonische bezeichnet. Empfinden wir einen Klang als hochtonig, ist dafr die Fre-
quenz des Grundtones verantwortlich. Interessant ist, daB ein Ton nicht unbedingt horbar
sein muf3, aus den Frequenzverhéltnissen der Obertdne kann unser Gehirn einen fehlenden
Grundton errechnen.

Beispiel 1.1

Mit Mathematica 3.0 ist es leicht moglich, Téne zu erzeugen. Mittels der Funktion P1lay []
kdnnen wir beispielsweise den Zusammenhang von Frequenz und Tonhohe eines reinen
Sinustones tberprifen. Im folgenden sehen wir die mit Mathematica erzeugten Graphen
einer Sinusschwingung mit 100 Hz, 200 Hz und 300 Hz. Die Addition der drei Sinusttne
ergibt einen Klang (letztes Bildpaar) mit 100 Hz. Die Tone sind zeitlich etwas kurz ange-
setzt, jedoch ist so der Kurvenverlauf (linke Seite) gut erkennbar. Dem gegenuber (rechte
Seite) sehen wir im Prinzip das gleiche Bild mit P1ot [] erzeugt, hier kénnen wir aber die
Periodenwerte ablesen.

In[1]:= Play[Sin[2 % 7% 100 % t], In[2]:= Plot[SIN[2 % 7% 100 % t],
{t, 0, 0. 033, {t, 0, 0. 03}, Frame- > True,
SampleRate- > 44100] GridLines- > {Automatic,
None}]
( 1‘1.\ f ‘1'%1 f “'\1 i 0
\."\1 f/ 1\ ff/ I‘\'\\ :’/ -0.5
Qut[ 1] = - Sound- Qut[ 2] = - Gaphi cs-
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In[3]:= Play[Sin[2 % 7 % 200 % t],
{t, 0, 0. 03},
SampleRate- > 44100]

In[5]:= Play[Sin[2 % 7% 300 % t],
{t, 0, 0. 033},
SampleRate- > 44100]

Qut [ 5] = - Sound-

In[7]:= Play[Sin[2 * s 100 % t] +
SIN[2 * 7t %200 % t] +
SIN[2 % 7% 300 % t],

{t, 0, 0.033},
SampleRate- > 44100]

Qut[ 7] = - Sound-

In[4]:= PlOt[SiN[2 % %200  t],

-0.5

-1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

{t, 0, 0. 03}, Frame- > True,
GridLines- > {Automatic,
None}]

L

Ll

Qut[ 4] = - Gaphi cs-

In[6]:=

Plot[SINn[2 » 7t + 300 * €],
{t, 0, 0. 03}, Frame- > True,

GridLines- > {Automatic,

A
LATELLY

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

None}]

Qut[ 6] = - G aphi cs-

In[8]:=

Plot[SIN[2 % 7t + 100 » €] +
SIN[2 * 7t % 200 % t] +
SIN[2 * v« 300 % t],
{t, 0, 0. 03}, Frame- > True,
GridLines- > {Automatic,
None}]

0

Qut[ 8] =

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

- G aphi cs-



1 Einleitung 1.3 Dynamik des Klanges

Im Beispiel wurde eine SampleRate® (Abtastrate) von 44100 benutzt, was der Gblichen
Abtastrate von CD-Abspielgeraten entspricht.

Im Vergleich stellen wir fest, dald mit der Erhdhung der Frequenz auch die Tonhohe steigt.
Das Zusammenspiel der drei Tone ist bei dem Klang gut horbar.

Das Lautstarkeverhaltnis der einzelnen Obertone ist bestimmend fir die Klangfarbe, d. h.
der Charakter des Klanges ergibt sich aus seinem Obertongehalt. Klange »wirken hell
oder gar schrill, wenn die hohen Frequenzkomponenten oder Partialtone starker vertreten
sind als die niedrigen. Dominieren umgekehrt die tiefen Partialtone, so wirkt die Klang-
farbe eher dumpf und dunkel«[Pierce89, S. 30].

1.3 Dynamik des Klanges

Ein Klang ist nicht statisch, sondern dynamisch. Das bedeutet beispielsweise, dal ein auf
dem Klavier angeschlagener Ton mit der Zeit verstummt. Die Anteile der einzelnen Ober-
tone am Gesamtklang verandern sich stdndig. Diese Veranderung ist in der sogenannten
Einschwingphase am starksten und wird vom menschlichen Gehdér am stérksten zur Er-
kennung eines Klanges ausgewertet.

Die Dynamik des Klanges ist fir uns auch deswegen von Bedeutung, weil generell alle
Reize dem sogenannten Ermudungseffekt unterliegen. Dieser bewirkt, daf alle gleichblei-
benden, also statischen Reize oft nach kurzer Zeit nicht mehr wahrgenommen werden.

1.4 Klangverarbeitung im Gehirn

Das Gehirn bewertet und sortiert die akustischen Signale nach bekannten Merkmalen
um. »Es geht hier grundsatzlich um die Tatsache, dafl wir nicht physikalische Kléange
wahrnehmen, sondern Klassen von unterscheidbaren Kléngen ...«[Mazzola90, S. 41]. So
gelingt es uns auch Klénge zu erkennen, denen bestimmte Informationen fehlen oder
die verlorengegangen sind. Ein schlechtes Transistorradio hat z. B. einen Lautsprecher,
der die tiefen Tone gar nicht Ubertragt, und trotzdem koénnten wir ein Cello oder einen
Kontrabass heraushéren. Wir horen also Klange danach, wie unser Gehirn sie interpretiert,
und nicht wie sie physikalisch aufgebaut sind.

Das Gehor kann aber bei weitem nicht alle Schwingungen wahrnehmen, Frequenzen Klei-
ner als 16 Hz liegen aullerhalb des hoérbaren Bereichs. Die Wahrnehmung von Schwin-

I»Allgemein gilt: Je groRer die Abtastrate, desto besser werden die Hochfrequenz-Anteile im Ton wiederge-
geben«[Wolfram97a, S. 178].
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gungen hoherer Frequenz hangt vom Alter und Gesundheitszustand des Gehérs ab und
reicht bis ca. 19000 Hz (junge Menschen).

1.5 Merkmale einer Schwingung

Eine Schwingung ist eine regelmaRig wiederkehrende Bewegung um einen Ruhepunkt
mit der sogenannten Amplitude (Auslenkung), als maximale Auslenkung vom Ruhe-
punkt, und der Frequenz als Angabe, wie oft sich dieser Vorgang in einer Sekunde wie-
derholt. Addiert man zu einer Schwingung eine andere, ergibt sich eine neue Schwingung
mit einer neuen Schwingungsform. Nach dem Physiker Fourier kann man jede noch so
komplexe Schwingung durch viele geeignete sinusférmige Einzelschwingungen erzeu-
gen. Die Untersuchung, welche das sein missen, wird auch als Fourieranalyse bezeichnet.

Auslenkung
e Die Schwingungsform bestimmt
den Klang,

e die Amplitude steht fir die Laut-
stérke und

e die Frequenz gibt die Tonhohe an.

«— 1 Periode —>

Abb. 1.1: Schwingungseigenschaften

Die Bewegung einer Schwingung ist hierbei nicht auf mechanische Bewegung begrenzt,
es gibt auch magnetische, optische und elektrische Schwingungen.

1.6 Motivation und Ziel

Ziel der Fourieranalyse ist zu Untersuchungszwecken die Gesamtfunktion des Klanges in
Grund- und Oberschwingung und den zugehdrigen Amplituden mathematisch aufzuspal-
ten.

In dieser Diplomarbeit stelle ich ein Paket? fiir das Computer-Algebra-System Mathe-
matica 3.0 vor. Es gestattet die bisher in Mathematica 3.0 noch nicht implementierte

2Ein Paket (englisch: package) ist eine Sammlung von zusatzlichen Funktionen zur Erweiterung von Mathe-
matica.



1 Einleitung 1.6 Motivation und Ziel

Madglichkeit zur exakten Berechnung von Fourierreihen und deren verschiedene grafische
Darstellungsmaglichkeiten.

Im zweiten Kapitel werde ich die dem Paket zugrundeliegende Theorie der Fourieranaly-
se und im dritten Kapitel die Funktionen meines Paketes behandeln, wobei einige ausge-
wahlte Beispiele die Funktionalitat verdeutlichen sollen.

SchlieBlich befindet sich im Anhang eine mit dem Paket ftools.m rekonstruierte Tabelle
aus [Stocker97].

Auf der beiliegenden CD-ROM befinden sich das Paket (ftools.m), die Palette (fourierpa-
lette.nb), samtliche behandelten Beispiele incl. Anhang (beispiele.nb) und diese Diplom-
arbeit (dipall.ps).



2 Theoretische Grundlagen

2.1 2r-periodische Funktionen

Wir betrachten zunéchst 2z-periodische Funktionen, also f(t + 27) = f(t),t € (=0, ).

—-4r -2r 2n 47

Abb. 2.1: Eine periodische Funktion mit Periode 2r

Ziel ist es, moglichst jede 2-periodische Funktion als Summe von einfachen periodischen
Funktionen (Sinus, Kosinus) zu approximieren. Es wird sich herausstellen, dafl3 dies fur
die meisten in der Praxis auftretenden Funktionen gelingt. Zur Approximation von f(t)
gehen wir anfangs von folgendem einsehbaren Ansatz aus:

N
p(t) = Z (a,cosnt + b, sinnt). (2.1)
n=0

Ziehen wir den Summanden furn = 0 (cos1 = 1, sin0 = 0) aus der Summe heraus,
kdnnen wir (2.1) auch schreiben als

N
p(t) =a, + Z (a,cosnt + b, sinnt). (2.2)

n=1

Wir definieren trotz (2.2), wobei uns der Faktor % vor a, spater noch verstandlich wird:

10



2 Theorie 2.1 2n-periodische Funktionen

Definition 2.1.1 EsseiN e Nunda_,b_,t € R. Die Funktion

n' ~n?
a N
p(t) = ?O + Z (a, cosnt + b sinnt) (2.3)
n=1
= % +(a, cost + b, sint) + ... + (a, cost + by sint)

heif3t trigonometrisches Polynom. Es ist vom Grad N, falls a, und b, nicht zugleich ver-
schwinden.

Es ist offensichtlich, dal p(t) die Periode 2 besitzt. Fir genligend groRe N approximiert
p(t) unsere 2r-periodische Funktion f(t), wenn wir die Koeffizienten a, und b, giinstig
wahlen. Die Koeffizienten sind dann eindeutig bestimmt, mit anderen Worten, zwei 2x-
periodische, trigonometrische Polynome sind also genau dann gleich, wenn alle Koeffizi-
enten beim Koeffizientenvergleich Ubereinstimmen. Es liegt nahe, von trigonometrischen
Polynomen zu trigonometrischen Reihen tberzugehen.

Definition 2.1.2 Esseia,, b ,t € R. Die Reihe

ns Ops
ft) = % + i (a,cosnt + b, sinnt) (2.4)
n=1
= % + (a, cost + b, sint) + (a,cos 2t + b, sin2t) + ...
heif3t trigonometrische Reihe.
Trigonometrische Reihen sind bei geeigneter Wahl der Koeffizienten a, und b, konvergent

und nicht anders als trigonometrische Polynome periodisch mit der Periode 27r. Wir setzen
absolute Konvergenz der Reihenglieder voraus und halten fest:

Satz 2.1.3 Konvergiert die trigonometrische Reihe (2.4), so besitzt sie die Periode 2.

Beweis:

f(t +2n) = % + Z (a,cosn(t + 2r) + b, sinn(t + 27))
n=1

f(t)
u

Die Bedingungen fiir die Konvergenz der trigonometrischen Reihen bzw. spéter der Fou-
rierreihen werden wir noch untersuchen.

11



2 Theorie 2.2 Koeffizienten trigonometrische Reihe

2.2 Bestimmung der Koeffizienten der
trigonometrischen Reihe

Um die Koeffizienten der trigonometrischen Reihe (2.4) zu bestimmen, nutzen wir die
Orthogonalitat von Sinus und Kosinus.

Definition 2.2.1 Ein FunktionensystemS = {fo(t), f, (), f,(0), } heiRt Orthogonal-System
auf [a, b], wenn gilt

f ROf®dt = {> 0 fE: k=1 (2)

Im Hinblick auf die trigonometrische Reihe betrachten wir das System

S = {1, cost, sint, cos 2t,sin 2t, ...}

2.6
={1,coskt,sinkt |k =1,2,3,...}, te]l0,2n]. (26)
Wir konnen folgenden Satz formulieren:

Satz 2.2.2 Sei n,m € Z. Das Funktionensystem (2.6) ist auf [0, 2] ein Orthogonal-
System.

Beweis: Mit Hilfe der Beziehungen
e sinx-siny = 2(cos(x —y) — €Os (X +Y))
e sinx-cosy = 2(sin(x —y) + sin(x +Y))

® COSX-COSYy = %(cos (X—=Yy)+cos(Xx+Y))
zeigen wir

1L e [Fl.ldt=tP"=2x
. foz’rl-sinntcﬂt:—%mlz”=0

2 _ sinnt12r _
ofo 1-cosntdt = SM02r = 0

. . 2 v 0O, m=£n
2. o [Tsinntsinmtdt = [ cs-micos@imt gy — {
0 0 2 m,m=n

o 27 sin (n—m)t+sin (n+m)t _ _
o ["sinnt cosmtdt = [~ SRO-MUSMOMMLGt =0, n=m,n%m

12



2 Theorie 2.2 Koeffizienten trigonometrische Reihe

. foz" cosnt cosmt dt = fOZ” oo (-t cos (et it = { 0: rr?] q_t ?1
|
21
1.fo 1dt =2n
2T -
2. [ sinntdt =0 firn=1,2,3, ...
2
3. J, cosntdt =0 firn=1,2,3, ...
4, fOZ” cos nt cosmt dt = firm #n
a7  firm=n
5. fOZ” sinntsinmt dt = 0 firm#n
T firm=n
6.f02”sinntcosntdlt:0 furmn=1,23,...

Tab. 2.1: Zusammenstellung der Orthogonalitatsrelationen von S

Wir wollen nun fir die trigonometrische Reihe (2.4) unter Zuhilfenahme des Satzes 2.2.2
die Koeffizienten a,, a, und b, bestimmen. Die Multiplikation jeder einzelnen Funktion
aus (2.6) und die anschlieBende gliedweise Integration im Intervall [0, 2] bringt folgende
Ergebnisse:

27 S 2 o
x a _
1. foz f(t)-ldlt=?°fo 1dlt+Z anfo cosnt-ldlt+bnfO sinnt - 1dt |.
_n=1
o 0 0

Damit ergibt sich flr a,:

13



2 Theorie 2.3 Die Fourierreihe in trigonometrischer Darstellung

21

21
f(t)-cosktdt = f @cos kt dit
0 0 2

0

© 2n 2n
+Z anfo cosnt-cosktdlt+bnf0 sinnt - cosktdt| (2.7)

n=1

0,n+Kk 0
a, -mn=K

Damit ergibt sich fir a,:

21

ak:7—1r f(t)ycosktdt, k=1,23,...
0

21

21
f(t)-sinktdlt:f % sinkt dt
0 0 2

0

© 2n 2n
+Z anfo cosnt-sinktdlt+bnfO sinnt - sinktdt| (2.8)

n=1

0 0,n+Kk
b-mn=Kk

Damit ergibt sich fir b, :

2n

bkzl f(t)sinktdt, k=1,2,3,...
T Jo

2.3 Die Fourierreihe in trigonometrischer
Darstellung

Wir haben nun fir eine 2r-periodische Funktion f(t) die Koeffizienten a,, a, und b, for-
mal bestimmt. Die trigonometrische Reihe flr eine 27-periodische Funktion f(t) auf dem
Intervall [0, 2] bezeichnen wir nun als Fourierreihe F (f) (t):

14



2 Theorie 2.3 Die Fourierreihe in trigonometrischer Darstellung

Definition 2.3.1 Esseia,,b,,t € R. Die Reihe

F(H®) = % + Z (a,cosnt + b, sinnt) (2.9)
n=1

heillt Fourierreihe von f(t) mit den Fourierkoeffizienten:

1 2
a, = ;fo f(t)dt (2.10)
2r
a = Ef f(t)ycosktdt, k=1,2,3,... (2.11)
T Jo
2r
b, = %f f(t)sinktdt, k=1,23,... (2.12)
0

Bemerkung 2.3.2 Fur die Berechnung der Fourierkoeffizienten geméR Abschnitt 2.2 bendtigen
wir die gliedweise Integration von (2.4), was nicht selbstverstandlich ist. Es sei an die Begriffe der
punktweisen und gleichmé&Rigen Konvergenz von Funktionenfolgen erinnert [Brigola97]:

Definition 2.3.3 Eine Folge von Funktionen fy : I — R konvergiert punktweise gegen eine Funk-
tion f : I - R, wenn NIim fy () = f(t) fur jedes t e | gilt. Sie konvergiert auf I gleichmaRig gegen
f, wenn der Maximalfehler sup | fy(t) — f(t)l auf I fur N — co gegen Null geht.

tel

Zusammenfassend ergeben sich daraus einige wichtige Gegebenheiten:

1. Eine punktweise konvergente Folge (fy)ycy kann eine unstetige Grenzfunktion f besitzen,
auch wenn alle Funktionen fy stetig sind. Konvergiert eine Folge stetiger Funktionen fy
aber gleichméaRig gegen eine Funktion f, dann ist auch f stetig.

2. Besonders wichtig ist die gleichméaRige Konvergenz bei Funktionenreihen, mit denen wir
uns ja beschéftigen. Eine Funktionenreihe > 17, f, konvergiert auf einem Intervall | gleich-
maRig gegen eine Funktion f, wenn die Folge Z{Ll f, ihrer Partialsummen fir N - oo
auf I gleichmaRig gegen f konvergiert. Die zentrale Aussage lautet nun: Eine gleichméaRig
konvergente Reihe stetiger Funktionen f, darf gliedweise integriert werden:

b b o 00 b
ff(t)dlt:f an(t)dlt:Zf f®)dt (abel.
a a p=1 n=1va

Bemerkung 2.3.4 Betrachten wir die Fourierkoeffizienten, dann wird uns jetzt klar, warum der
einzige konstante Koeffizient a, den Faktor 3 besitzt. Dadurch ergibt sich fiir alle Fourierkoef-
fizienten eine gemeinsame Formel. In der Literatur findet man aber auch héufig die alternative
Schreibweise (siehe auch 2.2) fur die Fourierreihe (2.9):

FHMt) =a,+ Z(an cosnt + b, sin nt)

n=1

15



2 Theorie 2.3 Die Fourierreihe in trigonometrischer Darstellung

und im Vergleich zu (2.10) fur a,:

1 21
= — f(t)dt.
3 Zﬂfo ®

Die Berechnungsformeln fiir a, und b, bleiben gemaR (2.11) und (2.12) erhalten.

Bemerkung 2.3.5 Interessant ist, daB sich beim Ubergang von 7 (f) zu .4 (f) die Fourierko-
effizientena,, n=0,1,...,Nund b,, n=1,2,...,N nicht dndern.

Bemerkung 2.3.6 Bei der periodischen Fortsetzung einer Funktion f(t) im Intervall [0, 2] auf R

gilt fur ein beliebiges @ € R:
2n a+271
f ft)dt = f f(t)dt. (2.13)
0 a

Durch eine Verschiebung der Integralgrenzen kann eine Minderung des Aufwandes bei der Be-
rechnung der Integrale bei den Fourierkoeffizienten erreicht werden, wobei hdufig @ = —z gewahlt
wird. Will man zum Beispiel die Fourierreihe der Funktion

t2 , firtsnm
f(t)_{ (t-2m)?2, firm<t<2n

bestimmen, empfiehlt es sich, anstelle von f(t) die Funktion
gty =t>, fir-nr<t=<n
zur Berechnung der Fourierkoeffizienten heranzuziehen.

f) g(t)
10 10

8 8
6 6
4 4
2 2

27't t

n b s

Abb. 2.2: Die Graphen der Funktionen f(t) und g(t)

Die Berechnung der Fourierkoeffizienten beider Funktionen fuhrt zu identischen Ergebnissen und
damit zu derselben Fourierreihe (vgl. S. 11):

F(H®) =F (@) .
Degradieren wir die Fourierreihe zu einem trigonometrischen Polynom (2.3) bzgl. der
Anzahl der Summanden, d. h. berechnen wir nicht die unendliche Summe der Fourier-

reihe, sondern lediglich bis zu einem bestimmtem N € N, so bezeichnen wir sie als N-te
Teilsumme der Fourierreihe bzw. als abgebrochene Fourierreihe der Ordnung N.
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2 Theorie 2.3 Die Fourierreihe in trigonometrischer Darstellung

Definition 2.3.7 Essei N e Nund a,,b,,t € R. Die Reihe

N
Foy () () = % + > (@, cosnt + b, sinnt) (2.14)
n=1

heilRt abgebrochene Fourierreihe der Ordnung N (siehe Abbildung 2.3) .

27
Abb. 2.3: Die Graphen einer Funktion und deren zugehdrige abgebrochene Fourierreihe

Nun ist noch nicht klar, ob die Fourierreihe # (f) (t) fur jede Funktion f(t) konvergiert
und, falls ja, diese darstellt. Wie eingangs bereits erwahnt, ist dies fur die meisten in der
Praxis auftretenden Funktionen der Fall, und es gilt:

F(H O = lim Fy (H O = ).

Da es auch stetige, 27-periodische Funktionen gibt, deren Fourierreihe an unendlich vie-
len Stellen eines Periodenintervalls divergiert [Westermann97, Brigola97], wollen wir uns
uberlegen, unter welchen Bedingungen die Fourierreihe konvergiert und mit f(t) Gberein-
stimmt. Wir definieren zunéchst [StGaVo97]:

Definition 2.3.8 Die Funktion
f:la,b]>R

heif3t stlickweise stetig differenzierbar oder stiickweise glatt, wenn es eine Partition von
[a, b] in endlich viele Teilintervalle gibt, so daR im Inneren jedes Teilintervalles die Funk-
tion f stetig differenzierbar ist, und in jedem Punkt aus [a, b], insbesondere an den Trenn-
stellen der Teilintervalle, die einseitigen Grenzwerte von f und f’ existieren.
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2 Theorie 2.3 Die Fourierreihe in trigonometrischer Darstellung

Bemerkung 2.3.9 Notwendige aber nicht hinreichende Bedingung fiir Differenzierbarkeit einer
Funktion an einer Stelle t, ist die Stetigkeit an dieser Stelle. Existieren die links- und rechtsseitige
Ableitung, d. h. existieren die beiden Grenzwerte

i f0 - 1)
toty t —to

MR OERICY
t-tg t— tO

sind jedoch voneinander verschieden, ist die Funktion nicht differenzierbar in t. In diesem Fall
bezeichnet man aber in der Literatur (z. B. [Werner97]) die Funktion hdufig auch als links- und
rechtsseitig differenzierbar im Punkt t;. Anschaulich hat der Graph der Funktion bei Stetigkeit an
dieser Stelle einen Knick, d. h. die Steigung der Tangente andert sich an der Knickstelle sprung-
haft. Stimmen links- und rechtsseitige Ableitung in t, Gberein, dann ist auch die hinreichende
Bedingung fiir Differenzierbarkeit erfullt. Ist die Funktion an einem Punkt links- und rechtsseitig
differenzierbar jedoch unstetig, ist dies als Sprung im Graph der Funktion zu erkennen.

Abb. 2.4: Eine stlickweise stetig differenzierbare Funktion

In einem Teilpunkt t, besitzt also eine stlickweise stetig differenzierbare Funktion eine
links- und rechtsseitige Ableitung, f’ ist demnach beschrankt:

o fo-fay
FOTR T TR
£(t) = lim 1O 1) _ iy e

tot} -1 totd
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2 Theorie 2.3 Die Fourierreihe in trigonometrischer Darstellung

Dies ergibt sich aus dem Mittelwertsatz: Es existiert ein ¢~ € (a, t,) bzw. ein c* € (t,, b)
mit

fa) - f(ty)

a-t, = e
o) - fty) .
W_f(c )

In dem Teilpunkt t, existiert der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert:

f_(t) = lim f(t)

() = lim f(t).
totg

Falls fur die Fourierreihe gilt:
f (ty) + f,(ty)
2 1

bezeichnen wir dies als Mittelwerteigenschaft. Wir kénnen nun einen Satz formulieren,
der auf Dirichlet zurtickgeht [Brigola97]:

F () () =

Satz 2.3.10 Ist f(t) auf [a, b] stlickweise stetig differenzierbar, dann konvergiert die Fou-
f_)+ .t

rierreihe # () (t) an jeder Stelle t gegen 5

f(t).

, an Stetigkeitsstellen t also gegen

Der exakt rechnerisch durchgefiihrte Beweis dieses Satzes wird in Abschnitt 2.8.3 auf S.
46 gezeigt.

Eine stiickweise stetige differenzierbare Funktion besitzt auf [a, b] ein Minimum und ein
Maximum, ist also beschrankt und damit tber [a, b] Riemann-integrierbar [Stocker97].
Die Funktionswerte in endlich vielen Unstetigkeitsstellen haben bekanntlich keinen Ein-
fluB auf das Integral Uber [a, b].

Beispiel 2.1

Fur unser erstes Beispiel wahlen wir furt € [0, 2x]:

f(t) = t wennt <7
Tl t—-27r wennrm <t < 2.

Die Funktion ist an sich nicht periodisch, dies kénnen wir aber durch eine periodische
Fortsetzung auf ganz R erreichen. Wir wollen das Zeichnen des Graphen der Funktion
f(t) Mathematica Uberlassen und laden zunédchst das Paket.
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2 Theorie 2.3 Die Fourierreihe in trigonometrischer Darstellung

In[9]:= <<eigene“ftools*

Nach Bemerkung 2.3.6 auf S. 16 kdnnen wir fir @ = —n die Funktion einfacher definieren
als

In[10]:= F=t;

in dem Definitionsbereich
In[11]:= d = {t, -m, x};
Wir schauen uns den Plot an:

In[ 12]: = PlotPeriodicalContinuation[f, d, 2]

3

=

'
N

-3

Qut[ 12] = - Graphi cs-

Man bezeichnet solche Funktionen dem Aussehen nach auch als ,,Sdgezahnfunktion®.
Der blau gezeichnete Kurvenabschnitt stellt die definierte Funktion f dar, der schwarz
gezeichnete die periodische Fortsetzung. Wir berechnen die Fourierkoeffizienten und er-
halten fura_, n = 0:

I n[ 13]: = FourierCosSeriesCoefficientExact[T, d, n]
Qut[13]= 0

und fur b, n>0(dab, =0, V f):

I n[ 14] : = FourierSinSeriesCoefficientExact[T, d, n]

- __ 2(-1)"
Qut[14]= If [n==0, 0, -————]

Wir haben nun die Fourierreihe exakt bestimmt, namlich 7 (f)(t) = =237, % sinnt.
Dies kdénnen wir uns auch von Mathematica ausgeben lassen:

I n[ 15]: = FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
oo} _ n .
QJ'[[1512272( 1)"Sin[nt ]
n=1 n
Weiterhin wollen wir uns den Graph der Naherung, also den Graph der abgebrochenen

Fourierreihe der Ordnung N = 5 und N = 20 ansehen.
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2 Theorie 2.3 Die Fourierreihe in trigonometrischer Darstellung

I n[ 16]: = PlotFourierlmageExact[T, d, n, 5]

Qut[ 16] = - G aphi cs-

In[17] :

PlotFourierlmageExact[T, d, n, 20]

Qut[17] = - G aphi cs-

Die rot gezeichnete Funktion ist der Graph der abgebrochenen Fourierreihe fiir die oben
definierte Funktion f(t). Die Fourierkoeffizienten b, der Fourierreihe verhalten sich pro-
portional zu % Durch die periodische Fortsetzung von f(t) existieren an den Perioden-
intervallgrenzen Sprungstellen. In der Nahe dieser Unstetigkeitsstellen Gberschwingt die
abgebrochene Fourierreihe die darzustellende Funktion, wobei die Amplitude der hoch-
frequenten Anteile der Fourierreihe auch bei einem hoherem Grad N erhalten bleibt. Le-
diglich die Anzahl der Oszillationen erhéht sich, also die Breite des tiberschwingenden
Anteils wird mit zunehmendem N kleiner. Man bezeichnet dieses Uberschwingen auch
als Gibbssches Phdanomen. Ein Nachweis des Gibbs-Phdnomens am Beispiel der Séage-
zahnfunktion findet sich in [Brigola97, S. 20].
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2.4 Symmetriebetrachtungen

2.4 Symmetriebetrachtungen

Besitzt die Funktion f(t) Symmetrieeigenschaften, konnen die Koeffizienten vereinfacht
dargestellt werden, wobei wir folgende Eigenschaften gerader und ungerader Funktionen

kennen miissen:

o)

9(®)

f® - g®)

gerade

gerade

gerade

gerade

ungerade

ungerade

ungerade

gerade

ungerade

ungerade

ungerade

gerade

Tab. 2.2: Symmetriebestimmung von multiplikativ zusammengesetzten Funktionen

2.4.1 Gerade Funktionen (Graph symmetrisch zur Ordinate)

Wir bezeichnen eine Funktion als gerade, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:

f(t)
f(-t) = f(t)

f(-t)=f(t), te (-0, ).

Abb. 2.5: Eine gerade Funktion

Aus Bemerkung 2.3.6 und aus (2.10) sowie Tabelle 2.2 erhalten wir fur gerade Funktio-

nen:
1" 2 ("
ao:_f f(t)dlt:—f f(t)dt (2.15)
T J_x T Jo
akzlf f(t)cosktdlt:gf f(t) coskt dit (2.16)
T J_x T Jo
bkzlf f(t)sinktdt = 0. (2.17)
T /s
Beispiel 2.2

Wir wahlen uns die Funktion

0 wenn-2<t=<-1,
f(t) =
1 wenn-1<t<l1
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2 Theorie 2.4 Symmetriebetrachtungen

und definieren sie in Mathematica mit Hilfe der UnitStep [1-Funktion:

In[18]:= F=UnitStep[t+1];
d: {t, —2, 1};

Durch die periodische Fortsetzung auf ganz R ergibt sich eine gerade Funktion (senkrech-
te Striche gehdren nicht zum Graph der Funktion).

I n[ 19]: = PlotPeriodicalContinuation[f, d, 1]

H

0.8

Qut[ 19] = - Graphi cs-
Wir berechnen die Fourierkoeffizienten und erhalten fiir a,:

I n[ 20] : = FourierCosSeriesCoefficientExact[T, d, n]

2 2Sin[Zx]
Qut[20]= If [n==0, 5, — 2]

Das bereits eX|st|erende Paket Calculus ‘FourierTransform® enthélt die Funktion Fou-
rierCosSeriesCoefficient[], die fur bestimmte n, die Fourierkoeffizienten a, be-
rechnen kann. Diese beruht auf der in Bemerkung 2.3.4 auf S. 15 vorgestellten alternatlven
Darstellung der Fourierreihe. Um beide Funktionen flr bestimmte n, direkt vergleichen
zu konnen, wurde diese Darstellung auch fur die Exact-Form gewahlt.

I n[ 21] : = FourierCosSeriesCoefficient[T, d, 0]
Qut[21]= =

Fir b, erhalten wir:

I n[ 22] : = FourierSinSeriesCoefficientExact[T, d, n]
Qut[22] =
Damit ergibt sich als Fourierreihe:

In[23]:= FourierTrigSerlesExact[f, d, n]

_ 2 ZCOS[an]Sln[ZWT}
Qut [ 23] §+nzl -

Die Graphen der Funktion und ihrer Approximation 10. und 30. Ordnung erhalten wir
durch:
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2 Theorie 2.4 Symmetriebetrachtungen

I n[ 24] : = PlotFourierlmageExact[T, d, n, 10, FourierContinue- > 1]

n=10

N7y AAA
VRAINAAY

0.8

AL

Qut [ 24] = - G aphi cs-

I n[ 25] : = PlotFourierlmageExact[T, d, n, 30, FourierContinue- > 1]

Qut [ 25] = - Graphi cs-

Man erkennt, dal? ebenfalls viele Summenglieder der Fourierreihe berechnet werden mis-
sen, um die Funktion halbwegs gut anzundhern. Die Fourierkoeffizienten a, der Fourier-
reihe verhalten sich wieder proportional zu % Auch hier ist das Gibbssche Phdnomen gut
erkennbar.

Beispiel 2.3

Wir wéhlen uns eine weitere gerade Funktion, wie sie in Abbildung 2.1 auf S. 10 darge-
stellt wird. Sie ist die periodische Fortsetzung von

In[26]:= F=Sin[t/2];
d={t, 0, 2n};

I n[ 27] : = PlotPeriodicalContinuation[f, d, 2]
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2 Theorie 2.4 Symmetriebetrachtungen

-10 -5 5 10 15
Qut[ 27] = - Graphi cs-

Wir berechnen die Fourierkoeffizienten und erhalten fiir a,:

I n[ 28] : = FourierCosSeriesCoefficientExact[T, d, n]

- 0, 2
Qut[28]= If[n==0, —, ﬂ74n2ﬂ}

und wie erwartet fiir b, :

I n[ 29] : = FourierSinSeriesCoefficientExact[T, d, n]
Qut[29]= 0

Damit ergibt sich die folgende Fourierreihe:

I n[ 30] : = FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
2 <& 4Cos([nt]

Qut[30] = ;+nzlfm

Den Graphen der Funktion und ihrer Approximation 3. Ordnung erhalten wir durch:

I n[ 31] : = PlotFourierlmageExact[T, d, n, 3]

n=3
1
0.8
0.6
0.4
0.2
1 2 3 4 5 6

Qut[ 31] = - Graphi cs-

Man erkennt, daf3 nur wenige Summenglieder der Fourierreihe berechnet werden mdissen,
um die Funktion erkennbar gut anzunahern. Es bauen sich keine Oszillationen im Peri-
odenintervall auf, da keine Spriinge vorhanden sind, also kein Gibbssches Phanomen. Die
Koeffizienten a, der Fourierreihe verhalten sich proportional zu n_12
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2 Theorie 2.4 Symmetriebetrachtungen

2.4.2 Ungerade Funktionen (Graph symmetrisch zum
Koordinatenursprung)

Wir bezeichnen eine Funktion als ungerade, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:

f(t)
—f(=t) = f(t)

—f(-t) = f(t), te (-0, ).

Abb. 2.6: Eine ungerade Funktion

Analog erhalten wir hier:

ay = %I f)dt=0 (2.18)

ay = %I f(t)cosktdt =0 (2.19)
1 . 2 (7 .

b, = —f f(t)sinktdt = —f f(t) sinkt dit. (2.20)
T Jx T Jo

Beispiel 2.4
Wir wéhlen uns fiir dieses Beispiel die ungerade Funktion:

In[32]:= F=1t"3;
d={t, -n, x};

I n[ 33]: = PlotPeriodicalContinuation[f, d, 2, PlotRange- > All]

Qut[ 33] = - Graphi cs-
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2 Theorie 2.4 Symmetriebetrachtungen

Die Berechnung der Fourierkoeffizienten bringt erwartungsgemaf fiir a,,:

I n[ 34] : = FourierCosSeriesCoefficientExact[T, d, n]
Qut[34]= 0
und fir b,,:

I n[ 35] : = FourierSinSeriesCoefficientExact[Tf, d, n]

- ni_ 2.2
Qut[35]= If[n==0,0, 2(-1) (n36+n7r)}

Damit erhalten wir also flr die Fourierreihe F (f) (1):

I n[ 36] : = FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
> 2(-1)"(-6+n?7%)Sin[nt

OJt[36]:Z— (-1)" +n37T) [nt]
n=1

Wir lassen uns die grafische Darstellung der abgebrochenen Fourierreihen fir N = 5 und
N = 40 ausgeben:

I n[ 37]: = PlotFourierlmageExact[T, d, n, 5, PlotRange- > All]

n=5
30

20

10

-10

-20

-30

Qut[ 37] = - Graphi cs-

I n[ 38]: = PlotFourierlmageExact[T, d, n, 40, PlotRange- > All]
n=40
30
20

10

-10

-20

-30

Qut [ 38] = - Graphi cs-
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2 Theorie 2.5 2p-periodische Funktionen

Im Gegensatz zum vorherigen Beispiel 2.3 auf S. 24 erkennen wir hier wieder, dal eine
grolRe Anzahl von Summengliedern notwendig ist, um die Funktion einigermaRen durch
eine Fourierreihe zu approximieren. Dabei ist abermals das Gibbssche Phdnomen zu be-
obachten. Die Koeffizienten b, der Fourierreihe verhalten sich proportional zu % dies und
das Gibbssche Phanomen ist der Grund fir die schlechte Konvergenz.

2.5 2p-periodische Funktionen

Nun betrachten wir 2p-periodische Funktionen, also f(t + 2p) = f(t),t € (—o0, c0).
Im Grunde mussen wir lediglich die Fourierreihe einer 2z-periodischen Funktion an die
Fourierreihe einer 2p-periodischen Funktion anpassen, d. h. die einzelnen Sinus- und Ko-
sinusterme auf dem Intervall [0 2n] hinreichend stauchen bzw. strecken. Wir fiihren eine
Hilfsvariable z = 5~ - 27 = 2 ein, durch einfache Umstellung ergibt sicht = z- £ und

2
damit f(t) = f (z- £) = g(@). er zeigen nun, daR g(z) die Periode 2 besitzt:

Vs

0z +2n) = f((z+27r)-£): f(z-£+2p)
:f(t+2p):f(t):f(z-£)

=00@).

Die Entwicklung von g(z) in eine Fourierreihe F (g) (z) fuhrt uns zu folgendem Ergebnis:

@@= Z (a,cosnz + b, sinnz)
n=1
F () =F (9)(2) = 30 Z(a cosn “t+b smnpt) (2.21)

=1

F (9) (z) besitzt also die Periode 2z. Daraus folgt fur die Fourierkoeffizienten einer 2p-
periodischen Fourierreihe F (f) (t):

1 27 1 2p

ay = — 9(z2)dz = — f(t)dt (2.22)
7 Jo P Jo
1 (= 1 (2P n

a,=— g(z)cosnzdz = —f f(t)cosn—tdit (2.23)
7 Jo P Jo p
1 (= _ 1 (2P Y

b, =— g()sinnzdz = —f f(t)sinn—tdit. (2.24)
T Jo P Jo p
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2.5 2p-periodische Funktionen

Periode 2

Periode 2p

T
w=12
p

F(H)t) = %+§ a, cos nt
n=1

+ f} b, sinnt
n=1

F(f)(t) = %+§1 a, Cos nwt

+ 2, b, sinnwt
n=1

Allgemeine
Reihendarstellung

2n
a, =1 [ ft)dt
0

2n
a, =1 [ f(t) cosntdt
0

2n

b, = %off(t) sinnt dt

2p
8, = ¢ [ fHdt
0

2p
a = %ff(t) cos nwt dt
0

n

n

2p
b = %ff(t) sinnwt dit
0

Allgemeine Formeln
fur Koeffizienten

n=123,...

n=123,...

n=123,... n=123,...
n p
ay = goff(t)dlt ay = %Off(t)dlt
n p
a, = %Off(t) cos nt dit a, = %Off(t) cos nwt dt f(t) gerade
b, =0 b, =0
n=123,... n=123,...
a,=0 a,=0
a,=0 a, =0 f(t) ungerade
n p
by = goff(t) sinnt dt b, = %Off(t) sin nowt dt

Tab. 2.4: Fourierreihen einer 2z- und 2p-periodischen Funktion in trigonometrischer Dar-

stellung




2 Theorie 2.5 2p-periodische Funktionen

Beispiel 2.5
Wir betrachten die Funktion:

In[39]:= F=(t+1/2)72;
d=(t, -3/2, 1/ 2};

deren Fortsetzung 2p-periodisch mit p = 1 ist:

I n[ 40] : = PlotPeriodicalContinuation[f, d, 1]

1
0.8
0.6

0.4
Ji

Die Berechnung der Fourierkoeffizienten ergibt fur a,:

Qut[ 40] = - Graphi cs-

I n[ 41] : = FourierCosSeriesCoefficientExact[T, d, n]
1 4(-1)"Cos |¥*
Qit[41]= If[n--0, &, 2 2

5
3 n??
und fir by,

I n[ 42] : = FourierSinSeriesCoefficientExact[T, d, n]
4(-1)"Sin[5] ]

n?s?

Qut[42]=1f[n==0,0, -
Damit erhalten wir die Fourierreihe in der Form:
In[ 43]: = FourierTrigSerieskExact[f, d, n]

1 & 4Cos [inr(l-2t
Qut[43]= 2+ [anﬂﬂ(z )]

n=1

Der Plot der Graphen der Funktion f(t) und deren Approximation 2. Ordnung ergibt:

I n[ 44] : = PlotFourierlmageExact[T, d, n, 2, FourierContinue- > 1]
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Qut [ 44] = - G aphi cs-

Die Fourierreihe konvergiert sehr schnell, nur wenige Glieder missen berechnet werden,
um die Funktion anschaulich gut anzundhern. Wir sehen, daR keine Spriinge existieren,
keine Oszillationen und kein Gibbssches Phdanomen auftreten. Die Fourierkoeffizienten
a, und b, verhalten sich proportional zu 3.

2.6 Zusammenfassen der Summanden mit
gleicher Frequenz

Ist f(t) eine periodische Schwingung mit der Schwingungsdauer 2p, wird sie im allge-
meinen durch die Fourierreihe

F(H) = % + Z (a,cosnwt + b, sinnwt) (2.25)
n=1

zu jedem Zeitpunkt t mit der Kreisfrequenz w = % und den genannten Fourierkoeffizi-
enten dargestellt. Die Darstellung von f(t) des Signals in eine Fourierreihe, also in die
Summe unendlich vieler Kosinus- und Sinusfunktionen, bedeutet physikalisch die Zerle-
gung in seine harmonischen Bestandteile. Diese bestehen aus der Grundschwingung mit
der Kreisfrequenz w und den Oberschwingungen mit den Kreisfrequenzen nw. Die Stérke
des Einflusses der Oberschwingungen stellen die Fourierkoeffizienten als Amplituden am
Signal dar. Da die Kosinusfunktion eine Phasenverschiebung der Sinusfunktion darstellt,
kann die Uberlagerung der Sinus- und Kosinusfunktionen aufgrund gleicher Kreisfre-
quenz fir ein bestimmtes n auch geschrieben werden als

F () (1) = % + DA sin(nt + ¢,). (2.26)
n=1

Unter Verwendung der Beziehung

sin(X +Yy) =sinXxcosy + cosxsiny
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2 Theorie 2.6 Zusammenfassen der Summanden mit gleicher Frequenz

Uberpriifen wir das Ergebnis (2.26):
F(£)(t) = % + > A sin(not + ¢,)
n=1

a < : :
= ?O + Z (A, sing, cosnwt + A, cos ¢, sinnwt). (2.27)
n=1

—————————

an b,

Um die Beziehung zwischen A, a,, b, und ¢, aufzudecken, mussen wir lediglich aus
(2.27) die beiden Gleichungen

a, =A,sing, (2.28)
b, = A, cos¢, (2.29)

quadrieren und danach addieren:

2 2 _ A2 in2 2
as+ by =A; - (sin“¢, +cos“¢,).

1

Es ergibt sich also:

A, =+/a + b2 (2.30)
Dividieren wir die Gleichung (2.28) durch (2.29), erhalten wir leicht:

sing, a,
cosg, " b, (2.31)

tan ¢, =

In der praktischen Anwendung (z. B. Elektrotechnik) wird haufig die Form (2.26) benutzt.

|
|
|
|
|
bn
Abb. 2.7: Geometrische Darstellung der Beziehung zwischen a, b, A, und ¢,
Hierbei ist A, die Gesamtamplitude, mit der die Kreisfrequenz nw im Signal vorkommt.
Der Wert % wird als Gleichanteil in f(t) (zum Beispiel der Gleich(spannungs)anteil in
einer Wechselspannung) bezeichnet und entspricht dem Mittelwert der Funktion innerhalb
einer Schwingungsdauer. Zur grafischen Darstellung verwendet man héufig die beiden
folgenden Diagramme:
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2 Theorie 2.7 Die Fourierreihe in komplexer Darstellung

A

n

n

A
‘||||||.., I‘I‘u,
n ‘| | |n

Abb. 2.8: Amplitudenspektrum Abb. 2.9: Phasenspektrum

In diesen Schaubildern werden die Gesamtamplitude A, (Amplitudenspektrum) und die
Phasen ¢, (Phasenspektrum) als Werte tber den diskreten Frequenzen abgetragen. Das
Amplitudenspektrum ist dabei interessanter und verdeutlicht, welche Frequenzanteile in
einer Fourierreihe enthalten sind. Anhand der sinkenden Amplituden in Abhangigkeit
von n ist gut erkennbar, wie schnell die Fourierreihe die zu approximierende Funktion
darstellt. Die GroRe

[ee)
2
>kl
n=2
[ee)

\ D e,

n=1

heil3t Klirrfaktor. Der Klirrfaktor ist ein Malistab flr den Oberschwingungsanteil von f(t)
und damit ein MaR fur die Verzerrung von f gegenuber der reinen Grundschwingung.

2.7 Die Fourierreihe in komplexer Darstellung

Fur rechnerische Zwecke ist meist eine komplexe Darstellung nitzlicher. Die Darstellung
in komplexer Schreibweise ergibt sich direkt aus der Eulerschen Formel

e¥ =cosy +isiny, VyeR,i?=-1 (2.32)

Mit (2.32) und y = nwt aus unserer Fourierreihe (2.25) ergibt sich durch einfaches Ein-
setzen:

e = cos nwt + i sin nwt (2.33)
e = cos nwt — i sin nwt. (2.34)

Wir addieren (2.33) und (2.34) und erhalten:

1. . ,
t == inwt —inwt ] 2.35
cosnot = > (et + e (2.35)
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Wenn wir nun (2.34) von (2.33) subtrahieren, kommen wir zu

1, .
H _ inwt _ y—1nwt
sinnot = - (et — eminet)

_ _% (eﬁnwt _ e—ﬁnwt)_ (2.36)
Das Einsetzen von (2.35) und (2.36) in unsere Fourierreihe (2.25) fuhrt uns zu folgendem

Ergebnis

F () () = % + Z (an% (eﬁnwt n e—ﬂnw’[) _ bn% (eﬂnwt _ e—fnnwt))
n=1
a

Beim Ubergang zu Z setzen wir ¢, := %, ¢, := 3 (a, —ib,)undc_, := } (a, +ib,) =T,

und erhalten schlierglzi_coﬁ

F(H®) = ) cem™ (2.37)

N=—o00

Die komplexen Fourierkoeffizienten ¢, lassen sich leicht aus (2.23) und (2.24) ermitteln:

1 )
C, = E(an —ib,)

1(1 (% 1 (%
(B f(t)cosnwtdt —i— f(t) sinnwt dlt)
0 0

2

2p

1 .
= _— f(t)e "t dt. 2.38
20 J, (2.38)

2.7.1 Eigenschaften der komplexen Formulierung

1. Die Fourierreihe wird durch eine Summenformel und tber einen Koeffizienten c
bestimmt. Die Berechnungen erscheinen dadurch zumeist einfacher, da lediglich
ein Integral zu l6sen ist.

2. Formal kommen aufgrund des Ubergangs zu 3> negative Kreisfrequenzen nw
vor, was aber nur von der komplexen Formulierung herrlhrt. Sie werden zur Be-
schreibung der reellen Schwingungen sin (nw) und cos (nw) mit positiver Kreisfre-
quenz nw > 0 bendtigt.
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3. Der Zusammenhang der Koeffizienten beider Darstellungen ergibt sich aus der Eu-
lerschen Formel (2.32):

Die Definition ¢, := %ao stellt physikalisch den Gleichspannungsanteil des

Signals dar.
c,=3@—ib), n=1.,N
c,=3@,+ib), n=1,...,N

Dac,undc_, =T, ein Paar komplex-konjugierter Zahlen ist, folgt bekanntlich

die Gleichheit der jeweiligen Betrédge:
1 —>0—— 1
= E aﬁ + bﬁ = EAn

Der Betrag der komplexen Fourierkoeffizienten stimmt bis auf den Faktor %
mit A, Gberein und stellt jeweils zur Halfte, also von —co bis —1 und von 1 bis
oo, das Amplitudenspektrum dar (vgl. S. 33).

a, = 2¢,

a,=c,+c_,, n=1...N

b,=1i(,-c_), n=1..,N

Aus den eben genannten Punkten ergibt sich fur die Phase ¢, der komplexen
Fourierkoeffizienten folgender Zusammenhang:

1 :
lc,l=1lc_ I = li(a” +ib,)

Imc, -3, _ by

Rec, 1ia, a,’

Haufig werden in der Literatur [Brigola97] auch die Phasen der komplexen
Fourierkoeffizienten als Werte Uber den diskreten Frequenzen abgetragen. Sie

unterscheiden sich von ¢, (2.31) auf S. 33 nur um g =90°.

tany,, =

Abb. 2.10: Geometrische Darstellung der Beziehung zwischen ¢, und i,

35
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Periode 27 Periode 2p

T
w=12
p

F(hHty = Y ce™ | FhHoy= ) ce | Allgemeine
N=—co n=—co Reihendarstellung

2n 2p
c, =5 [ fe™dt | ¢, =5 [ f(ye™ dt | Formeln fur
0 0 Koeffizienten

ne”zZ ne”z

Tab. 2.6: Fourierreihen einer 2z- und 2p-periodischen Funktion in komplexer Darstellung

Beispiel 2.6

Wir wéhlen die in der Praxis haufig vorkommende ,,Heaviside-Funktion®, die folgender-
mafen definiert ist:

1 wennt>0,
f(t) =
0 wennt<0.

In Mathematica definieren wir die Heaviside-Funktion mit Hilfe der UnitStep [1-Funktion:

In[45]: = F=UnitStep[t];
d = {t, —1, 1},‘

Wir sehen uns die periodische Fortsetzung an:

I n[ 46] : = PlotPeriodicalContinuation[f, d, 2, PlotRange- > All]

Qut[ 46] = - Graphi cs-
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Die Funktion ist offensichtlich nicht symmetrisch zum Koordinatenursprung, daher kon-
nen nicht alle Koeffizienten a,, gleich Null sein:

In[47] : = FourierCosSeriesCoefficientExact[f, d, n]
1
Qut[47]= If [n==0, 5, 0]
I n[ 48] : = FourierSinSeriesCoefficientExact[T, d, n]
-1+ (-1)"
Qut[48]= If [n==0, 0, - =2
Nt

Die Fourierreihe in trigonometrischer Darstellung besitzt demnach die Form:

In[49]: = FourierTrigSerieskExact[f, d, n]

© _ 3 n .
Qut [ 49] = %*Z*( 1+ (-1)") Sinfnnt |

nr

n=1

Wir haben auch die Maoglichkeit, die komplexen Koeffizienten ¢, exakt zu berechnen:

I n[ 50] : = FourierExpSeriesCoefficientExact[T, d, n]
Qit[50]= If [n--0, &, L1+ DT,
- 2 2ns

Die Fourierreihe in komplexer Darstellung kann geschrieben werden in der Form:

I n[ 51]: = FourierExpSerieskExact[T, d, n]

1 | (-1+ (-1)Me'™ 1 (-1+ (-1)")e' "
t[51]= =
tlsi= 3 +nzl 2nn ) 2nn

Wir lassen uns die Graphen der Funktion f(t) und ihrer Approximation der Ordnung 5
und 40 zeichnen:

I n[ 52]: = PlotFourierlmageExact[T, d, n, 5, PlotRange- > All]

Qut[52] = - Graphi cs-

I n[ 53]: = PlotFourierlmageExact[T, d, n, 40, PlotRange- > All]
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n=40

N an anfl

Qut[ 53] = - Graphi cs-

Auch hier missen wir einige Summenglieder berechnen, um die Fourierreihe halbwegs
anschaulich an die Funktion anzunahern. Das Gibbssche Phanomen ist wieder gut erkenn-
bar. Die Fourierkoeffizienten verhalten sich proportional zu %

Es besteht die Mdglichkeit mit Mathematica Animationen zu erzeugen, wobei der Ein-
druck der Bewegung durch eine schnelle Abfolge einzelner Bilder erreicht wird (Daumen-
kino). Aus Platzgriinden wurden die erzeugten Bilder in einer Bilder-Matrix dargestelit.

I n[ 54] : = PlotFourierAnimationExact[f, d, n, 8,

Ticks-> {{-1, 1}, {0, 0.5, 1}}, DisplayFunction- > lIdentity]
Qut[ 54] = {- &G aphi cs-, - Graphi cs-, - G aphi cs-, - G aphi cs-,

- Graphi cs-, - Graphi cs-, - Graphi cs-, - G aphi cs-,

- Graphics-}
I n[ 55] : = Show[GraphicsArray[Partition[%, 3]1]]

T
o
7
-
7
N

D
D!

17
—0-5— 0.

iy
2,

»
le.

T
»
>
I

~
>
Il

[e¢]

I
e,
I
I

Qut [ 55] = - Graphi csArray-
Wir schauen uns nun das Amplitudenspektrum an.

I n[ 56] : = PlotFourierAmplitudeSpectrumExact[f, d, n, 10]
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© 0 o o0 o9
PN WA O o

|

1 2 3 45 6 7 8 9 10
Qut[ 56] = - Graphi cs-

Dies bestatigt anschaulich unsere Aussage von vorhin, dal die Fourierreihe nur langsam
die zugrundeliegende Funktion approximiert. Wir erkennen auch an dieser Grafik, dali3 die
Fourierkoeffizienten b, und c, (n > 0) flr gerade n gleich 0 sind. Dies bestétigt auch die
oben dargestellte Animation, da auffallt, daR sich fir n > 0 nur jede zweite Grafik andert.

Nachfolgend sehen wir das Phasenspektrum.

I n[ 57]: = PlotFourierPhaseSpectrumexact[f, d, n, 10]

arg c,

-20

40

-60

-80

Qut[57] = - Graphi cs-
In einer Gbersichtlichen Tabelle haben wir die Mdglichkeit, flr die ersten n, Glieder (im
Beispiel n, = 5) der Fourierreihe die wichtigsten Parameter darzustellen:

I n[ 58] : = FourierTableExact[F, d, n, 5]

Qut[58]= UnitStep[t] =F5[UnitStep([t]] =
5 5
chExp[lnnt] :aO+Z(anOOS[nJTt}+bnSin[nJTt}) =
n=-5 n=1

5
ag + ZA“Si ninat +&,]
n=1
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n ain bn Cln An g_§I'1
0O - O = 1 0
2 9
2 2 7T
10 = -— = -Z
s 7T b 2
Qt[58]= |2 0 O 0 0 undefined
3 0 2 | 2 T
31 31 3nx 2
4 0 O 0 0 undefined
2 | 2 7T
5 0 — -— — a
57 57 5n 2

Bemerkung 2.7.1 Firn = 2,4, ... istder Winkel ¢,, = undefined. Dies tritt immer fir ¢, = 0 auf,
da arg ¢, nur flr c, # O definiert ist. Das Argument stellt den Winkel zwischen Re ¢, und Im ¢,
dar. Wenn Realteil und Imagindrteil beide Null sind, kann dieser Winkel nicht bestimmt werden.
Es kann jedoch angenommen werden, daB, falls ein Winkel ermittelbar ist, dieser im Intervall
[—m, ] bzw. [0, 27] liegen muf, was Mathematica in solchen Féllen normalerweise auch angibt:

In[59]: = Arg[0]

Arg :: indet : |ndeterm nate expression Arg[0] encountered.
Qut[59] = Interval [{-m, 7}]

SchlieRlich berechnen wir noch den Klirrfaktor:

I n[ 60] : = FourierHarmonicDistortionExact[f, d, n]

A 2
out [ 60] = N-8+7”
JT
In[61]:= % /N
Qut[61] = 0. 435236

Der Anteil der Oberschwingungen an der Gesamtschwingung betragt 43, 5%.

2.8 Konvergenzbetrachtungen

2.8.1 Besselsche Ungleichung, Parsevalsche Gleichung

Konvergiert die Fourierreihe # () (t) gegen die Funktion f(t), kdnnen wir folgenden Satz
formulieren:

Satz 2.8.1 Sei f(t) eine stlickweise stetige und 2p-periodische Funktion, dann gilt die
folgende Besselsche Ungleichung:

2p
0<—f (ft) - TN(f)(t) —f f2(t) dt — Z Ic, |2 (2.39)
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wobei

N

2

a

> e, =2
4

n=-N

N
+ % Z @ +Db2). (2.40)

n=1

Far wachsende N wird die Approximation von f(t) durch % (f)(t) im quadratischen

Mittel immer besser.

Beweis: Fur die Partialsummen 7 (f) (t) der Fourierreihe von f(t) gilt mit den Rechen-
regeln flr konjugiert komplexe Zahlen und w = %:

1 2p N 1 2p N N )
= . — i inwt — T =
2pfo f(t)- 7 (F) () dt nZN C”pro f(t)e™ dit nzﬁ c,C. nZN Ic. I

:Cn

Mit den umformulierten Orthogonalitatsrelationen aus Tab. 2.1 auf S. 13

1 %
2p Jo
erhalten wir auch fir

2p
2p Jo

Wir erhalten somit:

eﬂmwte—linwt dt = {

1 firm=n,
0 firm=#n

1 Pl .
= F () () - Fu (F) (D) dt = f ) inwt . imet | gt
v (DO Fy (D) i (§ Che § Cpe ]

n=-N m=-N

iji_n

1 1
0< —f (ft) - Fy (f)(t))2 dt = —f (ft) —Fy (H®O)(F) - Fy (D) dt
2p Jo 2p Jo

1
2p
N

0
1 2 2 2
_ﬁfo f(t)dlt—nz Ic, I,

=—N

2p 2p
=_( fz(t)dlt—zf ft)- F (H©dt +
0 0

2p

Fn (DO - Fy (f)(t)dlt)
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Damit ist (2.39) gezeigt. Die Gleichung (2.40) ergibt sich aus den Umrechnungsformeln
fiir die Fourierkoeffizienten (vgl. S. 35):

al+bi=(c,+c_)(c,+c_y)+(c,—c_,)i(c, —c_,)i
=4c,c_,,

also a3 = 4c3, a2 + b2 = 2(|c,[? + Ic_,[?) fiir n = 1 und damit

ZNl Ic,l? = ZZN: a2 +b?)
n=-N n=0

| =

ag 13 5
=275 Z:; a + b
|
Fur N — oo ergibt sich nun die Parsevalsche Gleichung:
Satz 2.8.2 Sei f(t) eine stlickweise stetige und 2p-periodische Funktion, dann gilt:
1
0= 2 (fO) - F (H ) dt = f f2(t) dt — Ic . (2.41)
0

n_—oo

Der Beweis findet sich in [StGaVo97, S. 163]. Fir den Fall, daR die Funktion durch eine
Fourierreihe dargestellt werden kann, verschwindet also das mittlere Fehlerquadrat im
Grenziibergang. Aus (2.41) folgt, dal? sich Grenzwerte von Reihen auch einfach mit Hilfe
der Parsevalschen Gleichung ermitteln lassen.

Schon aus der Besselschen Ungleichung folgt, dal’ die Fourierkoeffizienten von f(t) qua-
dratisch summierbar sind:

(o) (59 (59
Zaﬁ<oo, Zb§<oo, ZlCn|2<oo.
n=0 n=1

N=—0co

Durch die endliche Anzahl von Gliedern der Fourierreihe # (f) (t) bekommen wir eine
mehr oder weniger gute Approximation fir die Funktion f(t). Je mehr Glieder berechnet
werden, desto besser ist die Naherung. Aus der quadratischen Summierbarkeit der |c,|
erhalten wir den auch als Riemann-Lebesgue-Lemma [Brigola97] bekannten

Satz 2.8.3 Sei f(t) eine stiickweise stetige 2p-periodische Funktion. Fir die Fourierkoef-
fizienten a,, b, ¢, der Fourierreihe 7 (f) (t) gilt

n’ n’

lima, = limb, = limc, =0.

n—oco n—oo In|->c0
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Das Riemann-Lebesgue-Lemma bedeutet anschaulich, daf die Integrale, z. B. lima, =
N—oo
2p

lim f f(t) cos (nwt) dt = 0 mit wachsendem n durch die immer dichteren Oszillationen

N—o0

der Kosinus-Schwingung verschwinden.

Wie wir in den Beispielen feststellen konnten, konvergieren die behandelten Fourierrei-
hen unterschiedlich schnell an die jeweils zu approximierende Funktion. Wir erkennen
folgenden Zusammenhang:

a b ~ % f(t) hat Sprungstellen,
n’=n # f(t) hat keine Sprungstellen.

Fourierreihen stetiger Funktionen konvergieren also schneller, und wir bendétigen we-
niger Glieder in der trigonometrischen Reihe fiir eine gute Naherung. Es gilt der aus
[Westermann97] entnommene

Satz 2.8.4 Ist f eine 2p-periodische, (m + 1)-mal stetige differenzierbare Funktion, dann
gilt fur die Fourierkoeffizienten von f

C C
|an| = W und |bn| = W

Der Beweis zum Satz ist in [Brigola97, S. 40] nachlesbar. Beispiele fir m = 0 sind 2.3,
2.5 und Beispiele firm = —=1sind 2.1, 2.2, 2.4, 2.6.

Beispiel 2.7
Wir wahlen uns die Funktion:

In[62]:= F=t4+t3-t;
d: {t, —1, 1};

Zundchst lassen wir uns den Graph der periodischen Fortsetzung zeichnen und die zuge-
horige Fourierreihe ausgeben:

In[ 63]: = PlotPeriodicalContinuation[f, d, 1]

1

0.8

N

-3 - -1 1 3
-0.2

Qut[ 63] = - Graphi cs-
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I n[ 64] : = FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
g2 L = 4(-1)"(2( -6 +n2n%) Cos[nnt ] +3nxSin[nnt )
OJt[6]—§+Z T2

n=1
Mit der Parsevalschen Gleichung lassen sich neue Einsichten Gber Reihen zeigen:

In[65]:= FourlerParsevalExact[f d, n]
© 8 (144 - 39n252 + 4n*4)
Qut [ 65] =

315 25 Z n8x®

Damit ergibt sich der Grenzwert flr die nachstehende Summe:
Sy (144 - 39072 + 4n*nt) (B9 1\ A8
2, né B (315 B E) )
2978
" 1575
Mittels der Option FourierFunction->Evaluate stellt Mathematica die Gleichheit bei-
der Seiten der Gleichung fest.

n=1

I n[ 66] : = FourierParsevalExact[f, d, n, FourierFunction- > Evaluate]
Qut[66] = True

2.8.2 Dirichlet-Kerne

In Vorbereitung auf den Beweis des Satzes von Dirichlet im Abschnitt 2.8.3 beschéftigen
wir uns zundchst mit den sogenannten Dirichlet-Kernen.

Wir schreiben uns noch einmal die Formeln der komplexen Darstellung der abgebroche-
nen Fourierreihe (2.37) sowie deren Fourierkoeffizienten (2.38) auf:

N
Fu(H® = > ce™, NeN
n=-N

mit den zugehdrigen Fourierkoeffizienten
2p

1 —inwf
C”=2_p O f(he ™™t dt, n=-N,...,N.

Aus beiden Formeln laBt sich fir 7 (f) (t) auch folgendes schreiben:

N 1 2p ) .
Fu(HH®) = Z (2— f(s)e™"® dls) R
n=-N P Jo

N

1 fZP .
- = f(S) eunw(t—s) ds. (242)
w92

—————— e
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Demnach ist gezeigt, dal? jede 2p-periodische, abgebrochene Fourierreihe # (f) (t) vom
Grad N die folgende Integraldarstellung besitzt:

1 (> N
F(H) = Z—pfo f(s)Dy(t —s)ds mit Dy(t) := Z ginet, (2.43)
n=—N

Wir definieren uns das trigonometrische Polynom D (u) aus (2.43):

Definition 2.8.5 EsseiN eN,ue R und w = % Das trigonometrische Polynom

N
DN(U) — Z eimwu
n=-N

hei3t Dirichlet-Kern vom Grad N mit Periode 2p.

-3 -2 -7 0 s 27 37
20
— Ds(t)
15 — Do)
10
I
o LAIAN A poa A AN Ao 2oA N A oA
LIV UMMVMMVVMU U&yv&xvuﬂv VM”VVJ
-5
3 2 7 0 2 3

Abb. 2.11: Die Graphen der 2r-periodischen Dirichlet-Kerne der Ordnung N = 3 und
N =10

Die Dirichlet-Kerne spielen beim Beweis des Satzes von Dirichlet eine entscheidene Rol-
le. Wir halten zunéchst fest, dal sich Dy (t) mit Hilfe von (2.33) und (2.34) auch schreiben
laRt als

N -1 N
DN(t) — Z eimt -1+ Z eimt +Ze1‘mt
n=-N n=-N n=1
=1+ (cost +1isint) + (cos2t +isin2t) + ... + (cos Nt + 1 sin Nt)

+ (cost —isint) + (cos2t —isin2t) + ... + (cos Nt — i sin Nt)
=1+2cost+2cos2t+ ...+ 2cosNt

N
=1+ Z 2cosnt. (2.44)

n=1
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Wir substituieren z = e™ und berechnen D (t) fiir z # 1 mittels der bekannten Formel fiir
die Summe der geometrischen Reihe

2N
Z Zn _ 22N+1 -1
- z-1

Mitk € Z und t #+ 27k erhalten wir

Dy () = Z A A R T S R AR AN A
n=-N

1+z+...+28N 7N+
N S z-1N

NN Neg o(Ne3)

B z-1 B z% - z_%
1‘1(N+%)t —ﬁ(N+%)t
- ez — e H
sin((N + =)t
_sin((N+3)Y) (2.45)
sm 5

Furt = 27k ist (2.45) nicht definiert, jedoch fiir (2.44), und man kann zusammenfassend
D, (t) folgendermalien darstellen:

2N +1 furt =27k, ke Z

int 1
Dy(®) = Ze” S”‘T)t) firt 27k, k e Z .

Satz 2.8.6 Fur die Dirichlet-Kerne D (t) gilt [Brigola97]:

N toofirt =27k, k e Z

int _ —
am Pt e = [l i ZJ 200 nt] B { unbestimmt divergent sonst.

2.8.3 Beweis des Satzes von Dirichlet

Gegenstand dieses Abschnitts ist der Beweis des Satzes von Dirichlet 2.3.10 (ber die
punktweise Darstellung stiickweise stetig differenzierbarer periodischer Funktionen durch
ihre Fourierreihen [Brigola97].

Satz 2.8.7 Die Fourierreihe F () (t) eifner stU(%kweise stetig differenzierbaren Funktion
_(O+ 1.0

f(t) konvergiert an jeder Stelle t gegen 5
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Beweis: Wir nehmen o. B. d. A. an, dal} die Funktion 2p-periodisch mit 2p = 1 ist und
die Fourierkoeffizienten c, besitzt.

1. Wir notieren uns zundchst die 1-periodischen Dirichlet-Kerne, also w = 2x:

N 2N +1 firte 2
Dy®) = > €™ = Isin((2N + 1)t) firte z
n=-N sin it '

Da D, (t) wie in Abbildung 2.11 gut erkennbar eine gerade Funktion ist, erhalten wir
mit anschlieBender Integration ber dem Periodenintervall (siehe auch [Brigola97,

S. 22)):
1 i 1
f D, (1) dt :f D) dt = 2f D@t dt =1.
0 -1 0

2. Dy und f(t) sind 1-periodisch. Wie mit (2.42) bereits gezeigt wurde, ist

N 1 1
Fu (D) = Z f f(s)e™1™Ms ds ei2™ = f Dy(t —9)f(s)ds
n=—N 0 0

_ fz Dy (8)f(t —s)ds = fz SIN(@N + D)79) ¢ _ g) ds.

sinxs

1 1
2 2

3. Das letzte Integral formen wir um:

. ft—s) - f, () 0
TN(f)(t)—I S|n((2N+1)7rs)Wdls+f+(t)I Dy(s)ds

NI

1
2

11(N,b)
+ fz sin((2N + 1) 7s) w
0

1
pr— dls+f_(t)f0 Dy (s)ds

(N.t)

_LOFLO L+ L.

2

4. Weil nach Voraussetzung f(t) stlickweise stetig differenzierbar ist, existieren die
beiden Grenzwerte

m —f(t — §) - Lo und lim —f(t _ §) —fO .
s-0~ sinxs $-0* sinxs

Mit dieser Feststellung sind die Integrale 1,(N, t) und I,(N, t) beschrénkt und stiick-
weise stetig. Nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma 2.8.3 auf S. 42 werden diese
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Integrale durch die zunehmenden Oszillationen der Funktion sin ((2N + 1)zs) fur
N — oo geldscht:

hIlim IL(N,t) = dim LIN,t)=0 Vt.
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3 Das Mathematica-Paket FTOOLS.M

Da das Paket ein wesentlicher Bestandteil der Diplomarbeit ist, wird in diesem Kapi-
tel ausfihrlich darauf eingegangen und kann insbesondere zum Nachschlagen verwendet
werden.

3.1 Die Palette FOURIERPALETTE.NB

Mathematica 3.0 bietet im Zusammenhang mit einem grafischen Frontend die Moglich-
keit sogenannte Paletten zu erstellen, um schnell und bequem aus einem gesonderten
Fenster Funktionen auswéhlen zu kdnnen. Ich habe eine Palette FOURIERPALETTE.NB
erstellt, die Ubersichtlich alle Funktionen aus meinem Paket enth&lt. Wer bereits die Stan-
dardpaletten von Mathematica 3.0 verwendet hat, dem wird der Umgang mit meiner Pa-
lette nicht schwerfallen. Es ist im Gegenteil sogar bei den ersten Schritten zum Kennen-
lernen der neuen Funktionen zu empfehlen.

Die Palette ist in vier Teile gegliedert. Der erste enthalt zunachst Hinweise (vgl. Abbil-
dung 3.1 auf S. 50) zum Aufbau der Fourierreihe.

Der zweite Teil ,,Exakte Berechnungen* (vgl. Abbildung 3.2 auf S. 51) ist der wohl wich-
tigste Teil. Fast alle der hier aufgefiihrten Funktionen fuhren auf der Grundlage selbst
erstellter Mathematica-Programme exakte Berechnungen durch und sind daher an der
Endung ,,Exact” der betreffenden Funktion zu erkennen.

Im dritten Teil ,,Verwendung von Calculus ‘FourierTransform** (vgl. Abbildung 3.3
auf S. 77) sind Funktionen aufgelistet, die im Prinzip dieselben Ergebnisse bzw. Gra-
fiken wie die korrespondierenden Funktionen im Teil ,,[Exakte Berechnungen® liefern.
Allerdings fihren diese ihre Berechnungen auf der Grundlage der im Standard-Paket
Calculus‘FourierTransform‘ bereitgestellten Funktionen durch. Diese zumeist gra-
fisch resultierenden Funktionen stellen also eine Mdglichkeit dar, nur auf die im Paket
Calculus‘FourierTransform‘ bereitgestellten Funktionen zuriickzugreifen.

Im vierten Teil habe ich versucht, die interaktiven Mdéglichkeiten von Mathematica zu
nutzen. Diese sind allerdings in der Version 3.0 sehr beschrankt und wenig benutzer-
freundlich. Da sich dies aber vielleicht in der kirzlich erschienenen Version 4.0 gedndert
haben konnte, habe ich die bisherigen Mdglichkeiten in die Palette mit aufgenommen,
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3 Paketbeschreibung 3.2 Exakte Berechnungen

~ Hinweise
Llle Berechrurgen exfolgen prinzipiell auf der Grundlage folgender Fourierreihe fir o= 2
¥

7 (f) (t) = I op ettt

= &g+ Z5.1 [8n CO= (nwt) + by =in (nut))

=ap+Eh 1 by =1in (nut + $y)

[ Exakte Berechnungen

I Verwendung von Calculus FourierTransform’

[> Interaktive Eingabe -

Abb. 3.1: Screenshot von FOURIERPALETTE.NB — Hinweise

sollte aber gewissermafen als Bonus und nicht als wesentlicher Bestandteil der Palette
und des Paketes angesehen werden.

Samtliche Funktionen beziehen ihre Ergebnisse auf die Fourierreihe der Form (w = %):

F(H®)= ) ce™

N=—co

=a, + Z (a, cosnwt + b, sin nwt)

n=1

=a,+ ZAnsin(nwt +¢,).

n=1

Bemerkung 3.1.1 Wahrend der Programmierung und der Benutzung des Paketes hatte ich oft
das Problem unter Windows, da Mathematica (betrifft die Kernel 3.0 und 3.0.1) die Berech-
nung mit der Meldung ,,Out of memory* ohne Ergebnis abbrach, wobei der Kernel abstiirzte,
das Frontend jedoch nicht. Wolfram Research ist das Problem bekannt und stellt auf der Sei-
te htt p: //support. wol fram coni Syst ens/ W ndows/ Qut Of Menory. ht ni einen
tberarbeiteten Kernel (48128 Bytes) zum Download bereit.

3.2 Exakte Berechnungen

Mit exakten Berechnungen sind Funktionen gemeint, die zunéachst intern die Fourierkoef-
fizienten in Abhangigkeit eines Indexes (z. B. n) bestimmen, also durch die Mdglichkeit
symbolischer Integration die exakte Fourierreihe berechnen und daraus je nach Aufgabe
der aufgerufenen Funktion das entsprechende Ergebnis liefern.
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3 Paketbeschreibung 3.2 Exakte Berechnungen

s

> Hinweise
=~ Exakte Berechnungen

PlotPeriodicalContinuation[o, {o. o, o}. o]

FourierExzpSeriesCoefficientExact[o. {o. o. o}. o]
FourierCosS5eriesCoefficientEract[o. {o, o, o}, o]

FourierS5inSeriesCoefficientExact[o. {o, o, o}, o]

FourierEzpSerie=sEmact[o, {o, o. o}, o]

FourierTrigSeriesExact[o. {o. o. o}. O]
FourierTableExact[o. {o. o, o}, o. o]

FourierHarmonicDistortionExact[o, {o. o. o}. o]

FourierParsevalEzact[o, {o, o, o}, ol

FlotFourierImageEract[o. {o. o. o). o. o]

PlotFourierAnimationExact[o, {0, o, o}. o. ol

FlotFourierAaplitudeSpectrunE=zact([o. {o. o. o}. o. O]

PlotFourierPhaseSpectruaEract[o. {o. o, o}, o. o]

I Verwendung von Calculus FourierTransform’

I> Interaktive Eingabe =

Abb. 3.2: Screenshot von FOURIERPALETTE.NB-Exakte Berechnungen

3.2.1 Syntaxbeschreibung

Im folgenden werden die exakt rechnenden Funktionen und deren mdégliche Optionen
kurz tabellarisch erfalst. Zum besseren Verstandnis folgen hiernach einige Beispiele, wo-
bei das erste sich immer auf die auf S. 52 definierte Funktion f bezieht. Der Leser kann
somit jedes Ergebnis einer Funktion mit dem Ergebnis anderer Funktionen fir die fe-
ste Funktion f vergleichen. Etwaige besondere Optionen werden an anderen Funktionen
verdeutlicht.

3.2.1.1 PlotPeriodicalContinuation[]

Diese Funktion paft eigentlich nicht in die Kategorie ,,Exakte Berechnungen*, genau
genommen in keine der vorhandenen, da sie intern keine Berechnungen beziiglich der
Fourieranalyse anstrengt, was sich auch im Namen der Funktion niederschlagt (Fourier
und Exact fehlen im Wortstamm des Funktionennamens).

PlotPeriodicalContinuation[expr,{x,X,,X;},n,]

zeichnet die (n,+1)-fache periodische Fortsetzung von expr.

Syntax von PlotPeriodicalContinuation[]
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3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

Optionsname

Vorgabe

siehe
Options[Plot]?

siehe verfligt uber alle Optionen
Options[Plot] des Mathematica-Befehls
Plot[]

Optionen von PlotPeriodicalContinuation[]

Hier wird zunéchst das
Paket geladen, welches
wiederum intern das Paket
Calculus‘FourierTrans-
form® ladt.

Wir definieren die Funktion
f, die auch in den nachfol-
genden einleitenden Bei-
spielen immer wieder als
erstes herangezogen wird.

Dies zeichnet den Graph
der periodischen Fortset-
zung von f als Funktion
von t ausgehend vom Pe-
riodenintervall [0, 27] auf
[-2m,4r]. Die als letzter
Parameter Ubergebene Ziffer
1 bewirkt, daR der Graph
der Funktion f insgesamt
3-mal periodisch versetzt,
also links und rechts vom
Periodenintervall (blauer
Kurvenabschnitt) zusatzlich
1-mal gezeichnet wird.

In[1]:

<< eigene“ftools”

In[2]:= F=Sin[t/ 2];

d={t, 0, 2x};

In[ 3]:= PlotPeriodicalContinuation[f, d, 1]

Qut[ 3] = - G aphi cs-

1Beschreibungen zu den Optionen finden sich in [Wolfram97a] im Abschnitt 1.9.3 auf S. 138 und auch in
der Online-Dokumentation von Mathematica.

52



3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

Wir konnen die Anzahl

der periodischen Fortset-
zungen recht hoch wéhlen,
allerdings ist dies ab einer
bestimmten Anzahl nicht
mehr anschaulich sinnvoll.
Hier wurde fiir die Funkti-
on t? ein geeigneter Fortset-
zungsfaktor von 2 gewdhlt.

Wir stellen im vorherigen
Beispiel fest, da der Graph
von t? nicht vollstandig zu
sehen ist. Wir kdnnen alle
Optionen [Wolfram97a]
eines Plot []1-Befehls auch
hier nutzen und uns mit
PlotRange->A11 den voll-
standigen Wertebereich an-
zeigen lassen. Im Beispiel
wurde dem Diagramm zu-
satzlich eine Uberschrift
gegeben und ein hoherer
periodischer Fortsetzungs-
faktor gewahlt.

Hier wurde eine Sprung-
funktion gewahlt, in Mathe-
matica kann dies durch die
UnitStep []-Anweisung
erreicht werden. Die senk-
rechten Linien gehoren al-
lerdings nicht zur Funktion.
Da Mathematica immer
versucht, Funktionen als
glatte Kurven zu zeichnen,
werden die Funktionswerte
an den Sprungstellen mit-
einander verbunden.

In[ 4] : = PlotPeriodicalContinuation[t™2,

{ty _11 2}1 2]
2.5
2
1.5
1
0\5
-6 -4 -2

Qut[ 4] = - G aphi cs-

In[5]:

PlotPeriodicalContinuation[t™2,

{t, -1, 2}, 3, PlotRange- > All,
PlotLabel- > "PeriodischeFortsetzung”]

Peri odi scheFort set zung

4

-10 -5

Qut[5] = - G aphi cs-

In[6]:

’_ 0.4
0.2

6 -4 2
-0.2
-0.4
S R N B

Qut[ 6] = - Graphi cs-

PlotPeriodicalContinuation[UnitStep[t]
-1/ 2, {t, -1, 1}, 3]
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3 Paketbeschreibung 3.2 Exakte Berechnungen

3.2.1.2 FourierExpSeriesCoefficientExact[]

FourierExpSeriesCoefficientExact [expr,{X, X,, X;},n]
in 2n
berechnet den Koeffizienten von e  *17%  der exponentiell dargestellten
Fourierreihe von expr in Abhangigkeit von n.

FourierExpSeriesCoefficientExact [expr,{X, X, X;},n,]
- Ny 22X :
berechnet den Koeffizienten von e “*17%  der exponentiell dargestellten
Fourierreihe von expr fir ein bestimmtes n,,.
Syntax von FourierExpSeriesCoefficientExact[]

Optionsname \Vorgabe

siehe siehe verfugt tUber alle Optionen

Options[Integrate]? Options[Integratel des Mathematica-Befehls
Integratel]

FourierBasis Exp die anzuwendende Inte-
grationsmethode (siehe
Bem. 3.2.1); weiterer mog-
licher Wert: Trig

Optionen von FourierExpSeriesCoefficientExact[]

Bemerkung 3.2.1 Mitunter kann es vorkommen, dall Mathematica es nicht schafft, das der aufru-
fenden Funktion FourierExpSeriesCoefficientExact [expr,{X, Xy, X;},n] zugrundeliegen-
de Integral zu lésen. Es konnte hier helfen, den Wert der Option zu wechseln, wobei im wesentli-
chen folgender programminterner Hintergrund besteht:

1 X1 _Hnix
Exp berechnet f expr-e 17" dx
Xq

X1—Xg

. 1 X1 2n .. 2m
Trig berechnet expr - | cosn X—1isinn x| dx.
Xo 1 0 1 0

Bei dem Aufruf der Form FourierExpSeriesCoefficientExact [expr,{X, Xy, X;},ny] werden
die Chancen eine Lésung zu finden fir Mathematica weit héher stehen, da hier der Integrand und
somit die Berechnungen fir ein bestimmtes ny wesentlich einfacher sind.

2Beschreibungen zu den Optionen finden sich in [Wolfram97a] im Abschnitt 3.5.8 auf S. 879 und auch in
der Online-Dokumentation von Mathematica.
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3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

Der komplexe Fourierkoeffi-
zient von f (def. auf S. 52)
besitzt eine recht einfache
Gestalt.

Setzen wir im Vergleich
zum vorherigen Beispiel ein
bestimmtes n, ein, wird al-
so lediglich der obige Term
fir ny evaluiert. Das ist das
gleiche Ergebnis, welches
auch mittels der Funkti-

on FourierExpSeries-
Coefficient[] aus dem
Paket Calculus‘Fourier-
Transform‘ hétte ermittelt
werden konnen.

Fur die Funktion t im Peri-
odenintervall [-1, 1] ist der
Nenner des n-abhangigen
Terms fur n = 0 gleich 0.
Das korrekte Ergebnis fir
diese Ausnahmestelle wird
ebenfalls durch Fourier-
ExpSeriesCoefficient-
Exact [] berechnet und

im Beispiel durch eine

If [1-Struktur zur belie-
bigen Weiterverarbeitung
ausgegeben.

Dieses Beispiel verdeutlicht
das in Bemerkung 3.2.1
Gesagte. Mit der Option
Trig kann Mathematica
die komplexen Fourierko-
effizienten fir die Funktion
|cost| im Intervall [—m, 7]
nicht liefern. Die Berech-
nung scheitert an dem zu
I6senden Integral.

I n[ 7] : = FourierExpSeriesCoefficientExact[f, d,

n]
2

Qut[7] 7T -4n?n

I n[ 8] : = FourierExpSeriesCoefficientExact[f, d,
3]
2
355
I n[ 9] : = FourierExpSeriesCoefficient[f, d, 3]

2
Qut[ 9] 35,

Qut[ 8] =

I n[ 10] : = FourierExpSeriesCoefficientExactlt,
{ty _11 1}1 n]

- . L(-1)"
Qut[10] = If [n==0, 0, ———]

I n[ 11] : = FourierExpSeriesCoefficientExact]
AbS[COS[t]]! {t! =TT, 7r}! n!
FourierBasis- > Trig]

out [ 11] = JZAbs[Oos[tH(Co;Ent]—l Sin[nt])dt
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3 Paketbeschreibung 3.2 Exakte Berechnungen

Wahlen wir im vorheri- I n[ 12] : = FourierExpSeriesCoefficientExact]

gen Beispiel statt Trig den Abs[Cos[t]], {t, -=w, 7}, N,

Optionswert Exp, gelingt FourierBasis- > Exp]

es M?thematica' daf ?U”I Qut[12]= Which[n==-1, 0, n==1, 0, True,

umgeformte Integral (vgl. . . o R

Bem. 3.2.1) zu lgsen. Falls (1+(-1)") (Cos [5] +| S'n[T])(_lmsm[T”}
( -1+ n2>7T

mehrere Ausnahmestellen
fiir ganzzahlige n existieren,
wird dies durch die Mathe-
matica-Struktur Which[]
wiedergegeben.

3.2.1.3 FourierCosSeriesCoefficientExact[]

FourierCosSeriesCoefficientExact [expr,{X, Xy, X;},n]

berechnet den Koeffizienten von cos n - 2” -X der trigonometrisch dargestell-
ten Fourierreihe von expr in Abhanglgkelt von n.

FourierCosSeriesCoefficientExact [expr,{X, X, X;},n,]

berechnet den Koeffizienten von cos nOXlZ_”XOx der trigonometrisch darge-
stellten Fourierreihe von expr flr ein bestimmtes ny, n, > 0.

Syntax von FourierCosSeriesCoefficientExact[]

Optionsname \orgabe

siehe siehe verfugt Uber alle Optionen

Options[Integrate]® Options[Integratel] des Mathematica-Befehls
Integratel]

Optionen von FourierCosSeriesCoefficientExact[]

3Beschreibungen zu den Optionen finden sich in [Wolfram97a] im Abschnitt 3.5.8 auf S. 879 und auch in
der Online-Dokumentation von Mathematica.
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3 Paketbeschreibung 3.2 Exakte Berechnungen

Dies berechnet fiir die I n[ 13] : = FourierCosSeriesCoefficientExact[T, d,

Funktion f (def. auf S. 52) ni

die reellen Fourierkoeffizi- Qut[13]= I [n==0, 2 _ 4 ]

enten von cos nt. Obwohl 7Tt Antr

n = 0 keine Ausnahmen-

stelle darstellt, ist so immer

a, ablesbar, da dies nicht

durch Einsetzen von n = 0

im Term fur a,, n > 0 tber-

einstimmt (siehe Bem. 2.3.4

auf S. 15).

Mathematica liefert bei I n[ 14] : = FourierCosSeriesCoefficientExactl[t,

dieser ungeraden Funktion {t, -1, 13}, n]

erwartungsgemag Null als Qut[14]= 0

Ergebnis.

Da cosat eine einfache I n[ 15] : = FourierCosSeriesCoefficientExact]

auch von a abhdngige Cos[at], {t, -x, x}, n]

Funktion ist, gelingt es, Qut[15]= I [n==0, Si n[ar] ’

ein Resultat zu errechnen. (a+n) Si n[(a—%n] s (@a-n)Sin[(a+n)n
(a? -n?)n )

3.2.1.4 FourierSinSeriesCoefficientExact[]

FourierSinSeriesCoefficientExact [expr,{X, Xy, X;},n]

berechnet den Koeffizienten von sin n—2-x der trigonometrisch dargestell-

X1=Xg

ten Fourierreihe von expr in Abhangigkeit von n.

FourierSinSeriesCoefficientExact [expr,{x, Xy, X;},n,]

berechnet den Koeffizienten von sin nOXZ_”X x der trigonometrisch darge-
170

stellten Fourierreihe von expr flr ein bestimmtes ny, n, > 0.

Syntax von FourierSinSeriesCoefficientExact[]

57



3 Paketbeschreibung 3.2 Exakte Berechnungen

Optionsname Vorgabe

siehe siehe verfligt uber alle Optionen

Options[Integratel’ Options[Integratel des Mathematica-Befehls

Integratel]
Optionen von FourierSinSeriesCoefficientExact[]
Da f (def. auf S. 52) eine In[16] : = FourierSinSeriesCoefficientExact[f, d,
ungerade Funktion ist, sind nj
alle diese Koeffizienten Qut[16]= 0
Null.
Auch etwas kompliziertere In[17] : = FourierSinSeriesCoefficientExact]
Funktionen, hier eine von Cos[txb] +Sin[t=xa], {t, -x 7x}, N]
zusétzlich 2 Unbekannten Qut[17] = (a+n)Sin[(a-n)x] + (-a+n)Sin[(a+n)rn]
abhangige Funktion, sind (a% -n?)r
zulassig.
Mathematica kann auch mit In[ 18] : = FourierSinSeriesCoefficientExact]
If [1-Konstrukten umgehen. IF[t<O0, t* (t+1)72, t* (t-1)"21,
Fir die Funktion {t, -1, 1}, n]
42+ (-1)"
tt+1? t<o0  Qut[18]= If[n--0, 0, T2
ft) = 2 n-s
t(t—1)2, sonst

ergibt sich damit das neben-
stehende Ergebnis.
Mdochte man aber noch stér- In[19]: = FourierSinSeriesCoefficientExact]
ker unterteilte Funktionen tx (T+1) 2%
betrachten, kann man leider (UnitStep[t+ 1] -UnitStep[t])
nicht mit dem Which[]- +UnitStep[t] »t« (t-1)"2,
Konstrukt arbeiten, da hier {t, -1, 1}, n]
Mathematica die Berech- Qut[19]= If [n==0, 0, M]
nung verweigert. Trotzdem n=r

brauchen wir auf eine L6-
sung fur solche Funktionen
nicht verzichten, da wir auf
die UnitStep [1-Funktion
zuriickgreifen koénnen. Das
vorherige Beispiel wurde
nebenstehend noch einmal
mittels UnitStep[] geldst.

4Beschreibungen zu den Optionen finden sich in [Wolfram97a] im Abschnitt 3.5.8 auf S. 879 und auch in
der Online-Dokumentation von Mathematica.
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3 Paketbeschreibung 3.2 Exakte Berechnungen

3.2.1.5 FourierExpSeriesExact[]

FourierExpSeriesExact [expr,{x, Xy, X;},n]

berechnet unter Zuhilfenahme von FourierExpSeriesCoefficient-
Exact [] die exakte Fourierreihe von expr flir n = —oo...co in komplexer
Darstellung.

Syntax von FourierExpSeriesExact[]

Optionsname \Vorgabe

siehe siehe verfugt tUber alle Optionen
Options[Integrate]® Options[Integrate] des Mathematica-Befehls
Integratel]

FourierBasis Exp die anzuwendende Inte-
grationsmethode (siehe
Bem. 3.2.1); weiterer mog-
licher Wert: Trig

FourierExpCoefficient Null der bereits mit Fourier-
ExpSeriesCoefficient-
Exact[] berechnete Term

FourierFunction Hold ob die berechnete Fou-
rierreihe nur ausgegeben
oder evaluiert werden soll;
weiterer moglicher Wert:
Evaluate

FourierNumber Infinity die Ordnung der Fourier-
reihe; weitere maogliche
Werte: 1, 2, ...

Optionen von FourierExpSeriesExact[]

5Beschreibungen zu den Optionen finden sich in [Wolfram97a] im Abschnitt 3.5.8 auf S. 879 und auch in
der Online-Dokumentation von Mathematica.
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3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

Dies berechnet fir die
Funktion f (def. auf S. 52)
die exakte Fourierreihe.

Mit der Option Fourier-
Number &Rt sich auch die
abgebrochene Fourierreihe,
im Beispiel der Ordnung 2,
leicht bestimmen.

Mit der Option Fourier-
Function->Evaluate kann
Mathematica héufig die
ermittelte Fourierreihe in
Form einer meist kom-
plizierten Funktion direkt
ausrechnen.

Interessant ist, daf} Fou-
rierExpSeries[] héu-
fig wesentlich mehr Zeit
als FourierExpSeries-
Exact [] zur Berechnung
der abgebrochenen Fou-
rierreihe bendtigt. Da hier
nur der zeitliche Aspekt
verdeutlicht werden sollte,
wurde auf die umfangreiche
Ausgabe des Ergebnisses
verzichtet.

I n[ 20] : = FourierExpSerieskExact[f, d, n]

® 2elnt
QL201= ) s

N=-o

I n[ 21] : = FourierExpSerieskExact[T, d, n,
FourierNumber- > 2]
2 2e—lt 2elt 2e—2lt 2e2lt
Qt[21]= — - - - -
[21] s 3 3 157 157

I n[ 22] : = FourierExpSerieskExact[T, d, n,
FourierFunction- > Evaluate]
Qut[22] =

(-1+e't) (\/Fx/é_tArcTanh[\/F] —ArcTanh[\/eTH

e'tsx

I n[ 23] : = FourierExpSeries[T, d, 20];// Timing
Qut[ 23] = {21.53Second, Nul | }
I n[ 24] : = FourierExpSeriesExact[T, d, n,

FourierNumber->201;// Timing
Qut[24] = {2.69Second, Nul | }

Bemerkung 3.2.2 Die Exact-Form berechnet lediglich ein von n abhéngiges Integral und bildet
dann durch Einsetzen die Summe Uber die Glieder der Fourierreihe von n = 0...n,. FourierExp-
Series[] berechnet dagegen zunachst jedes einzelne Integral von n = 0...ny mittels FourierExp-
SeriesCoefficient [] und summiert die berechneten Glieder der abgebrochenen Fourierreihe
der Ordnung n, auf. Die unterschiedlichen Rechenzeiten liegen also in der verschiedenen Anzahl
und auch in der Kompliziertheit der zu berechnenden Integrale begrindet.
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3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

Bei kleinen n; ist der Auf-
wand der Exact-Form im
Vergleich zum vorherigen
Beispiel gleich geblieben,
bis auf dall weniger Glie-
der zu summieren sind.
FourierExpSeries[] be-
rechnet im Beispiel nur
drei einfache Integrale, die
nicht von n abhéngen und
in dem Fall schneller be-

rechnet werden, als die eine

symbolische Integration der
Exact-Form.

I n[ 25] : = FourierExpSeries[T, d, 2]1;// Timing

Qut [ 25] = {2.19Second, Nul | }

I n[ 26] : = FourierExpSerieskExact[T, d, n,
FourierNumber->2]1;// Timing

Qut [ 26] = {2. 64Second, Nul | }

3.2.1.6 FourierTrigSeriesExact[]

FourierTrigSeriesExact [expr,{X, X;, X;},n]

berechnet unter Zuhilfenahme von FourierExpSeriesCoefficient-
Exact [] die exakte Fourierreihe von expr fur n = —co..c0 in trigonometri-
scher Darstellung.

Syntax von FourierTrigSeriesExact[]

Optionsname

\Vorgabe

siehe Options [Fourier-

ExpSeriesExact]

verfugt Uber alle Optionen
der Funktion Fourier-
ExpSeriesExact[]

siehe Options [Fourier-
ExpSeriesExact]

Optionen von FourierTrigSeriesExact[]

Die Funktion liefert fir f
(def. auf S. 52) die Fourier-
reihe in trigonometrischer
Form.

I n[ 27] : = FourierTrigSerieskExact[T, d, n]

_2 < __4Cos|[nt ]
Qut[27] = 7T+r; (—1+4n2)7r
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3.2 Exakte Berechnungen

Da FourierTrigSeries-
Exact [] uber die gleichen
Optionen wie FourierExp-
SeriesExact[] verfugt,
lassen sich auch hier ab-
gebrochene Fourierreihen
ermitteln.

Der Einsatz der Option
FourierExpCoefficient
kann dem Anwender zum
Teil erheblich Zeit sparen,
mdchte er mehrere der neu-
en Funktionen auf dieselbe
Funktion mit zugehdrigem
Periodenintervall anwenden
(vgl. Laufzeit vorheriges
Beispiel).

In[ 28] : = FourierTrigSerieskExact[Tf, d, n,

FourierNumber- > 3]// Timing
Qut[28] = {2.75Second, 2 - 2RSIt] 4Cos[at]

7T 3 157
4 Cos [3t ]
357 }

I n[ 29] : = cn = FourierExpSeriesCoefficientExact]

f, d, n]
Qut[29] = 2

7T - 4n?r

I n[ 30] : = FourierTrigSerieskExact[f, d, n,
FourierNumber- > 3,
FourierExpCoefficient- >cn]l//

Timing
Qut[30] = {0.17Second, = - O‘;[ ] Oolsé[ﬂ ]
4Cos (311,
3571

3.2.1.7 FourierTableExact[]

FourierTableExact [expr,{X, Xy, X;},n,n,]

berechnet unter Zuhilfenahme von FourierExpSeriesCoefficient-

2n

. .. ) in X .
Exact[] die Koeffizienten von cosn-2-x, sinn-2Z-x, e *1 % die

X1—Xo X1=Xo

Gesamtamplituden und die Phasen der Fourierreihe von expr fiirn = 0...n,
und stellt diese fiir das jeweilige n in Matrixform dar.

Syntax von FourierTableExact[]

Optionsname \orgabe
siehe siehe verfugt Uber alle Optionen
Options[Integrate]® Options[Integratel] des Mathematica-Befehls

Integratel]

Optionen von FourierTableExact[] — weiter auf néchster Seite

6Beschreibungen zu den Optionen finden sich in [Wolfram97a] im Abschnitt 3.5.8 auf S. 879 und auch in
der Online-Dokumentation von Mathematica.
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3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

Fortsetzung vorheriger Seite

Optionsname Vorgabe
FourierBasis Exp die anzuwendende Inte-
grationsmethode (siehe
Bem. 3.2.1); weiterer mog-
licher Wert: Trig
FourierExpCoefficient Null der bereits mit Fourier-
ExpSeriesCoefficient-
Exact [] berechnete Term
FourierShowFormula False ob die erklarende Fourier-
reihe ausgegeben wird
FourierStep 1 die Schrittweite; weitere
maogliche Werte: 2, 3,...
FourierVariables {a,b,c, A, @} die Auswahl der Varia-
blennamen
Optionen von FourierTableExact[]
Dies ist eine Ubersicht der I n[31]: = FourierTableExact[F, d, n, 3]
trigonometrischen und kom- n az" by CZ“ '2” ®n
plexen Fourierkoeffizienten, 0 ;4 0 ;2 i 0
der Gesamtamplituden und
mp at[3y= |1 -3 0 -3 3. 7
der Phasen fir n = 0...3 der A 5 A
Funktion f (def. auf Seite 2 @ 0 @ 1?1—ﬂ 7
52). 4 4
3 35 0 3y 3mn
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3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

Dies zeigt die Verwendung
der Option FourierStep,
es werden hier nur fir
jedes zweite n Werte be-
rechnet. Mittels der Option
FourierShowFormula kon-
nen wir eine erklarende
Formel einblenden, welche
den Zusammenhang zu den
Variablen im Tabellenkopf
zeigt.

Im Beispiel ist fir n =

0 die Phase argc,, nicht
berechenbar, was mit dem
Tabelleneintrag undefined
quittiert wird (siehe Bem.
2.7.1 auf S. 40).

Das Beispiel zeigt die
Verwendung der Option
FourierVariables, die
die freie Wahl der Variablen
im Tabellenkopf ermdg-
licht (vgl. auch vorstehende
erklarende Formel).

In[ 32] : = FourierTableExact[t/ 2, {t, -1, 1}, n, 6,
FourierStep- > 2,
FourierShowFormula- > True]

6
t t
th[32]:E:fﬁ[z}:chExp[lnm]:
n=-6
6
aO+Z(anOos[nnt]+bnSin[nnt]):
n=1
6
aO+ZAnSin[n7rt+¢n1
n=1
n an bn Cn An én
0 O 0 0 0 undefined
5 o L+ o 1 n
Qut[32] = 2 4r o 2
40 T & ax 2
6 o 1 i %
6,1 1271 6t 2

I n[ 33]: = FourierTableExact[UnitStep[t],
{t, -1, 1}, n, 3,
FourierVariables- > {al, a2, a3, a4, g},
FourierShowFormula- > True]
Qut[33]= UnitStep[t] ~F5[UnitStep[t]]

3
Z a3, Exp[lnnt ] =
n=-3

3
al, + Z(a1n Cos[nnt ] +a2,Sin[nnt]) =
n=1

3
aly+ ) a4, Sin[nat +,]

n=1
n a%n az, ai%n a4, 2
0o = 0 - 1 0
2 2 % 2 7T
2 0 0 0 0 undefined
2 | 2 s
30 5 3 oE: 2
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3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

3.2.1.8 FourierHarmonicDistortionExact[]

cientExact[] den Quotienten

FourierHarmonicDistortionExact [expr,{X, X,, X;},n]

berechnet unter Zuhilfenahme von ¢, =FourierExpSeriesCoeffi-

> ko
n=2

P
n=1

Syntax von FourierHarmonicDistortionExact[]

Optionsname \Vorgabe

siehe siehe verfugt Uber alle Optionen

Options[Integrate]’ Options[Integrate] des Mathematica-Befehls
Integratel]

FourierBasis Exp die anzuwendende Inte-
grationsmethode (siehe
Bem. 3.2.1); weiterer mog-
licher Wert: Trig

FourierExpCoefficient Null der bereits mit Fourier-
ExpSeriesCoefficient-
Exact[] berechnete Term

FourierNumber Infinity die Ordnung der Fourier-

reihe; weitere maogliche
Werte: 1, 2, ...

Optionen von FourierHarmonicDistortionExact[]

Dies berechnet fir die
Funktion f (def. auf S. 52)
den Klirrfaktor.

In[34]:=

FourierHarmonicDistortionExact[f, d, n]

1 [-88+9r2
ulsa= 3 52

"Beschreibungen zu den Optionen finden sich in [Wolfram97a] im Abschnitt 3.5.8 auf S. 879 und auch in
der Online-Dokumentation von Mathematica.
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3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

Mit der Option Fourier-
Number kénnen wir im vor-
herigem Beispiel fur ein
bestimmtes n, den Anteil
der Oberschwingungen an
der Gesamtschwingung be-
rechnen.

Beim Vergleich des exakten
Ergebnisses mit der Anné-
herung fir n, = 20 stellen
wir fest, dal hier beide
Werte schon sehr nahe bei-
einander liegen.

I n[ 35] :

Qut [ 35]

I n[ 36] :
out [ 36]

I n[37] :
out [ 37]

3.2.1.9 FourierParsevalExact[]

FourierHarmonicDistortionExact[F, d, n,
FourierNumber- > 20]

38405604949255064762902416989
195564348939856307332175036591

2

%%/ / N
0. 22162

%%/ / N
0. 221576

X1‘Xo

JrfPoat =

FourierParsevalExact [expr,{X, Xy, X;},n]

berechnet unter Zuhilfenahme von FourierExpSeriesCoefficient-
Exact [1 die beiden Seiten der Gleichung (siehe fir a,, a,, b, S. 28):

3 o il 2 2
B+ 3 2y (@5 + b?).

Syntax von FourierParsevalExact[]

Optionsname Vorgabe
siehe siehe verfligt uber alle Optionen
Options[FourierTrig-  Options[FourierTrig-  von FourierTrigSe-
SeriesExact] SeriesExact] riesExact[]
Optionen von FourierParsevalExact[]
Dies zeigt die Anwendung I n[ 38] : = FourierParsevalExact[T, d, n]
der Parsevalschen Glei- out[38]= -2 . Z 8
2 7 4 (-1+4n?)%2

chung auf f (def. auf S.
52). Wir schlieen daraus,
dai3 gilt:

= 7r2—8
Z 4 16

n= n -
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3 Paketbeschreibung 3.2 Exakte Berechnungen

Mittels der Option Fou- I n[ 39] : = FourierParsevalExact[Ff, d, n,
rierFunction konnen wir FourierFunction- > Evaluate]
wenn méglich die Summe Qut[39] = True

auf der rechten Seite eva-
luieren. Falls Mathematica
diese berechnen kann, stellt
es die Gleichheit beider
Seiten der Gleichung fest.

Mit der Option Fourier- I n[ 40] : = FourierParsevalExact[Ff, d, n,
Number wird die Summe FourierNumber- > 10]

nur bis zu einem bestimm- ut [ 40] = 1 2089225532208682

ten n, evaluiert. Anschlie- 2 42337793743245r

Rend wird die gesamte In[41]:= %/ /N

rechte Seite der Gleichung Qut[41] = 0. 0000145612

von der linken subtrahiert.
Dies spiegelt quasi die Aus-
sage der Besselschen Un-
gleichung wider.

3.2.1.10 PlotFourierImageExact[]

PlotFourierImageExact [expr,{X, Xy, X;},n,n,]

zeichnet expr und die mit FourierExpSeriesExact [] berechnete abge-
brochene Fourierreihe von expr der Ordnung n, in dasselbe Diagramm.

Syntax von PlotFourierlmageExact[]

Optionsname \Vorgabe

siehe siehe verfugt Uber alle Optionen

Options[Integrate]® Options[Integrate] des Mathematica-Befehls
Integratel[]

Optionen von PlotFourierimageExact[] — weiter auf nachster Seite

8Beschreibungen zu den Optionen finden sich in [Wolfram97a] im Abschnitt 3.5.8 auf S. 879 und auch in
der Online-Dokumentation von Mathematica.
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3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

Fortsetzung vorheriger Seite

Optionsname

Vorgabe

siehe Options [Plot]®

siehe Options [Plot]

verfligt uber alle Optionen
des Mathematica-Befehls
Plot[]

FourierBasis

FourierContinue

FourierExpCoefficient

FourierPlot

Exp

Null

die anzuwendende Inte-
grationsmethode (siehe
Bem. 3.2.1); weiterer mog-
licher Wert: Trig

die periodischen Fortset-
zungen

der bereits mit Fourier-
ExpSeriesCoefficient-
Exact [] berechnete Term

die zu zeichnende(n) Funk-
tion(en); mogliche Werte:
1..nur expr

2..nur F (expr)

3.. expr und F (expr)

Optionen von PlotFourierimageExact[]

Die blau gezeichnete Kurve
ist der Graph der Funktion
f (def. auf S. 52), die rote
der Graph der abgebroche-
nen Fourierreihe 7,(f)(t).

In[ 42] : = PlotFourierlmageExact[T, d, n, 2]

n=2
1
0.8
0.6
0.4
0.2
1 2 3 4 5 6

Qut[42] = - G aphi cs-

9Beschreibungen zu den Optionen finden sich in [Wolfram97a] im Abschnitt 1.9.3 auf S. 138 und auch in
der Online-Dokumentation von Mathematica.
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3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

Mittels der Option
FourierContinue ha-
ben wir die Mdglichkeit,
Funktion und die zuge-
horige Approximation in
einem gréRerem Intervall
zu betrachten (vgl. auch
PlotPeriodicalContin-
uation).

Die Option FourierPlot
gestattet es uns, jeweils
entweder f oder 7y (f)
auszublenden. Im Beispiel
ist nur der Graph von ¥,(f)
dargestellt.

Dies soll noch einmal

im Zusammenhang mit
dem ndchsten Beispiel

die Benutzung der Option
FourierExpCoefficient
und die daraus resultierende
Zeitersparnis verdeutlichen.

In[ 43]: = PlotFourierlmageExact[t + Sin[t] 2,
{t, -7, ©}, n, 2, FourierContinue- > 1]

n=2

Qut[43] = - G aphi cs-

I n[44] : = PlotFourierlmageExact[t"3+t 2+t +1,
{t, -m, n}, n, 2, FourierPlot->11//
Timing

n=2

20
15

10

Qut [ 44] = {14.23Second, - Graphi cs-}

I n[ 45] : = cn = FourierExpSeriesCoefficientExact]
tT3+t72+t+1, {t, -7, x}, nl
1
Qut [ 45] = H[n::o,§(3+nﬂ,

I (-1)"(-6-2In+n?(1+n?))
£ ]
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3 Paketbeschreibung 3.2 Exakte Berechnungen

Hier wird der im vorherigen I n[46]: = PlotFourierImageExact[t ™3+ t72+ t +1,
Beispiel in cn gespeicherte {t, -, 7}, n, 2, FourierPlot->1,
Fourierkoeffizient verwendet FourierExpCoefficient- >cn]//
(vgl. Laufzeit). Timing

n=2

20
15

10

\ ;
-3 -2 -1 1 2 3
-5
-10

Qut[46] = {1.1Second, - G aphi cs-}

3.2.1.11 PlotFourierAnimationExact[]

PlotFourierAnimationExact [expr,{X, Xy, X;},n,n,]

zeichnet expr und die mit FourierExpSeriesExact[] berechneten
abgebrochenen Fourierreinen von expr der Ordnungen n = 0...n, in
jeweils dasselbe Diagramm.

Syntax von PlotFourierAnimationExact[]

Optionsname \orgabe

siehe Options[Plot- siehe Options [Plot- verflgt tber alle Optionen

FourierImageExact] FourierImageExact] der Funktion PlotFou-
rierImageExact[]

FourierStep 1 die Schrittweite; weitere
maogliche Werte: 2, 3, ...

Optionen von PlotFourierAnimationExact[]
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3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

Im Beispiel sehen wir das
Ergebnis von PlotFou-
rierAnimationExact []
angewendet auf f (def.
auf S. 52). Diese Bilder
lassen sich nun z. B. mit-
tels Doppelklick auf ei-
nes der Bilder animieren
[Wolfram97a]. Es wurde
zur besseren Orientierung
in der Voreinstellung ei-
ne BildUberschrift mit der
jeweiligen Ordnung der ab-
gebrochenen Fourierreihe
angebracht, was sich auch
wahrend der Animation als
vorteilhaft erweist.

Qut[47] = {-CGaphics-, -G aphics-, - G aphi cs-}

I n[ 47] :

PlotFourierAnimationExact[f, d, n, 2]

n=0

n=2

1

2

3

4

5

6
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3 Paketbeschreibung 3.2 Exakte Berechnungen

Dies erzeugt eine Liste mit I n[ 48] : = PlotFourierAnimationExact[t, {t, -1, 2},
Grafik-Objekten. Mittels n, 5, PlotRange- > {-1, 2},
DisplayFunction->Iden- Ticks- > {{-1, 1, 2}, {-1, 1, 2}},

tity wird die sofortige DisplayFunction- > ldentity]

Ausgabe unterdriickt, da Qut[48] = {- G aphics-, -G aphics-, - G aphics-,

wir hier die einzelnen Bil- - Graphi cs-, - G aphi ¢s-, - Graphi cs-}

der aus Platzgrinden bes-
ser anordnen wollen. Die
explizite Einstellung von
PlotRange stellt sicher,
dal’ die Skala in jedem
Grafikteil dieselbe ist.

Dies zerlegt die Grafiken I n[49] : = Show[GraphicsArray[Partition[%, 2]1]]
in drei Zeilen und zeigt die

sich ergebende Bilderanord- =0 ne1

nung. 2 i 2
1 1
-1 1 2 -1 1 2
1 1
n=2 n=3
2 2
1 1
\
1 2 - 1 2
1 1
n=4 n=5
2 2
1 1
\ \
- 1 2 - 1 2
-1 -1

Qut[ 49] = - Graphi csArray-
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3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

Hier wird mittels der Opti-
on FourierStep nur jedes
zweite Bild in die Animati-
on mit aufgenommen, was
gerade bei langsam kon-
vergierenden Fourierreihen
natzlich sein kann.

I n[ 50] : = PlotFourierAnimationExact[t™2,
{t, -1, 2}, n, 6, PlotRange- > All,
Ticks-> {{-1, 1}, {-1, 1}3},
FourierStep- > 2,
DisplayFunction- > ldentity]
Qut [50] = {-Graphics-, -G aphics-, - Gaphics-,
-G aphics-}

I n[ 51] : = Show[GraphicsArray[Partition[%, 2]]1]

n=0 n=2
: G
1 1 -1 1
n=4 n=6
k: '
-1 1 -1 1

Qut[51] = - Graphi csArray-

3.2.1.12 PlotFourierAmplitudeSpectrumExact []

PlotFourierAmplitudeSpectrumExact [expr,{X, Xy, X;},n,n,]

zeichnet unter Zuhilfenahme von FourierExpSeriesCoefficient-
Exact []1 die Gesamtamplituden der Fourierreihe von expr als Werte tiber
den diskreten Frequenzen firn = 1...n,.

Syntax von PlotFourierAmplitudeSpectrumExact[]

Optionsname \orgabe
siehe siehe verfugt Uber alle Optionen
Options[Integrate]’®  Options[Integrate] des Mathematica-Befehls

Integratel]

Optionen von PlotFourierAmplitudeSpectrumExact[] — weiter auf nachster Seite

10Beschreibungen zu den Optionen finden sich in [Wolfram97a] im Abschnitt 3.5.8 auf S. 879 und auch in
der Online-Dokumentation von Mathematica.
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3 Paketbeschreibung

3.2 Exakte Berechnungen

Fortsetzung vorheriger Seite

Optionsname

Vorgabe

siehe Options [Plot]™

siehe Options [Plot]

verfligt uber alle Optionen
des Mathematica-Befehls
Plot[]

FourierBasis

FourierExpCoefficient

FourierStep

Exp

Null

die anzuwendende Inte-
grationsmethode (siehe
Bem. 3.2.1); weiterer mog-
licher Wert: Trig

der bereits mit Fourier-
ExpSeriesCoefficient-
Exact[] berechnete Term

die Schrittweite; weitere
maogliche Werte: 2, 3, ...

Optionen von PlotFourierAmplitudeSpectrumExact([]

Dies zeichnet das Ampli-
tudenspektrum von f (def.
auf S. 52), wobei gut er-
kennbar ist, dal f recht
schnell durch die zugeho-
rige Fourierreihe approxi-
miert wird.

In[52]:=
d, n, 10]

PlotFourierAmplitudeSpectrumExact[T,

1 2 3 4 5
Qut[52] = - Graphi cs-

lll..n
6 7 8 9 10

H1Beschreibungen zu den Optionen finden sich in [Wolfram97a] im Abschnitt 1.9.3 auf S. 138 und auch in
der Online-Dokumentation von Mathematica.
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Hier konvergiert die Fou- I n[ 53] : = PlotFourierAmplitudeSpectrumExact[t™3
rierreihe nur langsam gegen +Sin[t], {t, -1, 2}, n, 20,

die Funktion t3 + sint. Die FourierStep- > 2]

Option FourierStep er-
maoglicht hier eine bestimm-

. . An
te Schrittweite anzugeben, 5 5
die die zu zeichnenden Am- '
plituden bestimmt. 2
1.5
1
0.5 | |

Qut [ 53] = - Graphi cs-

3.2.1.13 PlotFourierPhaseSpectrumExact[]

. n
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

PlotFourierPhaseSpectrumExact [expr,{X, X,,X;},n,n,]

Frequenzen fiirn = 1...n,.

zeichnet unter Zuhilfenahme von FourierExpSeriesCoefficient-
Exact [] die Phasen der Fourierreihe von expr als Werte tiber den diskreten

Syntax von PlotFourierPhaseSpectrumExact[]

Optionsname Vorgabe

siehe siehe verfligt uber alle Optionen
Options[PlotFourier-  Options[PlotFourier-  der Funktion PlotFou-
AmplitudeSpectrum- AmplitudeSpectrum- rierAmplitude Spec-
Exact] Exact] trumExact []
FourierAngle Degree ob Winkel in Grad oder

Bogenmall angegeben
werden soll; weiterer mog-
licher Wert: Radian

Optionen von PlotFourierPhaseSpectrumExact[]
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3.3 Verwendung von Calculus‘FourierTransform*

Dies zeichnet das Phasen-
spektrum der Funktion f
(def. auf S. 52).

Mittels der Option
FourierAngle lalt sich die
Einheit der Ordinate zwi-
schen Grad- und BogenmaR
frei wahlen.

I n[ 54] : = PlotFourierPhaseSpectrumexact[f, d, n,
10]

arg c,
175
150
125
100

75

50

25

1 23 456 7 8 9 10"

Qut [ 54] = - Graphi cs-

I n[ 55] : = PlotFourierPhaseSpectrumExact|
Cos[t]"2, {t, -1, 2}, n, 10,

FourierAngle- > Radian,
Ticks- > {Automatic, {-n/ 2, n/ 2}}]

arg cp

N

-z
T2

Qut [ 55] = - Graphi cs-

3.3 Verwendung von Calculus‘FourierTransform®

Hier sind solche Funktionen gemeint, die die im Paket Calculus‘FourierTransform*
bereitgestellten Funktionen ihrer Aufgabe entsprechend zur Berechnung heranziehen.
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3 Paketbeschreibung 3.3 Verwendung von Calculus‘FourierTransform*

I A=
[ Hinweise
[ Exakte Berechnungen

~ Verwendung von Calculus FourierTransform’

FourierTable[o, {o, o, o}. o. o]
HFourierTable[o. {o. o. o}. o. O]
FlotFourierImage[o. {o. o. o}. o. o]
HPlotFourierImage[o. {fo. o. o}. o. o]
FPlotFourierdnimation[o. {o, o, o}, o, o
HPlotFourierAnimation[o. {o. o. o}. o. o]
PlotFourierAmplitudeSpectrumn[o. {o. o, o}. o. o]
HPlotFourierAaplitudeSpectrumnfo, {o. o, o}, o. o]
PlotFourierPhaseSpectrun[o, {o, o, oY}, o, o]
HPlotFourierPhaseSpectrun[o. {o. o. o). o. o]

[* Interaktive Eingabe =

Abb. 3.3: Screenshot von FOURIERPALETTE.NB - Verwendung von Calculus ‘Fou-
rierTransform®

3.3.1 Syntaxbeschreibung

3.3.1.1 FourierTable[], NFourierTable[]

FourierTable [expr,{X, X,,X;},n,n,]

berechnet unter Zuhilfenahme von FourierExpSeriesCoefficient[]
aus dem Paket Calculus ‘FourierTransform® die Koeffizienten von

T

. in X . . .
cos nxlz_”xox, sin nxlzfxox, e %" die Gesamtamplituden und die Phasen

der Fourierreihe von expr fir n = 0...n, und stellt diese fiir das jeweilige n
in Matrixform dar.

NFourierTable [expr,{X, Xy, X;},Nn,N,]

berechnet unter Zuhilfenahme von NFourierExpSeriesCoefficient[]
aus dem Paket Calculus‘FourierTransform* die Koeffizienten von

T

. in—=-x . .
cos nxlz_”xox, sin nxlzfxox, e %" die Gesamtamplituden und die Phasen
der Fourierreihe von expr fir n = 0...n, und stellt diese fiir das jeweilige n

in Matrixform dar.
Syntax von FourierTable[], NFourierTable[]
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3 Paketbeschreibung 3.3 Verwendung von Calculus‘FourierTransform*

Optionsname Vorgabe

FourierShowFormula False ob die erklarende Fourier-
reihe ausgegeben wird

FourierStep 1 die Schrittweite; weitere
maogliche Werte: 2, 3, ...

FourierVariables {a,b,c, A, O} die Auswahl der Varia-
blennamen

Optionen von FourierTable[], NFourierTable[]

Dies zeigt fur f (def. auf
S. 52) die Tabelle wichtiger
Werte der Fourierreihe von
f und die dafiir bendtigte
Rechenzeit. Die Ergebnisse
werden moglichst in ihrer
genauesten Darstellung, also
als Briiche ausgegeben.

NFourierTable[] be-
rechnet intern die Werte
der Tabelle numerisch,

aus Platzgriinden wur-

de hier auf lange Nach-
kommastellen mittels N []
verzichtet. Im Vergleich
zum vorherigen Beispiel ist
NFourierTable[] schnel-
ler als FourierTable[],
wenn auch ungenauer (siehe
Bem. 3.2.2, 3.3.1).

I n[ 56] :
out [ 56]

I n[57] :
Qut[57] =

FourierTablel[f, d, n, 31// Timing
{1.87Second,

n a, b, c2n ﬁ" g,

o = 0 = -

. "4 0 It }

~ A -~ _— JT
O
g 157 1 &

3 “3x 0 “3x 3 T
N[NFourierTable[T, d, n, 3, 1// Timing, 1]
{0. 7Second,

n an bn Cn An g_§I'1

0O 0.7 0 0.7 2. 0

1. -0.4 0 -0.2 0.4 3. |}

2. -0.09 0 -0.04 0.09 3.

3. -0.03 0 -0.01 0.03 3.

Bemerkung 3.3.1 Die N-Formen nutzen intern NIntegrate[] (statt Integrate[]) und damit
numerische Algorithmen zur Berechnung der Integrale, die meist schneller, jedoch nur angenaher-
te Losungen liefern. Neben dem Zeitvorteil bietet sich auch der Versuch, die N-Formen zu nutzen,
an, falls eine symbolische Integration mit Mathematica nicht zum Ziel fuhrte.

78



3 Paketbeschreibung 3.3 Verwendung von Calculus‘FourierTransform*

NFourierTable[T, d, n, 20]1;// Timing
{15. 43Second, Nul | }

Dies demonstriert den Ge- I'n[58]:
schwindigkeitsunterschied Qut [ 58]

der beiden Funktionen FourierTableExact[f, d, n, 20]//N; //
NFourierTable[] und Timing

FourierTableExact [] Qut[59] = {3.84Second, Nul | }
(siehe Bem. 3.2.2, 3.3.1).

I n[59] :

3.3.1.2 PlotFourierImagel[], NPlotFourierImage[]

PlotFourierImage [expr,{X, X,,X;},n,n,]

zeichnet expr und die mit FourierExpSeries[] bzw. FourierTrig-
Series[] aus dem Paket Calculus‘FourierTransform‘ berechnete
abgebrochene Fourierreihe von expr der Ordnung n, in dasselbe Dia-
gramm.

NPlotFourierImage [expr,{X, X,,X;},n,n,]

zeichnet expr und die mit NFourierExpSeries[] bzw. NFourierTrig-
Series[] aus dem Paket Calculus‘FourierTransform‘ berechnete
abgebrochene Fourierreihe von expr der Ordnung n, in dasselbe Dia-
gramm.

Syntax von PlotFourierimage[], NPlotFourierlmage[]

Optionsname \orgabe

siehe Options [Plot]* siehe Options [Plot] verfiigt tiber alle Optionen
des Mathematica-Befehls
Plot[]

FourierBasis Exp die anzuwendende Fourier-
reihe; weiterer moglicher
Wert: Trig

Optionen von PlotFourierimage[], NPlotFourierlmage[] — weiter auf nachster Seite

2Beschreibungen zu den Optionen finden sich in [Wolfram97a] im Abschnitt 1.9.3 auf S. 138 und auch in
der Online-Dokumentation von Mathematica.
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3 Paketbeschreibung

3.3 Verwendung von Calculus‘FourierTransform*

Fortsetzung vorheriger Seite

Optionsname Vorgabe

FourierContinue 0 die periodischen Fortset-
zungen

FourierPlot 3 die zu zeichnende(n) Funk-

tion(en); mogliche Werte:
1..nur expr

2.nur F (expr)

3.. expr und F (expr)

Optionen von PlotFourierimage[], NPlotFourierlmage[]

Dies zeigt die bendtigten In[60]:=
Rechenzeiten der drei auf
f angewandten Funktionen
PlotFourierImage[], Qut [ 60] =
NPlotFourierImage[] und In[61]: =
PlotFourierImageExact []
(siehe Bem. 3.2.2, 3.3.1).
Qut[61] =
In[62]:=
Qut[62] =

PlotFourierlmage[T, d, n, 20
DisplayFunction- > Identity]//
Timing
{10. 27Second, - G aphi cs- }
NPlotFourierimage[f, d, n, 20,
DisplayFunction- > Identity]//
Timing
{31. 2Second, - Graphi cs-}
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 20,
DisplayFunction- > Identity]//
Timing
{2. 31Second, - Graphi cs-}

3.3.1.3 PlotFourierAnimation[], NPlotFourierAnimation[]

dasselbe Diagramm.

dasselbe Diagramm.

PlotFourierAnimation[expr,{X, Xy, X;},n,n,]

zeichnet expr und die mit FourierExpSeries[] bzw. FourierTrig-
Series[] aus dem Paket Calculus‘FourierTransform® berechneten
abgebrochenen Fourierreihen von expr der Ordnungenn = 0...n; in jeweils

NPlotFourierAnimation[expr,{X, X,, X;},n,n,]

zeichnet expr und die mit NFourierExpSeries[] bzw. NFourierTrig-
Series[] aus dem Paket Calculus‘FourierTransform® berechneten
abgebrochenen Fourierreihen von expr der Ordnungenn = 0...n in jeweils

Syntax von PlotFourierAnimation[], NPlotFourierAnimation[]
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Optionsname Vorgabe

siehe Options[Plot- siehe Options [Plot- verfugt Uber alle Op-

FourierImage] FourierImage] tionen der Funktion
PlotFourierImage[]
bzw.
NPlotFourierImage[]

FourierStep 1 die Schrittweite; weitere
maogliche Werte: 2, 3, ...

Optionen von PlotFourierAnimation[], NPIlotFourierAnimation[]

Dies zeigt die bendtigten In[63]:= PlotFourierAnimation[f, d, n, 5,
Rechenzeiten der drei auf DisplayFunction- > ldentity];//
f angewandten Funktionen Timing
PlotFourierAnimation[], Qut[63] = {21.03Second, Null}
NPlotFourierAnima- I n[ 64] : = NPlotFourierAnimation[f, d, n, 5,
tion[] und PlotFourier- DisplayFunction- > Identity];//
AnimationExact[] (siehe Timing

Bem. 3.2.2, 3.3.1). Qut[64] = {9.61Second, Nul |}

I n[ 65] : = PlotFourierAnimationExact[f, d, n, 5,
DisplayFunction- > ldentity];//
Timing
Qut [ 65] = {7.03Second, Nul | }

3.3.1.4 PlotFourierAmplitudeSpectrum[],
NPlotFourierAmplitudeSpectrum[]

PlotFourierAmplitudeSpectrum[expr,{x, X,,X;},n,n,]

zeichnet unter Zuhilfenahme von FourierExpSeriesCoefficient[]
bzw. FourierCosSeriesCoefficient[] und FourierSinSeries-
Coefficient[] aus dem Paket Calculus‘FourierTransform® die
Gesamtamplituden der Fourierreihe von expr als Werte ber den diskreten
Frequenzen firn = 1...n,.

Syntax von PlotFourierAmplitudeSpectrum([], NPlotFourierAmplitudeSpectrum[] — weiter auf néchster Seite
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3.3 Verwendung von Calculus‘FourierTransform*

Fortsetzung vorheriger Seite

NPlotFourierAmplitudeSpectrum[expr,{X, X,,x;},n,n,]

zeichnet unter Zuhilfenahme von NFourierExpSeriesCoefficient[]
bzw. NFourierCosSeriesCoefficient[] und NFourierSinSeries-
Coefficient[] aus dem Paket Calculus‘FourierTransform® die
Gesamtamplituden der Fourierreihe von expr als Werte uber den diskreten
Frequenzen firn = 1...n,.

Syntax von PlotFourierAmplitudeSpectrum[], NPlotFourierAmplitudeSpectrum[]

Optionsname \Vorgabe

siehe Options [Plot]® siehe Options [Plot] verfiigt tiber alle Optionen
des Mathematica-Befehls
Plot[]

FourierBasis Exp die anzuwendende Fourier-
reihe; weiterer moglicher
Wert: Trig

FourierStep 1 die Schrittweite; weitere

maogliche Werte: 2, 3, ...

Optionen von PlotFourierAmplitudeSpectrum([], NPlotFourierAmplitudeSpectrum(]

Dies zeigt die bendtigten
Rechenzeiten der drei auf

f angewandten Funktionen
PlotFourierAmplitude-
Spectrum[], NPlotFou-
rierAmplitude Spec-
trum[] und PlotFou-
rierAmplitudeSpectrum-
Exact[] (siehe Bem. 3.2.2,
3.3.1).

| n[ 66] :

Qut [ 66]

In[67]:

Qut[ 67]

I n[ 68] :

Qut [ 68]

PlotFourierAmplitudeSpectrum([f, d, n,
10, DisplayFunction- > ldentity];//
Timing
{5.43Second, Nul | }
NPlotFourierAmplitudeSpectrum[f, d, n,
10, DisplayFunction- > ldentity];//
Timing
{9. 17Second, Nul | }
PlotFourierAmplitudeSpectrumExact[T,
d, n, 10, DisplayFunction- > ldentity];

/] Timing
{3.68Second, Nul |}

13Beschreibungen zu den Optionen finden sich in [Wolfram97a] im Abschnitt 1.9.3 auf S. 138 und auch in
der Online-Dokumentation von Mathematica.
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3 Paketbeschreibung 3.3 Verwendung von Calculus‘FourierTransform*

3.3.1.5 PlotFourierPhaseSpectrum[], NPlotFourierPhaseSpectrum[]

PlotFourierPhaseSpectrum[expr,{X, X,,X,},n, Nl

zeichnet unter Zuhilfenahme von FourierExpSeriesCoefficient[]
bzw. FourierCosSeriesCo efficient[] und FourierSinSeriesCo-
efficient[] aus dem Paket Calculus ‘FourierTransform® die Phasen
der Fourierreihe von expr als Werte uber den diskreten Frequenzen fir
n=1..n,.

NPlotFourierPhaseSpectrum[expr,{X,X;,X;},n,n,]

zeichnet unter Zuhilfenahme von NFourierExpSeriesCoefficient[]
bzw. NFourierCosSeriesCoefficient[] und NFourierSinSeriesCo-
efficient[] aus dem Paket Calculus‘FourierTransform® die Phasen
der Fourierreihe von expr als Werte uber den diskreten Frequenzen fir
n=1..n,.

Syntax von PlotFourierPhaseSpectrum[], NPlotFourierPhaseSpectruml]

Optionsname \Vorgabe

siehe siehe verfugt Uber alle Optionen

Options[PlotFourier-  Options[PlotFourier-  der Funktion PlotFou-

AmplitudeSpectrum] AmplitudeSpectrum] rierAmplitudeSpec-
trum[] bzw. NPlotFou-
rierAmplitudeSpec-
trum[]

FourierAngle Degree ob Winkel in Grad oder
Bogenmall angegeben
werden soll; weiterer mog-
licher Wert: Radian

Optionen von PlotFourierPhaseSpectrum[]
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3.4 Interaktive Eingabe

Dies zeigt die bendtigten
Rechenzeiten der drei auf
f angewandten Funktionen
PlotFourierPhaseSpec-
trum[], NPlotFourier-
PhaseSpectrum[] und
PlotFourierPhaseSpec-
trumExact [] (siehe Bem.
3.2.2, 3.3.1).

PlotFourierPhaseSpectrum[f, d, n, 10,

DisplayFunction- > ldentity];//

NPlotFourierPhaseSpectrum[f, d, n, 10,

DisplayFunction- > ldentity];//

PlotFourierPhaseSpectrumExact[f, d, n,

10, DisplayFunction- > ldentity];//

In[69]:=

Timing
Qut[69] = {6.09Second, Nul | }
In[70]:=

Timing
Qut[70] = {9.11Second, Null}
In[71]: =

Timing
Qut[71] = {3.68Second, Null }

3.4 Interaktive Eingabe

> Hinweise

[> Exakte Berechnungen

I Verwendung von Calculus FourierTransform’
~ Interaktive Eingabe

FDurierExpSgriesCDef ficientExact

FourierCosSeriesCoefficientExzact

FourierSinSeriesCoefficientExzact
FourierExpSeriezEzact

FourierTrigSeriesEzact
FourierTableEzact

FourierHarmonicDistortionExact
FourierParsevalEzact

PlotFourierIsageExzact

PlotFourierAnimationExact
PlotFourierimpli tudESpec:trulExact

PlotFourierPha=zeSpectrumEract

FourierTable
HFourierTable
FlotFourierImage
NPlDtFDurierIngge
PlotFourierAnimation
HPlotFourierinimation
PlDtFDurierAlplitudeSEectrul
NPlDtFDurierAlplitudeSEectrul
PlDtFDurierP92§35pectrul
HPlotFourierPhaseSpectrun

-

A

Abb. 3.4: Screenshot von FOURIERPALETTE.NB - interaktive Eingabe

Mit Mathematica 3.0 ist es in beschranktem Mal3e moglich, interaktive Eingaben zu ge-
stalten. Hier wurde mit dem Mathematica-Befehl Input[] ein einfacher Versuch unter-
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3 Paketbeschreibung 3.4 Interaktive Eingabe

nommen, die neuen Funktionen interaktiv zu nutzen. Durch Klicken eines Buttons (sie-
he Abbildung 3.4) in der Fourierpalette wird im aktuellen Notebook die entsprechende
Funktion gestartet, wobei vorher die notwendigen Daten vom Nutzer abgefragt werden.

Local Kemel Input

Eingabe der Funktion:
Help
Sin] |
El

Abb. 3.5: Screenshot - interaktive Eingabe

Dies ist wie zu Beginn dieses Kapitels erwahnt, kein wesentlicher Bestandteil der Di-
plomarbeit. Da die Dialoge zum Eingeben der Daten selbsterklarend sind, soll hier nicht
weiter darauf eingegangen werden.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben im ersten Kapitel einen kleinen Einblick in die Anwendung der Fourieranalyse
in der Praxis erhalten. Dabei wurde lediglich am Beispiel des Klanges verdeutlicht, dal3
Schwingungen aus vielen einzelnen harmonischen Schwingungen zusammengesetzt sein
kdnnen.

Im zweiten Kapitel wurden die zum Verstandnis der neuen Funktionen meines Paketes
notwendigen theoretischen Grundlagen der Fourieranalyse behandelt. Einige nitzliche
Funktionen stehen uns im Paket ftools.m zur Verfligung, mit denen wir fir viele periodi-
sche Funktionen die wichtigsten Fragen der Fourieranalyse beantworten kénnen.

Im dritten Kapitel wurden alle Funktionen meines Paketes ausfuhrlich und Besonderhei-
ten an ausgewahlten Beispielen erklért.

Wie wir im ersten Kapitel erfahren haben, ist das Ziel der Fourieranalyse das Auffin-
den der in einer periodischen Schwingung vorhandenen sinusférmigen Einzelschwingun-
gen. Interessant ware nun zu untersuchen, welche Frequenzen mit welchen Amplituden
in einem Zeitsignal f(t) enthalten sind, wenn das Zeitsignal nicht periodisch ist. Die
Untersuchung nichtperiodischer Funktionen bezeichnet man als Fouriertransformation.
Dies stellt ein Verfahren dar, welches auch fur nichtperiodische Funktionen alle Frequen-
zen liefert, die in einem Signal enthalten sind. Dabei wird der Ansatz verfolgt, daR die
Funktion f(t) eine periodische Funktion mit Periode 2p — oo ist. Die Fouriertransfor-
mation mit ihren Varianten (DFT, FFT) sowie die inverse Fouriertransformation sollen
nicht mehr Gegenstand dieser Diplomarbeit sein. Es finden sich in den meisten in den
Quellen angegebenen Biichern ausfuhrliche Abhandlungen zu diesem Gebiet. Das Paket
Calculus‘Fouriertransform‘ enthélt neben den Funktionen zur Fourieranalyse auch
einige Funktionen zur Behandlung der Fouriertransformation. Beschreibungen dazu fin-
den sich in [Wolfram97b] und in der Online-Dokumentation von Mathematica.
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A Fourier-Entwicklung einfacher
periodischer Funktionen

In folgendem wurde die Tabelle der Fourier-Entwicklung einfacher periodischer Funktio-
nen aus [Stocker97, S. 594] mit den Funktionen PlotPeriodicalContinuation[] und
FourierTrigSeriesExact[] bis auf die letzten beiden Beispiele (da keine Angabe von
f(t)) rekonstruiert.

Mitunter werden die Fourierreihen in der Vorlage fur gerade und ungerade n unterschie-
den, was die betreffenden Funktionen aus dem Paket nicht leisten. Um trotzdem ansatz-
weise einen Vergleich zu ermdglichen, wurde in diesen Féllen zusatzlich die abgebro-
chene Fourierreihe ausgegeben. Weiterhin sind die Fourierreihen in [Stocker97] fur die
allgemeine Periode T und den Parameter c (falls benutzt) angegeben. In diesem Anhang
wurden spezielle Vorgaben (T = 10,c = % - T = 2) flr diese Werte festgesetzt, da Mathe-
matica sonst bei der Integration selten gute Ergebnisse liefert. Die Funktionen wurden in
Abhangigkeit von T und ¢ formuliert, so dal durch Variation dieser Werte entsprechende
Funktionen und deren zugehérige Fourierreihen erzeugt werden kénnen.

In[1]:= T =10;
c:=1/5%T;
opt := Apply[Sequence, {Ticks-> {{{-T/8, ”- g} {-T/4, - ;}

(-2, 71} {-ama, 723y (7me m o Ty,
;

(-T.7-T {18, 75"} {114, 727} {112, 757}

.37, W77, _—
{814, »=-7) {78, 7 7h AT T ) (-1 1)
PlotRange- > All}];

O In[2]:= F=UnitStep[t-T/2+c] -UnitStep[t-T/2-c];
d:={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]

PlotFourierlmageExact[T, d, n, 10, opt]

2 2, 2(-1)"Cos [2t]Sin |2z
urzy= 2. 52N e [ Sin ]

n=1

nse
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Qut[2] =

In[3]:=

Qut[3] =

Qut[3] =

Qut[3] =

In[4]:=

Qut[4] =

Qut[4]=

n=10

oo\—{
n%i
Nl —

A
FH T
- G aphi cs-

f=UnitStep[t] -2+« UnitStep[t-T/2];
d:={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
FourierTrigSeriesExact[T, d, n, FourierNumber- > 5]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 10, opt]

= 2( -1+ (-1)%")Sin [t

Z_ nt

n=1
4sin[2] 4Sin[3] 4Sin[nt]
+ +
7T 3 5n
n=10
1/\\/ N
I T ] 31T 77
8 1 4 8
1 VAN
V4 \V/
- G aphi cs-

f=UnitStep[t] -2+ UnitStep[t-T/4] +2xUnitStep[t-3/4xT];
d:={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
FourierTrigSerieskExact[f, d, n, FourierNumber- > 5]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 10, opt]

= 16(-1)"Cos [%] Cos [t]sin[%]®
nZ[ Nt
4Cos [5] 4Cos[*%] 4Cos[nt]

+

37 5
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n=10

ool o
Nl —
w
—
~
_|
4

'1 V \Vj

Qut[ 4] = - Graphi cs-

In[5]:= F=UnitStep[t] -UnitStep[t-c/ 2] +UnitStep[t-T+c/2];
d:={t, 0, T};
FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 10, opt]
_ 1 & 2(-1)"Cos [ Sin %]
Qut[5]= ¢+ Z - —
n=1
n=10
1
T T 3T T ¢
8 7 2 ! 8

Qut[ 5] = - Graphi cs-

In[6]:= F=UnitStep[t-T/2+cC]-
2%« UnitStep[t-T/ 2] + UnitStep[t-T/2-c];
d:-= {t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 10, opt]
= 4(-1)"Sin[2]®sin [t

Qut[ 6] = Zgj _ (-1) [ 5 ] [ 5 ]

n=1

nr

89
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n=10

ool o
.b\—(
l
R
|3
—

Qut[ 6] = - Graphi cs-

O In[7]:= F=UnitStep[t-T/4+cl2]-
UnitStep[t-T/4-c/ 2] -UnitStep[t-3/4*T+cl/ 2]+
UnitStep[t-3/4xT-c/ 2];
d:={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]

PlotFourierlmageExact[T, d, n, 10, opt]

® 2(-1)"(Cos [3] - Cos [L0x]) Sin [0zt
O.Jt[?]:Z— ( ) ( [10} [10}) [5]

- nr
n=10
1 NN\
~ToT T 3T zg T
8 4 2 4
! \VARV/
Qut[ 7] = - Graphi cs-

0 In[8]:= F=UnitStep[t-T/8+c/2]-

UnitStep[t-T/8-c/ 2] -UnitStep[t-7/8*T+c/ 2]+
UnitStep[t-7/8*T-cl/ 2];
d:={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 10, opt]

=1 . 1 . 1
Qut[ 8] Zﬁ(—Sm[ﬁnn(l—M)] +S|n[%n7r<9—4t)}+

Sin [%nﬂ(31—4t)} ~Sin [%nﬂ(39—4t)])
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n=10

[
IN| —<.
nl
_slep
o3
pa—

Qut[ 8] = - Graphi cs-

InN[9]:= F=4/ TxtxUnitStep[t] - (8/ Txt-2) »xUnitStep[t-T/4]+

(8/ T+t-6) »xUnitStep[t-3/4xT];
d:={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]

FourierTrigSeriesExact[T, d, n, FourierNumber- > 5]

PlotFourierlmageExact[T, d, n, 3, opt]

= 32(-1)"Cos [2]Sin [w]®sin [0t
OJt[g]:Z_ b [4] [4] [5]

2.2
i n=sr
_8sin[Z] 8sin[3%] 8Sin(nt]
Qe[ 9] = 2 B 972 T 252
n=3
1
T
8 4
-1

Qut[9] = - Graphi cs-

InN[10]:= F=1-4/Txt* (UnitStep[t] -UnitStep[t-T/2])+
4 T% (£-T) = (UnitStep[t-T/ 2] -UnitStep[t-T]);
d:={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
FourierTrigSerieskExact[f, d, n, FourierNumber- > 5]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 3, opt]

2] . n nnt
Qut [ 10] = Zf” 1+ (-1)") Cos [ ]

nZ 2
n=1
8Cos [&] 8Cos [3']| 8Cos[nt]
Qut[10]= ﬂ2[5}+ 97r[25L 2572
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out [ 10]

In[11] :

out[ 11]

out[ 11]

In[12]:

out[12]

n=3

- G aphi cs-

F=8/Txt* (UnitStep[t] -UnitStep[t-T/8]) -16/ (6% T)=*
(€E-T/2) » (UnitStep[t-T/8] -UnitStep[t-7/8xT])+
8/ Tx (t-T) » (UnitStep[t-7/8xT] -UnitStep[t-T]);
d:={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 3, opt]
= 32(-1)"Sin[3E]Sin [

Z 3n??

n=1

n=3

ool —
NP

- G aphi cs-

T=6/Tx*tx* (UnitStep[t] -UnitStep[t-T/6]) -12/ (4%T)*
(tE-T/2) = (UnitStep[t-T/6] -UnitStep[t-5/6=x*T])+
6/ Tx (£-T) » (UnitStep[t-5/6xT] -UnitStep[t-T]);
d:={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 3, opt]
Z9(-1)"Sin[Zx]sin [t

27 nZ?

n=1
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n=3

ool —
NP

Qut[ 12] = - Graphi cs-
In[13]:= F=1/Txt;
d:={t, 0, T};
FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
PIotFourierImageExact[f, d, n, 3, opt]
Qut[13] = S Sln nm}
t1s)= 5 Z
n=3
1
A
Qut[ 13] = - G aphi cs-
In[14]:= F=2/ Txt* (UnitStep[t] -UnitStep[t-T/2])+
2/ T%x (€£-T) » (UnitStep[t-T/ 2] - UnitStep[t-T1);
d:={t, 0, T};
FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 3, opt]
_ S 2(-1)"Sin [t
Qut[14] = Z_ —

n=1
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A Fourier-Entwicklung einfacher periodischer Funktionen

n=3

ool —
ENE

Qut[ 14] = - Graphi cs-

O In[15]:= F=2/T* (t-T/2) » (UnitStep[t] - UnitStep[t-T1);
d:={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]

PlotFourierlmageExact[T, d, n, 3, opt]

©® 2Sin/[btt
Qut[ 15] = Z ,ﬁ

i nse

n=3

ool o
NP
N
w
P
-
°°‘—|
_|

Qut [ 15] = - Graphi cs-

[0 In[16]:= F=2/ Txt* (UnitStep[t] - UnitStep[t-T/2])-
2/ T%x (€£-T) » (UnitStep[t-T/ 2] - UnitStep[t-T1);
d:={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 3, opt]
1 32(-1+(-1)%")Cos [2]

Qut[16]= = 5
[ ] 2*; n2 .2




A Fourier-Entwicklung einfacher periodischer Funktionen

n=3

ool —
N
Nl —

3T 7T
4 8 T

Qut[ 16] = - Graphi cs-

O In[17]:= F=2/ (T-cC) »t* (UnitStep[t] -UnitStep[t-T/2+c/2])+
(UnitStep[t-T/2+c/ 2] -UnitStep[t-T/2-c/2])-
2/ (T-c) = (£t-T) » (UnitStep[t-T/2-c/ 2] -UnitStep[t-T]);
d:={t, 0, T};

FourierTrigSeriesExact[f, d, n]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 3, opt]

e e[ 1. ¢ Aincn [0n i~
o,:t[17]:§+25( 1+ (-1)"Cos [§]) Cos [
n=1

2n?s?
n=3
1
T T T 3T 77T T
8 4 2 4 8

Qut[17] = - Graphi cs-

0 In[18]:= F=1/c*tx (UnitStep[t] - UnitStep[t-cC]) +
(UnitStep[t-c] -UnitStep[t-T/2+c]) -1/ (c) = (€t-T/ 2)
(UnitStep[t-T/2+c] -UnitStep[t-T/2-c])-
UnitStep[t-T/2-c] -UnitStep[t-T+cCl+
1/cx (€E-T+2%cC) » (UnitStep[t-T+c] -UnitStep[t-T]);
d:={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]

FourierTrigSerieskExact[f, d, n, FourierNumber- > 5]

PlotFourierlmageExact[T, d, n, 3, opt]

® 5(-1)"(Sin[22]| +Sin[32])Sin [0t
QJt[lS]:Z* ( [5]22[5]) [5]

| nesr
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15+ i zt 1(g _ . 3t
out[18]= 3 (5 \/E)Sln[s]_5 15 vggﬁ)zgn[s}

n=3

ool o
Bl

Qut[ 18] = - Graphi cs-

INn[19]:= F=2/ (T-2%C) = (t-Cc/l2)*
(UnitStep[t-c/ 2] -UnitStep[t-T/2+cl/2])+
(UnitStep[t-T/2+c/ 2] -UnitStep[t-T/2-c/2])-
2/ (T-2%C) » (€E-T/2-2%C) %
(UnitStep[t-T/2-c/ 2] -UnitStep[t-T+c/2]);
d:={t, 0, T};
FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
FourierTrigSerieskExact[f, d, n, FourierNumber- > 3]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 3, opt]
_ 1 &10(-1)"(Cos [%F] - Cos [*g]) Cos [ g ]
Qut[19] = §+nzl TR
1 5(1++/5) cos %]
OJt[lg]— z— 37’(2 +
5(3(1-+/5) +3(-1++/5)) Cos [%] 5(1-+/5) Cos [3]
672 B 272
n=3
1
I

Qut[ 19] = - Graphi cs-
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In[20]:= F=2/ (T-C) »t* (UnitStep[t] -UnitStep[t-T/2+c/2])+
UnitStep[t-T/2+c/ 2] -UnitStep[t-T/2]-
UnitStep[t-T/2] -UnitStep[t-T/2-c/2] +2/ (T-C)=*

(€E-T/2+3/2c) » (UnitStep[t-T/2-c/ 2] -UnitStep[t-T]);
d:={t, 0, T};
FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 5, opt]
& (-1)"(4nm+5Sin[%])Sin [t
Qut[20]= ) - T
n=1
n=5
1
L
8 4
-1

Qut[ 20] = - G aphi cs-

In[21]:= F=2/ (T-2%C) = (t-Cc/l 2)*
(UnitStep[t-c/ 2] -UnitStep[t-T/2+cl/2])+
UnitStep[t-T/2+c/ 2]-
UnitStep[t-T/2] -UnitStep[t-T/ 2] -
UnitStep[t-T/2-c/2]1+2/ (T-2%C) * (t-T/2+C)=*
(UnitStep[t-T/2-c/ 2] -UnitStep[t-T+c/2])+
2 % (UnitStep[t-T+c/ 2] -UnitStep[t-T1);
d:={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 5, opt]
® 2(-1)"(3nr+5Sin[¢]-5Sin[4])Sin[t]

ut[21]= ) - — 5 5
nZl 3n“r

97



O

g

A Fourier-Entwicklung einfacher periodischer Funktionen

out[ 21]

In[22] :

Qut [ 22]

out[ 22]

I n[23]:

out[23] =

out[23] =

n=5

ool o
Bl

- G aphi cs-

F=36/Sqrt[3] *t* (T/2-1) » (T/2+t)/ T"3;
d={t, -T/ 2, T/ 2};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 2, opt]
. 18(-1)"Sin %] (Cosh [2%31] . sinh [L931])

), 3

n=1

NP
ool 4
ool —H
NP
N~

- G aphi cs-

F=4xtsx (T/2+1t)) (T/2)72% (UnitStep[t+ T/ 2] -UnitStep[t])+
4xtx (T/I2-1) (T/2)"2% (UnitStep[t] - UnitStep[t-T/2]);
d={t, -T/ 2, T/ 2};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
FourierTrigSeriesExact[T, d, n, FourierNumber- > 5]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 2, opt]

® 8(-2+ (-1)"+ (-1)%") Sin L]

). 3

n=1
32sin 4] 32Sin[%] 32Sin(t]
e 277 12573
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Bl
ool —
[
ENE]
Nl —

Qut[ 23] = - Graphi cs-
O In[24]:= F=
“dxtx (T/2+t) (T/2)72% (UnitStep[t+ T/ 2] -UnitStep[t]) +
4xtx (T/I2-1) (T/2)"2% (UnitStep[t] -UnitStep[t-T/2]);
d={t, -T/2, T/ 2};
FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
FourierTrigSerieskExact[f, d, n, FourierNumber- > 6]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 2, opt]
2 & 4(2+ (-1)"+ (-1)%") Cos [t ]
th[24]_§+;_ >
4Cos [%'] Cos [%] 4Cos %
th[24]:E7 2[5]7 [25]7 [25]
3 Vi T 9
n=2
1
I T T T T T
2 4 8 8 4 2

Qut[ 24] = - Graphi cs-

O 1n[25]:= F=t"2/ (T/2)"°2;
d={t, -T/2, T/ 2};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 2, opt]

1 < 4(-1)"Cos [0zt
Qut[25]= 2+ ) ( >22[5}

nesr

n=1
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out [ 25]

I n[ 26] :

out[ 26] =

Qut[26] =

out[ 26] =

In[27]: =

out [ 27]

Qut[27] =

Nl —
Bl
ool —
ool H
NP
nNl—

- G aphi cs-

f = Abs[Sin[2xt/ T]1;
d={t, -T/ 2, T/ 2};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
FourierTrigSeriesExact[T, d, n, FourierNumber- > 6]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 2, opt]

2 2(1+ (-1)") Cos [Pzt
§+Zi (1+(-1)7) [ 5 }
T

n=2 (*1+n2)7{'
2 4Cos [4] 4Cos %] 4Cos %]
x 38t 157  35g
n=2
1
T T T T T T
2 4 8 8 4 2
- G aphi cs-

T =SIin[2nxt/ T] » (UnitStep[t] -UnitStep[t-T/2]);
d={t, 0, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
FourierTrigSeriesExact[T, d, n, FourierNumber- > 6]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 2, opt]

1 & (1+(-1)MCos [2] 1 ont

;+;* (_1+n2)7( +§S|n[?]
l_zoos[%t] _2003[4%] _2003[6%] +13in[1}
T 3 157 357 2 5
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n=2

ool —
INEI
Nl —
»%
m\%
_‘

out [ 27]

- G aphi cs-

0 In[28]:= F=Abs[CosS[2*n/ Txt]];

d=(t, -T/ 2, T/ 2};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
FourierTrigSeriesExact[T, d, n, FourierNumber- > 6]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 5, opt]

2 &2+ (-1)")Cos [Hna(5+2t)|(-1+nSin[¥])
OJt[ZS]_ ;+r; (71+n2)7T
z 2
Qut [ 28] = %400s[5;rf<(5+2t)}4003[517;(:+2t>]
4Cos [2r(5+2t) ]
35
n=5
,I 71 7I I I I
2 4 3 8 y >

Qut[ 28] = - Graphi cs-

0 In[29]:= F=Cos[2*n/ T*t] + (UnitStep[t] - UnitStep[t-T/4])+
Cos[2* 7/ Txt] » (UnitStep[t-3/4xT] -UnitStep[t-T]);
d = {t, O, T};

FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
FourierTrigSeriesExact[T, d, n, FourierNumber- > 6]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 5, opt]

101



A Fourier-Entwicklung einfacher periodischer Funktionen

Qut[29] = %%oos [%%
2(-1)"Cos %] Cos [22-](-1+2nSin [%])

Z (—1+n2)7r

=2

=

11 it 2Cos [4'] 2Cos [%] 2Cos [%f]
mt[zg]—;+§@s[?}+ o - T N o
n=5
1
ToT ey 3T 7T 1
8 4 2 4 8

Qut[ 29] = - G aphi cs-

0 In[30]:= F=-Cos[t] » (UnitStep[t+T/ 2] -UnitStep[t])+
Cos[t] = (UnitStep[t] - UnitStep[t-T/2]);
d={t, -T/ 2, T/ 2};
FourierTrigSerieskExact[f, d, n]
PlotFourierlmageExact[T, d, n, 5, opt]
& nn(-2+ (-1)"Cos[5] + (-1)%"Cos[5]) Sin [ ]
Qut[30] = Z - ~25 + n%2

n=1

N~

I
]
I
NP
ool —
ool H
ENE]

Qut [ 30] = - Graphi cs-
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