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Schlichte Funktionen

* Sei

S={f D->Cl|flz)=z+a,z>+az>+ -
analytisch und injektiv}.

* Zu jedem einfach-zusammenhingenden Gebiet
G # C gibt es wegen des Riemannschen

Abbildungssatzes eine schlichte Funktion fe S
mit eitnem zu G dhnlichen Bildgebiet.



Kompaktheit von §

* Riemann hatte den Abbildungssatz bereits 1851
formuliert, aber sein Beweis war noch
unvollstindig. Koebe bewies um 1909 den
Abbildungssatz. Aullerdem zeigte er, dass S bzgl.
der Topologie der lokal-gleichméf3igen
Konvergenz kompakt 1st.

* Da g, ein stetiges Funktional 1st, existiert also

k,=max {|a(f)| |f€S }.



Bieberbachsche Vermutung

* Bieberbach bewies 1916 1n seinem Artikel

— Uber die Potenzen derjenigen Potenzreihen, welche
eine schlichte Abbildung des Einheitskreises
vermitteln. Semesterberichte der Preussischen
Akademie der Wissenschaften 38, 940-955

die Beziehung &, = 2, und 1n einer Fulinote schrieb
Cr.

— Vielleicht 1st tiberhaupt k, = 7 .
* Dies war also die Bieberbachsche Vermutung.
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Woher kommt die Vermutung?

* Bieberbach zeigte aullerdem, dass fiir » =2 1m
Wesentlichen nur die Koebefunktion

1

(I—Zz)2 :Z_ B

welche die Einheitskreisscheibe auf ein Gebiet mit
geradlinigem Schlitz abbildet, emne Losung des
Koeffizientenproblems ist. Er vermutete also, dass
dasselbe auch fiir n > 2 gilt.

(00)

| _ann,
_ZD n=1

K(z) =

I
(Y
| I 1 |




Die Lowner-Methode

* Lowner hatte 1923 die Idee, schlichte Funktionen
zu parametrisieren. Er zeigte, dass es zu jeder
Funktion f € S eine Familie {f(z,¢) | # = 0} mit

fe0=¢z+Y a,0)2"

gibt, deren Anfangsterm f(z,0) = f(z) 1st und die
der Lownerschen Differentialgleichung gentigt.



Die Lownersche
Differentialgleichung
* Dies ist die Gleichung Re p(z,7) > 0, wobei

= J@D
PED= e

Diese Gleichung driickt aus, dass die Bild-
gebiete /(D ,¢) fur alle » < 1 mit wachsen-

dem 7 wachsen. LOwner bewies mit dieser
Methode £;= 3.




Logarithmische Koeffizienten

* Es zeigte sich, dass es sehr schwer war,
Aussagen tiber die Koeffizienten a,(f)
schlichter Funktionen zu gewinnen.

» Leichter schien es, Aussagen iiber die
Koeffizienten d (f) der Funktion

¢(z)—1nf(z)—zdz

zu gewinnen. Diese he1Ben die logarithmischen
Koeffizienten von f.




Die Milinsche Vermutung

* Lebedev und Milin zeigten 1965 durch
Anwendung der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung, dass aus der Ungleichung

- > 4
;(nﬂ—k)[B%\dk‘ %[Hso

fir ein n € N die Bieberbachsche

Vermutung fiir den Index » + 1 folgt. Dies
war die Milinsche Vermutung.



Der Satz von de Branges

e Im Jahr 1984 bewies Louis de Branges die

Milinsche und damit die Bieberbachsche
Vermutung fiir alle n € N,

» Lenard Weinstein gab 1991 einen
vollstindig unabhingigen Beweis der
Milinschen Vermutung.

» Es zeigt sich aber, dass die beiden Beweise
doch eng miteinander zusammenhéngen.



Beweis von de Branges

* de Branges betrachtete die Funktion
- » 4
o)=Y 1, OHd, 0 =5

Durch Anwendung der Lownertheorie
konnte er zeigen, dass fiir geeignet gewihlte
Funktionen T, (7) die Beziehung ¢ (r)=0
und damit ¢(0) = - I:(,U(z) di <0, also die
Milinsche Vermutung gilt.



Die de Branges-Funktionen

* Das von de Branges gewihlte Funktionen-

system T, (¢), k= 0,...,n wird erklért durch
das gekoppelte Differentialgleichungs-
system

| |
L (1) - L ks1yn (1) = _Z L (1) - m L ks1yn (7)

mit der Anfangsbedingung
7, (0)=n+1-k.



Eigenschaften der de Branges-
Funktionen

* Hierdurch 1st das Funktionensystem T, (¢)
bereits eindeutig festgelegt. Damit der
Beweis von de Branges funktioniert,
miissen allerdings zusitzlich gelten:

limz, (£)=0

[ —

SOWIE
I, (1)<0.



Die Askey-Gasper-Ungleichung

» Wihrend der Grenzwert lim7,, () =0

[ >0

leicht bestimmt werden kann, konnte
de Branges die Bezichung 7, (r)<0

nicht beweisen. Es stellte sich heraus, dass
dies eine kurz vorher, namlich 1976, von
Askey und Gasper bewiesene Ungleichung
war. Hierfiir bendtigte de Branges eine
explizite Darstellung der Funktionen T, (7).



Der Beweis von Weinstein

e Im Jahr 1991 gelang Weinstein ein vollig
anderer Beweis der Milinschen Vermutung.

 Wihrend de Branges immer ein n € N fest-

hilt, betrachtet Weinstein die Vermutung
fiir alle n € N gleichzeitig.

 Fiir den Beweis von Weinstein benotigt
man die folgende Lownerkette der Koebe-
funktion.



[.oOwnerkette der Koebetunktion

* Diese Funktionenschar 1st gegeben durch
w(z,t):=K (e K(2)).

Das Bildgebiet dieser Funktionen ist die
Einheitskreisscheibe mit einem radialen
Schlitz 1st, welcher mit wachsendem 7> 0
cbenfalls wichst. Vorfithrung




Weilnsteins Beweis

* Weinstein berechnet nun die erzeugende
Funktion des Milinschen Ausdrucks:

M(z):= i @Z (n+1-k) % ~k|d, (0)’ %z””

= ;%—k\dk(O)\ @z

= e'w(z, 1)
I(l Y. dtiﬁi kld, (t)| Hw(z t)* %a’




Weinsteins Rechnung

« Mit der Lownerschen Differentialgleichung
zelgt Weinstein dann, dass sich fiir die
erzeugende Funktion M(z) die Gleichung

M(z)=S E}Z (D)4, (t)thz

ergibt, wobei A4,(¢) = 0 und

e'w(z,t)™"
1-w(z,1)’

=S A L
; w()Z



Beweisschluss

* Die Milinsche Vermutung ist also richtig, wenn
fiir die Koeffizienten der Funktion

e'w(z,0)" _
1-w(z,1)’

W (z,1) = S Ay ()"
n=1

gilt: A\ () =0.
* Dies zeigt Weinstein mithilfe emer weiteren

geschickten Umformung sowie dem
Additionstheorem der Legendrepolynome (1893).



de Branges versus Weinstein

* Es wurde die Frage nach der Identifizierung
der Funktionen A, (¢7) gestellt.

e Todorov (1992) und Wilf (1994) bewiesen
den tiberraschenden Zusammenhang

11, (1) ==\, (2).

Dies zeigt, dass die de Branges - Funktionen
und die Weinsteinfunktionen im Prinzip
Uiberemnstimmen.



Erzeugende Funktion der
de Branges-Funktionen

* Wie stark die de Branges-Funktionen mit
der Koebefunktion in Beziehung stehen,

zeigt 1hre erzeugende Funktion bzgl. n
[Koept, Schmersau 1996]: Vorfiihrung

B, (z,t):= Z 7, (1) 2™ = K(z2) w(z, t)k

=3 -y
2V

— K(Z)k-'-le_ktzEE(

j—1
j—k

J+1/2
2k +1

2y

—4K(z)e™ E



Hypergeometrische Funktionen

 Die Potenzreihe

e e a (0] 00
FB% ’ prZZA x* ZZa :

p qup”'abq F - k a k
deren Koeffizienten a, ein rationales Term-
verhiltnis haben

4 _(k+a)--(k+a,)  x

a,  (k+b)--(k+b) k+1

heil3t verallgemeinerte hypergeometrische
Funktion.




Koeffizienten
hypergeometrischer Funktionen

 Fiir die Koeffizienten der hypergeo-
metrischen Funktion erhédlt man die Formel

Bgl’.”’ap H: = (a) - (a,), x*
Sl W = aP AT TS T

wobel (a), = a(a+1)---(at+k-1) als
Pochhammersymbol (engl: shifted factorial)
bezeichnet wird.

q



Beispiele hypergeometrischer
Funktionen

e’ =,F,(x)

FE |-X
B/2| 4

SINX =X

<

Weitere Beispiele: cos(x), arcsin(x),
arctan(x), In(1+x), erf(x), ..., aber
beispielsweise nicht tan(x), ...



Bestimmung von Potenzreihen

 In der Arbeit

— Koepf, Wolfram: Power Series in Computer
Algebra, Journal of Symbolic Computation 13,
1992, 581-603

wurde ein Algorithmus zur Bestimmung der
Koeffizienten hypergeometrischer Potenz-
reithen vorgestellt.

* Vorfiihrung mit Maple




Explizite Darstellung der
Weinstein-Funktionen

* Auch die Weinstein-Funktionen A\ (7)
erweisen sich als hypergeometrisch:

w27 Qi+ j+10_
M= (- R
J—k[T n—]
Ltk +l +1/2,n+k+2,—n+k| _
=e 5 e
gn—k E E( k+3/2,2k +1 E
* Den Beweis dieser Darstellung fithren wir
cbenfalls automatisch.




Darstellung der Weinstein-
Funktionen

e Hierzu setzen wir wieder x:=e” und
bestimmen die Doppelreihe

-1 k+1 0
W, (2.x) = X w(z,x)"" _ Z Z a, (k)x’z"™

I_W(Za X)2 n=1 j=0

so dass
+k+1 +1/2,n+k+2,—n+k
E3FZ

Ao()=S a,()x’ =
W ()= 2 a, (k' =x gn—k k+3/2,2k +1

g



Weitere Algorithmen

* Weitere Algorithmen zur Arbeit mit
hypergeometrischen Funktionen und
Implementierungen in Maple findet man in

— Koepf, Wolfram: Hypergeometric Summation,
Vieweg, 1998.

* Insbesondere kann man automatisch
Rekursions- und Differentialgleichungen
hypergeometrischer Funktionen bestimmen.
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Zusammenfassung

* Die Milinsche und damit die Bieberbach-
sche Vermutung (1916-1984) ldsst sich also
durch geschickte Rechnungen beweisen,
wenn man die Lownerkette der
Koebefunktion genauer untersucht.

* Durch Algorithmen der Computeralgebra
(ab 1978) lassen sich viele dieser
Rechnungen automatisieren.



