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Aufgabe 1 (4 Punkte):

Auf der Menge M = {a,b,c} seien zwei Verkniipfungen A, [J gegeben durch ihre jeweili-
gen Verkniipfungstafeln

A‘a b ¢ Ola b c
alc a b ala c b
bla b c blc b a
clb ¢ a cla b c

a) Ist (M, A) eine Gruppe?
b) Ist (M,0) eine Gruppe?

Begriinden Sie Thre Antwort. Das Assoziativgesetz konnen Sie dabei vernachléssigen.

Aufgabe 2 (6 Punkte):

a) Berechnen Sie (Z/77)*, d.h. die Einheitengruppe im Ring Z/7 Z. Zeigen Sie, dass diese
Gruppe (Z/77Z)* zyklisch ist und berechnen Sie einen Erzeuger.

b) Ist die Gruppe (Z/157Z)* ebenfalls zyklisch? Begriindung!

Aufgabe 3 (7 Punkte):
a) Berechnen Sie das multiplikativ Inverse von 3 in Z/20 Z.
b) Berechnen Sie alle z € Z, die die beiden Kongruenzen

3z = 1mod 20
r = 3mod?7

erfiillen.
c¢) Berechnen Sie alle (1) z,y € Z mit

6x+9y=15.



Aufgabe 4 (9 Punkte):

Betrachten Sie den Graphen G = (V| FE) mit der Knotenmenge V' = {2,3,4,5,6,8,9,10}
und der Kantenmenge E = {{a,b} |a,b eV, a#0b, ggT(a,b) > 1}.

a) Zeichnen Sie G.

)
b) Ist G eulersch?
c) Gibt es in G einen Hamilton-Kreis?

d) Suchen sie einen maximalen vollstandigen Teilgraphen von G, d.h. suchen Sie einen

Teilgraphen K, bei dem n maximal ist.
e) Berechnen Sie die chromatische Zahl x(G).
f) Ist G plattbar?

Bitte begriinden Sie alle Ihre Antworten sorgfiltig!

Aufgabe 5 (3 Punkte):

Zeigen Sie, dass es in einem Graphen mit mindestens zwei Knoten stets zwei Knoten mit
demselben Grad gibt.

Aufgabe 6 (4 Punkte):

Essei S = {a,b,c,d} eine Menge mit 4 Elementen. Bestimmen Sie zweistellige Operatoren
@, ® sowie einen einstelligen Operator —, so dass (S, ®, ®, ) eine Boolesche Algebra wird.

Begriindung!

Losungen:

Aufgabe 1: a) (M, A\) ist eine Gruppe, denn: Eine Gruppe mit 3 Elementen ist Z/37Z =
{0, 1, 2,} mit + als Verkniipfung. Man erhilt die Verkniipfungstafel (beachte: andere
Reihenfolge!)




Setzt man a = 1, b =0, ¢ = 2, so erhilt man die Tafel fiir (M, A).
b) (M,0) ist keine Gruppe, denn: Es gilt aJa = a und ¢da = a. In einer Gruppe kann

man kiirzen, deshalb wiirde a = ¢ folgen.

Aufgabe 2: a) (Z/77)* ={1, 2,3,4,5,6},

wir rechnen: 2-2 =4, 2-2.2 =1, also ist 2 kein Erzeuger.

Weiter: 3-3=2,33=6,3'=4,3"=5,3°=1.

Wir sehen, dass die Ordnung von 3 gleich 6 ist. 3 ist also ein Erzeuger, und (Z/7Z)* ist
zyklisch.

Wir berechnen die Ordnung eines jeden Elements:

=1, 2=1,22=1,7=1,8=1,11"=1, 13" =1, 14* =1.

Es gibt also kein Element der Ordnung 8. Deshalb ist (Z/15Z)* nicht zyklisch.
Alternativ sicht man (Z/15Z)* ~ (Z/5Z)* x (Z/3Z)*.

Die Gruppe enthélt also eine Untergruppe der Form 7Z/27 x 7Z/27 und ist deshalb nicht
zyklisch.

Aufgabe 3: a) Mit dem Euklidischen Algorithmus berechnen wir den ggT von 3 und 20
und stellen diesen dar: 1 = 7-3+ (—1) - 20. Deshalb folgt 7-3 =1 1in Z/207Z. Also ist 7
das Inverse von 3.

b) Wir schreiben die Kongruenz 3« = 1 mod 20 nach Teil a) als x = 7 mod 20. Lose nun:

x = 7 mod 20
r = 3mod?7,

Berechne den ggT von 20 und 7 und stelle ihn dar: 1 = (—1) - 20 + 3 - 7. Dann 16st
xg = (—1)-20-3+3-7-7 = 87 die Kongruenz. Jede Losung ist von der Form z = 87+ \-140
mit A € Z.

c¢) Bestimme eine Losung durch Raten: 6 -1+ 9-1 = 15, also (z9,y0) = (1,1), oder mit
dem Euklidischen Algorithmus: ggT (6,9) =3=(—1)-6+1-9also 15=(-5)-6+5-9
also (Zo, 7o) = (—5,5).

Sei (z,y) eine weitere Losung, so gilt 6z + 9y = 6x9 + 9y also 2 (x — z9) = 3 (yo — v),
dann muss x —zy = 3k und yo —y = 2 k. Zahlen dieser Form sind auch Loésungen, deshalb
ist die Losungsmenge gleich {(1+3k,1—2k) | k € Z}.

Aufgabe 4: a)



b) G ist nicht Eulersch, denn der Knoten 5 hat den Grad 1.

¢) G enthélt keinen Hamilton-Kreis, denn ein solcher Kreis miisste auch durch den Knoten
5 gehen und wiirde dann den Knoten 10 zweimal durchlaufen.

d) G enthidlt K5 mit den Knoten 2,4,6,8,10. G enthilt aber keinen Kjg; die einzigen
Knoten mit einem Grad > 5 sind 10 und 6.

e) x(G) = 5, denn: Da G den Graphen K3 enthilt, ist x(G) > 5. Andererseits kommt man
auch mit 5 Farbenaus: 2 -+1,4—-2,6—>3,8—>4,10—5,5—>1,3—1,9—2.
f) G ist nicht plattbar, denn: G enthélt K5 und Kj ist nicht plattbar nach Vorlesung.

Aufgabe 5: Es sei G ein Graph mit n Knoten, n > 2. Die Menge der Grade {deg (v)} ist
enthalten in der Menge {0, 1,...,n—1}. Wenn es ein v mit deg (v) = n—1 gibt, dann ist 0
kein Grad. Also gilt: |[{deg (v)}| < n—1. Somit ist die Abbildung deg : Knoten — {deg (v)}

nicht injektiv. Es gibt also zwei Knoten mit demselben Grad.

Aufgabe 6: Wir wissen, dass jede endliche Boolsche Algebra aus 2" Elementen besteht
und dann isomorph zur Potenzmengenalgebra auf der Menge {1,2,...,n} ist. Hier ist
n = 2 und somit ist S ~ {0, {1},{2}, {1,2}}.

Wir nennen a = 0,b = {1},c = {2},d = {1, 2},® = U,® = N,— = \ und erhalten z.B.
die Verkniipfungstafel & |a b ¢ d

Y

ala b ¢ d

b|b b d d
clc d ¢ d
d|d d d d
Fiir ® geht es analog. Auflerdem gilt ~a =d,~b=c,—~c=0b,~d = a.



