Sommersemester 2004

Diskrete Strukturen I, Klausur

22.9.2004

Name Vorname Matrikelnummer

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7

Punkte

Bitte schreiben Sie auf jeden Zettel, den Sie abgeben, deutlich Thren Namen.

Aufgabe 1. (5 Punkte) Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind. Fiir jede
richtige Entscheidung gibt es einen halben Punkt, fiir jede falsche wird ein halber Punkt abgezogen,

jedoch werden insgesamt nicht weniger als 0 Punkte vergeben.

(a) Falls jede natiirliche Zahl gerade ist, so liegt Kassel in Bayern.

(b) Ist M eine Menge mit n Elementen, so gibt es n? verschiedene bijektive Abbil-
dungen von M nach M.

(c¢) Eine Abbildung ist genau dann nicht injektiv, wenn es mindestens eine Urbild-
menge mit mehr als einem Element gibt.

(d) Eine Menge mit 5 Elementen hat genauso viele zweielementige wie dreielementige
Teilmengen.

(e) In jeder Menge mit mindestens 8 Elementen gibt es mehr sechselementige als
finfelementige Teilmengen.

(f) Fiir jedes n € N gilt s, , = 1.

(g) Jeder plittbare Graph mit vier Ecken enthilt Vj als Teilgraphen.

(h) Die erzeugende Funktion -, -, " ist invertierbar.
(
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i) Die erzeugende Funktion ) -, ist invertierbar.
)

j) Die Ableitung einer erzeugenden Funktion ist invertierbar.
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Aufgabe 2. (4 Punkte) Es seien M eine Menge und f : M — M eine Abbildung. Zeigen Sie: f ist genau

dann injektiv, wenn fiir alle Abbildungen g1, g2 : M — M gilt:

fogi=fog = g1=go.

Aufgabe 3. (2 Punkte) Zeigen Sie mit Induktion, dass fiir alle Mengen Aq, ..., A, und B gilt

(AL4U---UA,)NB=(A1NB)U---U(A,NB).




Aufgabe 4. (3 Punkte) Finden Sie einen geschlossenen Ausdruck fiir die erzeugende Funktion

A(z) =) (n+1)%a"

n>0

Aufgabe 5. (7 Punkte) Geben Sie eine explizite Formel fiir die durch folgende Rekursionsgleichung de-
finierte Folge an:

ap=1, a1 =0, ax=2 und a, = "Tan_o — 6a,_3 firn > 3.

Aufgabe 6. (2+2+3 Punkte) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass V,, nur fiir n < 4 pléattbar ist. Fiir
n > 5 kann man durch Entfernen von Kanten plittbare Teilgraphen erhalten. Es sei k(n) die maximale
Anzahl von Kanten, die ein solcher Teilgraph von V,, haben kann.

(a) Zeigen Sie: k(5) = 9.
(b) Bestimmen Sie k(6).

(¢) Entwickeln Sie eine Formel fiir k(n). (Hinweis: Verwenden Sie die Eulersche Formel.)

Aufgabe 7. (4+2 Punkte) Ein Dozent macht gern eine Tour zwischen seinen drei Lieblingskneipen.
Dabei trinkt er ausschliellich Krefelder oder Weizen. Im Ulenspiegel, wo er so oft einkehrt wie in den
beiden anderen Kneipen zusammen, trinkt er in 75 % der Fille Krefelder. Im b2 (hier ist er doppelt
so hidufig anzutreffen wie im Limerick) trinkt er beides gleich haufig, im Limerick aber ist das Altbier
schrecklich, daher trinkt er hier fiinfmal hiufiger Weizen als Krefelder.

(a) Eines Abends wacht er in einer Kneipe auf, sieht vor sich ein Weizen stehen, kann sich aber nicht
weiter orientieren. Wo befindet er sich aller Wahrscheinlichkeit nach?

(b) An einem anderen Abend passiert ihm dasselbe — aber diesmal steht vor ihm ein Krefelder. Ver-
schwommen meint er wahrzunehmen, dass er sich im Limerick befindet, obwohl er dort kaum Krefelder
trinkt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat er trotzdem Recht?
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Aufgabe 1:
richtig  falsch
(a) Falls jede natiirliche Zahl gerade ist, so liegt Kassel in Bayern. Y O
(b) Ist M eine Menge mit n Elementen, so gibt es n? verschiedene bijektive Abbil- O X
dungen von M nach M.
(c) Eine Abbildung ist genau dann nicht injektiv, wenn es mindestens eine Urbild- X (I

menge mit mehr als einem Element gibt.

(d) Eine Menge mit 5 Elementen hat genauso viele zweielementige wie dreielementige X O
Teilmengen.

(e) In jeder Menge mit mindestens 8 Elementen gibt es mehr sechselementige als (] X
fiinfelementige Teilmengen.

(f) Fiir jedes n € N gilt s, , = 1. X O
(g) Jeder plittbare Graph mit vier Ecken enthilt Vj als Teilgraphen. O X
(h) Die erzeugende Funktion ) ., 2™ ist invertierbar. X O
(i) Die erzeugende Funktion >°, o, #2"*1 ist invertierbar. O X
(j) Die Ableitung einer erzeugenden Funktion ist invertierbar. O X

Aufgabe 2: Zu zeigen sind zwei Richtungen.

Wir nehmen zuerst an, f ist injektiv. Nach Ubungsblatt 2, Aufgabe 3, existiert eine Abbildung g : M —
M, so dass g o f = idy;. Dann erhalten wir:

fogi=foga=gofogi=gofogs=idyogs =1idyogs= g1=go.

Die Riickrichtung zeigen wir indirekt: Wére f nicht injektiv, so gibe es z,y € M mit x # y und
f(z) = f(y). Wir betrachten dann die beiden konstanten Abbildungen g¢;(z) = = und ga(z) = y (fiir alle
z € M). Dann gilt zwar f o g; = f o go, aber es gilt nicht g1 = g¢o.

Aufgabe 3: (a) Wir betrachten einen plittbaren Teilgraphen von Vs mit maximaler Kantenanzahl &(5).
Es ist klar, dass dieser Teilgraph e = 5 Ecken hat und dass die Fliachen allesamt Dreiecke sind. Dies
bedeutet, dass zu jeder Fliche drei Kanten gehoren, von denen aber dann jede doppelt gezdhlt wurde.
Also gilt: 3f = 2k(5). Nach der Eulerformel e — k(5) 4 f = 2 erhéilt man dann 5 — k(5) + 2k(5) = 2, also
k(5) = 9.

(b) Wie oben erhilt man mit e = 6 den Wert k(6) = 12.
(c) Allgemein folgt mit den analogen Uberlegungen:

n—k(n)+ %k(n) =2, also k(n) = 3(n —2).

Aufgabe 4: Fiir n = 1 ergibt sich A; N B = A; N B, was sicher stimmt. Wenn wir annehmen, dass die
Aussage fiir n richtig ist, dann betrachten wir

AjUAs U UApUAni

als Vereinigung von n Mengen, indem wir A, U A, 41 als eine Menge auffassen. Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt dann

(AUAU---U (A, UA1)NB=(ANB)U---U((4,UA,+1)NB).
Wir wenden auf die letzte Menge das Distributivgesetz von N und U an (Lemma 1.4 aus der Vorlesung):
(A, UA,11)NB=(A,NB)U(A,+1NB).
Insgesamt gilt damit

(AjUAU---UAUA, 1)NB=(ANB)U---U(4A,NB)U(A,+1 N B).



Aufgabe 5: Wir machen den iiblichen Ansatz A(z) = > a,2™ und erhalten nach Einsetzen der Folgen-
n>0
glieder:

Alz) =14222+7 Z Gp_ox™ — 6 Z An_sz" =1+ 222 + 72> Z anpz” — 6x° Z i

n>3 n>3 n>1 n>0 (1)
=142z + T2?(A(x) — 1) — 62° A(x).

Also ergibt sich

Az) = 1 — 522 _ 1 — 522
VT 608 (1—2)(1— 22)(1 + 32)

Mit Partialbruchzerlegung erhalten wir
1 -3 : 1
A — 5 5 — 1— _2n n n
@)=y Z( L) e

also a, =1— 12" 4+ 1(=3)".
Aufgabe 6:

ZnJrl anz”+22n:€ +Z 1+x)+(1ixx)2+1ix

n>0 n>0 n>0 n>0 (2)
(14 z)+22(1 —x) + (1 — z)? 1+z

(1—x)? S (-

(Die geschlossenen Ausdriicke fiir die drei Teilreihen sind alle aus der Vorlesung bekannt.)

Aufgabe 7: Wir haben die folgenden Werte gegeben:

P(U>:% ) PU(K):%, also PU(W)Z%
Pb2) =%, Pp(K)=73, also  Py(W) =1
P(L):%a PU(K):%7 alSO PL(W):%

Daraus berechnen wir nach der Formel von der vollstéindigen Wahrscheinlichkeit:

PW) = PU)Py(W)+ P(b2)Py(W)+ P(L)PL(W)
_ L1 1115 3l
24 32 66 712
Entsprechend ergibt sich
41
P(L)y=1-P(W)=—.
(L)=1-PW) = —
(a) Wir berechnen
Py(W)P(U) _3-3 _ 9
Pu(U) = =iz
P(W) % 31
und analog
12 10
Py (b2) = 31 und Py (L) = 3

Daher befindet sich der Dozent aller Wahrscheinlichkeit nach im b2.

(b) Hier ist nur gesucht
PL(K)P(L) % ’ % 2
Pr(L) = — -2
(L) P(K) a4 g

also hat er mit einer Wahrscheinlichkeit von % Recht.



