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R. Kiistner Diskrete Strukturen II Wintersemester 2006/2007

Nachholklausur (10.9.2007)

1. Aufgabe (4+5 Punkte)
a) Zeigen Sie: Fiir alle a € Z gilt a®> # 5mod 6.
b) Zeigen Sie: Fiir alle a € Z gilt 6 |(a® + 17a).

2. Aufgabe (9 Punkte)
Berechnen Sie ggT(7884,6615) sowie z,y € Z mit ggT(7884,6615) = x- 7884 41 -6615.

3. Aufgabe (10 Punkte)
Berechnen Sie ggT(1764, 1092) mit Hilfe des binéren euklidischen Algorithmus.

4. Aufgabe (9 Punkte)
Untersuchen Sie, ob die lineare diophantische Gleichung 161x + 259y = 119 in Z X Z
l16sbar ist, und bestimmen Sie die Losungsmenge.

5. Aufgabe (10414 Punkte)
Bestimmen Sie fiir die folgenden beiden Kongruenzsysteme jeweils in Z die gemeinsame
Losungsmenge:

a) 3z =17mod 37, x = 38mod 53
b) 3z =2mod7, z =5mod13, 14z = 6mod 22
6. Aufgabe (5 Punkte)
Untersuchen Sie, ob die Zahl 44 ein primer Rest modulo 117 ist. Falls ja, so berechnen
Sie den zugehorigen inversen primen Rest.
7. Aufgabe (14746 Punkte)
a) Gibt es einen Graph mit sieben Knoten, die die Grade 0, 1, 2, 3, 4, 5 bzw. 6 haben?

b) Wie viele Knoten und wie viele Kanten hat ein 4-reguldrer, zusammenhéngender,
plattbarer Graph mindestens? Geben Sie ein Beispiel eines solchen Graphen mit
moglichst wenig Knoten und Kanten.

c) Zeigen Sie: Jeder zusammenhéngende, pldttbare Graph mit mindestens drei Knoten
hat mindestens drei Knoten, deren Grade nicht grofier als 5 sind.

8. Aufgabe (20 Punkte)
Gegeben sei der Graph G = (V, E) mit der Knotenmenge V={1,2,3,4,5,6,7} und der
Kantenmenge E={{a,b}: a,b €V,a # b,a = bmod p fiir mindestens eine Primzahl p}.
a) Geben Sie die Kantenmenge E explizit an (d.h. zéhlen Sie die Elemente von E auf).
b) Welche Grade haben die sieben Knoten von G jeweils?
c) Geben Sie die Adjazenzmatrix von G an.
d) Zeichnen Sie G’ mit moglichst wenig Kanteniiberschneidungen.
e) Ist G zusammenhdngend? Welchen Durchmesser hat G?
f) Ist G plattbar?
) Ist G eulersch?
)

Ist G hamiltonsch?
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R. Kiist

ner Diskrete Strukturen II Wintersemester 2006,/2007

Musterlosung zur Nachholklausur (10.9.2007)

1. Aufgabe (4+5 Punkte)

a)

Zeigen Sie: Fiir alle a € Z gilt a®> # 5mod6.

Da aus a = bmod 6 auch a? = b*>mod 6 folgt, geniigt es a®> £ 5mod 6 fiir die sechs
Reste a €{0,1,2,3,4,5} zu zeigen: 02 = 0 #Z 5mod 6, 12=1% 5mod6, 22 =4 £
5mod6, 32=9=3#5mod6, 42 =16=4#%5mod6, 5 =25=1 5mod6.
Oder:

Wir nehmen an, es gelte a? = 5mod 6 fiir ein a € Z, d.h. > = 6k+5 mit k € Z. Dann
ist insbesondere a? eine ungerade Zahl und demzufolge auch a selbst ungerade (denn
wenn a gerade wire, so wiire auch a? gerade, ja sogar durch 4 teilbar), d.h. a = 21+1
mit [ € Z. Hieraus folgt 4(1(1+1) — 1) = (20 +1)* — 5 = a® — 5 = 6k und folglich ist
[(I+1)—1 durch 3 teilbar, d.h. I(I+1) = 3m+1 mit m € Z. Dann kann aber weder [
noch [+1 durch 3 teilbar sein und somit mufl /—1 durch 3 teilbar sein, d.h. [ = 3n+1
mit n € Z. Dann folgt aber In(n+1)+2=Bn+1)B3n+2)=1(l+1) =3m+1
und hieraus 1 = 3(m — 3n(n + 1)), ein Widerspruch, da ja auch m — 3n(n+1) € Z.

Zeigen Sie: Fiir alle a € Z gilt 6 |(a® + 17a).

Es gilt a®+17a = a(a® —1)+18a = (a—1)a(a+1)+6-3a und unter drei aufeinander
folgenden ganzen Zahlen a —1, a und a+ 1 gibt es stets genau eine Zahl, die durch 3
teilbar ist, und auch immer mindestens eine Zahl, die durch 2 teilbar ist. Folglich
gilt immer 6 = 2-3 | (a — 1)a(a+ 1) und somit auch stets 6 |(a®+ 17a) fiir alle a € Z.
Oder:

Wegen (—a)® + 17(—a) = —(a® + 17a) geniigt es, 6|(n® + 17n) fiir alle ganzen
Zahlen n > 0 zu zeigen. Wir zeigen dies per vollstdndiger Induktion: Fiir n = 0
haben wir als Induktionsanfang, dafl 6|0 = 03 4+ 17 - 0 gilt. Wir machen die Induk-
tionsvoraussetzung, dafl fiir eine feste ganze Zahl n > 0 die Teilbarkeitsbeziehung
6 |(n® + 17n) gelte. Hieraus folgt, aufgrund der Beziehung (n + 1)3 + 17(n + 1) =
n*+3n?+3n+1+1Tn+17 = n*+17n+3n(n+1) + 18 und der Tatsache, dafi stets
entweder n oder n + 1 durch 2 teilbar ist und folglich auch immer 3n(n + 1) 4 18
durch 6 teilbar ist, dann, daB auch 6|((n + 1)* 4+ 17(n + 1)) gilt.

2. Aufgabe (9 Punkte)
Berechnen Sie ggT(7884,6615) sowie x,y € Z mit ggT(7884,6615) = - 7884 4y - 6615.

Der erweiterte euklidische Algorithmus liefert ggT (7884, 6615) = 27="73-7884—87-6615.

k || crag ag | ck 2k T yp Qo = 7884 > a; := 6615 > 0 und dann
0 7884 _87 1 0 QAp—1 = CrpQp + Qp41 mit C, Qp41 € N, WO-
1 6615 | 6615 | 1 73 0 1 bei 0 < Qpy1 < A, fir £k = 1,2,3,4, 5,6,
9 116345 1 1269 | 5 || —14 1| _1 stopp beiaz =0, dann ggT(ag, a1) = ag
3 || 1080 | 270 | 4 3 -5 6 26:=0,25:=1und 21 1= 2ky1 — 2k
4 | 189 | 189 | 1| -2 21| —25 firk=5,4,3,2,1, dannx =21, y = 2
5 162 81 2 1 —26 31 Ty = 1, T = 0’ Yo = O’ Y1 = 1 und
6 81 27| 3 0 73| 87 Lh+1 = Th—1 — CkThk; Yr+1 = Yk—1 — CkYk
7 0 fﬁrk:1727374757dannx:xﬁ;y:y(i




Zur Verifikation der Ergebnisse kann man nachrechnen, dafl 7884/27 = 292 = 2273
und 6615/27 = 245 = 5-7% sowie 73-7884 = 575532 und 87-6615 = 575505 gelten.

. Aufgabe (10 Punkte)
Berechnen Sie ggT(1764,1092) mit Hilfe des bindren euklidischen Algorithmus.

Zuerst berechnet man die Bindrdarstellungen der beiden Zahlen 1764 und 1092: Es gilt
1764 = 1024 + 512+ 128 + 64 + 32 +4 = 210+ 29 4+ 274 26 425 + 22 = 11011100100 und

1092 = 1024+ 6444 = 2'°420+2% = 10001000100. Die beiden doppelt unterstrichenen
Nullen repriisentieren einen gemeinsamen Faktor 4. Man rechnet nun

110111001 100010001 111111 10101
—100010001 —10101 —10101 —10101
10101000 11111100 101010 0

und erhélt ggT(1764/4,1092/4) = 21 = 10101 und so ggT(1764,1092) = 84 = 1010100.

Zur Verifikation des Ergebnisses kann man nachrechnen, dafl 1764/84 = 21 = 3-7 und
1092/84 = 13 gelten.

. Aufgabe (9 Punkte)
Untersuchen Sie, ob die lineare diophantische Gleichung 161x + 259y = 119 in Z X Z
l6sbar ist, und bestimmen Sie die Losungsmenge.

Diese Gleichung ist genau dann in Z x Z lésbar, wenn 119 durch ggT(161,259) teilbar
ist. Mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus berechnet man ggT(161,259) =
7=—-8-161+5-259. Da 7|119 = 17-7 gilt, ist die Gleichung also in Z x Z lésbar, und
da 161 = 23 -7 sowie 259 = 37-7 gelten, ist die Gleichung dquivalent zu der Gleichung
23x 4+ 37y = 17, bei welcher nun ggT(23,37) = 1 = —8-23 + 537 gilt. Hieraus ergibt
sich, daf ein Paar (z,y) € Z X Z genau dann eine Losung der Gleichung ist, wenn es
ein k € Z mit v = —8-17 — 37k = —136 — 37k sowie y = 5-17 + 23k = 85 + 23k gibt.
Wenn man hierbei k£ in der Form k& = —] — 4 mit [ € Z schreibt, so findet man, daf3 sich
die Losungsmenge auch noch in der Form {(12+ 371, =7 —23l) : [ € Z} darstellen 148t.

. Aufgabe (10+14 Punkte)
Bestimmen Sie fiir die folgenden beiden Kongruenzsysteme jeweils in Z die gemeinsame
Losungsmenge:

a) 3z =17mod 37, = = 38mod53

Mit etwas Uberlegen oder mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus findet
man, dafl ggT(37,3) =1 = 1.37—12-3 = 25-3—2:37, also auch 25-3 = 1 mod 37, und
dafl 25-17 = 425 = 11-37+ 18 = 18 mod 37. Daher ist die Kongruenz 3z = 17 mod 37
dquivalent zu x = 18 mod 37. Da 53 und 37 Primzahlen sind, gilt ggT(53,37) = 1
sowie kgV(53,37) = 53-37 = 1961 und demzufolge sind die beiden Kongruenzen
gemeinsam in 7Z l16sbar, wobei die gemeinsame Loésung modulo 1961 eindeutig ist.
Mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus findet man 1 = 7-53 — 1037,
hiermit gem#éf dem Chinesischen Restsatz dann die spezielle gemeinsame Losung
xo :=18-7-53 —38-10-37 = 18 —20-10-37 = 18 = 200-37 = 18 + 12-37 —4-53-37 =
462 +4-1961 = 462mod 1961 und somit die Restklasse [462],4,, = {462 + 1961k :
k € Z} als gemeinsame Losungsmenge.

Zur Verifikation des Ergebnisses kann man nachrechnen, dafl 462 — 38 = 424 = 8-53
sowie 462 — 18 = 444 = 12-37 und folglich auch 3-462 — 17 = 3(18 4 12-37) — 17 =
54 — 174 36 - 37 = 37- 37 gelten.



b) 3z =2mod7, x=5mod13, 14x = 6 mod 22
Die Kongruenz 3z = 2mod?7 ist wegen 5-3 = 15 = 1mod 7 sowie 5-2 = 10 =
3mod 7 dquivalent zu der Kongruenz x = 3mod 7. Die Kongruenz 14z = 6 mod 22
ist natiirlich dquivalent zu 7z = 3mod 11 und somit wegen 8 -7 = 56 = 1mod 11
sowie 8 -3 = 24 = 2mod 11 auch &quivalent zu der Kongruenz x = 2mod11.
Zu bestimmen ist somit also die gemeinsame Losungsmenge der drei Kongruenzen
r=3mod7, z =2mod11 und z = 5mod 13.
Die drei Primzahlen 7, 11 und 13 sind natiirlich paarweise teilerfremd und folglich
sind die drei Kongruenzen gemeinsam in Z losbar, wobei die gemeinsame Losung
modulo 1001 eindeutig ist, da ja 7-11-13 = 11-91 = 1001.
Mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus findet man ggT(7,11-13)=1=
41-7—2-143 und ggT(11,7-13)=1= —33-11+4-91 und ggT(13,711)=1=6-13—1.77,
hiermit gemé&fi dem Chinesischen Restsatz dann die spezielle gemeinsame Losung
xo:=3-(—2)-14342-4-91+5-(—1)-77 = —858 + 728 — 385 = —130 — 385 = —515 =
486 mod 1001 fiir die drei Kongruenzen und demzufolge die Restklasse [486],,,, =
{486 + 1001k : k € Z} als gemeinsame Losungsmenge fiir die drei Kongruenzen.
Zur Verifikation des Ergebnisses kann man nachrechnen, dafl 486 —3 = 483 =69-7
und 486 — 2 = 484 = 44-11 sowie 486 — 5 = 481 = 37-13 und desweiteren auch noch
3-486 — 2 = 1456 = 208 -7 sowie 14-486 — 6 = 6798 = 309 - 22 gelten.

6. Aufgabe (5 Punkte)
Untersuchen Sie, ob die Zahl 44 ein primer Rest modulo 117 ist. Falls ja, so berechnen
Sie den zugehorigen inversen primen Rest.

Die Zahl 44 ist genau dann ein primer Rest modulo 117, wenn sie modulo 117 multi-
plikativ invertierbar ist, d.h. wenn die Kongruenz 44z = 1 mod 117 in Z l6sbar ist, d.h.
wenn ggT(44,117) = 1 gilt, d.h. wenn 44 und 117 teilerfremd sind.

Mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus berechnet man ggT(44,117) =1 =
8-44 — 3-117. Demzufolge ist 44 ein primer Rest modulo 117 und der zugehorige inverse
prime Rest ist die Zahl 8.

Oder:

Es gilt 117 =913 = 3%13 und folglich p(117) =3-2-12 = 72. Falls 44 ein primer Rest
modulo 117 ist, dann gilt gemiB dem Satz von Euler 44”2 = 1mod 117 und dann ist
der Rest zo € {0,1,2,3,...,116} mit 44™ = 2y mod 117 der inverse prime Rest zu 44.
Man kann nun diesen Rest zy berechnen und priifen, ob er tatséchlich die Kongruenz
44x = 1 mod 117 erfiillt. Falls ja, so ist 44 tatséchlich ein primer Rest modulo 117 und
xo der zugehorige inverse prime Rest. Falls nein, so ist 44 kein primer Rest modulo 117.
Zur Berechnung von x( schreibt man 71 = 64+4+2-+1 und berechnet durch fortlaufen-
des modulares Quadrieren der Reihe nach modulo 117 die Potenzen 44!, 442, 44* 448
4464432 44%4 und anschliefend modulo 117 das Produkt 447 = 445444444244 Man
berechnet also zuerst 442 = (4-11)° = 16-121 = 16-117 + 64 = 64 mod 117 und dann
44* = (442) = 642 = 12832 = 11-32 = 352 = 1 mod 117. Hieraus folgt bereits, daf
xq = 443 eine Losung fiir 44x = 1mod 117 und somit 44 ein primer Rest modulo 117
ist. Desweiteren gilt 2, = 443 = 44244 = 64-44 = 128-22 = 11-22 = 242 = 8mod 117,
so dafl die Zahl 8 der inverse prime Rest zu 44 ist.

Zur Verifikation des Ergebnisses kann man nachrechnen, dafl 44 -8 = 352 = 1mod 117
gilt.



7. Aufgabe (14746 Punkte)

a)

Gibt es einen Graph mit sieben Knoten, die die Grade 0, 1, 2, 3, 4, 5 bzw. 6 haben?

Es gibt keinen solchen Graph, denn:

Bei einem Graph mit sieben Knoten konnen nicht gleichzeitig die beiden Grade 0
und 6 vorkommen.

Oder:

Bei einem solchen Graph wire die Summe der Grade gleich 21, eine ungerade Zahl.
Nach dem Handschlaglemma (Satz 2.1) ist dies aber nicht moglich.

Oder:

Bei einem Graph mit mehr als einem Knoten, kénnen nicht alle Knoten verschiedene
Grade haben, sieche Ubungsaufgabe 12.2.

Wie viele Knoten und wie viele Kanten hat ein 4-regulérer, zusammenhéngender,
plattbarer Graph mindestens? Geben Sie ein Beispiel eines solchen Graphen mit
moglichst wenig Knoten und Kanten.

Es sei G = (V,E) ein 4-regulirer, zusammenhéngender, plattbarer Graph mit
V| =n und |E| = m. Da G 4-regulér ist, haben alle Knoten den Grad 4. Demzu-
folge mufl n > 5 gelten und aufgrund des Handschlaglemmas (Satz 2.1) gilt auch
4n =y o deg(v) = 2m, d.h. 2n = m. Andererseits, da G’ zusammenhéngend und
plattbar und n > 5 > 3 ist, gilt geméfl Korollar 2.4 auch m < 3n — 6. Zusammen-
genommen folgt dann 2n =m < 3n — 6, d.h. n > 6, und folglich m = 2n > 12.

Ein Beispiel eines solchen 4-regulédren, zusammenhéngenden, plattbaren Graphen
mit 6 Knoten und mit 12 Kanten (und somit mit 12+2 —6 = 8 Gebieten, geméaf der
Eulerschen Polyederformel) erhélt man, indem man ein Viereck zeichnet und noch
je einen Knoten im Inneren und im AuBeren des Vierecks, welche man beide jeweils
iiberschneidungsfrei mit den vier Eckknoten des Vierecks verbindet. Es handelt sich
hierbei dann um eine ebene Zeichnung eines Oktaeders (d.h. Achtflichners).

Zeigen Sie: Jeder zusammenhéngende, plattbare Graph mit mindestens drei Knoten
hat mindestens drei Knoten, deren Grade nicht grofler als 5 sind.

Es sei G = (V, E) ein zusammenhéngender, plattbarer Graph mit |V| = n > 3 und
|E| = m. Es sei k die Anzahl der Knoten in V', deren Grad nicht grofler als 5 ist. Es
gilt also 0 < k£ < n und zu zeigen ist, dal £ > 3 gilt. Da G zusammenhéngend ist,
haben alle Knoten mindestens Grad 1 und nach Voraussetzung ist bei n — k Knoten
der Grad grofler als 5. Hieraus folgt zusammen mit dem Handschlaglemma (Satz
2.1), daB k+6(n—k) < >, .\ deg(v) = 2m. Andererseits, da G zusammenhéngend
und plattbar und n > 3 ist, gilt gema Korollar 2.4 auch m < 3n — 6 und somit
2m < 6n—12. Zusammengenommen folgt dann k+6(n —k) < 6n—12, d.h. 5k > 12
d.h. k£ > 3, da ja k eine ganze Zahl ist.

8. Aufgabe (20 Punkte)
Gegeben sei der Graph G = (V, E) mit der Knotenmenge V={1,2,3,4,5,6,7} und der
Kantenmenge E={{a,b}: a,b €V,a # b,a = bmod p fiir mindestens eine Primzahl p}.

a)

b)

Geben Sie die Kantenmenge E explizit an (d.h. zdhlen Sie die Elemente von E auf).
Fsgelten 3—1=4-2=5-3=6-4=7-5=2 4-1=5-2=6-3=7-4=3,
b—1=6-2=7-3=4=22, 6—-1=T7—2=>5sowie 7—1 =6 = 2-3 und somit £ =
{{1,3}, {1,41, 1,5}, {1,6}, {1, 7}, (2,4}, (2.5}, {2,6}, {2,7}, {3,5}, (3,6}, 3,7}, {4,6}, {4,7}, {5.7}}.
Der Graph G hat also 15 Kanten, d.h. |E| = 15.

Welche Grade haben die sieben Knoten von G jeweils?
v |1]2]3]4]5|6]7
deg(v) | 5]4]4]4]4a]4]5




¢) Geben Sie die Adjazenzmatrix von G an.
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d) Zeichnen Sie G’ mit moglichst wenig Kanteniiberschneidungen.

Der Graph G kann mit einer einzigen Kanteniiberschneidung gezeichnet werden,
siehe Zeichnung A.

e) Ist G zusammenhdngend? Welchen Durchmesser hat G?

Der Graph G ist zusammenhéngend und hat Durchmesser 2. Hierzu geniigt es zu
zeigen, dafl es jeweils eine Verbindung der Linge 2 (d.h. via einem Knoten) von 1
nach 2, von 2 nach 3, von 3 nach 4, von 4 nach 5, von 5 nach 6 sowie von 6 nach 7
gibt. Dies ist der Fall, so kann man z.B. via Knoten 6 von 1 nach 2, von 2 nach 3
und von 3 nach 4 sowie via Knoten 2 von 4 nach 5, von 5 nach 6 und von 6 nach 7.

f) Ist G plattbar?

Nein, der Graph G ist nicht pldttbar, denn:

Wenn G pléattbar wire, d.h. also ohne Kanteniiberschneidungen gezeichnet werden
koénnte, so wiirde eine solche Zeichnung von G' geméafl der Eulerschen Polyederformel
die Zeichenebene in |E| — |[V| 42 = 15 — 7+ 2 = 10 Gebiete zerlegen. Dies kann
aber nicht stimmen, denn G enthélt ja 10 verschiedene Dreiecke mit den Eckentripeln
(1,3,5),(1,3,6),(1,3,7), (1,4,6), (1,4,7), (1,5,7), (2,4,6), (2,4,7),(2,5,7), (3,5,7)
und dazu auch noch ein von den vier Kanten {2,5}, {5,3}, {3,6}, {6,2} erzeugtes
Viereck, dessen beiden Diagonalen {2, 3} und {5, 6} beide nicht zur Kantenmenge
gehoren, so dafl dieses Viereck nicht aus zwei Dreiecken von G zusammengesetzt ist.
Oder:

Wenn man aus G den Knoten 4, die vier mit diesem Knoten 4 inzidierenden Kanten
und zusétzlich auch noch die beiden Kanten {1, 3} sowie {5, 7} entfernt, so erhélt
man einen K33 als Teilgraph von G, siche Zeichnung B. Gemé&fi dem Satz von
Kuratowski (Satz 2.6) kann dann G nicht plattbar sein.

Oder:

Wenn man aus G die drei Kanten {1,6}, {1,7}, {2, 7} entfernt und dann die beiden
Kanten {2,4} und {2, 5} miteinander verschmelzt und auch die beiden Kanten {3, 6}
und {4,6} miteinander verschmelzt, so erhdlt man einen Kj, siehe Zeichnung C.
Geméif dem Satz von Kuratowski (Satz 2.6) kann dann G nicht pléttbar sein.
Oder:

Wenn man in G die beiden Knoten 1 und 5 miteinander verschmelzt sowie die beiden
Knoten 3 und 7 miteinander verschmelzt, so erhélt man einen Kj, siehe Zeichnung D.
GemaB Satz (2.7) kann dann G nicht plattbar sein.

g) Ist G eulersch?
Nein, der Graph G ist nicht eulersch, da nicht alle seine Knoten geraden Grad haben,
denn es gilt ja deg(1) = 5 = deg(7), siehe b) und Satz 2.8.

h) Ist G hamiltonsch?

Ja, der Graph G ist hamiltonsch, da ja immer deg(v) > 4 > 1|V/| fiir alle v € V gilt,
siehe b) und Korollar 2.10.

Oder:

Man kann direkt einen Hamiltonkreis in G angeben, z.B. (1,3,5,7,2,4,6,1).
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