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Name: \orname: Matr.—Nr.:

Bitte lassen Sie geniigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 32 Punkte erreicht wer-
den.

1) 2) 3) 4) 5) 6)

Punkte: Note:




1. (9P) Man bestimme die Maximalstelle =, der Funktion f : [0,00) — R,
welche durch

flx)=ze"
gegeben ist, ihren Grenzwert lim f(x) sowie den Wendepunkt ;. Geben

Sie die Gleichung der Tangente im Wendepunkt an und skizzieren Sie f.

2. (9P) Man bestimme eine Stammfunktion fur
f(z) = sin(e”) **.

Hinweis: Substitution von ¢ = ¢* in [ f(x)dz, dann Produktintegration
(partielle Integration).

3. (8P) Seien a, by, by beliebige reelle Zahlen. Welche Ldsungen besitzen fol-
gende Gleichungssysteme:

(a)
X1 — ATy = bl,
—55171 — 2372 = bg.
(b)
2.771 —+ 2372 — 3373 = bl,
6IL‘1 + 6IL‘2 — 9[L‘3 = bg.

Man interpretiere die Ergebnisse geometrisch.
4. (8P) Gegeben sind die komplexen Zahlena = —1 —iund b = —1 + 4.

(a) Man stelle die Zahlen a, bund a” in Polarkoordinaten dar und skizziere
ihre Lage in der komplexen Ebene.

(b) Man berechne die Losungen der Gleichung z* = b und skizziere ihre
Lage in der komplexen Ebene.



5. (16 P) Berechnen Sie das charakteristische Polynom der Matrix

-2 1 1 1
1 =2 1 1
A= 1 1 -2 1
1 1 1 =2

Bestimmen Sie hieraus die Eigenvektoren der Matrix A und geben Sie eine
Matrix B an mit: B! AB = D = 4 x 4-Diagonalmatrix. Testen Sie das
Resultat durch Uberpriifung der Beziehung A B = B D.
(Zwischenergebnis x(A) = (A — 1) (A + 3)3.)

6. (7P) Man berechne:

> + o + > \/ 2?2+ 23+ 23
dx?  OJa3  0ux? Lo

3

7. (9P) Bestimmen Sie die stationdren Punkte der Funktion
fl@,y) =3+ (22 -3y — 1) +2(x — 3y +2)°

fir (x,y) € R? und Uberprifen Sie, ob es sich um Maxima, Minima oder
Sattelpunkte handelt. Welche Ungleichung ergibt sich aus Ihren Berechnun-
gen fur f?

Welche Gestalt haben die Hohenlinien f(z, y) = const? Um dies festzustel-
len, berechnen Sie die Eigenwerte der zu der quadratischen Form gehorigen
Matrix.



Losungen
1.) Wir bestimmen die Extremalstelle:

flx)=e®—ze®=(1—-x)e".

Es gilt f(x) = 1

_e'

Wir bestimmen den Wendepunkt:
f(x)=(x—-2)e™.

fflz) =0 = ay=2.
Es gilt f(zw) = 2. Wegen f”(xy) = —+ < 0 ist zp, ein Maximum.
Eigenschaften der Exponentialfunktion liefern lim ze™® = 0, und die Tan-
gente am Wendepunkt ergibt sich zu

t(z) = flaw) + F'(aw) (2 — ow) = = — (2~ 2) = (4 —7).

Die Funktion f(z) = xze™*
mit Tangente am Wendepunkt
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2.) Sei f(x) = sin(z) ¢**. Dann folgt aus der Substitution ¢ = e* die Regel dt =
e” dz und daher

/sin(ex) e*"dr = /t sintdt .

Mit partieller Integration folgt weiter u(¢) = ¢,v'(t) = sint, also «'(¢t) = 1 und
v(t) = — cost, schlieBlich

/tsintdt: —t cost—f—/costdt: —tcost +sint .



Insgesamt erhalten wir also
/sin(e:”) e** dr = sin(e®) — e* sin(e”) .
3.a) Wir lsen das System mit dem GaulRschen Algorithmus:
0 Ty — axry = by,
(“) —5I1 - 2[L‘2 = bg .
Erster Schritt:
(l,l) rT — a Ty = bl y

(I11) 0 — (BGa+2)zy = 5byi+by. (I)+5(1)
Zweiter Schritt:

2 2
A): —— B) : =——.
A: ot B): a=—
(A):
(|,2) ryT — ATy = bl,
12 0 + =z = =3t _Lo(I12)
Das System ist eindeutig losbar:
5b1+b2 2b1+ab2
Ty = — , T =
da+2 da+2

Es liegen zwei sich schneidende Geraden in der Ebene vor.
(B): Das System lautet:

(12) = + 2z = b,
(M2 0 + 0 = 5b+bs.
(B1): 5b; + by = 0. Das System besteht nur aus einer Gleichung:
T —axy = by
und besitzt folgende Losungen:

.:CQI)\, x1:a>\+b17



mit beliebigem .
Es liegen zwei zusammenfallende (identische) Geraden in der Ebene vor.
(B2): 5b; + by # 0. Das System besitzt keine Lsung.
Es liegen zwei parallele, nicht zusammenfallende Geraden in der Ebene vor.
3.b)

() 22, + 22 — 3w3 = by,

(“) 65171 -+ 6372 — 9373 = b2 .

Wir gehen nach dem GauRschen Algorithmus vor.
(l,l) T + X9 — %.Tg = %, %(l)

(“,1) 6$1 + 6$2 — 9[L‘3 = bg.

=

(|,2) I + To — %l‘g = 71,
(2 0 + 0 + 0 = —3b+by, (I,1)—4(11)

b . . : .
Falls b, = — besteht das System nur aus einer einzigen Gleichung. Wir bekom-
men dann folgende Losungen mit beliebigem X5, A3 € R:

b 3
T3 = A3, Tz=Ng, $1=51—)\2+§)\3-

Es liegen zwei parallele, zusammenfallende Ebenen im Raum vor.

b . o .
Falls b, # 2 endet der GauBsche Algorithmus mit einem Widerspruch. Das Sy-

stem besitzt keine Losung.

Es liegen zwei parallele, nicht zusammenfallende Ebenen im Raum vor.
4.)

(a) Es gilt offenbar:

a= \/56_%”, b= 2™
Hieraus ergibt sich:
a7 = (\/5)76—%m‘
23 \/5(3%7”' 6767”‘

8\/§e%ﬂ—i
= 8b=—-8+8i.
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(b) Die Gleichung
A= \/2eim

besitzt folgende vier Losungen:

2=\ V2ew ™ TRIT  =01,23.

Das heifit:
s =28 et THELT L0123

mit |z;| = V2 ~ 1.09051 und arg(z) = &7 = 33,75°.

1.5
e 1
0.5 * o .
Die vier Losungen der Gleichung
4 _ .
.2 715 -1 0.5 05 1 15 2 < =1+
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. :
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5.) Mit dem Gaul3-Algorithmus bringt man die Matrix A — AE' in Dreiecksform
und kann dann die Determinante als Produkt der Diagonalelemente ablesen. Man
erhdlt so das charakteristische Polynom y(\) = A* + 8 A3 + 18 A\? — 27.

Abspalten des Faktors A — 1 (da A = 1 Nullstelle von x(\) ist) sowie des
Faktors A + 3 (da A = —3 Nullstelle von () ist) und der pg-Formel liefert
schlieRlich y(\) = (A — 1) (A + 3).

Die Eigenwerte sind offenbar A\; = 1 (einfach) und A\, = —3 (dreifach). Die
Matrix A ist symmetrisch, also hat der Eigenraum von A\; = 1 die Dimension 1



und der von A\, = —3 die Dimension 3. Wir geben Basen der Eigenrdaume an.

-3 1 1 1
1 -3 1 1
(A-E)= 1 1 -3 1
1 1 1 =3

Man sieht sofort @ = (1,1, 1, 1) ist ein Eigenvektor.

(A+3E) =

—_ = = =

1 11
1 11
1 11
1 11

Man sieht sofort, v = (—1,0,0,1), v3 = (0,—1,0,1), v3 = (0,0,—1,1), sind
linear unabhéngige Eigenvektoren. Die Matrix

1 -1 0 0
1 0 -1 0
B=11 o o _—1|-
1 1 1 1

1 0 0 O
pas= S8 00
0 0 0 3
Eine Uberpriifung zeigt, dass
1 3 0 O
ap= 108 0 gy
1 -3 -3 =3
6.) Fir die ersten partiellen Ableitungen erhélt man:
Lj




und daraus:

82 Va2 ik = 1 ]
oy VT et v ad el (@ +adad)p

Bilden wir nun die Summe, so folgt:

A + i + o \/ 22+ 2} + o}
dx? 0z 03 too e

3
3 T+ 23 + 73 2

B \/x%+x§+x§ a \/(:U%+:c§+x§)3 B Va4 x3 4 23 '
7.) Ausmultipliziertist f(x,y) = 62% — 242y + 27y + 42 — 18y + 12.
Nullsetzen des Gradienten

122 — 24y + 4
grad f(x,y) = < —24x + 54% — 18 )

liefert ein lineares Gleichungssystem mit der Losung =z = 3 und y = g Wegen
Jazfyy — ﬁy =72und f,, = 12 > 0 handelt es sich um ein (globales) Minimum
mit f(3, g) = 3. Also gilt f(z,y) = 3 fur z,y € R. Das erkennt man (aufgrund

der Quadrate) aber auch bereits an der urspriinglichen Darstellung von f.

Der Graph der Funktion f(x,y) =
1.75 3+ (2 —3y —1)2 +2(x — 3y +2)?
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Die zu f gehorige symmetrische Matrix ist
6 —12
A= ( —-12 27 ) '
Das charakteristische Polynom ergibt sich zu x(\) = |[A — AE| = A2 — 33\ + 18

und hat die Nullstellen X, , = 2 (11 & 1/113). Da beide Eigenwerte \; ~ 32,4452
bzw. Ay &~ 0,554781 positiv sind, handelt es sich bei den Hohenlinien um Ellipsen.



