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Bitte lassen Sie geniigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blétter.
Geben Sie alle Zwischenschritte Threr Rechnungen an!

Insgesamt gibt es 30 Punkte. Zum Bestehen der Klausur
sollten 15 Punkte erreicht werden.

Punkte: Note:




. (6 P) Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems

2
/ Y 4

oL y(1) =——
Man skizziere die Losung und gebe ihren maximalen Definitionsbereich
an.

Y

. (7 P) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
() = (@) — pa(2),
ya(z) = yi(x) + ya(x).

Man bestimme die allgemeine Losung des Systems.

. (7 P) Gegeben sei die inhomogene Differentialgleichung
y'(z) + ' (x) — 2y(x) = 20 sin(2x).
Bestimmen Sie die Losung mit den Anfangswerten

y(0) =0, ¥(0)=-5

. (4 P) Berechnen Sie das Kurvenintegral

1
/ dz,
r2+z

wobei I' die geschlossene Kreislinie (einmal gegen den Uhrzeigersinn)
mit Radius 4 um den Ursprung sei.

. (6 P) Berechnen Sie das Residuum an der Stelle z = 0 von
sinz — z
f)=——7—
Bestimmen Sie damit das Integral

/F f(2)dz,

wobei I' die Kreislinie um den Nullpunkt vom Radius 1 sei.
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Losungen

1) Trennung der Variablen:

/dy / dx 1 . n —1
—Z = [ — —— =arctanx + ¢ = —.
Y2 2241 y ’ Y arctanx + ¢

Anfangswert: y(1) = —2, also

4 1

T w/4+c
daher ¢ = 0. Losung somit

B 1

~ arctanz’

2) Koeffizientenmatrix

=1

hat Eigenwerte 1 + 4, mit zugehorigen Eigenvektoren:

1
Fi)
Damit komplexwertige Losungen

) = 1‘ e“(cosx +isinx).
Y2 +?

o €1 COSX + cosinx
c1sinx —cpcosx )’

Reelle Form:

3) Zugehorige homogene Gleichung

y'(v) + 9 (x) — 2y(x) =0



hat charakteristisches Polynom

N+ A—2
mit Nullstellen 1, —2. Dies liefert Fundamentalsystem von Losungen e®, e=2*
des homogenen Systems.
Variation der Konstanten ergibt Losung:

y = e® — 3sin(2z) — cos(2z).

4) Die zu integrierende Funktion hat einen einfachen Pol bei z = —2 im
inneren der Kreislinie I', mit Residuum 1. Nach dem Residuensatz ergibt
sich daher das Integral zu 2mi. (Alternativ: Cauchyscher Integralsatz.)

5) Entwickle f(z) in eine Potenzreihe um die Stelle z = 0:

sinz—z  z—23l42°/5l - -2 1 =z

f(z) = =

Z4 24 —_3?—'—5_....

Das Residuum von f(z) bei z = 0 ist gleich dem Koeffizienten bei 1/z, somit
gleich —1/3! = —1/6.

Der einzige Pol von f(z) innerhalb von T' liegt bei z = 0 vor, nach dem
Residuensatz ist somit das Kurvenintegral gleich 27i - (—1/6) = —mi/3.



