KLAUSUR

Mathematik I/11 fur Informatiker

11. September 2002
(W. Koepf)

Name:

Vorname:

Matr.—Nr.:

Bitte lassen Sie geyend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite dextl!

| Zum Bestehen der Klausur sind 20 Punkte erforderlich|

1)

2)

3) 4)

Punkte:

Note:




1. (10P)Sei A die reelle Matrix

0 -1 1
A=| -3 -2 3
-2 -2 3

(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom sowie alle Eigenwerte
von A und geben sielir jeden Eigenwert den zugétigen Eigenraum in
moglichst einfacher Form an (ganzzahlig).

(Zwischenergebnisy 4 (A\) = —A% + A2 + X — 1).

(b) Ist A diagonalisierbar? Wenn ja, finden Sie eine ragrireelle Matrix
B derart, das$3~! AB Diagonalgestalt hat.

2. (8P) Sei A die reelle Matrix

01 -2
A= 1 0 1
1 1 0

(a) Fihren Sie am Beispiel der Matrix den GaufRRalgorithmus zur Berech-
nung der inversen Matrix—! vor.

1
(b) Berechnen Sie alledsungernv der Gleichungd - v = | 1

1

3. (a)(4P) Man bestimme den Grenzwelim «,, der Folge

(@n)nen = (Vn4 +n? — n2> L
ne

(b) Man bestimme die Grenzwerte

. he -1
(): (4P) lim =22 ——
T— Si- T

arcsin x — sin «

(i): (4P) lim 3
x—0 X
Geben Sie jeweils dendsungsweg an!



4. (10P)(a) Mittels vollstindiger Induktion weise man nachirdie Integrale

[e.e]

I, := /xQ”e_CCQd:L’ (n eN)
0

oo (1)

2 nl

gilt

(Hinweis: Partielle Integration mit' () = z =)
(b) Mit Hilfe von (a) bestimme man das Integral

o0

J = /6I2 cos xdx .

0

(Anleitung: Man verwende die Taylorreihe vens = (um z, = 0), inte-
griere summandenweise und berechne mit (a) den Wert der entstehenden
Taylorreihe.)



Ldsungen:
1.(a)

XaA)=]|A=AE]=| -3 —2—-X 3
—2 —2 3—A
Mit der Regel von Sarrus bestimmt sich diese Determinante zu
(=M (=2=2)B=A)+6+6—(=A)3(=2) = (=1)(=3)B-A) = 1(=2-A)(-2),
Ausmultiplizieren und Vereinfachen ergibt
(A FA)(B—=A) +12—=6A—9+3XA —4—2X =6X —2X2 + 3\ —\* — 1 -5\,

und schlief3lich
xa(A) = =N+ X2+ A -1

Die Eigenwerte sind die Nullstellen von, (). Durch Einsetzen sieht man sofort
eine Nullstellex = 1. Polynomdivision durch den Linearfaktok — 1):

A A2 4N -1 0 A—1 = =X +1
—A\3 A2
0 +x —1
+A -1
0
fuhrt zu ,
Xa(d) = (=24 D)(A=1) "B DA+ 1) (A= 1) = —(A—1)2(A+1).
Also haben wir den EigenweN;, = —1 der algebraischen Vielfachheit 1 und den

Eigenwert\, = 1 der algebraischen Vielfachheit 2.
Nun kbnnen wir die Eigerdume bestimmen, der zum Eigenwert -1 ist notwendig
eindimensional, der Eigenraum zu 1 kann ein- oder zweidimensional sein.

A = —1: Der Eigenraum ist hier diedsungsmenge der Vektorgleichung:

1 11 U1
A-(-1)E)7=| -3 -1 3 vy | = 0. Eine GauRelimination
-2 -2 4 v3

11 1 -1 1

ergibt: | -3 -1 3 — 0 —4 6 |. Die dritte Zeile ist redun-
-2 =2 4 0 —4 6

dant, aus der zweiten ergibt sich= %Ug mit beliebigemus, und damit aus

3



1
der erstenv; = 3v; — vy = fv3. Den ganzzahligen Basisvekior3 | des
2
Eigenraumes erhalten mit der Wahl= 2.

A = 1: Der Eigenraum ist hier diedsungsmenge der Vektorgleichung:

-1 -1 1 "
(A-1E)v=1| -3 -3 3 ve | = 0. Eine Gaul3elimination er-
-2 -2 2 U3

11 1 -1 1
gbt:| =3 -3 3 | — | 0 0 0 |.Nurdieerste Zeile istrelevant,
-2 =2 2 0 0 O
vy, v3 Sind beliebig und legen, zuv, — v3 fest. Der Eigenraum ist hier also
zweidimensional. Um kleine, positive ganze Eage zu erhalten, &hlen
wir v, = 1 undwvs € {0,1} und erhalten die ganzzahligen Basisvektoren

(b) Im ersten Teil haben wir gesehen, dass algebraische und geometrische Viel-
fachheit der Eigenwert@bereinstimmen. Daher ist diagonalisierbar, und die
diagonalisierende Matri® ergibt sich durch Aneinanderreihen der im ersten Teil
gefundenen Basisvektoren:

B =

N W o

10
11
01

2.(a) Zurachst wird die Matrix um die Einheitsmatrix erweitert und dann mit ele-
mentaren Zeilenoperationen der linke Teil in die Einheitsmaiibieriihrt:

0

1
1
1
0
1
1
0
0

1 =211 0 0

0O 1 10 1 0 |.Dieersten zweiZeilen werden vertauscht:

1 0|0 01

0O 1]010

1 =211 0 0 |, nunvon der dritten die erste Zeile subtrahiert:
1 00 0 1

0O 1]0 1 O

1 =211 0 0 |],undvon der dritten die zweite:

1 -1/0 -1 1




10 10 1 0
01 =211 0 0 |,schlieBlich von der ersten die dritte Zeile abgezo-
00 1 |-1 —-11
en und zur zweiten das Doppelte der dritten Zeile addiert:
10 0] 1 2 -1
0 1 0]—-1 —2 2 |.Aufderrechten Seite steht nutt?.
00 1/—-1 -1 1
1 1 2
b)Av=| 1 | =7=A"1| 1 | =| -1 | isteindeutig bestimmt.
1 1 1
3.(a)
Vit a2 —pt n? 1 1
n — frd et —_— —
vVnt4+n2+n?2  Vn*+n?+n? 14+ +1 2
(b) )
2 4
hr —1 C+L+ s+E+ - 1
hr% cos. JZ _ hH(l) 2 324 S = lir% 2 24 5= 5
S0 osle g ) (k)
1))
.1’3 CIZS
. arcsinz —sinz ) <$+F+"'>_<x_Fi"'> 1
lim = lim =—.
x—0 333 x—0 _ng 3

Oder alternativ unter 3-maliger Anwendung der L'Hospitalschen Regel:

. . L L - +sinx
. arcsinz — sinx . Tz COSZT Y =
lim = lim ¥Y—"* = lim¥*™@
0 3 z—0 32 z—0 6x
32 L__ 4 cosx
— lim \/17:1:25 \/17:1:23 1
x—0 6 3

4.(a)l, = @ trifft zu (vgl. Aufgabe A30).
Angenommen, die Behauptung trifft zurfein bestimmtes:

I, = /x%e_’:gd:c: ﬁ_@n)! <1>”
0

2 nl 4



Dann folgt

InJrl

o0

0 0
T

1 =7
x?n—i—l (__) 6—;1:2 . /(27’L+
2 =0
0

[e.9]

2 1
0+ n2+ /:U2”e“"”2dx

0

(2n+1) (2n+2) 7 (2n) (1

2 2n+1) 2 nl

(1)

4

2 (n+1)!

4

)
_p2 2
/$2n+26 T dl’:/$2n+1$€ T dr

1
1)z - (—5) e da

v

Dies ist aber die Behauptung, formulieiir f» + 1 anstelle vom.

(b)

o0

.2
= /e " cosz dx

(wegen (a))



