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| Zum Bestehen der Klausur sind 14 Punkte erforderlich.
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Punkte:

Note:




. (6P) Ldsen Sie fur x € [0, c0) das Anfangswertproblem

1
/ _ 2
y(z) = T2V

y(0) = 1.

Berechnen Sie die Losungsfunktion y(z), zeigen Sie, dass diese monoton
fallend ist, und bestimmen Sie lim y(x). Skizzieren Sie die Losung.

. (7P) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem:

yi(x) = 2y1(x) + ya(z)
yo(x) = —yi(x) + 2ya() .

Man bestimme die allgemeine Losung des Systems.

. (7P) Gegeben sei die inhomogene Differentialgleichung
y" (@) + 2y (x) + y(z) = sin(3x) .

Bestimmen Sie die Losung mit den Anfangswerten

. (4P) Berechnen Sie das Kurvenintegral

1
/1—zdz’

T

wobei I' die einmal geschlossene Kreislinie mit Radius 2 um den Ursprung
sei.

. (6P) Berechnen Sie das Residuum von f(z) = ta”z% an der Stelle z = 0.



Losungen:
1. Separation der Variablen liefert

1 1
—dy = — d
[r=— [ e

1
— = arctanz + C .
)

Bestimmung der Konstanten C' mittels y(0) = 1 liefert C' = 1 und durch Auflosen
nach y

und wir erhalten

1

r)=———".
y(x) arctanx + 1
Wegen lim arctanx = 7 erhalten wir
2
lim y(z) = .
Jim y(z) = 5 =

Dass die Losungsfunktion monoton fallend ist, folgt direkt aus der Differential-
gleichung, welche ja besagt, dass

1
/ — 2 L 0
y'(z) T2V =0,
dajaz? = 0 als auch ¢ > 0 ist.
1
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2. Es gilt
2 1
=(40)
und somit

det(A — A E) = det (2_‘1A zix) — (2= A+ 1=A—dA+5=0.



Damit ergeben sich folgende Eigenwerte:
)\1:2+i, )\2:2—2

Wir suchen einen Eigenvektor zum Eigenwert \;:

()60

Dieses homogene System besitzt einen Ldsungsraum der Dimension eins. Eine
Basislosung ergibt sich aus der ersten Gleichung:

—i:Cl—FSCQ:O.

(Die zweite Gleichung des Systems ist von der ersten linear abhéngig und wird
somit mit erfullt). Setzen wir z; = 1, so ergibt sich x5 = i. Eine komplexwertige
Losung des Differentialgleichungsystems lautet damit:

y(x) = <1) etz — <1) e* (cosx + i sinz) .

] 1

Um ein Fundamentalsystem aus zwei reellwertigen Losungen zu bekommen, be-
stimmen wir Real- und Imagindrteil von y(x):

(o) =Regte) = (50 ) .

—sin(z)e

(o) = mta) = ()0

cos(z) e

also ist die allgemeine L6sung gegeben durch

. B [ ¢ cos(x) e* + ¢y sin(z) €2*
H0) = cme) +am(a) = (GO,
3. Wir lesen das charakteristische Polynom

p(A) =N +21+1

ab, welches die doppelte Nullstelle \; = —1 besitzt. Dies liefert die allgemeine
Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung

yi(x) =cre*+cpre ™

3



Um eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu finden, set-
zen wir den Ansatz
y2(z) = A cos(3z) + B sin(3z)

in die Differentialgleichung ein und erhalten wegen

ys(x) = —3A sin(3z) + 3B cos(3x)
yp(x) = —9A cos(3z) — 9B sin(3x)

die Gleichung
—9A cos(3z) — 9B sin(3x) + 2(—3A sin(3z) + 3B cos(3z))

+(A cos(3x) + B sin(3x)) = sin(3z) .

Sortieren nach den linear unabhéngigen Funktionen sin(3x) und cos(3z) und Ko-
effizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

—-8A+6B = 0
—-6A—-8B = 1
mit der Losung A = —% und B = —%. Um ¢; und ¢y zu bestimmen, setzt man

die allgemeine Ldsung der inhomogenen Differentialgleichung

3 2
y(@) =yi1(x) +yo(z) =cre” +cpwe ™ — %0 cos(3x) — 5 sin(3z)

in die Anfangsbedingungen ein und erhalt schlieRlich die eindeutige Ldsung

13 2
y(z) = = et 4 m re ¥ — 50 cos(3z) — o sin(3x) .

4. Aus dem Residuensatz folgt

1 1
/ dz = 27i Res = —2m ,
1—2 z=11—2z
r
da die Polstelle des Integranden z; = 1 im Innern des geschlossenen Integrations-
wegs liegt.
5. Wir entwickeln cot z in eine Laurentreihe



. sin z . .
tanz — sin 2 s —Sinz _ sinz 1
24 24 z4 \ cosz

ZS
_ 624+ <1 221 _1>
1 1 ] 22 1 1
= <;_§+)( _|_5_|_Z_|_..._ )_Z_'_”'

tanz — sin z
-—_— a’—l _—

und lesen ab

2=0 24 2



