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Aufgabe 1 (6 Punkte):

a) Berechnen Sie alle komplexen Zahlen z mit der Eigenschaft
z-Z=1und (z—V2) - (2—V2)=1.

Geben Sie die Losungen sowohl in karthesischen Koordinaten (Real- und Imaginirteil) als auch

in Polarkoordinaten (Winkel und Betrag) an.

b) Berechnen Sie alle komplexen Zahlen z mit der Eigenschaft

217 = 2007 .

Aufgabe 2 (8 Punkte):

a) Die Ebene E; gehe durch die drei Punkte (—1,0,—1), (=5,1,1) und (4,1, —2). Bestimmen
Sie eine implizite Ebenengleichung fiir 1, d.h. finden Sie a,b, ¢, d € R so, dass

x1
Elz{ 9 €R3|ax1+bx2+c:z3:d}.

3

b) Welchen Abstand hat der Punkt (12,3, —1) von der Ebene FEjs, die in der Parameterform

17 1 -2
Ex={| 1 [+Xx| -1 | +n| 1 [|NpeR}
2 2 -1

gegeben ist?



Aufgabe 3 (10 Punkte):

Betrachten Sie die Funktion

fiR—Rmit f(z) = (z—1)e 251

a) Berechnen Sie alle lokalen Minima und lokalen Maxima von f.
b) Berechnen Sie die Grenzwerte lim f(z) und lim f(x).
Tr—00 r——00

c) Wieviele Wendepunkte hat f7 Begriinden Sie Ihre Antwort.

d) Geben Sie mit Hilfe von a) und b) das Maximum der Menge {f(a) | a« € R} an. Begriinden
Sie Thre Antwort.

Aufgabe 4 (10 Punkte):

Betrachten Sie die rationale Funktion

2z
J(@) = 22+2x—-6"
a) Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung von f(z).

b) Geben Sie eine Stammfunktion von f(z) an.

¢) Benutzen Sie a) zur Berechnung der Taylorreihe von f(x) um den Punkt o = 0.

Aufgabe 5 (6 Punkte):

a) Berechnen Sie (durch Anwendung einer geeigneten Substitution) das bestimmte Integral

1 . :U—l—l
/2 )dl'

b) Berechnen Sie (durch Anwendung der partiellen Integration) das bestimmte Integral

e

/ln(z) xdx .

1



Losungen:

a)

2. a)

Schreibe z = z 4 iy mit x,y € R.

Die beiden Gleichungen lauten dann:

24P = 1
(x—vV2)2+¢% = 1.
Hieraus folgt: —22v/2 + 2 = 0 oder z = %\/5 Dann folgt weiter y? = 1 — 22 = %, also

= +3V2.
Man sieht sofort, dass auch umgekehrt (1+/2, £3v/2) Lsungen obiger Gleichungen sind.

Somit hat man die beiden Lésungen:

1 1 iz

z1 = f\/§+i7\/§:cos%+ising:elz,
e
z9 = f\@—z f—cosz—l—zsm%:el%.

Laut Vorlesung sind es die Losungen

2=V 2007 57 fiir k = 0,1,2,...,16.

1. Moglichkeit:

Man betrachte azx; + bxrs + cx3 = d und setze die Punkte (—1,0,—1),(—5,1,1) und
(4,1, —2) ein. Dies ergibt ein lineares Gleichungssystem in a, b, ¢, d.

2. Moglichkeit:

Man bestimme Richtungsvektoren fiir Fy:

Ein Normalenvektor fiir F; ist

4 -5 -3
vxw=|-1]x|-1|=1]6
-2 1 -9
-1
Dannist | 2 | auch ein Normalenvektor fiir £;. Die Normalengleichung fiir 7 lautet
-3
damit:
-1 -1
2 Z—10 =0,
-3 -1

oder ausgerechnet —z; + 2x9 — 3x3 = 4.




b)

Man berechne einen Normalenvektor fiir Fs:

1 -2 -1
n=|-1]x] 1 |=|-3
2 -1 -1
Man normiere ihn:
. -1
. n 1

1 17 12 1 5
_ |4 3 3 _ |4 3 o || = 2
IRRVGT . V1T | ; VT

3. Als erstes berechnen wir die Ableitungen von f:

a)

fl@) = (z—1)em2ee,
fl) = e (14 (@ —1)(—z+1)) = e 27 (=2 + 22),
f(z) = 6_%x2+$(—2$ + 2+ (2% 4 2z)(—x + 1) = e_%sz“T(:U?’ — 322 +2).

Die Nullstellen von f/(x) sind gerade die Nullstellen von —z? 4 2z. Dies sind 21 = 0
und zo = 2.

Da f”(0) =2 > 0, liegt ein lokales Minimum bei 1 = 0 vor, (f(0) = —1).

Da f”(2) = —2 < 0, liegt ein lokales Maximum bei 29 = 2 vor, (f(2) = 1).

Mit ’Hospital rechnet man (dabei muss gepriift werden, dass man diesen Satz anwenden
kann):
. —l$2+r . r—1 .
lim (z — 1)e™ 2 =  lim w—— = lim —————5— =0,
o0 T—00 o7~ T—00 (.ZC _ l)eix —x
— —t—1 -1
lim (2 — 1)67%x2+x =" lim —5 5 = llm —————— =
T——00 t—oo patot t—o0 (t + 1)€§t2+t

1. Méglichkeit:

Man berechnet die Nullstellen von f”(x), also von 23 — 322 4 2, und erhiilt 1 = 1,25 =
1++/3,23 =1 —+/3 und zeigt dann, dass f"”(x;) # 0 fiir i = 1,2, 3.

Es war aber nicht verlangt, die Nullstellen zu berechnen.

2. Moglichkeit:

Man fertigt eine Skizze an, und argumentiert, dass die Steigungen zwischen den lokalen
Extremwerten und oo jeweils (zu- und abnehmen) bzw. (ab- und zunehmen). Es muf
folglich dazwischen eine Stelle geben, an der die Ableitung ein lokales Extremum hat.

Somit hat man 3 Wendepunkte.
Aus der Skizze sieht man, max{f(a) | a € R} = f(2) = 1. Da an den Réndern +oo

nach Aufgabenteil b) der Grenzwert 0 ist, ist das lokale Maximum auch das globale

Maximum.



4. a) Der Nenner hat die Nullstellen z1 = —% + i +6=2und 29 = —
Der Ansatz lautet deshalb:

2x A B

f($):x2+:c—6:a:+3+x—2'

Multipliziert man mit z? + 2 — 6, erhilt man
20 = A(x —2)+ B(x +3) = x(A+ B) + (—2A + 3B).
Koeffizientenvergleich ergibt:
2=A+B, 0=-24A+3B.

Hieraus berechnet man A = % und B = %. Also erhilt man

6
2x B

4
_ 5
x2+x—6_az+3+x—

b) Laut Vorlesung folgt dann sofort

2x 6 4

¢) Wir rechnen

1 1 1 IR 2\ 1</ 1\,
x+3:3'1_<_5)—3z<‘3> -33(-5)

1=0

Dabei haben wir die geometrische Reihe ﬁ = >, u’ benutzt.

1 11 In 2\ 1N /1\"
e Rt A __2§<2> —‘2;@”

z
2

Analog gilt

Dies setzen wir in die Partialbruchrzerlegung ein und erhalten:

Uy oo

5. (a) Wir substituieren:

1 dt -1
t= i7 damit gilt dann — = —, dz = —z2dt .
T dr 22
Dies ergibt die neuen Grenzen:
3
W_22+1 — T und 3 1 -
2 2 3 3
T—2 T—3
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Also erhilt man

(b)
/:ln(x)-a:dac = [ln(x) 1#]? —/131: : %M:p
- [ln(x) - 1#]? - /1 e = [m@:) - ;xQL - [111:”2]1
= 5 (e~ (1)~ L~ 1) = P 1P
1

Anmerkung: Aufgabenteil (b) wurde als unbestimmtes Integral wortwortlich in der Vor-

lesung besprochen.



