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Bitte lassen Sie geniigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!

| Zum Bestehen der Klausur sollten 14 Punkte erreicht werden. |
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Punkte: Note:




1. (7P) Gegeben sei folgende Tabelle von Stiitzwerten und Stitzstellen:

k|1 2 3
T 1 2
Yr | 0| sin (%) sin (g)

Man bestimme das Interpolationspolynom L(x) zweiten Grades in der Form
von Lagrange und gebe eine Abschatzung des Interpolationsfehlers im In-

T
tervall [0, —].
2

2. (5P) Die Gleichung = = cosz hat im Intervall [0, 1] genau eine Ldsung.
Skizzieren Sie dies. Losen Sie die Gleichung numerisch auf 6 Dezimalstel-
len durch Anwendung des Newtonverfahrens.

3. (5P) Gegeben sei die Wertetabelle

jl1l2)34]5]6]7
;|1|2[4[6]8 89
y; | 3]4[6[8]10]11]13

Man bestimme die Regressionsgerade nach der Gauf3schen Fehlerquadrat-
methode.

4. (6P) Durch Qs(f) = Ao f(0) + A?,l f(1)+ As f(2) + A3 f(3) werde eine
Quadraturformel fiir das Integral /f(x) dx dargestellt. Man bestimme die
Gewichte Ag, Ay, Ay, As so, dass (I)Dolynome vom Grad < ?;exakt integriert
werden. Man wende die Quadraturformel auf das Integral / sin x dz an und

0
vergleiche das Ergebnis mit dem exakten Wert des Integrals.

5. Gegeben sei das Anfangswertproblem

(@) (5P) Wenden Sie das Euler-Cauchy-Verfahren mit » = 0,2 im Intervall
0, 2] an.
(b) (2P) Stellen Sie die erhaltene Approximationsldsung graphisch dar.



Losungen

1.) Mit sin (g) = g und sin (g) = 1 ergibt sich:

8z (ZE—%) _8\/§x (ZE—%)

L(z) = 2 2
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Mit f(z) = sin(z), n = 2 und f"(z) = — cos(z) bekommen wir zunéchst die
Abschatzung:

1 3

|sin(z) — L(z)| < 5 orgnxagxg |cos(z)] Orsngcaggg H(x — xp)

Ferner rechnet man leicht nach, dass die Funktion
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ein Maximum bzw. ein Minimum annimmt. Die Auswertung an den Extremalstel-
len ergibt:
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Insgesamt ergibt sich damit folgende Abschatzung fir 0 < » < 7:

7T3

sin(x) — L(x)| < ~ 0.031079.
[sin(@) = L(z)| < o
1
0.8
Die Sinusfunktion und
0-6 (gestichelt) ihre
0.4 Interpolationsfunktion
' L(z)
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2.) Es geht um die Losung der Gleichung = = cos = mit der graphischen Darstel-
lung
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Fir f(z) = x — cos z ergibt sich

o) f(x) _,_ T—cosw
9(x) = f'(x) 1+sinz

Beim Newtonverfahren wird also die Funktion g(z) iteriert. Beginnen wir mit dem
Startwert x, = 0, so erhalten wir aus

Tn41 ::g<xn)
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die Folge (z,,) mit

| 2 |
0

1

0.7503638678402439
0.7391128909113617
0.7390851333852840
0.7390851332151607

und somit bereits bei der 4. Iteration auf 6 (und mehr) Stellen genau
x = 0.739085.
3.) Gegeben sind V = 7 Datenpaare. Die Daten liefern die Mittelwerte

gl w| N R|lo|ls

und

Die Steigung m der Regressionsgeraden y = m x + n ist also gleich

N
L —T-7
m = 20 116268

S g 2
k=1

und der Achsenabschnitt n ergibt sich zu

2=

_ _ 17
n:y—m~x:ﬁ%1.54545.
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4.) Wir machen den Ansatz

/ F(x) da ~ Ao F(0) + Ay F(1) + Ag £(2) + As F(3) |

setzen nacheinander die Monome f(z) = 1,z,22 23 ein, fur welche jeweils
Gleichheit gelten soll, und erhalten das Gleichungssystem

A0+A1+A2+A3 - 3
Ay +2A; + 343 =
A1+4A2+9A3 =

Ay +8Ay +27A3 =

q;|&.° © |

Dieses hat die Losung Ay = 2, A; = 2, A, = & sowie A, = 3.
Fir f(z) = sin x erhalten wir

3
/sin:pdx =1—cos3 =~ 1.98999 ,
0

wéhrend die Ndherung liefert

Ao FO AL (1) () 13— 9 sig(l) 9 sig(Q) 3 sig(?))

5.) Das Euler-Cauchy-Verfahren liefert mit 2~ = 0.2 und n = 10 die Iteration

~ 2.02253 .

z; = jh=02]

T
y(r;) =y, = yja+hg(i,yi1) =y1+02 y]—i
i
(j =1,...,n) mit dem Anfangswert
Yo=y(0)=1.
Eine Rechnung liefert die Datentabelle
j |1 |2 3 4 5 6 7 8 9 10

y; |1 1.04 | 1.117 | 1.224 | 1.355 | 1.503 | 1.662 | 1.831 | 2.006 | 2.185




Dies ergibt die folgende graphische Darstellung der Losungsapproximation.
2.2

Eine Zeichnung der Ldsung des
Euler-Cauchy-Verfahrens
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