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Bitte lassen Sie geniigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!

| Zum Bestehen der Klausur sollten 6 Punkte erreicht werden. |

1) 2) 3)

Punkte: Note:




1. (4P) Verwenden Sie den Metriktensor der Kugelkoordinaten, um das Volu-
menelement dV = dx! dz? dx? in Kugelkoordinaten (r, o, §) darzustellen.
Geben Sie die Kugelkoordinaten an und fiihren Sie die Berechnungen im
Detail aus.

2. Gegeben sei das Vektorfeld
T(x) = (@' )+2 2 +pur® 2*) e+ (5ot +pa' 2%) ep +(3 A2t 22 +22%) ey .

(a) (3P) Berechnen Sie die Rotation von 7.
(b) (1P) Bestimmen Sie die Parameter A und p derart, dass das Vektorfeld
T ein Potential besitzt.

3. (5P) Wie kann man mit dem Greenschen Satz den Flacheninhalt der Menge
D = {(x1,22) |2} + 25 < R%)

berechnen? Man parametrisiere die Randkurve wie folgt:

¢ — (R cos® ¢, R sin® ¢)
0<¢p<2m.

Geben Sie den Fldcheninhalt durch ein Integral an. Wer das finale Integral
auswerten kann, erhalt einen Extrapunkt!



Losungen

1.) Der Metriktensor der Kugelkoordinaten, welche durch €1 = r, €2 = 99, €3 = ¢,
2! = rsind cosp,2? = r sind sinp, 23 = r cosv gegeben sind, hat die Dar-
stellung

1 0 O
0 0 7r2sin?d

Das Volumenelement transformiert sich gemal der Regel

dV = dx' da® da® = \/det(g;;) d€' d€* dEP .

Wegen
1 0 0
det[ 0 2 0 — % sin? ¥
0 0 r2?sin??

ergibt sich das Volumenelement fiir Kugelkoordinaten also zu
dV = 1r? sind dr dd dy .
2.) Fur die Rotation des Vektorfelds
T(z)= (") +2 2> +pa?a®) e, + (5a' +pa' 2®) ey + BAz' 2° +22%) ey
erhélt man
rot T(z) = (3z'A\ — 2'p) e + (%1 — 32°N) eg + (5 — 2)\) 5

Ein Potentialfeld erhalten wir genau fiir rot 7'(z) = 0. Also mussen die Gleichun-
gen

3\ —pu
w—3\ =
5—2\ =0

gelten. Dieses lineare Gleichungssystem hat die eindeutige Losung A = g, pw=1.

2
T hat also genau dann ein Potential, falls A = 2 und . = L gilt.
3.) Betrachtet man das Vektorfeld

V(zy,x9) = (0,21),

3



so erhdlt man mit dem Greenschen Satz:
/dx = Vids.
D (D)
Mit der angegebenen Parameterdarstellung folgt hieraus:

2w

/dx = /(O,R cos® ¢) - (—5 R cos* ¢sin ¢, 5 Rsin® ¢ cos ¢)” do

D 0
21 w/2
= 5R2/COSG¢ sin4¢d¢:2OR2/COSG¢ sint ¢ d¢
0 0
/ 1
= 20R2/(\/1—x2)5x4dx:%7rR2.

0

Es wurde die Substitution sin ¢ = x verwendet.



