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W. M. Seiler, P. Horn, R. Kiistner Diskrete Strukturen I Ss 2007

Klausur (17.9.2007)

1. Aufgabe (12 Punkte)
Verifizieren Sie (durch Wahrheitswertetabellen oder durch gleichwertige Umformungen)
die aussagenlogische Gleichwertigkeit ((pVr)Vq) — (pAr) = (p < r)A(q — (pAT)).

2. Aufgabe (5 Punkte)
Gegeben seien die 1-elementige Menge A = {0} und die 2-elementige Menge B = {1, 2}.
Bestimmen Sie die folgenden fiinf Mengen: Ax B, P(A), P(B), P(AxB), P(A)xP(B).

3. Aufgabe (12 Punkte)
Beweisen Sie durch vollstandige Induktion, daf fiir alle Zahlen n € N* = {1,2,3,4,...}
die Summenformel 3 (2k — 1)® = 2n* — n? gilt.
k=1
4. Aufgabe (19 Punkte)
Eine Urne enthilt sechs rote, drei griine und fiinf blaue Kugeln (und sonst nichts mehr).
Man zieht zufillig ohne Zuriicklegen nacheinander zwei Kugeln aus der Urne.
i) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die erste gezogene Kugel rot, wenn die zweite
gezogene Kugel griin ist?
ii) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind die beiden gezogenen Kugeln gleichfarbig?
Sind bei diesem Experiment die zwei Ereignisse “die erste gezogene Kugel ist blau”
und “die beiden gezogenen Kugeln sind gleichfarbig” abhéngig oder unabhéngig?

5. Aufgabe (7 Punkte)
Zwischen 1 und 49 gibt es genau 15 Primzahlen (ndmlich 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43 und 47). Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daf bei einer Ziehung
des Samstagslottos “6 aus 49”7 genau zwei der sechs gezogenen Zahlen Primzahlen sind?
(Sie brauchen bei Ihrem Ergebnis die Produkte im Z#hler und im Nenner nicht auszu-
multiplizieren, stattdessen sollten Sie aber moglichst viel kiirzen, so dafl im Zéhler und
im Nenner keine gemeinsamen Primfaktoren mehr vorkommen.)

6. Aufgabe (18 Punkte)

Ich schlage Thnen das folgende Gliicksspiel vor: Sie wiirfeln mit einem Wiirfel und ich
wiirfle auch mit einem Wiirfel. Wenn die Summe der zwei Augenzahlen nicht durch 3
teilbar ist, so erhalten Sie von mir diese Summe. Wenn die Summe der zwei Augenzahlen
durch 3 teilbar ist, so erhalte ich von Thnen das Doppelte dieser Summe. (In diesem
Fall verlieren Sie die doppelte Summe, d.h. Thr Gewinn ist in diesem Fall negativ.)
Die Zufallsvariable X beschreibe IThren Gewinn bei diesem Spiel. Bestimmen Sie den
zugrunde liegenden Ergebnisraum 2, den Wertebereich X (2), die Wahrscheinlichkeiten
P(X = k) fur alle k € X(€2) sowie den Erwartungswert F(X) und die Varianz V(X).
Zu wessen Gunsten ist dieses Spiel oder ist es ein faires Spiel?

7. Aufgabe (11+16 Punkte)
Finden Sie explizite Losungsformeln fiir x,,, wenn x,, durch die folgenden Rekursionen
definiert wird:

a) ro =3, r1 = 30 und z,, = 18z, — 81lx, 5 fir n > 2
b) o =1, 1 =2, x5 = 24 und z,, = 4,1 + 20x,,_5 — 48z, _3 fiir n > 3



W. M. Seiler, P. Horn, R. Kiistner Diskrete Strukturen I Ss 2007

Musterlosung zur Klausur (17.9.2007)

1. Aufgabe (12 Punkte)
Verifizieren Sie (durch Wahrheitswertetabellen oder durch gleichwertige Umformungen)
die aussagenlogische Gleichwertigkeit ((p\/r)\/q) — (pAr) = (p < r)/\(q — (p/\r)).
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Die beiden letzten Spalten sind identisch, also gilt die zu verifizierende Gleichwertigkeit.
Oder:

Mit Hilfe der beiden Gleichwertigkeiten p <7 = (pV ) — (p A7) (siehe Ubungsauf-
gabe 1.21)) und (pV¢q) — 1 = (p — r) A (¢ — r) (sieche Ubungsaufgabe 1.2k) folgt

((pvr)va) = (pAr) = ((pVr) = (PAT))A(g — (pAT)) = (p o 1)A (g — (PAT)).
2. Aufgabe (5 Punkte)

Gegeben seien die 1-elementige Menge A = {0} und die 2-elementige Menge B = {1, 2}.
Bestimmen Sie die folgenden fiinf Mengen: Ax B, P(A), P(B), P(Ax B), P(A)xP(B).

AxB=1{(0,1),(0,2)}

= {0.{0}}
) {0,{1}, {2}, {1,2}}
AxB): {0,{(0,1)},{(0,2)},{(0,1),(0,2)} }
P(A)xP(B) = { (.0), (0.{1}). (0.{2}), (0. {1.2}).

({0}.0), ({0} 41}). ({0} 423), (0} {1.2}) }



3. Aufgabe (12 Punkte)
Beweisen Sie durch vollstandige Induktion, daf fiir alle Zahlen n € N* = {1,2,3,4,...}

n

die Summenformel 3 (2k —1)° = 2n* —n? gilt.
k=1

Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt

n 1
SE-1)P=Y02k—1)0P=21-1PF=1"=1=2-1=2.1"-12 =20 —n?
k=1 k=1

Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, fiir ein festes n € N* = {1,2,3,4,...} gelte

S (2k —1)% =20 — 02
k=1

Induktionsschritt: Unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung zeigen wir, dafy auch

ni(% —1’=2n+1)" = (n+1)°
gilt, denn
%1(% 1P = 2k —1) + 2n+1)—1)°
k=1 =1

k
=o' —nl+ (2n+1)°

ot —n?+8nd+3-4n*+3-2n+1
=4+ 240 +2-6n*+2-dn+2—-n*—2n—1
:2(n4+4n3+6n2+4n+1)— (n2+2n+1)
=2(n+1)" = (n+1)%

4. Aufgabe (19 Punkte)
Eine Urne enthéilt sechs rote, drei griine und fiinf blaue Kugeln (und sonst nichts mehr).
Man zieht zufillig ohne Zuriicklegen nacheinander zwei Kugeln aus der Urne.

i) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die erste gezogene Kugel rot, wenn die zweite
gezogene Kugel griin ist?
Es bezeichne Ry, G| sowie B; das Ereignis, dafl die erste gezogene Kugel rot, griin
bzw. blau ist und entsprechend bezeichne Ry, G5 sowie By das Ereignis, dafl die
zweite gezogene Kugel rot, griin bzw. blau ist. Gefragt ist die bedingte Wahrschein-
lichkeit P(R1|G2).

Bekannt sind gemé8 der Voraussetzung die Wahrscheinlichkeiten P(R;) = % = %,
P(Gy) = 1—1 sowie P(B;) = & und, da ohne Zuriicklegen gezogen wird, auch die

bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Gy|R1) = % = P(G4|By) sowie P(G3|Gy) = 1—23
Die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit liefert die Wahrscheinlichkeit P(Gy) =
P(Gao|Ry)P(Ry) + P(G|G1)P(G1) + P(Go|B)P(B)) = 54+ 5o+ i1 = 1

4 14
also P(G2) = <, und die Bayessche Formel (bzw. die Definition bedingter Wahr-

scheinlichkeit) dann die bedingte Wahrscheinlichkeit

_ P(RiNGy)  P(GoR)P(R) &% 6 _ 0
P(Ry|Gs) = P(Gs) PGy & g P(R1|G2) = 73

14




ii) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind die beiden gezogenen Kugeln gleichfarbig?
Sind bei diesem Experiment die zwei Ereignisse “die erste gezogene Kugel ist blau”
und “die beiden gezogenen Kugeln sind gleichfarbig” abhéngig oder unabhéingig?
Zusitzlich zu den in der Losung fiir Teil i) verwendeten Bezeichnungen bezeichne
nun noch A das Ereignis, daf§ die beiden gezogenen Kugeln gleichfarbig sind, d.h. es
gilt A= (R1NRy)U(G1NGy)U(B1NBy), wobei die drei Schnittmengen paarweise
disjunkt sind. Daher gilt dann P(A) = P(RaN Ry) + P(GoNGh) + P(Bo N By) =
P(Ry|Ry)P(Ry) + P(G5|G1)P(G1) + P(By|B1)P(By) = -3+ 5+ i1 = 15
also P(A) = . Weiter gilt ANB; = BoN By und somit P(ANBy) = P(B;NBy) =
den Ereignisse A und B; sind unabhéngig.

5. Aufgabe (7 Punkte)
Zwischen 1 und 49 gibt es genau 15 Primzahlen (namlich 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43 und 47). Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daf bei einer Ziehung
des Samstagslottos “6 aus 49” genau zwei der sechs gezogenen Zahlen Primzahlen sind?
(Sie brauchen bei Threm Ergebnis die Produkte im Z&hler und im Nenner nicht auszu-
multiplizieren, stattdessen sollten Sie aber moglichst viel kiirzen, so dafl im Z&hler und
im Nenner keine gemeinsamen Primfaktoren mehr vorkommen.)

Mit Hilfe der hypergeometrischen Verteilung berechnet sich diese Wahrscheinlichkeit zu

b WDOS) () 1514 34333231 123456
015,6(2) = ™ (® 12 1234 49-48-47-46-45-44
15-7-34-33-32-31-5-6  15-7-2-17-3-11-4-8-31-5-6  5-17-31
© 49-48-47-46-45-44  7-7-6-8-47-2-23-3-15-4-11  7-23-47
2635 . ,
= e = 0,348..., d.h. sie betrigt 34,8%.
6. Aufgabe (18 Punkte)
Ich schlage Thnen das folgende Gliicksspiel vor: Sie wiirfeln mit einem Wiirfel und ich
wiirfle auch mit einem Wiirfel. Wenn die Summe der zwei Augenzahlen nicht durch 3
teilbar ist, so erhalten Sie von mir diese Summe. Wenn die Summe der zwei Augenzahlen
durch 3 teilbar ist, so erhalte ich von Thnen das Doppelte dieser Summe. (In diesem
Fall verlieren Sie die doppelte Summe, d.h. Thr Gewinn ist in diesem Fall negativ.)
Die Zufallsvariable X beschreibe Thren Gewinn bei diesem Spiel. Bestimmen Sie den
zugrunde liegenden Ergebnisraum 2, den Wertebereich X (2), die Wahrscheinlichkeiten
P(X = k) fur alle k € X(§2) sowie den Erwartungswert F(X) und die Varianz V(X).
Zu wessen Gunsten ist dieses Spiel oder ist es ein faires Spiel?

Es gilt Q = {(m,n) im,n € {1,2,3,4,5,6}} und fiir w = (m,n) € Qgilt X(w) = m+n,
falls m +mn nicht durch 3 teilbar ist, bzw. X (w) = —2(m+n), falls m+n durch 3 teilbar
ist, und somit also X () = {—24,—-18,—-12,—6,2,4,5,7,8,10,11}. Wenn man zihlt,
wie oft jeder dieser Werte aus X (Q2) angenommen wird, so findet man die folgenden
Wahrscheinlichkeiten

k —24 |18 |12 | 6| 2 | 4 | 5 | 7T |8 |10 | 11
_ L4 |5 21131479653 |2
PIX=F)| 35 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
k2 576 | 324 | 144 | 36 | 4 | 16 | 25 | 49 | 64 | 100 | 121




und hiermit dann

E(X) :ZkeX(Q)kP(X = k)

—24-1-18-4-12-5-6-24+2-14+4-34+5-44+7-6+8-5+10-3+11-2

36
—24-72-60—-12+2+4+12+20+42+40+30+22 —168 + 168

= = =0 sowie

36 36

V(X) = B(X?) - (B(X))" = B(X?) =) KP(X = k)

kEX(Q)

_ 976-1+324-44144-5+36-24+4-1+16-3+25-4+49-6+64-5+100-3 +121-2

36

976+ 1296 4 720 + 72 + 4 + 48 + 100 + 294 + 320 + 300 + 242 3972 331

D
A

36 C 36 3
as Spiel ist fair, da E(X) = 0.
ufgabe (11416 Punkte)

Finden Sie explizite Losungsformeln fiir x,,, wenn x,, durch die folgenden Rekursionen
definiert wird:

a) ro =3, 1 = 30 und x,, = 18z, 1 — 81z, o fiir n > 2

Das zugehorige charakteristische Polynom 2 — 18z + 81 = (x — 9)? hat die doppelte
Nullstelle z = 9. Die allgemeine Losung der Rekursion x,, = 18x,,_1 — 81z, _» fiir
n > 2 hat dementsprechend die Form z,, = (a 4+ bn)9™ fir n > 0. Im Fall der
Anfangbedingungen xy = 3 und x; = 30, d.-h. a = 3 und 9(a + b) = 30, gilt dabei
dann a = 3 und b = % . Die Losung lautet somit x,, = (3 + %n) 9™ fiir n > 0.
Verifikation der Losung:

Fiir n = 0 gilt 2o = (3+30)9° = 3, fiir n = 1 gilt zy = (34 31)9" = 30, und es gilt

182,1 — 81z, 5 = 18(3+ (n — 1))9" " = 81(3 4 L(n —2))9"

=2(3+1n-1)9"-(34+1(n—2)9"=(3+1in)9" ==z,.

ro=1, 21 =2, 29 =24 und z,, = 42, 1 + 20x,,_ — 48x,_3 fiirn > 3

Das zugehorige charakteristische Polynom x? — 42? — 202 + 48 hat in z = 2 eine
Nullstelle und dann die Faktorisierung z° — 4x? —20x + 48 = (v —2) (2 — 22— 24) =
(r —2)(z +4)(x — 6). Fur die Rekursion z,, = 4x,,_1 + 20z,,_» — 48x,,_3 fiir n > 3
hat die allgemeine Losung folglich die Form z, = a-6™ + b(—4)" 4+ ¢-2" fiir n > 0.
Im Fall der Anfangbedingungen xqg = 1, 1 = 2 und 2o = 24, d.h. a+ b+ ¢ = 1,
6a — 4b+ 2c¢ = 2 und 36a + 16b +4c =24, dh.a+b+c=1,3a —2b+c=1 und
9a+4b+c=6,dh.a+b+c=1,2a—3b=0und 8a+3b=5,dh.a+b+c=1,
2a — 3b = 0 und 10a = 5, gilt dabei dann a = %, b= % und ¢ = = . Die Losung
lautet somit z, = %6 + £(—4)" + £-27 = L.27(37F1 — (=2)"" + 1) fiir n > 0.
Verifikation der Losung:

Fiir n = 0 erhélt man zo = 1 -2°(3°" — (—2)"" 4 1) =¢B+2+1)=1,firn=0
erhélt man x; = §-2' (3 (=2)" 4+ 1) = 5(9—4+1) = 2, fiir n = 2 erhilt man
my = 1 22(3% — (=2)*" +1) = 2(27+ 8+ 1) = 24 und es gilt

4x, 1+ 20z, 9 — 481’n_3

-
mh—t

1
6

= %.2”—1(3n_(_2>”+1) + 20 .on— 2(3n 1 - ) 48 N 3(3n 2 (_2)n—2+1)
=52"(3" = (-2)" +1) +%-2"(3" - 1) = 8.27(372 - (=2)" 2 4 1)
=42 ((23+5-937 - (20-2)+ >< e 5 -0)

= 527937 —A(=2)" 4 1) = ¢ 2 (3"+1 (=2)"" + 1) =z,



