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Bitte lassen Sie genügend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blätter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 16 Punkte erreicht wer-
den.
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Punkte: Note:
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1. Man berechne die folgenden uneigentlichen Integrale, indem man �������
substituiert: �� 	�

��� �� ��� ��� �� 	 �� ��� ��� ����� ���
(4P)

2. Man bestimme die Extremalstellen der Funktion:� � ���!� �� "$#&%(' �)�*�+�� � ��� ��, � ,.- �
(6P)

3. Gegeben sei die /102/ -Matrix 3 �4�65
798 :&�;798 :=< " 8?>?> > 8 @ mit5A798 :*� BCCD CCE
� �GFH�JIK� IL� � �&�M�&�&� / �N �OI N � � �GFH�JI N � � IL� - �&�&�&�M� / �I �GFH�JI �P� � IL� � �&�&�&�M� / N � �Q � sonst �

Indem man durch Zeilenumformungen eine obere Dreiecksmatrix herstellt,
berechne man die Determinante von 3 im Fall / �SR . Welche Vermutung
ergibt sich für die Determinante von 3 im allgemeinen Fall?
(4P)

4. Man löse das folgende Gleichungssystem:TU � 5 Q5 Q �Q Q V=WX TU � "
� ��ZY WX � TU\[ "[ �[ Y WX �

Dabei sind 5]� [ " � [ � � [ Y_^a` beliebig.
(4P)

5. Man berechne das folgende Integral mit Hilfe von Polarkoordinaten:
"�b cc

TddU �Me�� " �f� c e �gfh � � " � � ��ji Y � � � WlkkX � � " �
(8P)
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6. Sei � �)� " � � � � eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit
� �� � � �)� " � � � ���� Q

für alle �)� " �+� � � ^�� � �
Sei

� �)�+� eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit

� � � � � �)�+�+� � Q
für alle � ^�� �

Man zeige:��� � � �+�!� �g	��
� � c �)�j� � �)�+� � i Y �������

Q ��
� �Me �)�j� � � �+� � ��
� � c �)�j� � � �+� ���
� �Me �)�j� � � �+� � � c 
� � c e �)�j� � � �+� � � c 
� �Me � � c �)�j� � � �+� ���
� � c �)�j� � � �+� � � c 
� � e � � c �)�j� � � �+� � � c 
� � cc �)�j� � � �+� � �������
�

(8P)
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Lösungen

1.) Wir führen die Substitution � ��� � �+�!�.� � aus und bekommen:�� 	 
 ��� �� ��� � � �� 	 
 ���� - � � � � N - 
 ��� �� �	 � - ��� 	 �� ��� ��� ��� � � � �� 	 �� � � � � � � - � � � � -���� #	� ��
 �)�+��� �	 ��
 �
2.) Differenziation nach dem Parameter ergibt:� � �)��� � �� " �

� � #&% ' �)�K�+�� � � � N �� " '�� 
 �)�K�+� �� � � � N �� " '�� 
 �)�*�+� � �
� #&%(' � �K�+�� ����

� < �
� < " � �� � # % ' � - ��� N #&% ' �)���+�� �� � - � #&% ' � ��� � � N #&% ' �)��� N � � �

Die Funktion � ��� � � - ��� N � N �
stellt eine nach oben geöffnete Parabel dar, die

bei � � N "
� und � � �

Nullstellen besitzt. Die Cosinusfunktion fällt im Intervall� � � -�� streng monoton. Für
� , � ,P-

gilt:� � #&% ' � Q ��� #&%(' � � ��� # % ' �)����� #&% ' � - ��� #&% '�� -� 
! � N �- �
Das heißt, die Funktion

�
ist streng monoton fallend im Intervall

� � � -"� und besitzt
somit ein Maximum bei � � �

und ein Minimum bei � � -
.
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Die Funktion ������� (links) und ihre Ableitung (rechts) im Intervall �	��

���
3.) Die Matrix lautet im Fall / �PR :

3 � TddU � � Q QN � � - QQ N - � �Q Q N � � WlkkX �
Die folgenden Zeilenumformungen lassen die Determinante unverändert:3� � Q QN � � - QQ N - � �Q Q N � �� � Q QQ - - QQ N - � �Q Q N � � �� � � ��

"
� � Q QQ - - QQ Q � �Q Q N � � ��MY N �� �� � Q QQ - - QQ Q � �Q Q Q R ���� N ��MY

Es gilt im allgemeinen Fall: ��� � � 3 �!� /�� . (Beweis: Vollständige Induktion).
4.) Sei: 3 � TU � 5 Q5 Q �Q Q V=WX �
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Es gilt:
��� � � 3 � � N 5 � V �

Im Fall 5 �� Q
ist das System für alle rechten Seiten eindeutig lösbar. Der Gauß-

sche Algorithmus oder die Cramersche Regel ergeben die Lösung:� " � �5 � [ � � [ Y V ��� � � � �5 � �65 [ " N [ � N [ Y V � � �ZY � N V [ Y �
Im Fall 5L� Q

lautet die Systemmatrix3 � TU � Q QQ Q �Q Q V=WX �
Das System ist genau dann lösbar, wenn gilt:[ Y � V [ � �
Mit beliebigem � lautet die Lösung hier:� " � [ " � � � � � � �ZY � [ � �
5.) Man kann den Integrationsbereich wie folgt skizzieren:
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Der Integrationsbereich (dunkel)

In Polarkoordinaten: � " ��� # % ' � ��� � � � ��� '�� 
 � � ���
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wird der Integrationsbereich beschrieben durch:Q , � , 
 R � ��, � , �# % ' � � � �
Wir berechnen das Integral:"�b cc

TddU �Me�� " �f� c e �gfh � � " � � ��ji Y � � � WlkkX � � " � �
�� 	 TdU e

�������	��
� " �
� Y � � � WlkX � �

� N �
�� 	 �
�
����
� < e

�
�����	��


� < " � �
� N �

�� 	 � # % ' � ��� N � � � �� 
 R N � -- �
Man kann das Integral auch ohne Polakoordinaten direkt mithilfe der Stammfunk-
tionen � �� ��� � � Y � � � �� � � � � �� � � N � �� � � � � N � � N � �� N ��� #&'�� 
 � ��� �
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berechnen:
"�b cc

TddU �Me�� " �f� c e �g h � � " � � ��ji Y � � � W kkX � � " �
"�b cc � �� � " h � � " � � �� ����� �Me� " � � c e � � "

�
"�b cc � �� - � � " N h � N � � "� � " � � � "

� � N �� - � " � h � N � � "� " � ��� # '�� 
 �)� " � � �����

"
b cc� 
 R N � -- �

6.) Mit der Kettenregel ergibt sich:
� �� � " � �j� � �)�+�+� � � � �)�+� � �� � � �)�j� � � �+� �!� Q

bzw.: � � �)�+�!� N ��
� �Me � �j� � � � �+�
��
� � c � �j� � � � �+� �

Differenzieren der ersten Gleichung nach � liefert:
� � �� � � " �)�j� � �)�+� � � - ��� � �+� � � �� � "

� � � �)�j� � �)�+� � � � � � �)�+� � � � � �� � �� �)�j� � � �+� � � � � � �)�+� � �� � � �)�j� � � �+� �!� Q �
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Hieraus folgt:� � � �)�+�� �
��
� � c � N � � �� � � " N - ��� � �+� � � �� � "

� � � N � � � �)�+�+� � � � �� � ��  � �
��
� � c TdU N � � �� � � " �J- ��
� �Me��
� � c � � �� � "

� � � N g	��
� �Me i �g	��
� � c i � � � �� � �� WlkX� �g ��
� � c i Y � N � � �� � �  � � � �� � � " � - � �� � " � �� � � � � �� � "
� � � N � � �� � "  � � � �� � �� �

� �g ��
� � c i Y �������

Q ��
� �Me ��
� � c��
� �Me � c 
� � c e � c 
� �Me � � c��
� � c � c 
� �Me � � c � c 
� � cc
�������

�
Das Argument �)�j� � �)�+� � wurde auf der rechten Seite weggelassen.
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