KLAUSUR
Mathematik 1/11 fur Elektrotechniker
12.3.2002
(W. Strampp)

Name: \orname: Matr.—Nr.:

Bitte lassen Sie geniigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 16 Punkte erreicht wer-
den.

1) 2) 3) 4) 5)

Punkte: Note:




1. Man berechne jeweils eine Stammfunktion durch partielle Integration bzw.
Substitution:

/arctan(m)dw, /Mdaz, x>0.

X
(6P)
2. Man berechne folgende Grenzwerte:
im 2D ()
z—o0  In(z) z—oco  In(x)

(4P)

3. Die Funktionen aj, : R — R, j,k = 1,2, 3, seien differenzierbar. Man
zeige:
d

@&11 (.T) a12 (.T) alg(l')

a11(1‘) a12(1‘) alg(l‘)
i az () ag(r) axs(x) = iam(ﬂ?) az(x) as(w)

Y| asi(2) as(z) as(z) e
Lan(a) asnle)
an () %am@;) ar3(z) an(z) an(x) %alg(x)
d d

+ agl(:c) @U/QQ(.T) a23<l‘) + agl(l') GQQ(.T) @GQ,‘};(.’L‘)

CL31<.’I?) %CL:;Q(IL') CL33<.’L‘) Clgl(l') Clgg(l‘) %aggg(x)
(6P)

4. Welches Bild erhdlt man fir das Rechteck: ¥ = (z1,25), 0 < 27 < 1,
0 < x9 < 2 unter der Abbildung

f@) =%+ -a)b

mit @ = (2,3) und b = (—1,2)? Kann die Abbildung invertiert werden?
(6P)



5. Welche Extremalstellen besitzt die Funktion:
f(Il,I'Q) =4 — (2.1'1 + Ty — 1)2 — 2<I1 — X — 2)2?

Welche Gestalt haben die Hohenlinien?
(6P)

6. Man bestimme das Volumen, das von der Flache

f(@1,22) = h (1_2%_:6_%)

a?  b?

und der x; — xo-Ebene im Raum eingeschlossen wird.
(Dabei gelte a, b, h > 0).
(6P)



Losungen

1.) Partielle Integration ergibt:

1
/arctan(m) dxr = x arctan(z) — /x dx

1+ 22

1 2
= x arctan(x) — 5 /71 +I > dx
x

1
= z arctan(z) — 3 In(1+2%) +c.

Man schreibt das Integral wie folgt:

/M dr = /(ln(a:))2 %ln(fv) dx

X

und bekommt sofort

/ () g - ( /¢ dt) T (% +c> T (o)

Man kann auch die Substitution z = ¢(t) = e’ (t = In(x)) durchfiihren:

2.) Nach der Regel von de I’Hospital gilt:

1

ln(x + 1) oo T

wlggo ]n(x) - w114>11010 ? - a:lggo 1+2x =1
und Lo
In(1 n(@) = . 1
limmz lim 1(1) = lim =0.
T—00 ]n(x) z=oo o T—00 ln(x)

3.) Werden die sechs Permutationen der Zahlen {1, 2,3} zur Menge S3 zusam-
mengefasst, so gilt fir die Determinante:

an(z) aw(r) aiz(z)
as1(z) ag(x) ax(x) | = ZSgn(H)aH(l)’laH(Q),QaH(g)B.

az1(z) asz(x) asz(x) 11€Ss

4



Differenziert man nun, so folgt:

CLH(I) alg(x) Cllg(l') d
az1(r) axn(r) axn(r) | = Z sgn(IT) —— (am()1) ane)z2 ane)3
asi1(z) ass(x) azs(x) TeSs dx

d
+ Z sgn(II) amn(1),1 dr (aH(Z),Q) an(s),3

IIeSs

q
dz

d
+ > sgn(IT) anq) 1 angz) 2 = (ams),3)

IIeS3

4.) Es qilt:

T-d=2x1+ 329

und .
(i"c_i)b: <—2.’II1 —331'2,4.’11'1 +6.T2) .

Hieraus ergibt sich:
.’f‘}‘ (fd’)g: (—1'1 —3x2,4x1+7x2).

Wir konnen die Abbildung f wie folgt schreiben:

rar= (7 )

E)- () ()

Beschreiben wir das gegebene Rechteck als:

T 1 0
() ) ) s5ussas

so ergibt sich das Bild:

~1 -3\ (1 1 -3\ (0
<<
x1<4 7><0>+x2<4 7)(2)’ U<z 1,021,

bzw.

bzw.



Das von den Vektoren
(1,0) und (0, 2)
aufgespannte Rechteck

Das von den Vektoren
(—1,4) und (—6,14)
aufgespannte
Parallelogramm

Die Determinante der Abbildungsmatrix ergibt sich zu:

‘—1 -3



und damit ist die Abbildung invertierbar. Die inverse Abbildung erhédlt man aus:

)5 (G 2) ()

5.) Wir berechnen zunéchst die ersten Ableitungen:

0
8—3{1(1'17562) =—4 (2561 + Ty — ].) - 4(371 — X2 — 2) = —]_2561 + ]_2,
of
£<I1,.’L'2) = —2(2.T1+.’L'2 — 1)+4($1 —£L'2—2) = —6I2 —6.
2
Damit kommt nur der Punkt x; = 1, o = —1 als Extremalstelle infrage. Die
zweiten partiellen Ableitungen lauten:
02 f 0 f 0 f
a—x%<$1, iE'Q) =12 s a—x%(xbe) = —6 y m(xl,ﬂh) = 0 .
Es gilt also im Punkt (1, —1):
Rf Rf Rf ?
d=—%= — — >0
oronaa) o) (o))
und 5
a—x%(l'l,ﬂb) <0.

Das heil3t, es liegt ein Maximum vor.
Die Gleichung f(x1,z2) = c ergibt:

—6224+ 122, — 322 —6as—5=c

bzw. s

2xf—4:c1+a:§+2x2=02 ,

also 5
2(x1—2)2+(x2+1)2=5+c2 =C.

Fir C' > 0 ergeben sich Ellipsen:
(1 =27 | (z2+1) _

S

V2
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Die Funktion
fz1,22) =4— 2z +
1'2—1)2—2(.731—332—2)2

40
20
Hohenlinien der Funktion
0 f(z1,22) =4 — (221 +
.772—1)2—2 (.’El —.’E2—2)2
-20
- 40
-40 -20 0 20 40

6.) Fur das Volumen V gilt:

f(z1,22)
V:/< / dxg) dxldasz :/f($1,$2> dCEld.’L'Q.
G

G 0
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und der z; — xo-Ebene

im Raum eingeschlossene
\Volumen

Die ellipsenformige Grundflache kann als Bild des Intervalls

I={(r¢)|0<r<1,0<¢ <27}

unter Abbildung

g(r;¢) = (ar cos(¢),br sin(¢))

aufgefasst werden. Die Funktionaldeterminante von g lautet:

dg

d(r, ¢)
Somit gilt:

| acos(¢p) —arsin(g) |
(r,¢) = bsin(¢) br cos(¢) =abr.
27w 1
_ 2
VvV = //h(l r¥)abrdrdp
0 0
27 ¢3 r—1
= hab - — d
a O/(r 3> . [0)
= hab%r.



