KLAUSUR
Mathematik I/II fiir E-Techniker
1.3.2005
(G. Malle, W. Strampp, AG Computational Mathematics)

Name: Vorname: Matr.—Nr.:

Bitte lassen Sie gentigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!
Geben Sie alle Zwischenschritte Threr Rechnungen an.

Fir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sollten 50 Punkte erreicht werden.

1) 2) 3) 4) 5)

6) 7) 8) 9) 10)

Punkte: Note:




1. Sei o > 0 eine reelle Zahl. Geben Sie die komplexe Zahl 2z = —a + « 7 in
Polardarstellung an.

Wie lauten die Losungen der Gleichung
22 42iz2=142"7
Skizzieren Sie die Losungen in der GauB3schen Ebene.
2. (a) Sei « eine beliebige reelle Zahl und
a 1 -1
A=11 1 3
1 0 1

Bestimmen Sie das Spatprodukt der Zeilenvektoren von A. Fiir welche «
sind die Zeilenvektoren linear unabhangig?

(b) Sei 3 ebenfalls eine beliebige reelle Zahl. Entscheiden Sie mit dem
GaulBlschen Algorithmus, fiir welche «, 3 das System

e 0
Alz | = |0
XT3 0

nicht losbar, eindeutig 10osbar, mehrdeutig losbar ist. (Die Losungen miissen
nicht angegeben werden)!

3. (a) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge:

lim vn2+4+n—n.

n—0o0

(b) Begrunden Sie die Ungleichung
20 <24+ n<2-2", neNg,
und berechnen Sie den Grenzwert

lim /2" 4+ n.

n—0o0

Hinweis: lim /2 = 1.

n—00



4. (a) Berechnen Sie jeweils eine Stammfunktion fur:

o gle) =sin(Va)

Hinweis: Partielle Integration verwenden und im zweiten Fall erst z = 2
substituieren.

(b) Existieren die uneigentlichen Integrale:

/oof(x) dx , 7g(x) dx?

Alle Rechenschritte angeben!
5. Geben Sie die Taylorreihen um zy = 0 folgender Funktionen an:
fx)=vVT+z, g(x)=sin(5z).
Benutzen Sie die Taylorreihen:
Vitz= i (%) a¥, sin(z) = i ﬂx““ :
— — (2k+1)!

Berechnen Sie damit den Grenzwert:
lim M '
x—0 g(a’,‘)

Geben Sie eine weitere Methode zur Berechnung des Grenzwerts an.

6. Gegeben seien die Vektoren

1 0 1
(_7:1 == 1 ) 62 == 0 y 6_1:3 == -1
0 1 0

Die Ebene E durch den Nullpunkt werde von den Vektoren @; und d, auf-
gespannt.

Wie lautet die Matrix M der Spiegelung an der Ebene F bezuiglich der Basis
6_1:1, 6_1:2, 63 des ]R?)?

Wie lautet die Matrix M der Spiegelung an der Ebene F beziiglich der
kanonischen Basis €71, €5, €37 M muss nicht explizit angeben werden. Eine
Darstellung als Produkt genugt.



7.

10.

Sei « eine beliebige reelle Zahl und

-1 1 «
A= 1 -1 «
a o 0

Das charakteristische Polynom lautet:
xa(A) = (24+2) (202 — \?).

Fir welche o > 0 besitzt A drei einfache Eigenwerte? Fiir welches o >
0 besitzt A einen doppelten Eigenwert? Geben Sie im Fall des doppelten
Eigenwerts eine Orthogonalbasis des R?, die aus Eigenvektoren besteht.

(a) Berechnen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe:

(b) Entwickeln Sie die Funktion

flo,y) =

ex

L—y
in eine Taylorreihe um den Nullpunkt. In welchem Gebiet konvergiert die
Reihe? Wie lautet das Taylorpolynom um den Nullpunkt vom Grad 2 von

£2

Berechnen Sie den Gradienten der Funktion:

x x2 x?
=S4\ /E -y, S —y>o.
f(z,y) stV T Y 7Y

Welche Hohenlinien besitzt f? Skizzieren Sie die Hohenlinien. Wahlen Sie
in jedem Quadranten einen Punkt und zeichnen Sie dort die Richtung des
Gradienten in das Hohenlinienbild.

Die Funktion f(z,y) soll iiber das Gebiet integriert werden, das von der
x-Achse und den Kreisen

L R A o T
T — — = — €T — =
9 ) 1’ ) 3

im ersten Quadranten begrenzt wird. Wie muss das Integral in kartesischen
und wie in Polarkoordinaten berechnet werden?



Losungen

1) Die Zahl

2o=—-a+awoat, a>0,

liegt im zweiten Quadranten der Gau3-Ebene:
3 .
|Zo|:\/2a2:\/§o¢, arg(zo)zz7r7 Zozﬂae%m,

z2+2izzl+zo<z>z2+2iz—lzzo<:>(z+i)2:z0:\/5&6%”.
Also ergeben sich folgende Losungen:
le—i+\7§\/ae%”i, z2:—7;—<7§\/ae%”.
2)
2 =(a,1,-1), Z=(1,1,3), 25=(1,0,1).
51X52:(4,—1—3Q,—1+CY), (51X52)'23:3+Q.

Fir o = —3 ergibt das Spatprodukt Null und die Vektoren sind linear abhangig.
GauB3-Algorithmus:

a 1 -1 0
11 3 o)
1 0 1 0
11 3 o]
1 0 1 0
a 1 -1 0
1 1 3 Ié)
0 -1 -2 —f
0 1—-a —-1-3a«a —af
11 3 o)
0 1 2 Ié]
0 0 -3—« —f

«a # —3: eindeutig 10sbar.
a = —3und 3 # 0 nicht losbar.
a = —3 und = 0 mehrdeutig losbar.



3) (a)

vni+n—n = n?+n—vn?

(Vn? +n—vn?) (vVn?+n+ vn?)
V2 4+n+vn?

n _ 1
\/n2+n+n /1+%+1

1
lim vn24+n—n=—.

n—o0 2

(b) Es gilt: 0 < nund n < 2" (Induktion) oder (1+1)" > 1+n,n > 1 (Bernoulli).
Also:

Also

"< 2"+ n<2.2",
Hieraus folgt:

2< V/m+n< 22,

Einschachtelungsprinzip und lim /2 = 1 liefert

n—00
lim V27" +n =2.
n—0o0
4)
| 1 1\ 1
/n(zx) de = ——ln(x)—/(——) —dx
T T r) x
1
= —— In(z) + ;dw
1 1
_ n(r) 1.,

T T

/sin(\/a_c) dr = /sin(t)Qtdt

t=vx

/sin(t) tdt = —cos(t)t — /(— cos(t)) dt = —t cos(t) + sin(t) + ¢

Insgesamt:

/sin(\/E) dx = =2/ cos(\/x) + 2 sin(y/x) + c.



x? b
Es gilt
In(b) .1
A Y
also

Das uneigentliche Integral existiert nicht. Die Stammfunktion —2 \/x cos(y/) +
2 sin(y/7) besitzt keinen Grenzwert fiir z — oo. Es gilt

cos ((2k+1) g) —0, sin<(2k+1)g) = (—1)f k=0,1,2..

Also fiir by, = ((2k +1) )*:

5)

o0

© /1
mzz(i,)xk, sin(z Z2k+ 22

=0

Fo) =V T =T 145 = Zf(k) ()" ol <7

g(z) =sin(5z) Z 2k+1 5x)2Ftt.
i

Damit berechnen wir den Grenzwert:

=0 g(x) 0 5 — 52 3')3 + (5;!)5 . - 107

1
f@)—\ﬁ_hm avarr 1
=0 g(x) =05 cos(bx) 107



6) Der Vektor @3 steht senkrecht auf @; und auf @,. Deshalb geht @3 durch Spiege-
lung in —aj3 lber. Spiegelung:

i —1-a;+0-dy+0-ds,

iy = 0-d+1-ay+0-ds,

a3 —0-ad;+0-dy —1-d3.

Matrix beziiglich der Basis d, dy, d:

1 0
M=10 0
0

-1

O = O

Ubergangsmatrix von @y, ds, a3 nach €7, €, €3:

1 0 1
B=110 -1
01 0

Matrix der Spiegelung bezuiglich €, €5, €3:

M=BMB™".
Die Matrizen
110 010
B'=10 0 1], M=[10 0],
5 —5 0 001

miussen nicht angegeben werden.
7) Wir haben folgende Eigenwerte (a > 0):

)\1:—2, )\2:—\/501, )\3:\/501.

« # /2 drei einfache Eigenwerte.
a = /2 zweifacher Eigenwert —2, einfacher Eigenwert 2.
Wir betrachten den Eigenwert —2 und berechnen Eigenvektoren (A + 2 £ = 0):

—1+42 1 V2 0
1 —142 V2 0
V2 V2 2 0



Wir haben Eigenvektoren:
ﬁl - (_\/5)_\/57 2)7 62 = (\/57_\/5)0)

Diese Eigenvektoren stehen senkrecht aufeinander. Da bei einer symmetrischen
Matrix Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stets senkrecht stehen, brau-
chen wir nur noch einen Vektor, der auf #; und @, senkrecht steht: i3 = (1, 1, \/5)
Normiert man noch, so hat man die geforderte Basis:

i P A A 1
laall  2v27 @l 27 (las|] 2
8) (a) .
k!
Z(_l)kﬁ‘rk
k=1
Quotientenkriterium:
1| _ 1
w | (1)
i Ak+1| 1
im =—.
k—o0 ag e

Konvergenzradius: p = e.
b))z eR, |yl <1:

Taylorpolynom vom Grad 2:

2

T
1+x+y+7+xy+y2.



9)

of 1 1 x
8_$(ay) _+Z 22 )
T Y
8f( ) 1 1
= T, Y) = a )
0 2 2
Y %—y
Hohenlinien:
fa.y) x+ 72 2 +a:
Ty =cs=c=—gt\ V=T y=ctg.
Y 5 1 Y 1 Y 5
y=—cx—c*, x>-2c.
Hohenlinien der

Funktion f(z,y).

(Hohenlinien liegen

1’2

tangential an y = %
an). Die Gradienten
stehen senkrecht auf
den Hohenlinien und

zeigen nach unten.

Die Funktion f(x,y)

\/1—(z—1)2

/1 / f(x,y)dydx—i—/Z / o, y) dydz.

0



Polarkoordinaten:

3 2 cos(¢)

/ / F(r cos(@),r sin(6)) r dr dg.

0 cos(¢)

Skizze zum Integrati-
onsgebiet



