KLAUSUR
Mathematik I/II fir Elektrotechniker
11.3.1998
(W. Strampp)

Name: Vorname: Matr.—Nr.:
Bitte lassen Sie gentuigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!
Zum Bestehen der Klausur sollten 14 Punkte erreicht wer-
den.

1) 2) 3) 4) 5) 6)

Punkte: Note:




1. Mit dem Rangkriterium entscheide man, ob das folgende Gleichungssystem

losbar ist:
2 T +x9 +3 Ty = 7 s

31‘1 —|-4.T2 :1,
i.Tl —|-2.T2 —21'3 :0,
—21’2 +2ZII3 :3,

und berechne die Determinante der erweiterten Matrix:

2 1 3
3 4 0 1
2 =20
0 -2 2 3

(4P)

o0

2. Unter Verwendung von: / e dy =

|5

zeige man, dass fur s > 0 gilt:

(Hinweis: Man substituiere st = 7 und 7 = o).
(4P)

3. Die Funktion f : (a,b) — R sei zweimal differenzierbar, und es gelte
f"(z) > 0 fiir z € (a,b). Man zeige:

(a) Fiir zwei Punkte = # x, aus (a, b) gilt:
f(@) > f(zo) + f'(z0) (v — 20) -

(Die Funktion verlauft oberhalb der Tangente).
(b) Fiir drei Punkte x; < z < x aus (a, b) gilt:

+ f($2)_f($1) (ZL"—JJl).

To — X1

flz) < f(ay)
(Die Funktion verlauft unterhalb der Sekante).

(6P)



. Man berechne die Taylorentwicklung der Funktion

1

A e

um den Entwicklungspunkt 2y = 0.
(4P)

. Man berechne fiir (1, x5, 23) # (0,0, 0):

0? 0? 0? 1
(830% Tea T emg) (m) |
(4P)
. Besitzt die folgende Funktion Extremalstellen:
floy,a) = (v + 29+ 1) = 272129, 21 >0,29>0.

(6P)



Losungen 1.) Wir formen die erweiterte Matrix mit Zeilenoperationen um:

A b
2 1 1
3 4 1
i 2 =2 0
0 -2 2 3
2 1 3 0
o3 3] 1oy s
0 2-4 -2 B
0 -2 2 3 oo
2 1 3 0
05 3 | 1-%
00 5 SR
00 -4 L_% it 32
2 1 3 0
05 3 | 1-%
00 4 2
0 0 0 B0 | At (5% %

Hieraus entnimmt man: Der Rang der Systemmatrix A betragt 3, wahrend der
Rang der erweiterten Matrix (A |b7) 4 betrdgt. Das System ist somit nicht Iosbar.

Durch die Zeilenumformungen wird die Determinante der erweiterten Matrix
nicht verandert, so dass fiir ihre Determinante gilt:

- 5 (8 12 41 10
det(A[bT)=2-—- |- ——=i) - | =——=i]=16—44i.
2 \b 5 13 13
2.) Wir substituieren zuerst (s > 0):

T

t = <717 =51
S



und bekommen:

“Utdt = /‘ /Vt—dT

/e VTdr.

Vs s
0

0\8
)

e o=+\1,7,0>0

Als nachstes substituieren wir
T=0

und bekommen mit partieller Integration und dem Hinweis
o0

/eTﬁdT = /602020d0
0 0
= /0206_‘72610

+/e” do
VT

= / 7 do =
2
0
Insgesamt ergibt sich:
o
1

/ et VEdt = —1—;
S2

0
3.a) Der Satz von Taylor liefert mit einer Zwischenstelle &,
n
F(@) = o) + 1(a0) (e = 20) + Lo (2 — ).
Wegen f"(£,) > 0 und (z — z¢)? folgt sofort die Behauptung
f(@) = (o) + f'(wo) (& — o)



3.b) Wegen 1 < = < x5 ist die Behauptung offenbar gleichbedeutend mit

fle) = fler) _ flea) = flar)

xr— T - To — X1

Betrachten wir die Hilfsfunktion (Sekantenanstieg)

h(x)zw, T <x< 9.
Es gilt:

Vergleichen wir nun die Tangente im Punkt = mit dem Funktionswert in 1, so gilt
nach (a):

f(@1) = fz) + f(@) (21— 7).
Mit x; — x < 0 folgt daraus:

flx1) — f(w)

1 — T

< fl(=z).
fl@) = fz) .

Dies bedeutet, dal der Sekantenanstieg in (x1, 25| monoton wéchst,
r — T

und damit ist die Behauptung bewiesen.

Konvexe Funktion
mit Tangente und
- Sekante

A
>

4.) Wir entwickeln zunachst die Funktion
glx) = (1+2)*, acR,
in eine Taylorreihe um xy = 0. Die v-te Ableitung ergibt sich zu:

Q(V)@):a(a—l) (a_V+1)(1+;L‘)O‘_V_



Schreibt man in Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten:

(a) afa—1)-(a-vtl)

v v!

und setzt (g) = 1, so ergibt sich die Taylorreihe:

v=0

Mit dem Quotientenkriterium bekommt man aus:

_ ala=1) - (a=v)v!
im = lim
V00 Q vooo |a(a—1) - (a—v+1)(r+1)!
v
. |a—-v
= lim =
v=oo |V +1

den Konvergenzradius p = 1. Damit ergibt sich folgende Taylorentwicklung von

fumxy = 0:
r@ =3 (GF) e lal <t

Die Funktion

€T =
o) =
mit dem
Taylorpolynom
vom Grad 5

5.) Fiir die ersten partiellen Ableitungen erhalt man:

8 1 . l’j
0w \ /ot + a3 + a3 V(@i + a3 + af)?



und daraus:

0* 1 1 N 37
O \Vat+a3+a)  Vtrdra)P Vil g

Bilden wir nun die Summe, so folgt:

( 0? N 0? N 0? > 1
dwi  O0xy  0a3) \ \fa? + a3+ a2
3 3(z? + a3 + 23)
- - s 7. 2. 2\ 0.
\/(‘Tl + x5 + 3) \/(xl + x5 + 3)

6.) Die partiellen Ableitungen der Funktion:

flzy,mg) = (x1 + 29 + 1) — 2T 21 29
ergeben sich zu:
fo (@1, 22) =3 (21 + 22+ 1)? = 2T 25,
foo (1, 29) = 3 (21 + 2y + 1)* — 27 ;.
Zur Losung des Systems:
3(xy+wy+ 1) —27Tmy, =0,
3z +a9+1)* =272, =0,
addieren und subtrahieren wir die Gleichungen und bekommen:
6 (z1 + x9 + 1) — 27 (21 + 22) =0,
271 — 2719 =0.
Aus der zweiten Gleichung folgt: z; = x5 und aus der ersten:

(2z;+1)* =92, =0.

1
Die quadratische Gleichung besitzt die Losungen: ©; = 7 1. Berechnen wir nun
die Hesse-Matrix:

H(l‘ l‘)_ 6(1’1+l’2+1) 6([L‘1+[L‘2+1)—27
1,52) = 6(1’1+l’2+1)—27 6(1’1+[L‘2+1) '



11
Im Punkt (Z’ Z) bekommt man:

11 9 —18
H(Z’Z)‘(—w 9)

und im Punkt (1, 1) bekommt man:

H(1,1) = C% 189> :

Im ersten Punkt kann keine Extremalstelle vorliegen, wahrend im zweiten Punkt
eine Minimalstelle mit dem Funktionswert 0 vorliegt. (Im ersten Fall betragt die
Determinante der Hessematrix 92 — 182 = —243 < 0 und im zweiten Fall 182 —
92 = 243 > 0. Im zweiten Fall gilt ferner f,,,,(1,1) = 18 > 0.)

Die Funktion

[z, 22) =

(r1 + 22+ 1) — 272 9
in einer Umgebung des

11
Punktes | —, —
un es<4,4>




