KLAUSUR
Mathematik I/II fiir Informatiker
11.9.2003
(W. Strampp)

Name: Vorname: Matr.—Nr.:

Bitte lassen Sie gentigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 20 Punkte erreicht wer-
den.

1) 2) 3) 4)

Punkte: Note:




1. (a) Gegeben seien die Vektoren @ = (1,—2,3) und b = (—1,1,—2) und
der Punkt Py = (2, —1, 3). Wie lautet die Gleichung der Ebene F, die von
@ und b aufgespannt wird und durch den Punkt P, geht? Man gebe einen
Normalenvektor der Ebene £ an.

(4P)

(b) Vom Punkt P, = (%, —%, 16—9) wird das Lot (Gerade durch P; senkrecht
zur Ebene) auf die Ebene E gefallt. Man berechne den Schnittpunkt S des
Lots mit der Ebene E.

(2P)

(c) Die Punkte mit den Ortsvektoren Oﬁo, Oﬁo + d, Ojjo + b werden als
Eckpunkte eines Dreiecks DD im Raum aufgefasst. Liegt der Schnittpunkt S
im Dreieck D?

(2P)
2. (a) Durch Zeilenumformungen berechne man die Inverse der Matrix:
1 1 1 1
1 -1 0 O
P= 1 0 -1 0
1 0 0 -1

(Man stelle zuerst eine untere Dreiecksmatrix her.)
Zusatzfrage: Wie lautet die Determinante von P?

(4P)
(b) Man berechne die Eigenwerte der Matrix:
-1 1 1 1
1 -1 1 1
A= 1 1 -1 1]’

11 1 -1
indem man A — A\ E durch Zeilenoperationen in eine obere Dreiecksmatrix
uberfiihrt.
Zusatzfrage: Welche Vermutung ergibt sich fiir die Eigenwerte der n x n-
Matrix (n > 4) A = (@) k=1,..» Mita;, = 1 fiir j # kund a;, = —1 fiir
Jj=k?
(8P)

3. (a) Mit ¢ > 0 wird fiir n > 1 die Folge a,, erklart durch:

“_i no n g
" k:1n2+kc n2+1-c n?+nc’

2



Man begriinde die Ungleichungen
n n
n——<a, <n———o
nt+nc n? +c
und berechne den Grenzwert lim a,,.
n— o0
(6P)
3
(b) Durch die Rekursionsgleichung: b,, 1 = R
mit dem Startelement b, = 2 wird eine Folge erklirt. Man berechne die
ersten vier Glieder der Folge.
Man zeige durch vollstandige Induktion firn > 1: 1 < b4, < b,, .

Aus der Rekursionsgleichung berechne man den Grenzwert lim b,,.
n—o0

Zusatzfrage: Wie lauten die Folgenglieder, wenn man die Rekursion mit
dem Startelement b; = 1 beginnt?
(6P)

. (a) Man berechne mithilfe partieller Integration (v'(z) = 1) die Stamm-

funktion:
/ V1+ax2dx.

Dabei benutze man die Stammfunktion [ \/117 dr = arsinh(x) + C und

finde zundchst eine Gleichung fiir die gesuchte Stammfunktion. (arsinh(z)
ist die Umkehrfunktion von sinh(z) = £=£—).

(4P)

(b) Man gebe die Taylorentwicklung der Funktion f(z) = /14 22 um

xo = 0 an. Hinweis:

o0

(1+x)azz<z>x”,|x|<1,

v=0

(;Of) :a(a—l)--l/-!(a—l/+1)’<g) L
(2P)

(c) Man berechne den Grenzwert:

V1i+zx2 -1

z—0  sinh(z?)

(2P)



Losungen

l.a) Sei ¥ = (x,y, z) der Ortsvektor eines beliebigen Punktes auf der Ebene E.
Dann gilt: .
F=ry+sd+tb, 7=1(2,-1,3).

Einen Normalenvektor bekommt man durch:
F=axb=(1,-1,-1).
Damit erhalt man auch die parameterfreie Form:
n(r—(2,-1,3)=z—y—2=0.
1.b) Die Lotgerade hat die Form:

Man kann sehen, dass gilt:
1 4 19
5376
Der Punkt liegt auf der Ebene und stellt den Schnittpunkt dar.
Schneiden der Gerade mit der Ebene ergibt:

0.

P4 oit=F+sd+th.

Wir multplizieren skalar mit @ und b:

bzw.

Die Losung lautet:

Der FuBBpunkt des Lots ist (16—1, — %, %) = P,. Mit dieser Losung kann die Aufgabe
(c) sofort gelost werden.
1.c)Punkte im Dreieck haben Ortsvektoren:

Fo+sd+th, 0<st<1,s+t<1.

4



Dies ist fur den Schnittpunkt nicht erfullt: s + ¢ = g.

Ebene E, Eckpunkte des
Dreiecks und Lotgerade

um:

1 1 1 1 1000
1 -1 0 O 01 00
1 0 -1 0 [~ 0010
1 0 0 -1 00 01
51M51+22+53+542
4 0 0 O 1 111
1 -1 0 O 01 00
1 0 -1 0 [~ 0010
1 0 0 -1 00 01
“1«»%,271:
1 0 0 0 I 1
1 -1 0 O 01 0 0
1 0 -1 0}’ 0 010
1 0 0 -1 0 0 01



Ty~ Fy — 21, B3~ By — F1, 2y~ Ay — 2L

1 1 1 1
1 0 0 0 O S
Pl I ot O R
o0 o ) \tChA
00 0 -1 ~% Ti "1 1
Py~ —Zo, B3~ =23, 2y~ — 2yt
1 1 1 1
1 000 Pon7
oo 1ol [T A
000 ) \L1
0001 1 1 1 i
Also:
L1 L L
4 1, 4 4
B 1 3 1 1
L O
4 4 4 4
L1 L _3
4 4 4 4
Nach der ersten Umformung haben wir eine untere Dreiecksgestalt: det(P) = —4.

Oder: Da nur einmal eine Zeile mit i multipliziert wurde und drei Zeilen mit —1
gilt det(P) = —4.

2.b) Wir gehen aus von:
—1-A 1 1 1
1 —1-A 1 1
1 1 —1-A 1
1 1 1 —1-2A

51M51+22+53+542

2—X 2—-X 2—-X 2-)

1 —1-A 1 1
1 1 —1-A 1
1 1 1 —1-A

Offenbar ist A = 2 ein Eigenwert. Fir A\ # 2 formen wir weiter um:

— — 1 = — — 1 = — — 1 =.
R "7 R T 53Rl R3 77 Z3 T 53Rl A4 ™7 R4 T 53 R1-

2—X 2—-X 2—-X 2-)

0 —2-A 0 0
0 0 —2-A 0
0 0 0 —2-A



Also: x4(A) = (2—)\) (—=2—\)>. Eigenwerte sind: A = 2 und A\ = —2 (dreifach)

Zusatzfrage: Mit den selben Umformungen wie in 2.b) erhalten wir:

m=2—-X) (n—2—-A) (n=2-=X) (n—2-1)
0 —2-A 0 0
0 0 —2-A 0

0 0 —2-=A

0
Also: x4(A\) = (n—2—X) (—=2—\)""L. Eigenwerte sind: A = n —2und A\ = —2

(n — 1 -fach).
3.a) Die Summe
n
n — ) > 07
“ ; n’>+kc ¢

besteht aus n Summanden. Der kleinste Summand ist . Der groite Summand

ist 5. Also gilt:
n n
n < <n
n?4+nc= T n’4c
bzw.
1 1
c S a, < - -
I+ = I+ -5

Hieraus folgt lim a,, = 1.
n—r00
3.b) Man berechnet die ersten vier Elemente der Folge:

3 6 15
by =2,bpg = =,b3=—=,by = —.
D R AR ¥
Es gilt also fur n = 1:
1<by==<b =2
Annahme:
1<bn+1<bn.
Hieraus folgt:
—3< —4+byy < —4+0,
und 4—b 4—b
1>—t o
3 3



Dies ist gleichbedeutend mit:

1 - 1
bn+2 bn+1 ‘

1>

Wegen b, 11 > 1 ergibt sich insgesamt:
1< bn+2 < bn—l—l .

Aus der Rekursionsgleichung ergibt sich fir den Grenzwert b die Bedingung:

3
b=— <— b —-4b+3=0.
10 +

Dies lasst zwei Moglichkeiten zu: b = 1 oder b = 3. Also b = 1.

Startet man die Rekursion mit b; = 1, so berechnet man by = 1 und damit b,, = 1
fir alle n > 1.

4.a) Partielle Integration:

Vi+a2de =x2vV1+ 22— /
/ \/1+a:2

Betrachte das Integral:
T 1+ 22 1
——dr = ——dr— [ ———=dx
V1+ a2 V1+ a2 V14 a?
= /\/ 1 + 22 dx — arsinh(z) .

Fir das gesuchte Integral I = [ +/1 + z? dz haben wir nun die Gleichung:

I =x+v1+ 2% — I+ arsinh(z),

also

1 1
/\/1+x2dx: Ex\/1+x2+§arsinh(x)+0.

4.b) Aus der angegebenen Entwicklung folgt:

© /1
\/—1+$zz<;>zv,|x|<1,
v=0



und damit:

fla) = i (é) 22 |a| < 1.

v=0
4.c) Regel von de I’Hospital anwenden:

V1i+a? -1 . T

}:I—If(l) sinh(z?) - 91(:1—I>I(1) (¥ + e 2%) x
= lim !
v=0 (2 4 e=7%) /T + 22
B 1
= 3



