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Zum Bestehen der Klausur sollten 20 Punkte erreicht wer-
den.
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Punkte: Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.

Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. Gegeben seien die Punkte A = (2,1,-3), B = (3,-2,2),C = (1,—1,1).
(a) Wie lautet die Gleichung der Ebene F durch die Punkte A, B, C' in pa-
rameterfreier Form? Weisen Sie nach, dass der Punkt D = (7,1, —5) in der
Ebene E liegt.

(b) Durch die Punkte A und C' wird eine Gerade g, gelegt. Durch die Punkte
B und D wird eine Gerade g, gelegt. Bestimmen Sie den Schnittpunkt der
Geraden ¢; und g,.

(c) Die Gerade g, teilt die Ebene F in zwei Halbebenen. Liegen die Punkte
B und D in derselben Halbebene? (6P)

4\ 10
—1
(b) Geben Sie den Realteil und den Imaginirteil der folgenden komplexen

=21,

2. (a) Zeigen Sie: —i (1

Zahl an: (COS (112> *sin (%> i); .
(cos (§) +sin (5) 4)

1 1
(c) Welche komplexen Zahlen z 16sen folgende Gleichung: <—) =3 ?
z

(S=Imaginirteil). (6P)

3. Gegeben sei das Gleichungssystem:

1 1 1 1 T a
1 -1 a -1 2| |1
-1 -1 a a 3| | D @b ER.
0 0 0 1 Ty 0

(a) Wihlen Sie a = —1, b = 1, und I6sen Sie das System.

(b) Kann man a und b so wihlen, dass das Gleichungssystem keine Losung
Losung besitzt? Kann man a und b so wihlen, dass das Gleichungssystem
genau eine Losung besitzt? (6P)

Bitte wenden!



1 2
4. (a) Fiir welche z € R gilt die Ungleichung: ﬂ +-—->27
A

(b) Zeigen Sie fiir n € Nund m € N: (n + m) m! = H(n + k).

m
k=1

(c) Die Folge a,,, n € N, wird gegeben durch:

2
Ap1 = 4 Gy, ap=1.

Dabei ist ¢ € R. Zeigen Sie:

n—1
an:q2 -1

Welchen Grenzwert besitzt die Folge a,,, wenn |g| < 1 ist? (6P)

1
5. Gegeben sei die Funktion: f(z) = Ik z e R.
(a) Geben Sie folgende Grenzwerte an: lirf (x) . In welchen Intervallen

ist f monoton? Zeichnen Sie eine Skizze von f(x).
(b) Zeigen Sie, dass die Funktion

Plz) = % ( o+ arctan(x))

eine Stammfunktion von f(x) ist.

(c) Berechnen Sie das Integral: / flz)dx.
0

-1

x
m an. (SP)

(d) Geben Sie eine Stammfunktion der Funktion ¢(z) =
6. Gegeben sei die Funktion: f(z) =z In(1 + z), 2z > —1.

(a) Geben Sie eine Stammfunktion der Funktion f(x) an.

(b) Geben Sie die Taylorreihe um den Entwicklungspunkt 2y = 0 der Funk-

tion f(z) an. Wie lautet das Taylorpolynom der Funktion f(z) vom Grad 5

um den Entwicklungspunkt zy = 0? Benutzen Sie die Reihe:

X 1\v—1
In(l+42) = Z ( 13 z”, |z| < 1. (8P)

v=1




Losungen

1a) Es gilt:
AB=(1,-3,5), AC=(-1,-2,4), ABxAC =(—2,-9,-5).
Damit bekommen wir die Ebenengleichung:

(—=2,-9,-5) (x,y,2) = (—2,-9,-5) (2,1, -3)

bzw.
—2rx—-9y—52z=2.

Offenbarist —2 -7 —9 — 5. (—5) = 2 und D liegt in der Ebene.
1b) Mit BD = (4,3, —7) ergibt sich:

g T=1(2,1,-3)+s(—-1,-2,4),

g2 T=1(3,-2,2)+1t(4,3,-7).
Der Schnittpunkt ergibt sich aus:

(2,1,-3)+s(—1,-2,4) = (3,-2,2) + t(4,3,-7)
bzw.
s(—1,-2,4) —t(4,3,-7) =(3,-2,2) — (2,1,-3) = (1,-3,5) .
In Komponenten bekommen wir das Gleichungssystem:
—s—4t=1, —-2s—-3t=-3, 4s+T7t=5.

Die ersten beiden Gleichungen besitzen die eindeutige Losung: s = 3, = —1.
Nachrechnen ergibt, dass auch die dritte Gleichung gelost wird. Der Schnittpunkt
lautet: S = (—1,—5,9).

1c) Der Schnittpunkt S und der Punkt D ergeben sich auf der Geraden gs:

OS=0B-BD, OD=0B+BD.
Wenn wir vom Schnittpunkt ausgehen, ergibt sich:

OB=0S+BD, OD=0S+2BD.



Die Punkte liegen also in derselben Halbebene.
2a) Wir schreiben:

Potenzieren ergibt:

4\ 10
i (1 ) = i (2v2ei7)
—1

5 . 1.
- 210 25 e2 ™ — 215 e2 ™t

= —i2Pi=2",

2b) Wir gehen zur Polardarstellung tiber:

6
(cos (&) +sin(z) )° (%) cim
(Cos (%) + sin (%) z’)3 <€}1m>3 eami
1 1— 1

= e(%—%)ﬂ"t = eiiﬂ-i =

2¢) Wir bekommen zuerst mit 2z = x + y i, x,y € R:

z x+yi 2 + 12 x? + y?

Also:
_y 1 = Py +2y=0 = 2*+(y+1)>*=1.
x? 4+ y? 2
Die Losungen 2 liegen auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt z; = —¢ und dem
Radius 1.

3) Mit einem GauBschritt erreichen wir die Dreiecksgestalt:

1 1 1 1 |a
1 -1 a -1 | 1
-1 -1 a a | b’
0 0 0 1 | o0



11 1 1 |
l1—a a—1
01 & 1 | 4
00 a+l a+1 | b+a
00 0 1 | 0
3a) Fiir a = —1 und b = 1 bekommen wir 4 = 0 und das System:

T+ xy+ a3 =—1,

l’g—i-l'g:—l.

Die Losung des Ausgangssystems lautet (mit A € R):
.1]1:0, $2:—1—)\, xgz)\, $4:0.

3b) Fiir a # —1 besitzt das System genau eine Losung. Fiira = —1 und b # 1
besitzt das System keine Losung.

4a) Wir unterscheiden zwei Fille: x > 0 und z < 0. Im ersten Fall gilt:
1 2 1 2 3 3
— 4 — = = —2>2 &= ->=z
]  x» x =z x 2

Im zweiten Fall gilt:

1 2 1 2 1
x| = r x

N —

Im Intervall x < 0 besitzt die Ungleichung also keine Losung. Die Ungleichung
wird erfiillt fiir 0 < x < % .
4b) Wir schreiben nach Definition der Binomialkoeffizienten:
| |
ntm\ o _ (n+m).m! _ (n+m)!
m m!n! n!

1-2---n-(n+1) (n+m) H
= k).



4c) Wir verwenden vollstindige Induktion. Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt:

a=1 und ¢ l'=¢"=1.

Nehmen wir an, die Behauptung gilt fiir ein n > 1, dann folgt mit der Rekursi-
onsformel:

n—1__ 2 on—1__ n__ n+1l—1_
an+1=qaiZQ<q2 1) =q¢*? P=¢""l=¢ b

Die Folge ist eine Teilfolge von ¢" und besitzt den Grenzwert:

lim a, =0.
Sa) Es gilt:
L, @) =0.
Wir berechnen: 4
oy x

Die Funktion wichst streng monoton im Intervall (—oo, 0] und fillt streng mono-
ton im Intervall [0, co).

0

/
Jos

/

/ | Die Funktion f(x) =
1

5b) Wir differenzieren:
d (1 =z 1 1 1 1 2 12 1 1
@(5@%““6‘“@) T v a(raR 2l
B 11422—-222 1 1422
T2 4 2t

1
(1T+a%)?



5c) Es gilt:

T—00

7 f(z)dz = lim (% +% arctan(x)) -7

5d) Ferner gilt:

r—1
[ G -

7r
1+ 22)

1/ 2x d / 1 d
2 ) @2r12™ @212

1 1 x
— — arctan(z) + ¢

22241 2(2241) 2
lz+1 1
3715 arctan(z) + c.

6a) Mit partieller Integration bekommen wir:

/xln(l—i—:c)d:c =

Anderer Weg. Substitution ¢

/xln(l—irw)da: =

?ln(l—l—x)—%/xﬁf;xdzx
%anum)—%%/—lﬁ_;ldx
%QIn(lJra:)—%erg—%/lixdx
%21n(1+x)—%2+§—%1n(1+x)+c
=1+ z ergibt:

/ (t—1) In(t) dt)
e
/t ln(t) dt) s — (/ ln(t) dt) s

2 2
— In(t) — —) — (tIn(t) —t),_,.,
2 4 t=14x =

7/ N 77N 7N

.’112

1
ln(l—l—a:)—z—l—g—éln(l—{—x)jtc.

| 8§,



6b) Wir gehen aus von der Taylorreihe:

=D
ln(1+$)zz |zl < 1.

14

v=1

Die Taylorreihe von f(z) = z In(1 + z) lautet:

0 —1)v1
xln(1+x)zz( ) o jx] < 1.
v

v=1

Das Taylorpolynom vom Grad 5 lautet:

2t 2P

T: _p2_r T



