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Fiir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sollten 27 Punkte erreicht werden.
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Punkte: Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. Die lineare Abbildung f : R?> — R3 wird festgelegt durch:
J(@) = bi+3by, f(@) =261 — by + 305

Dabei ist @; = (1,0), do = (0, 1) die kanonische Basis des R? und

by = (1,0,0), by = (0,1,0), by = (0,0, 1) die kanonische Basis des R3.
Wie lautet die Matrix der Abbildung f beziiglich dieser Basen?

Wie lautet die Matrix der Abbildung I beziiglich dgr Basenq

(:il :261+62,52:362imR2und51 :gl+53,l~72 262,53 :gl 1m]R3'?

2. (a) Berechnen Sie die Determinante der Matrix:

a a a
A=11 b b|, abceR, a#0,b#1,
1 2 ¢

durch Uberfiihren von A in eine Dreiecksmatrix mit Zeilenoperationen.
(b) Zeigen Sie (fiir a, b, ¢, a1, by, ¢y, as, ba, co, as, bz, c3 € R):

a b ¢ 1

o b 1 a—a; b—b; c—qc
det ! ! ! = det a9 — Ay bg—bl Cy — C1

@ b e 1 a3 —a; b3 —by c3—c

as by 5 1 3 1 03 1 C3 1

(Hinweis: Beginnen Sie mit der Zeilenoperation 2 ~» 27 — 25).

-3 2
A= (_2 2) |
Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A.

Welche Beziehung ergibt sich fiir A aus dem Satz von Cayley-Hamilton?

Zeigen Sie firn € N,n > 2:
1 1

(F ist die 2 x 2-Einheitsmatrix).

3. Gegeben sei die Matrix:

Bitte wenden!



. Bestimmen Sie die ersten drei Glieder der Taylorentwicklung um zy = 0

der Funktion 1

Jx) = 1+ sin(x)
Benutzen Sie die Identitit f(z) (1 + sin(x)) = 1 und die Entwicklung des

Sinus:
p2k+1

sm Z 2k+ )

k=0

. Gegeben sei die Funktion f(x,y) = 22 + zy + y>.

(a) Welche Punkte kommen als Extremalstellen der Funktion f(x,y) unter
der Nebenbedingung x? + y? = 1 infrage?

(b) Wie lautet die Taylorreihe der Funktion f(x, %) um den Entwicklungs-
punkt (1,1)?

. Gegeben sei die Halbkugel HK C R? mit dem Radius R:
HEK = {(z,y,2)|2* +y* + 2> < R* 2 > 0}.
Berechnen Sie das folgende Integral mit Kugelkoordinaten:

/ (2° +y* + 2%) d(2,y, 2) .

HK



Losungen

1) Beziiglich der kanonischen Basen bekommen wir folgende Matrix:

1 2
M(f)=13 -1
0 3

Wir rechnen die Bilder der neuen Basisvektoren aus:
fla) = 2f£51) —if(@) o B
= 2(by+3bg) +2by — by + 303
= 4b; +5by+3bs
= 4l~;3+5§2+3(§1—§3)
— 31+ 5by + by,
@) = sf@)
= 6b; —3by+ 903
— 6bs— 3o+ 9 (b — by)
— 9b; — 3Dy — 3bs.

Beziiglich der neuen Basen bekommen wir folgende Matrix:

3 9
M(f)y=(5 -3
1 -3

Anderer Weg mit Basisiibergangsmatrizen:

-1

) 10 1 5 0 3 9
M(fy={0 1 0] M(f) (1 3>= 5 -3
100 1 -3

2a) Fiir a # 0 bekommen wir folgende Matrix mit gleicher Determinante:

a a a
0 b—1 b—-1
0 1 c—1



(Fonor 2o — £ 21, B3~ 23 — £ 7)),
Fiir b # 1 bekommen wir folgende Matrix mit gleicher Determinante:

a a a
0 b—1 b-—-1
0 0 c—2

— 1 —
(25~ 23 — 1 Z2).
Die Dreiecksmatrix liefert:

det(A) =a(b—1)(c—2).

2b) Mit den Rechenregeln fiir Determinanten und durch Entwickeln nach der vier-
ten Spalte bekommen wir:

a b c 1 a — aq b— bl cC—C 0
ay bl C1 1 . aq b1 C1 1
det a9 bg Co 1 = det a9 — a1 bg - b1 Cy — C1 0
as bg C3 1 a3 — ap b3 — bl C3 — C1 0

a—a; b—b; c—q¢
= det| as—a; by—b; cv—01
a3 —ay b3—by c3—c

3) Das charakteristische Polynom lautet:

-3-X 2\ _ s
det( 9 2_/\)—(—3—)\)<2—)\)+4—)\ +A-2.

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt:
A+ A-2FE=0 bzw. A>=2E—A.

Fiir n = 2 haben wir den Induktionsanfang:

21

3(2+(—2)2)E—1(—1+(—2)2)A:2E—A.

3

A

Nehmen wir an, die Behauptung gilt fiir ein n > 2, dann folgt wieder mit dem



Satz von Cayley-Hamilton:

1

AT = L@ (YA g (<1 (-2 A
= §<2+(—2)”)A—%(—1+(—2)”)<2E—A>
_ é( 14 (— 2)”)2E+(%(2+(—2)")+%(—1+(—2)"))A
1 1 n
= 3 (2= (Y E+;(1-(-2)(-2" 4
= §<2+(—2)"+1)E—§< L+ (=2)") A

4) Wir schreiben mit unbekannten Koeffizienten
o
Y
v=0

und fiir:
2k

1+ sin(z wa”—HZ 2k+1)

Wir entnehmen die Koefﬁ21enten:

Das Cauchy-Produkt ergibt:
f(z) (1 + sin(x (Zav ) (Zbux“) Z(Z% VM) =1.
4=0 v=0 \p=0
Kurz:
f(z) (14 sin(x)) = ag by + (ag by + a1 by) x + (ag by + a1 by + ag by) 2% +
Vergleich der Koeffizienten 2°, 2!, 22 liefert das System:

aobo = 1,
agb1+a1b0 = 0,
apby + a1 by +asby =



Die gesuchten Koeffizienten ergeben sich zu:
CL():l, CL1:—1, CL2:1,

und die Entwicklung beginnt wie folgt:
1

mzl—x+x2+...
Alternative:
/ cos(z) ’ sin(x) cos(x)?
f(z) = (1 +sin(z))?’ f(x) = (1 + sin(z))? A+ sin@)?
fO)=1, f(0)=-1, f"(0)=4,
f@) = fO) + Fr+ 1D 2y a2
2

5a) Der Gradient von f ergibt sich zu:
gradf(z,y) = 22 +y, 2y +x).
Der Gradient von g(z,y) = x? + y* lautet (2 z, 2 y). Extremalstellen kénnen also
nur die Losungen des folgenden Systems sein:
.T2 4 y2 =1 ,
20 +y+A22=0, 2y+x+A2y=0.
Eine Losung mit z = 0 oder y = 0 kann es nicht geben. Muliplikation mit y bzw.
x ergibt:
Qr+y+A22)y=0, Qy+zx+A2y)z=0.
Hieraus folgt 4> = 2%. Es kommen folgende Punkte infrage:

(£9) (49 (49 (39

27 2 27 2 27 2 27 2

(Das System wird mit A = —% bzw. A = —% gelost).
5b) (Ein Polynom stimmt mit seiner Taylorreihe iiberein). Wir schreiben:
flx,y) = (e—14+1)°+@—-1+1)(y—1+1)+(y—1+1)2
= @—-12*+2@-D+1+@-)y—-)+@-1)+@y—-1)+1
+y—1)2?+2(y—1)+1
= 343(x—-D+3@y—-D+@—-12+@-1)(y—1)+ @y —1)>.



Anderer Weg: Ableitungen berechnen

of _ af _
81'(171)_3’ 8y<171>_37
O*f B 0*f B O f B

Die Taylorentwicklung lautet:
flay)=3+3@@-1)+3@y-1D+@—-1°+@@—-1)(y—1)+ @y —1)>
6) Mit Kugelkoordinaten
x =1 cos(¢) sin(f),y = r sin(¢) sin(f),z = r cos(d),

0<r,0<op<27m,0<0<m,
und der Funktionaldeterminante

det (ﬁ(r, &, 9)) ' = 72 sin(6)

bekommen wir:

/ (> +y* + 22 d(z,y,2) = / /7"2 r? sin(0)dr | do | do
HEK 0 \0
27 r=R
do | do
r=0




