KLAUSUR

Mathematik II (Informatiker)

11.9.2008

(W. Strampp)

Name:

Vorname:

Matr.—Nr.

Versuch—
Nr.:

Fiir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der

Klausur sollten 14 Punkte erreicht werden.

1)

2)

3)

Punkte:

Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. Die lineare Abbildung f : R?> — R3 wird festgelegt durch:
Jld) =B +3by,  f(d@) =201 — by +3Ds.

Dabei ist @ = (1,0), do = (0, 1) die kanonische Basis des R? und

by = (1,0,0), by = (0,1,0), by = (0,0, 1) die kanonische Basis des R3.
Wie lautet die Matrix der Abbildung f beziiglich dieser Basen?

Wie lautet die Matrix der Abbildung I beziiglich dgr Basenﬂ

Czil :251+62,52:362imR2und51 :gl+53,[~)2 :gg,i)g :E\llmRS?

2. (a) Berechnen Sie die Determinante der Matrix:

A= , a,bceR, a#0,b#1,

—_ =
N >
o o

durch Uberfiihren von A in eine Dreiecksmatrix mit Zeilenoperationen.
(b) Zeigen Sie (fiir a, b, ¢, aq, by, c1, as, by, 2, as, bs, c3 € R):

a b ¢ 1
0 b 1 a—a; b—b; c—c
det a; b; C; L= det | as—a; by —b; ¢ —c

as—a; by —b; c3—c;
as b3 C3 1

(Hinweis: Beginnen Sie mit der Zeilenoperation 2} ~» 2} — 25).

-3 2
A= (_2 2) |
Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A.

Welche Beziehung ergibt sich fiir A aus dem Satz von Cayley-Hamilton?
Zeigen Sie fiirn € N,n > 2:

3. Gegeben sei die Matrix:

A = %(2 (=) E - % (—1+(=2)") A.

(E ist die 2 x 2-Einheitsmatrix).



Losungen

1) Beziiglich der kanonischen Basen bekommen wir folgende Matrix:

1 2
M(f)=13 -1
0 3

Wir rechnen die Bilder der neuen Basisvektoren aus:
fla) = 2f£51) —if(@) o B
= 2(by+3bg) +2by — by + 303
= 4b; +5by+3bs
= 4l~;3+5§2+3(§1—§3)
— 31+ 5by + by,
@) = sf@)
= 6b; —3by+ 903
— 6bs— 3o+ 9 (b — by)
— 9b; — 3Dy — 3bs.

Beziiglich der neuen Basen bekommen wir folgende Matrix:

3 9
M(f)y=(5 -3
1 -3

Anderer Weg mit Basisiibergangsmatrizen:

-1

) 10 1 5 0 3 9
M(fy={0 1 0] M(f) (1 3>= 5 -3
100 1 -3

2a) Fiir a # 0 bekommen wir folgende Matrix mit gleicher Determinante:

a a a
0 b—1 b—-1
0 1 c—1



(Fonor 2o — £ 21, B3~ 23 — £ 7)),
Fiir b # 1 bekommen wir folgende Matrix mit gleicher Determinante:

a a a
0 b—1 b-—-1
0 0 c—2

— 1 —
(25~ 23 — 1 Z2).
Die Dreiecksmatrix liefert:

det(A) =a(b—1)(c—2).

2b) Mit den Rechenregeln fiir Determinanten und durch Entwickeln nach der vier-
ten Spalte bekommen wir:

a b c 1 a — aq b— bl cC—C 0
ay bl C1 1 . aq b1 C1 1
det a9 bg Co 1 = det a9 — a1 bg - b1 Cy — C1 0
as bg C3 1 a3 — ap b3 — bl C3 — C1 0

a—a; b—b; c—q¢
= det| as—a; by—b; cv—01
a3 —ay b3—by c3—c

3) Das charakteristische Polynom lautet:

-3-X 2\ _ s
det( 9 2_/\)—(—3—)\)<2—)\)+4—)\ +A-2.

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt:
A+ A-2FE=0 bzw. A>=2E—A.

Fiir n = 2 haben wir den Induktionsanfang:

21

3(2+(—2)2)E—1(—1+(—2)2)A:2E—A.

3

A

Nehmen wir an, die Behauptung gilt fiir ein n > 2, dann folgt wieder mit dem



Satz von Cayley-Hamilton:
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