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Fiir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sollten 27 Punkte erreicht werden.
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Punkte: Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!

1. (a) Die Vektoren
C_il = (17_170)7 52:(_1a071>7

spannen einen Unterraum des R? auf. Geben Sie eine Orthonormalbasis des
Unterraums an.
(b) Wir betrachten die kanonische Basis des R?:

e; =(1,0,0), e =1(0,1,0), é&3=1(0,0,1).
Wie lauten die Ubergangsmatrizen von der kanoischen Basis zur Basis
by =2¢1, by=2¢,, 53 =e1+26é+é3,
und umgekehrt?

2. Gegeben sei die Matrix:

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A. Geben Sie eine
orthogonale Matrix B an, sodass BT AB eine Diagonalmatrix wird.

3. Gegeben seien die Matrizen:

0 -1 0 -1
= (53 5= (3
Geben Sie alle Potenzen A™ und B"™, n € N, an.
Bitte wenden!



4. (a) Entwickeln Sie die folgenden Funktionen jeweils in eine Taylorreihe
um zy = 0:

1 1 1

~ 15, YW= 1@ @) = a3

/(@) 1—-3z’

(b) Entwickeln Sie die folgende Funktion (von zwei Variablen) in eine Tay-
lorreihe um (o, y9) = (0,0):

1

f(@)g(y) = (1+2z)(1—-3y)

(c) Geben Sie das Taylorpolynom vom Grad 2 der Funktion f(x) g(y) um
(0, y0) = (0,0) an.

5. Gegeben sei die Funktion
fla,y) =2"+ay.

(a) Skizzieren Sie die Hohenlinien der Funktion f.
(b) Priifen Sie, ob die Funktion f Extemalstellen besitzt.
(c) Welche Punkte kommen als Extremalstellen der Funktion f unter der
Nebenbedingung
glz,y) =r+y* =0

infrage?
6. Integrieren Sie die Funktion
fley) =2+ oy
iiber den Bereich
D={(r,y) eR*|0<2<1, v+1<y<2}.

Vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge.



Losungen

1a) Wir beginnen mit dem Einheitsvektor:
> 1
e1=—=(1,-1,0).
1 \/5 ( )

Wir berechnen den Hilfsvektor:

1
1,—-1,0)) — (1,—-1,0
(1,-1,0)) = (1,-1,0)

Wir normieren den Hilfsvektor:

- 1 - \/§<1 11>_

= _57_57

; 1
& = (L0 - (101
= (=1,0,1) +%(1,—1,0) - (_

1
Y 2’

N | —
—_

L=z, 2= &
||az|] V3

Die Vektoren 51 und 52 besitzen die Linge 1 und stehen senkrecht aufeinander.

—

1b) Der I"Jbergang von der Basis €7, €,, €3 zur Basis Z~)1, 52, 52, wird gegeben durch
die Matrix:

B=

S O N

0
2
0

— N =

—

Der Ubergang von der Basis by, by, by, zur Basis €}, &, ¢z wird gegeben durch die
Matrix:

B=B"'=

O Ol
o= O
|
[S—y

Die Matrix B~ bekommen wir durch Invertieren, oder wir entnehmen sie der
Auflosung:

1
1

1—» — —

2, 53:—561—524—53-

S
S

€1 = 1, €2=

DO | =
DN | =

2) Wir berechnen das charakteristische Polynom:

1
det(A—)\E):/\2—/\+Z:O.



Die Eigenwerte lauten:

Die Eigenvektoren ergeben sich aus:

5
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Der Vektor (1 — /2, 1) bildet eine Basis des Eigenraums von ;. Der Vektor (1 +
v/2, 1) bildet eine Basis des Eigenraums von \,. Wir normieren die Eigenvektoren
und bekommen folgende Matrix

1-2 1+v2 5 0
B= (Vi Vipae) BTAB:( 0 1t )
Vi—2v2 /4422 2

N[ =

S

N |—=

3) Wir berechnen das charakteristische Polynom:

det(A—AE)=)—-1=0.
Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt:

A>—E=0 bzw. A’=F.
Damit ergibt sich:
Ak =p APl —A keN,.

Wir berechnen das charakteristische Polynom:

det(B—AE)=X+1=0.

und bekommen:
B’+E=0 bzw. B*=-E.



Damit ergibt sich:

B°=FE, B'=B, B*=-E, B =_-B,....

Also:
B4k:E B4k+l — B B4k+2:_E B4k+3:_B k'ENO
4a) Mit der geometrischen Reihe ergibt sich:
G v v 1
f(l’) :Z(_Q) z ,‘.I" < 57
v=0

- 1
g(x) = Z3“:p“,|x| <3
n=0

Mit dem Cauchy-Produkt folgt:

fla)glz)=>" (Z(—2)“3H) |z < %

v=0 \pu=0

4b) Fiir die Funktion f(z) g(y) bekommen wir:

F)ay) =SS0 3ty =Y (Z(—z)u?f—“ o y) Cll<g <

v=0 pu=0 v=0 \pu=0

4c) Das Taylorpolynom vom Grad 2 ergibt sich aus der Doppelsumme oder einfa-
cher:
(1—2x+42° =82+ ) (1+3y+9y> +27¢° +--+)

zu:
1—-22+3y+42°+9y* —62y.

Sa) Es handelt sich um Hyperbeln. Die Achsenrichtungen werden durch die Ei-
genvektoren der quadratischen Form:

(1 6)
5 0
gegeben. (Aufgabe 2.)) Man kann auflésen und die Hyperbeln zeichnen:

C
y=——z, c#0, z=0,y=—-z, c=0.
a



Hyperbeln im gedreh-
ten Koordinatensystem

5b) Der Gradient von f lautet: (2 + y, x). Der Gradient ergibt den Nullvektor
im Punkt (0, 0). Die Hessematrix im Nullpunkt ergibt sich zu:

2 1
1 0)°
Die Determinante der Hessematrix

2 1
det (1 0) =1

ist negativ. Wir haben also einen Sattelpunkt.
Sc) Extremalstellen unter der Nebenbedingung miissen das folgende System 16sen:

t4+9y°=0, 204+y+A=0, z+2\y=0.
Wir bekommen mit der Nebenbedingung:
2 +y+A=0, —y*+2 y=0.

Ist y = 0, so ergibt sich x = 0, A = 0.

Isty # 0,
1
—y+22=0, —2¢"+y+5y=0.
Also:
3 9, _3
— — €rT = —— = —,
Y= 16 8

Als Extremalstellen kommen infrage:

(0,0). (—%Z) |



Anderer Weg:
g(z,y) =0 <= x=—1>.

Damit bekommen wir die Funktion unter der Nebenbedingung:
hy) = f(=*y) =y -y
Eine notwendige Bedingung fiir Extremalstellen ist:

dh 3
—(y)=4y* -3y*=0 = y=0,y=".
dy(y) Y’ =3y y=0.y=7

6) Es gilt:
1 ox 2
/ /x +azy)dy | de = /(:L’zy—l—wy—) dx
2 z+1
0 0

g .

+1
/ 3
5 —2? +.CE dz =
0
Vertauschen der Integrationsreihenfolge:
1 2 2 y—1
/ /(m2+xy)dy d:pz/ /(x2+xy)dx dy .
0 \etl 1 0

7 = X‘rﬂ
X= N- /
4
R
Integrationsbereich D



