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Fiir jede Aufgabe gibt es 10 Punkte. Zum Bestehen der
Klausur sollten 27 Punkte erreicht werden.
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Punkte: Note:




Fangen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt an.
Beschreiben Sie nur die Vorderseite der Bléitter.
Geben Sie alle Rechenschritte an!
T
1. (a) Gegeben sei der folgende Unterraum U = o | |x1+a9—23=0
Zs3
des R3. Geben Sie eine Basis von U an.

(b) Wir betrachten folgende Basen des C?: ¢, = ((1)) , €y = ((1)) , und

1

o

L (—z) ’~2 _ C) . Wie lauten die Ubergangsmatrizen der Basen?

S

0
1 i
(c) Die Vektoren a; = | ¢ | ,ds = | 0| , erzeugen einen Unterraum V'
0 i

des C3. Geben Sie eine Orthonormalbasis von V an.
2. Die lineare Abbildung f : R? — R? wird gegeben durch:

. S S . - o 1\ . 0
fle€1) =3¢ +4é,, f(ér) = —€1+265. €1 = (0) , €y = (1) .
(a) Wie lautet die Matrix der Abbildung f beziiglich der Basis €7, €5?
(b) Welches Bild ergibt sich fiir das Rechteck
{ZEeR?|T=a16 + ayé, 0 < ay,a; < 1} unter der Abbildung f?
(c) Wie lautet die Matrix der Abbildung f beziiglich der Basis
b1 = —gg, bQ - 51 + 252?

3. Gegeben sei die Matrix:

1
0
(a) Welche Losungen besitzt das homogene System A7 = 0 ?

Welche Dimension besitzt der Bildraum der Abbildung © — A z?
(b) Zeigen Sie fiirn € N:

1 —m —m+1
A"=10 1 1
0 0 0

(c) Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

Bitte wenden!



4. (a) Geben Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihe an: Z v’
v=1
(b) Geben Sie die Taylorreihe der Funktion g(z) = e¢” + 1 um den Entwick-
lungspunkt 0 und ihren Konvergenzradius an.

172

e’ +
um den Entwicklungspunkt 0? Gehen Sie von der Gleichung (¢” + 1) f(x) =
aus.

(c) Wie lauten die ersten 4 Glieder der Taylorreihe der Funktion f(z) =

1
72

5. (a) Berechnen Sie den Grenzwert:

. (Sin(x)_sin(y)) 22

(@y)—(00) \ T y 2 +y?

(b) Sei g : R — R eine stetige Funktion. Berechnen Sie die ersten partiel-
len Ableitungen der Funktion:

sin(y)

f(zy) = / olt)dt

z2-3

(c) Skizzieren Sie die Hohenlinien der Funktion h(z,y) = 3 2% — 4y Stellt
der Nullpunkt eine Extremalstelle oder einen Sattelpunkt dar?

6. Gegeben sei die Funktion f : R? —» R, f(z,y) = z¢v.
(a) Wie lautet das Taylorpolynom von Grad 5 von f um den Entwicklungs-
punkt (0,0)?
(b) Die Punkte (0,0), (1,1) und (2, 0) bilden die Eckpunkte eines Dreiecks
in der (x, y)-Ebene. Integrieren Sie die Funktion f(z,y) iiber das Dreieck.
(Jee*dr=xe"—e", [xe dr=—xe ™ —e ")



Losungen

1a) Wir 16sen die Gleichung x1 + xo — 3 = 0 wie folgt: x5 = A3, 20 = Ay, 21 =
—Xy + Az, mit Ay, A3 € R. Der Unterraum U besteht aus den Vektoren:

X1 —>\2 + )\3 -1 1
) = /\2 = )\2 1 -+ )\3 0
T3 A3 0 1
Eine Basis von U ist:
-1 1
1 , 10
0 1
1b) Es gilt: by = —ié) ,52 =é€+iey,und € = i by , Sowie i €5 = —é; + by =
—1 51 + 52 bzw. €5 = —51 — Z'Bg. Die Ubergangsmatrizen lauten:

(0 o)

1c) Es gilt:
||d|| = V2
und
o 1 —
€1 = E ai .
Wir berechnen den Hilfsvektor:
Gy = Gy — (@261) &
é i1 (1 ?
= _—— /3 = =
2
) V22 0 )
Mit
ol = /2
Aol =4/ =
2 2

ergibt sich:

t
&
LN =N



2a) Die Matrix der Abbildung f beziiglich der Basis €1, é; lautet:

G )

2b) Mit der Matrix bilden wir das Rechteck ab:

£ 6)- (i) () om ()

Das Bild des Rechtecks stellt das von den Vektoren (i) , < 9

) aufgespannte

Parallelogramm dar. . .
2¢) Aus der Darstellung: by = —é5, by = €] + 2 é5 ergibt sich die Ubergangsma—

trix
0 1
B— (_1 2) |
Aus der Darstellung: €] = 2 51 + 52, €y = —51 ergibt sich die Ubergangsmatrix
2 -1
-1
B - (1 ! ) |

Die Matrix der Abbildung f beziiglich der Basis l;l, b, lautet:
1 (3 —1 (4 —6
B (4 2 B= 1 1 )"

f(gl):—f(52)2251+52+251 2451+52,

3a) Der Nullraum

Anderer Weg:

1 -1 0
0 1 1]2=0
0 0 0
-1
wird erzeugt von dem Vektor | —1 |. Der Nullraum hat die Dimension 1. Nach
1

der Dimensionsformel hat der Bildraum die Dimension 3-1=2. (Der Rang der Ma-
trix ist 2).



3b) Wir verwenden vollstindige Induktion. Fiir n = 1 gilt:

1 -1 —1+1 1 -1 0
Al=10 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 O
Wir nehmen an, dass fiir ein n > 1 gilt:
1 —m —mn+1
A"=10 1 1
0 0 0
Der Induktionsschritt ergibt sich wie folgt:
1 —m —n+1 1 =1 0
At AA=1(0 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0
1 —n—1 —n I —(n+1) —(n+1)+1
0 1 1 1=10 1 1
0 0 0 0 0 0

3c¢) Das charakteristische Polynom lautet:

1-X -1 0
det(A—AE)=det| 0 1-X 1 |=—(1-X?\.
0 0 —-A

Die Eigenwerte sind \; = 1 und A\ = 0. Die Eigenvektoren ergeben sich aus:

0 -1 0
AL 0 0 1]u=0
0 0 1
bzw. aus
1 -1 0
0 0 0
1 —1
Also: | 0 | erzeugt den Eigenraum zu Ay und | —1 | erzeugt den Eigenraum zu
0

1
A2.



4a) Wir verwenden das Quotientenkriterium:

1)° 1\°
W+ g <1+—) —1.
V—00 1%

v

lim

V—00

Der Konvergenzradius ist p = 1.
4b) Die Exponentialreihe lautet:

o0
1
x __ 2
e —E V!m , r€eR.
v=0

(Absolute Konvergenz fiir alle x € R). Damit bekommen wir:
g(x) = Z a, x”
v=0

1
mit ag = 2 und a, = —V > 1. (Absolute Konvergenz fiir alle z € R. Konver-
V!

genzradius: 00).
4¢) Wir setzen:

und bilden das Cauchy-Produkt:

v=0
Koeffizientenvergleich liefert die Bedingungen:
2% apby =0,

.’L’li agb1+a1b020,

xr . aobz+a1b1+a2b0=2,
Al agbs + a1 bs +as by +azby =0.
Hieraus ergibt sich:

1 1
b0207b1:0,262:1©b2:5,2b3+§:0<:>b3:—1_



Die Taylorentwicklung von f beginnt wie folgt:

1 1
f(x):§x2—za:3+---

5a) Der zweite Faktor ist beschrinkt:

22 22 4y ,
12 + y2 - 2 + y2 —
Der erste Faktor geht gegen Null wegen:
i ) o S
z—0 xT y—0 Yy
Damit bekommen wir:
lim sin(z)  sin(y) x? _
(z,9)—(0,0) x Y 2?2 + y?

5b) Wir schreiben:

z2-3 0 0
und bekommen:
O (4 y) = 22 g(a ~ 3)
8(]’,' ) bl
of

a_y(x,y) = cos(y) g(sin(y)) .

5¢) Die Hohenlinien
h(z,y) =32° —4y* =c

stellen Hyperbeln dar.
c=0: 3
3
y=F5 @
c> 0



Hohenlinien

Der Gradient von h(zx,y) lautet:
Im Nullpunkt ist der Gradient gleich dem Nullvektor. Die Hessematrix ergibt sich

Zu:

H(z,y) = (8 _08)

det(H(0,0)) = —48 < 0.

Wir haben einen Sattelpunkt.
6a) Mit der Exponentialreihe bekommen wir:

mit der Determinante

< v 2 3 4
Y ) ) Y
— ol — I _ LA AT
flz,y) =ze —xVZ:OV!—x<1+y—|—2+3!+4!—|— )

Das Taylorpolynom vom Grad 5 lautet:

x 2 €T 3 T 4
To(f. (00), 0,0)) = w+y+ T+ 2 2

6b)

10
0.8
06
0.4

0.2

0 10 15 20 Integrationsbereich



Das Integral ergibt sich wie folgt:

1

/f(rr,y) d(zv,y) =

T 2 2—zx
/xeydydx—l—//xeydydx
0 1 0

2

x(ex—l)d:v—l—/x(eQx—l)dx
1

I
DO | = O\H O\

N ©

+2e=—4+2e¢.



