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Bitte lassen Sie genügend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blätter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 11 Punkte erreicht wer-
den.
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Punkte: Note:
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1. Man bestimme die Lösung des folgenden Anfangswertproblems:���������
	���
�������� �������������
Hinweis: Man setze � ��
���� und benutze die Stammfunktion:�  ���
	�� � �!�  #"�� �%$ &')( 	+*-, .�/0�  �
Welche Asymptoten besitzt die Lösung?
(5P)

2. Gegeben sei ein Anfangswertproblem für folgende Differenzialgleichung:� � �1
��2��
 . �3� . � ����
546�����74��
Man bestimme die ersten drei Glieder der Potenzreihenentwicklung der
Lösung. Im Fall ���8������� bestimme man die ersten acht Glieder.
(4P)

3. Man bestimme die allgemeine Lösung der Differenzialgleichung��� �9�3�:�  ;=< �>��
�� � $@? &BA 
 A ? & �
(4P)

4. Man bestimme die allgemeine Lösung der Differenzialgleichung��� � �9�DCE��� �9�GFH���������
Wie lautet die Lösung des Anfangswertproblems:��� ? �2�JI  FC ������� ? �2�K�L�M��� �1� ? �2���ON
(5P)

5. Gegeben sei das System: P � ��Q P mitQ��SR &  $TC &VU �
Man bestimme ein Fundamentalsystem, indem man Eigenwerte und Eigen-
vektoren von Q berechnet.
(4P)
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Lösungen

1.) Wir führen neue Funktionen ein: � �1
�� � 
 � ����
�� . Damit bekommen wir
zunächst � � ��
�� � � � �1
���$  

, sodass die Funktionen � die Differenzialgleichung
erfüllen müssen: � �������
	�� � �!�  �
Diese Gleichung kann sofort durch Trennung der Veränderlichen gelöst werden:�  � � 	�� � � �  "�� ��
����H�
Die Anfangsbedingung ����������� ergibt die Anfangsbedingung:� �8���E�K�L�
Die Differenzialgleichung für � besitzt konstante Lösungen, wenn ��� 	 � � ��$  ���
gilt. Die Lösung des Anfangswertproblems � �8���E�K� kann den von den konstanten
Lösungen � �1
���� $:? & und � ��
��2� C ?&
begrenzten Streifen nicht verlassen. In diesem Streifen haben wir die Stammfunk-
tion: �  ���
	�� � �!�  #"�� �%$ &')( 	+*-, .�/0�  ����� � ���
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Die Funktion����
	���
���� �
und die Stammfunktion� ��
������ ���� 	�� , .�� � �
für � � �"! 
 !

# ��
Die Umkehrfunktion der Stammfunktion wird gegeben durch:

��$�%-� � ���'& & ()( ; ')( 	 * $ . $ ,, / � für � A �&H? � & ()( ; ')( 	 * $ . $ ,, / � für �"* �
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Die Umkehrfunktion � $�% ��
��
der Stammfunktion� ��
������ ���� 	 ��, .�� � �

Nun erhalten wir die Lösung des Anfangswertproblems für � aus der Gleichung:��� � ����
�� � �
Wegen

')( 	���������� folgt �#�%$ & und somit:� ��
��2� � $�% ��
 $ & ���
Schließlich ergibt sich die Lösung der gegebenen Anfangswertproblems zu:���1
���� & $ 
 � & ()( ; ')( 	+* �� $ .V/ � für 
 A &$#
�� & ? � & ()( ; ')( 	 * �� $ .V/ � für 
 * &

Lösung
des Anfangswertproblems�7� � � � 	���� � � � , � ��� �����
im Richtungsfeld mit den
Lösungen� ��� � ����� � � � 	� ��� � ����� � # ��

2.) Die Lösung des Anfangswertproblems kann lokal in eine Potenzreihe ent-
wickelt werden: ���1
���� 
� � 
 4 �

� �1
 $ 
 4 � � � � 4 ��� 4 �
Hieraus ergibt sich: � � ��
��2� 
� � 
 4 ��� �  � � ��� % �1
 $ 
54 �

� �
�1���1
���� . � 
� � 
 4

� �
� � 
 � �

� � � $ ��� �1
 $ 
546� � �
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Für den Term 
 . erhält man die Entwicklung:
 . � �1
 $ 
546� . � & ��
 $ 
546� � 
 .4 �
Setzt man nun in die Differenzialgleichung ein, so bekommt man folgende Bedin-
gungen: 
 4�� � % � � .4 �3
 .4 �
 % � & � . � & �64�� % � & 
54 �
 . � C ��� � & �64�� . � � . % �  �
 ����� ���L� & �64����H� & � % � . �
 � �	� ��
 � & �64����E� & � % ���H� � .. �
 
 ��� ��
 � & �64���
H� & � % ���E� & � . �����
 
�� F ���0� & �64���
H� & � % ��
H� & � . ���E� � .� �

...

Hieraus ergeben sich die Koef£zienten �
�

sukzessive:� 4 � �94��� % � 
 .4 ��� .4 �� . � 
54H���94 
 .4 ��� �4 �
...

Die Potenzreihenentwicklung der Lösung des Anfangswertproblems ����
�46�T� 
54
lautet:����
��2���74 �K��
 .4 �3� .4 �!�1
 $ 
546� �K�1
54H���94 
 .4 ��� �4 �!�1
 $ 
546� . ������� �
Für das Anfangswertproblem ���8������� bekommt man folgende Entwicklung:���1
��2� 
 �C � 
 �

� C ������� �
Die (von Maple gefundene
exakte) Lösung des
Anfangswertproblems�7� � � . � � . 	 � ��� � ���
im Richtungsfeld.
Die Potenzreihenentwicklung
der Lösung wird nach den ersten
acht Gliedern abgebrochen und
stärker gezeichnet.
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3.) Ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung� � � �����K�
lautet: � % �1
��2� ;=< � �1
���� � . �1
 �O�����
	���
����
Damit haben wir auch die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung. Eine
partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung bekommt man durch Variation
der Konstanten. Eine partikuläre Lösung������
��2� ����� % ��
���� % �1
���������� . �1
�� � . �1
��
ergibt sich mit Funktionen ����� % �1
���� ����� . �1
�� ausR � % ��
��S� . �1
��� � % ��
��S� �. �1
�� U R � ���� % ��
��� ���� . ��
�� U �SR � %�
	���
 ��� U �
Löst man das System mit der Cramerschen Regel und berücksichtigt:

��� ' R � % ��
��S� . �1
��� � % ��
��S� �. �1
�� U � ��� ' R ;=< �>��
�� ��� 	 �1
��$ � � 	 ��
�� ;-< �>��
�� U �  �
so folgt: � ���� % ��
��2� $ � � 	 ��
��;=< � �1
�� �%$ 'M( 	 �1
���� � ���� . ��
��2�  �
Mit � � $ ')( 	 ��
���� " 
 ��� 	 � ;-< � �1
������ $@? &BA 
 A ? &
ergibt sich die allgemeine Lösung:����
��2� � % ;-< �>��
������ . � � 	���
������ 	 � ;-< � �1
�� � ;=< �>��
���� 
 ���
	���
����
4.) Die charakteristische Gleichung lautet:

� � ��C � . �GF � �����
Offenbar ist

� % � � eine Nullstelle und zwei weitere Nullstellen ergeben sich aus
der Gleichung: � . ��C � �DF �����
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d.h.
� .�� � �%$ C& � I  ��& � �

Damit bekommen wir die allgemeine Lösung:

����
��2� � % ��� $��	 � � � . ���
	 � I  ��& 
 � ����� ;-< � � I  ��& 
 � � �
Nun könnte man die Konstanten durch Nachrechnen so bestimmen, dass die gege-
benen Anfangsbedingungen erfüllt werden. Da aber jede Konstante Funktion eine
Lösung der Differenzialgleichung darstellt (

� % �K� ), nehmen wir die Lösung���1
��2� I  FC �
Offenbar werden die geforderten Anfangsbedingungen erfüllt.
5.) Es gilt

��� ' ��Q�$ ��
 ��� � � ' R & $ �  $TC & $ � U � � & $ � � . �DC �K�L�
Damit ergeben sich folgende Eigenwerte:

� % � & � I C � � � . � & $ I C � �
Wir suchen einen Eigenvektor zum Eigenwert

� % :R & $ � %  $TC & $ � % U R � %� . U �SR $ I C �  $ C $ I C � U R � %� . U �SR �� U �
Dieses homogene System besitzt einen Lösungsraum der Dimension eins. Eine
Basislösung ergibt sich aus der Gleichung:$ I C � � % � � . �����
(Die zweite Gleichung des Systems ist von der ersten linear abhängig und wird so-
mit mit erfüllt). Setzen wir � % �  

, so ergibt sich � . � I C � . Eine komplexwertige
Lösung des Differenzialgleichungsystems lautet damit:

P �1
��2� R  I C � U � 

. � � ��
 ��� �
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Um ein Fundamentalsystem aus zwei reellwertigen Lösungen zu bekommen, be-
stimmen wir Real- und Imaginärteil von P �1
 � :

P % �1
��2��� � P �1
�� �2� R ;-< � � I CE
�� � . �$ I C@� � 	 � I CE
�� � . � U �
P . �1
��2��� � P �1
�� �2� R ���
	�� I CH
�� � . �I C ;-< � � I CE
�� � . � U �
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