KLAUSUR
Mathematik 111 (E)
16.3.98
W. Strampp

Name: \orname: Matr.—Nr.:

Bitte lassen Sie geniigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 11 Punkte erreicht wer-
den.

1) 2) 3) 4)

Punkte: Note:




. Man bestimme diejenige Losung der Differentialgleichung:
o X
y=r +1
welche die Bedingung erfillt: lim zy(z) = 1.
Man skizziere diese Losung. e
(4P)

Y,

. Gegeben sei die Differentialgleichung:
y' =y =0, (6>0).

Man zeige, dal jede Ldsung mit —§ < y(x) < ¢ einen Wendepunkt, aber
keine Extremalstelle besitzt.
(4P)

. Gegeben sei die inhomogene Differentialgleichung:
y"'+4y=sin(3z).

Man beschreibe drei Wege zur Herstellung einer partikuldren Losung: Va-
riation der Konstanten, Ansatzmethode, Laplacetransformation.
(4P)

. Man bestimme ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung:
y® —2¢" +10y' =0
und gebe die Losung des Anfangswertproblems:
y(2)=y'(2)=9"(2)=0

an.
(4P)

. Gegeben sei das System: Y/ = AY mit
21
=)
Man bestimme ein Fundamentalsystem, indem man

(a) zu Einzeldifferentialgleichungen tbergeht,
(b) die Matrixexponentialfunktion: e 2 berechnet.

(6P)



Losungen

1.) Es liegt eine lineare homogene Differentialgleichung vor. Ihre allgemeine Lésung
hat die Gestalt:
ol P _ i) _  C
r)=ce =+1 " =ce ? = —.
y(@) z?+1

Mit der allgemeinen Lésung bekommt man folgenden Grenzwert:

) . c
lim z = lim — =c.

C
T—00 r2+1 z—oo [q + L
A/ 2

Die geforderte Grenzwertbeziehung wird also fiir ¢ = 1 erfillt. Die gesuchte
LOsung lautet:

1
x) = .

v(@) 2?2 +1
" Die Ldsung
0.6 1
o y(e) = z2+1
0.2

-4 -2 2 4

2.) Wir losen die Differenzialgleichung im Gebiet
S<y<d <= y*-6<0

(6 > 0) durch Trennung der Veranderlichen. Die allgemeine Ldsung ergibt sich

aus der Gleichung
1

Mit der Partialbruchzerlegung

SR S T S
y2—682 26 \y—6 wy+9
bekommen wir im Gebiet —6 < y < ¢§ folgende Gleichung:

1 1
ﬁln(é—y)—%ln(y-l-é)—x-l-c.

3



Durch Umformen erhalten wir die Auadsung:

1 0—y
— Inl=—2) =
25n(y+5) T+c

)
-y — 625(1‘—}-0)
y+0
)
1— 62(5(z+c)
yla) =

1+ e20(z+c)

Somit sind alle Losungen in dem zu Grunde gelegten Bereich auf ganz R erklart.

Wegen v'(z) = (y(z))? — 6% < 0 kann y'(z) nirgends verschwinden. Eine
Nullstelle der zweiten Ableitung y"(z) = 2y(z)y'(z) kann als genau dort vorlie-
gen, wo y eine Nullstelle besitzt. Nun gilt

y(z) =0 <<= z=—c.

Mit y"(z) = 2(y'(z))? + 2y(z)y" (z) bekommt man 3" (—c) = 2(y'(—c))? > 0.

Also ist x = —c die einzige Minimalstelle von y" und somit die einzige Wende-
stelle von y.
s Ldsungen
1— 626(:c+c)
4 2 2 4 y(l') =9

.0_5\ (bei 6 = 1) fiir verschiedene ¢

3.) Wir beschreiben folgende Losungswege: (a) Variation der Konstanten, (b)
Ansatzmethode, (c) Laplacetransformation der Gleichung.
(@) Wir bendtigen zunéchst ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung.
Die charakteristische Gleichung

N+4=0

besitzt die Losungen A, , = £214. Hieraus ergibt sich das Fundamentalsystem fir
die homogene Gleichung

yi(z) =sin(2z), ya(x) = cos(2z).
Eine partikuldre Losung

Yp(T) = ¢p1(2) Y1(2) + cp2(7) y2()

4



bekommt man durch Bestimmung der Koef£zientenfunktionen c,, 1 (), ¢, () aus
dem System:

a1 (T) y1(z) + ¢pa(7) y2(z) = 0,
1 (2) 11 (2) + G 5(7) y3(z) = sin(3z),
d.h.
cp(x) = sin(3x) cos(vV2z),
co(z) = sin(3z) sin(v2z).
(b) Die Differenzialgleichung
V' +4y=9 (63”)
wird als Imaginarteil der Differenzialgleichung
Y+ 4y =e"
fur komplexwertige Funktionen aufgefasst. Mit dem Ansatz
yp(x) — ce3iw
ergibt sich durch Einsetzen:
—c3?+4c=1.
Damit erhalten wir die komplexwertige partikulare Losung:
1

yp(m) — _ge3i;c

Schliellich ergibt sich die reellwertige Losung der Ausgangsgleichung:

1
S(yp(z)) = ~E sin(3x) .
(c) Wir unterwerfen y(x) der Laplacetransformation:

L(y(z))(s) =Y (s).

Mit dem Differentiationssatz bekommt man:
L(y"(x))(s) = s>V (s) = sy(0) —4/'(0).

5



Da eine partikuldre Losung gesucht wird, entscheiden wir uns fir diejenige welche
y(0) = 0und y'(0) = 0 erfullt. Beriicksichtigen wir noch die Transformation

3
L(sin(3 =

(sin(32))(s) =
so ergibt sich folgende Gleichung im Bildraum:

2

S Y(S) =+ 45 = m
mit der Losung

3 3 1 3 1
Y(s) = =- - = .
O = T 239 52+4 55249

Die Ricktransformation ergibt die Losung

3 . 1 .
y(z) = ) sin(2t) — R sin(31) .
4.) Die charakteristische Gleichung lautet:

A —2X+10X=0.
Spaltet man die offensichtliche Losung A; = 0 ab, so bleibt noch die Gleichung

A2 —2)24+10=0

zu |6sen, aus der sich die weiteren Lsungen A\, 3 = 1 &+ 34 ergeben. Wir stellen
damit folgendes Fundamentalsystem auf:

yi(x) =1, yo(x) =€"sin(3z), ys(z)=¢€" cos(3x).

Offenbar 16st y(x) = 0 die Differenzialgleichung mitsamt den Anfangsbedingun-
gen y(2) = y'(2) = y"(2) = 0. Damit ist die einzige Losung des Anfangswert-
problems bestimmt.

5.a) Das System lautet in Gleichungsform:

Vo= 2y + 1,
yé = 2y,.



Die zweite Gleichung kann unabhéngig von der ersten sofort geldst werden:
Yo () = ¢y 2%
Damit muss y; (z) die folgende inhomogene Gleichung erfullen:
Yy =2y + cpe”.
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung sieht man sofort:
yin(z) = ¢ 2%

Durch Variation der Konstanten erhalten wir eine partikuldre Losung der inhomo-
genen Gleichung:
Yip(z) = cow e**.

Die allgemeine Losung der Gleichung fiir y; lautet somit:

x

y1(z) = (c1 +c22) €2

und die allgemeine Lésung des Systems ergibt sich zu:

@)\ _ [(a+cz)e?®) 1\ 9. AR
o) = (yz(ﬂﬁ)) - ( cp€’” —alo) T2u)
Daraus lasst sich leicht das folgende Fundamentalsystem entnehmen:

v = (5) e w - (7) e

5.b) Wir berechnen die Matrixexponentialfunktion, indem wir A zuné&chst als
Summe zweier Matrizen schreiben:

10 01 01
A_Q(O 1>+<0 0)—2E+<0 0),

sodass sich ergibt:

Mit N N
@ =Y (B S =B Y (2" = B
n=0 n=0 )



und

bekommt man dann;

Az __ 01 256_]"7“ 2z
e _E(E—{—(OOxe—Ole.

Man kann auch zuerst das charakteristische polynom von A bestimmen:
det(A—AE)=(A—=2)2=)—4)+4.
AnschlieRend betrachtet man die Gleichung zweiter Ordnung:
y'—4y'+4=0
mit der allgemeinen L3sung:
y(x) = (e1 + co ) 27

Die Losung
ji(z) = (1—2z) €

genugt den Anfangsbedingungen 7 (0)
2(x)
genigt den Anfangsbedingungen »(0) = 0, y5(0) = 1. Damit bekommt man
wieder die Matrixexponentialfunktion:

A% = () B+ falx) A = ((1—2:5) ((1) (1)) tx (g ;)) _ (é “13) 27 |

Aus der Matrixexponentialfunktion entnimmt man dasselbe Fundamentalsystem
wie oben.

, 71(0) = 0 und die Losung

1
erw

NJ



