KLAUSUR
Mathematik IV (E)
13.9.2005
(W. Strampp)

Name: Vorname: Matr.—Nr.:

Bitte lassen Sie gentigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 12 Punkte erreicht wer-
den.

1) 2) 3)

Punkte: Note:




1. Gegeben seien die Wertepaare:

ilo 1|2
2 | -1 |01
il 1 ]2]0

Welche Polynome hochstens dritten Grades
P(x) =co+ a1z +cr’+ea’,

minimieren die Summe der Fehlerquadrate

2

> (i = w(a))*?

1=0

Interpretieren Sie das Ergebnis.
(8P)

2. Die Funktion f : [a,b] — R werde mithilfe der summierten Trapezregel
()1, v integriert. Wir unterteilen dabei das Intervall [a, b] jeweils in N; =
2/~1 Teilintervalle. Wie lauten die ersten drei summierten Trapezformeln

Ql,N1 ) Ql,Ng’ QLNs?

Welche bekannte Quadraturformel liefert der Ausdruck

4Qun, — Qi
3 .

(8P)

3. Zeigen Sie mit dem Fixpunktsatz, dass die Gleichung

1 I271
r=¢(xr)=<e
o) = 3
im Intervall [0,1] genau eine Losung = besitzt. Wieviele Iterationsschritte
2+ = ¢(2(*)) miissen durchgefiihrt werden, damit der Fehler |2(*) — 7| <
108 wird, wenn man z(®©) = 1 wihlt.

(8P)



Losungen:

1.) Offenbar gilt N = 2 und n = 3, also N < n. Das System der Normalglei-
chungen ist also nicht eindeutig losbar. Wir stellen die Gramsche Matrix auf

2

o Jtk

Ajk = E xz =
i=0

SN O W
N O N O
SN O N
N O N O

(Ihre Determinante ergibt Null). Die rechte Seite der Normalgleichungen lautet:

3

2 ' 1
;yﬂf: 1

—1
Die Normalgleichungen besitzen folgende Losung:

1 3
60:2, 01:———)\, Cy = ——

9 = 2, 63:)\, )\GR,

und die Polynome

1 3
Y(z) =2 — 5= §x2+)\(—x+x3)
minimieren die Fehlerquadrate. (Die Summe der Fehlerquadrate ergibt Null). Das

Polynom

1 3
2__ __2
773"

stellt das Interpolationspolynom dar, das Polynom
—x +a°

verschwindet an den Stutzstellen und liefert den Beitrag Null zu den Fehlerqua-
draten.
2.) Wir erhalten allgemein die summierte Trapezregel:

hj

Quy; =5 (fl@) +2 fla+hy) +--+2 fla+ (7 = 1) hy) + £()),



hj = — i>1.

Mit ; ;
—a —a
hlzb_ay hZZ 9 ) h3: 4

bekommen wir die ersten drei Werte:

Qv = "0 (fla)+ f).

2
b—a a—+b

Qv = (@2 (

b—a
8

)+ o,
(f(a)+2f<a+bjTa> +2f(a+b_Ta) +2f(a+3

b—a

Ql,Ng

)+f@»

Wir formen um:

4Q1,N23_Q1,N1 _ b;a(f(a)+2f<a_2‘_b)+f(b))
_bga(f(a)+f(b))

_ b—af(a)+26—af<a+b>+b—a

6 3 2
- 0 (s +ar () +10)

und erhalten die Simpson-Regel.
3.)

Die Funktion ¢(z) =
gilt fir z € [0, 1]:

% e 1 ist im Intervall [0, 1] streng monoton wachsend. Es

1 1 1
56_1 < ¢z) < 360 =3
also ¢([0, 1]) C [0, 1]. Die Ableitung
2
§() = 2ot
ist fiir z € [0, 1] beschrénkt:
2
Bl <2e=2.



Nach dem Mittelwertsatz bekommt man eine Lipschitzbedingung mit der Kon-

stanten L = %:

1
6(x) = 6(&)| < e —&|, firalle =7 €R,

und es existiert genau ein Fixpunkt 7.

1
0.8
0.6
0.4 Die Schrittfunktion
0.2 ¢(z) mit der Funktion
f(z) = x im Intervall
0.2 0.4 0.6 0.8 1 [071]

Betrachten wir nun die Iterationsfolge z(**1) = ¢(2(*)) mit dem Startwert 2(*) =
1. Die erste Iterierte lautet (Y = %, und die a priori-Fehlerabschatzung liefert fiir

v>1:
2\¥ v
2 — | < (3) 5 ‘x(l) _x(O)‘ =92 (2) '
1—3 3
Die Forderung:
2\” s 9
2 3 <10 <~ v 3 < —8 In(10) — In(2)

bedeutet

8 In(10) + In(2)
~ In(2) —In(3)

Man benotigt also 48 Iterationsschritte.

= 47.1405...




