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Bitte lassen Sie geniigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 13 Punkte erreicht wer-
den.

1) 2) 3) 4)

Punkte: Note:




. Gegeben sei das Polynom
po(x) = bgo) + b§°) (x — x0) + bg‘)) (x — o) (x — x1)
4. 409 (x—zg) - (2= 2p1).

Man gebe ein Horner-ahnliches Rechenschema zur Berechnung des Wertes
pn(0) an.(5P)

. Mit dem Horner-Schema bestimme man die Taylorentwicklung des folgen-
den Polynoms um zp = 2: p3(z) = 2° — 42* + 6z — 4. Man gebe explizit
die Faktorisierung: ps(z) = (z — 2) (a2® + Bz + ) an. (5P)

. Man bestimme das zu den Stitzstellen 2o = -1, z; = 2, 2o = 3 und
Stutzwerten yo = 4, y; = —2, yo = 1, gehorige Interpolationspolynom
hdchstens zweiten Grades (a) mit der Methode von Lagrange, (b) mit der
Methode von Newton. (5P)

. Durch Q2(f) = Ay f(;l) + A; f(0) + Ay £(3) werde eine Quadraturfor-
mel fir das Integral / f(z) dr dargestellt. Man bestimme die Gewichte
Ay, A1, As S0, dass Pallynome vom Grad < 2 sxakt integriert werden. Man
wende die Quadraturformel auf das Integral /e‘” dz an und vergleiche das

-1
Ergebnis mit dem exakten Wert des Integrals. (5P)

. Man bestimme ein Polynom (%) (x) hichstens ersten Grades (Gerade), so-
dass fur alle Polynome #(x) hochstens ersten Grades (Geraden) gilt:

/3 (In(x) = ¥0(@))%dz < / Pda.

(5P)



Losungen

1.) Durch sukzessives Ausklammern schreiben wir das Polynom p,(z) in der
Form:

pa(z) = ( . ((bno) (x —xp 1) + bg)ll) (x — Ty _2)
+b;022) (x — Tp_3)+ .. ) (x —xo) + b(()o) :

Die Behauptung ergibt sich nun wieder sofort aus:

pn(0) =

0O () + 8 | (~2nce) + 0, | (=nms) + ... | (=z0) + 55" .

\ 0, / /

-~

bV

Man kann die Berechnung der Koef£zienten in folgendem Schema anordnen:

B 0 B, I by
0 —bg)avn,l —bfﬁlxn,Q —bgl)ah —bgl)ﬂfo
b b, b o by by

2. Das vollstandige Horner-Schema fiir

p3(r) =2* —42*+62x—4 und zp =2



lautet:

ps|l 4 6 -4
r=20=2|0 2 -4 4

pp |1l 2 2 ‘O = a(()l) = p3(2)
r=20=2|0 2 0

p|l O ‘2 = a§2) = po(2)
r=x0=2|0 2

po | 1 ‘2 = agg) =p1(2)

Es gilt
p3(z) = (z — o) p2(x) + p3(@0) = (z — zo) p2(z) .
Somit wird gilt:
ar’+ Br+v=pz).

Aus dem Schema entnehmen wir:

po(z) =22 =22 +2 < p3(z)=(x —2)(2* —22+2).
Die Taylorentwicklung von p; um x, = 2 lautet:

3

k=

1 &
—p(2).

2) (z — ) mit p3_(2) = 1

)
??‘||—x

Die KoefEzienten liest man aus dem Schema ab und bekommt die Taylorentwick-
lung:
p3(r) =2(x —2)+2(x —2)* + (v — 2)°.

3.) (a) Mit den Polynomen

L@ = [[ =2 L) =Y yLu

fL' — T;
1=0,1#£7] ¢

ergibt sich das Interpolationspolynom in der Form von Lagrange. Durch Einsetzen
erhalten wir:

_(z =) (2 — 1) (x — 2)(z — 3)

Lao(@) = e @z — (L1213 — 12 & ~57+0),
_ (z—z)(z 1)  (z+1)(z—3) 1,,

Loa(@) = (1 —zo) (21 —29)  (24+1)(2—3) 3 (2" =22 -3),
(- m)z—m) (+D(x-2) 1 ,

L) = O @ —e) ~ Grneo2 1@ T2



und damit;

Ly(z) = yo-Loo(x)+y1-Loi(z) +y2 - Lop(2)
1 1
= 4-—(332—5x+6)—2-(—§(m2—2x—3))

12
1
1-=(2* =z -2
+ 4(30 z —2)
5 , 13 1
= -r'—-——x— =
4 4 2

No(w) = Y0 [~ 7)

Die KoefEzienten b, erhdlt man aus
b = ylxo, T1, .-, Tk k=0,1,...,2,
wobei y|xo, z1, - . . , x| dividierte Differenzen darstellen. Mit dem Rechenschema:

ro=—1 yo=4
ylzo,@1)=2202vIz1] A2 =2

zo—21
_ _ _ylzg,zyl—ylzy,xa] _ —2-3_5
T1=2 y1=—2 y[zo,z1,22]= zg—9 —-1-3— 14
_ylzgl-ylzo]  —2-1_
y[wl’xz]_ zry—zo  2-3 =3

ro=3 ya2=1
1&Rt sich das Interpolationspolynom wie folgt angeben:

Ny(z) = ylzo] + ylzo, z1] (x — xo) + y[xo, 21, 22] (x — 20) (2 — 21)
= 4—2(:5-&-1)-1—2(304—1)(36—2)
5o 1, 1

1T Tt Ty

4.) Die Interpolationsquadraturformel
2
Qu(f) =Y Acf(m)
k=0

5



mit den Gewichten

b
Ak:/Lz,k(:c)d:c, k:O,l,Q,

a

integriert Polynome bis zum zweiten Grad exakt. Fiir die Gewichte A, ergibt sich:

Ay = /13L270($) dx Z (_(aln : gigil__?))s) de = i/j(xQ —3z)dz

i = /ij(m)dx:Zgg;gg;gmz_Z@Z_Qm_s)dx
N

T ey
(5 -

Wendet man die Quadraturformel auf das Integral ff’l e® dx an, so ergibt sich:

Q2(f) = Aof(zo) + Arf(21) + Aaf(72)
~ 32, 10,
= —ge + 56 —+ 56

Der exakte Wert lautet:

3
/e“c dr = (%), = ¢* — e ~ 19, 7177.
5



5.) Die beste Approximierende im quadratischen Mittel durch ein Polynom vom
ersten Grad werde mit o9 (x) = ¢y + ¢,z bezeichnet. Die Koef£zienten ergeben
sich aus dem Gleichungssystem:

b b

1
Z /x”j dx cg_o) = /fo(x) dx | i=0,1,,
=0\ a
bzw.
3 3 3
/a:o dx c(()o) + /xl dz V= /a:o In(x) dz,
1 1 1
3 3 3
/:El dz ) + /a:2 dz ¥ = /xl In(z)dx.
1 1 1

Wertet man die Integrale aus, so erhédlt man folgendes System:

240 +449 = 3m(3) -2,

26 9
4c§0)+§cg0) = éln(?)) - 2.

Hieraus ergibt sich:

©O(x) =746 1n(3) + (3 — g 1n(3)) ~ —0,41 40,53z .



