KLAUSUR
Mathematik IV (E)
15.7.2002

W. Strampp

Name: Vorname: Matr.—Nr.:

Bitte lassen Sie gentigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 10 Punkte erreicht wer-
den.

1) 2) 3) 4)

Punkte: Note:




1. Auf einer Maschine werden Zahlen in Gleitpunktdarstellung = £a 10° er-
fasst. Die Stellenzahl der Mantisse a betrage fiinf, und der Exponent b werde
auf ein Intervall —4 < b < 4 eingeschrankt. Wie lautet die Gleitpunktdar-
stellung der Zahlen 2, 0.002 und —0.31246? Welche Zahlen konnen insge-
samt erfasst werden? (4P)

2. Gegeben sei die Wertetabelle

1012
v 1401

Man bestimme das Interpolationspolynom hochsten zweiten Grades a) mit
der Methode von Lagrange und b) mit der Methode von Newton. Schlief3-
lich stelle man ein Gleichungssystem zur Herstellung des Interpolationspo-
lynoms auf. (4P)

3. Gegeben sei die Wertetabelle
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Man bestimme die Ausgleichsgerade. Fur welche Polynome sechsten Gra-

4
des t(z) wird die Summe der Fehlerquadrate Z(yZ — ¢(z;))? minimal?
i=0

(6P)
1 1
4. Die summierte Trapezregel fiir das Integral / f(z)dx = /
0

0

dz lau-

1+ 22
tet:

Ql,N(f):%(%f0+f1—|—...+fN_1—|—%fN> : kaf(%> _

1
12 N?

1
Mit der Fehlerdarstellung/f(x) de — Qi n(f) = — f"(n),n €0,1],
0

gebe man eine obere Abschitzung fiir ‘ % —Qin(f) ‘

(Hinweis: f" () = (?fTE)Zg)‘ (6P)



Losungen

1.)
2 <« 2.0000-10°,

0.002 <= 2.0000-107%,
—0.31246 <= —3.1246-10"'.
Man kann Zahlen der Gestalt erfassen:
r = #alld,
= ap+a_110'+a_510%2+a_310% +a_, 107"

= Qp.0-10_20_30_4,

mit Ziffern ag # 0,a_1,a_sa_3a_4,und —4 < b < 4.
2.) (a) Mit der Methode von Lagrange bekommt man:

Loy(x) = yo Lap(2) 4+ y1 Lo () 4+ y2 Lap(x) = 4 Log(x) + Lop(x)

mit den Basispolynomen:

(x — 1) (x — 23) 1, 3
L = = -z — = 1
2,0(517) (l’o —1’1)(2150 —1’2) 2:1: 2515+ ’
- — 1 1
L22(x) _ (.T xo)(az xl) —— 22—y
’ (.Tz - .To)(l'g — .Tl) 2 2
Ausmultiplizieren ergibt:
5) 13
LQ(.Z‘)_E.Z'Q_?Z' 4

(b) Die dividierten Differenzen ergeben sich aus dem Schema:

0|l4]
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Damit folgt:

Ny(x) = ylwo] +ylwo, 11] (x — w0) + ylwo, 71, 22 (¥ — 20) (v — 21)
5
= 4—4:1:+§x(x—1)
5 , 13
= a2’ - Zr44.
233 2x+

(c)Sei
pe(r) =aa* + a1z +ao.

Die Interpolationsbedingungen p,(z;) = y; sind gleichbedeutend mit:

a = 4,
ao +ay +as = 0 s
ag + 2 a; + 4 o = 1.
Die Losung des Systems lautet
13 5)
ag =4, 01:—?, CL2:§,
und somit somit: . 13
po(z) = 53:2 - ?:1:—1-4.

3.) Man kann die Ausgleichsgerade durch Losen der Normalgleichungen bekom-

men:
1

4 4
Z (Z xfk) cg)) = Zyle, J=0,1.
k=0 \i=0 i=0
Andererseits sieht man sofort (aus einer Skizze), dass die gegebenen Punkte auf
der Geraden:

y=x—3
liegen. Diese Gerade stellt somit die Ausgleichsgerade dar.
2
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Die gegebenen Stiitzpunkte mit der
Ausgleichsgeraden

|
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Bei dem vorliegenden Ausgleichsproblem betragt das Minimum null. Alle Poly-
nome p(x) hochstens sechsten Grades erreichen dieses Minimum genau dann,
wenn sie an den Stutzstellen mit den Stutzwerten ubereinstimmen. Das heif3t
p(z) — (x — 3) stellt ein Polynom hochstens sechsten Grades dar mit Nullstel-
len x;. Hieraus ergibt sich:

plx) =z —3+H;1-:0(x —zj) (az+B).

Man kann auch anders vorgehen. Die Interpolationsaufgabe liefert genau ein Poly-
nom p4(z) hochstens vierten Grades, welches an den Stiitzstellen die Stiitzwerte
annimmt. Die Ausgleichsgerade stimmt hier mit diesem Interpolationspolynom
tiberein: ps(x) = = — 3. Alle Polynome hochstens sechsten Grades der Gestalt

plx)=2—3+ H;l-:o(x — ;) (ax + f)

besitzen ebenfalls die Interpolationseigenschaft.
4.) Die summierte Trapezregel fur das Integral iiber die Funktion

1
flw) = 1+ 22
mit L
k=1 (N)
lautet:

Ql,N(f):%<%f0+fl+---+fN1+%fN) .

Es ergibt sich folgender Wert fiir N = 4:

5323
= —— =~ 0.782794.
Q1,4(f) 6800
== _
0.8 \\\
0.6 Summierte Trapezregel fiir die Funk-
0.4 tion: f(z) = 52 mit N =4
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1



Wir haben zunachst folgende Abschatzung des Quadraturfehlers:

L max |£"(x)].

1
/f(w) de = Qun(f)| < 5z max
0

Fur das Integral bekommt man den exakten Wert:

1

1
/ 22 dx = arctan(1l) — arctan(0) = % .

0

Als zweite Ableitung des Integranden erhalt man:

622 —2

f"(fﬂ):m-

Der Zahler ist streng monoton wachsend und nimmt Werte zwischen —2 und 4
an. Der Nenner ist stets groler oder gleich als eins. Insgesamt ergibt sich die
Abschatzung:

T 1 1
— — < -4 = .
R vy 3 N?
0.5 4
0.2 0.4 0.6 0.8 1 ’
0.5 2
1
-1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1.5 -1
-2 2
Die Funktion f"(z) = (?fT;)Zg (links) und die Funktion z — 6 22 — 2 (rechts)

im Intervall [—1, 1]
Man kann auch die Extremalstellen von f”(z) bestimmen:

() = 122 (142%) —6x (62° —2)  x(—242*+24)
e (1+22) T (a2

Die Funktion f”(x) kann also folgende Extremalstellen (in ganz R) besitzen:

r=0, x==1.



j/\OAS /\
-4 -2 2 4 . .
“o\s Die Funktion
6222
A1 f”(l‘) = (1i$2)3
-1.
-2
2.5

Man erkennt durch Nachrechnen, dass z — 0 ein Minimum darstellt und die Be-
trage von f”(z) durch |f”(0)| = 2 nach oben beschriankt werden. Daraus folgt:

1 4 1
12N2 =~ 6N2Z°

% - () <



