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Bitte lassen Sie gentigend Platz zwischen den Aufgaben
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1. Gegeben sei die Differenzialgleichung
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besitzt die Gleichung? Begriinden Sie, dass alle hoheren partiellen Ablei-
tungen auf der Anfangskurve (x,0) verschwinden. Welche Losung ergibt
sich fiir das Anfangswertproblem aus der Potenzreihenentwicklung:
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mit den Anfangsbedingungen: u(x,0) =0, (x,0) = 0. Welchen Typ

2. (a) Wir betrachten die zweidimensionale Wellengleichung
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fiir eine schwingende Membran: 0 < x < a, 0 < y < b. Die Funktion:
= () (1)
U (T, y) =sin | — x ) sin ( —
Y a b Yy

stellt den rdumlichen Anteil einer Eigenschwingung dar. Zeichnen Sie die
Knotenlinien der Eigenschwingung fiir m = 3, n = 4.

(b) Wir betrachten das rotationssymmetrische Anfangsrandwertproblem fiir
die zweidimensionale Wellengleichung
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u(l,t) =0, wu(r,0)=0, E(

r,0) =g(r).
Beschreiben Sie die Losung. (8P)

3. Welche Losung besitzt das folgende Anfangsrandwertproblem fiir die Wirme-

leitungsgleichung
ou  0*u

ot 9x?’
u(0,t) = u(l,t) =0,u(z,0) =sin(rz),0 <z <[,0<t?(8P)



Losungen

1.) Aus der Differenzialgleichung
Pu  *u  u

=0
0x? + 0x0y + Oy?
entnehmen wir: 1
a=1, b==, c=1,
2
und ] 3
V—ac=-—-1=--.
ac=- 1
Die Differenzialgleichung ist elliptisch.
Aus u(z,0) = 0 folgt
o
(1) 550 =0.
Aus g—;(:):, 0) = 0 folgt
8k+1u
2) =——=(z,0)=0.
@) g, (@0
Aus (2) folgt mithilfe der Differenzialgleichung:
o t2q,
3) =——=(z,0)=0.
@) g0
Aus der Differenzialgleichung bekommen wir:
ok 3 o4 o4
(4) Tu+_uzo, —u_|__u:07
0x20y  Oy3 0x20y?  Oy*
und mit (2) und (3):
Pu o

Diese Uberlegungen lassen sich nun leicht fortsetzen. Alle partiellen Ableitungen
verschwinden auf der x-Achse.
Aus der Potenzreihenentwicklung ergibt sich die Losung:

u(z,y) =0.
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2.a)

Die Eigenschwingung fiir m =
3,n = 4.

Die Knotenlinien ergeben sich aus:

bzw. 5 4
M= kr, “Ty=iIn, kleN,.
a b
Also:
a b
x:§k, y:Zl, k=0,1,2,3,1=0,1,2,3,4.

2.b) Mit den positiven Nullstellen der Bessel-Funktion J, bekommen wir folgende
Losung:

_ fol r Jo(an 1) g(r)dr .
i, fol r (Jo(a, 7)) dr

u(r,t) = Z D, sin(a, t) Jo(an7), Dy

n=1

3.) Zunichst muss | € N sein, sonst sind fiir ¢ = 0 die Randbedingungen nicht
erfiillt. Durch Superposition

u(x,t) = ZO” Sin(? T ) el

n=1

erfiillen wir die Anfangsbedingung:
- n
0) = C), sin(— = si .
u(z,0) ; sm(l mx) = sin(mx)
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Wir entwickeln also die Anfangstemperatur sin(7 ) in eine Sinusreihe. Offenbar
gilt (bei l € N):
C;=1 und C,=0, n#l.

Damit ergibt sich folgende Losung des Anfangsrandwertproblems:

w(z,t) =sin(rz)e ™ L.



