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Spezielle Funktionen fur Ingenieure
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W. Strampp

Name: Vorname: Matr.—Nr.:

Bitte lassen Sie gentigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 9 Punkte erreicht werden. \
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Punkte: Note:




1. Die Tschebyscheff-Polynome werden fiir n = 1, 2, ... gegeben durch:

T (z) = cos(n f)

ot L cos(d), 0€][0,n].

Man zeige, dass fir alle m,n =1, 2, ... gilt:

1
2m+n71

T, (z) dx =

T O -

1
1
[ —t
(6P)

2. Die Hermite-Polynome H,, n = 0,1,2, ..., werden gegeben durch die er-
zeugende Funktion:

p2te—t? _ io: Hn(x) o
n=0

n!

Durch partielle Ableitung nach x bzw. nach ¢ leite man folgende Formeln
her:

2nH, ((x)=H(x), 2xH,(x)=2nH, 1(x)+ H,1(x), n>1.
(6P)

3. Ist H, ein Hermite-Polynom, so stellt die Funktion

Up(z,t) = t2 Hy, (%xt_%>

eine Losung der Warmeleitungsgleichung

ou _ 0*u

or 012
dar. Man gebe u,, n = 0, 1, 2, 3 explizit an und begriinde mithilfe der Dar-
stellung

H(x) = (22)"— (g) (2a)" P (=) (f)

dass die u,, Polynome in den Variablen x und ¢ sind.
(6P)

(2v)!
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Losungen:

1.) Mit der Substitution
x=cos(f), 0ec(0,7), sin(f)>0, dr=—sin(f)dd,

nimmt das Integral folgende Gestalt an:

1 0

1 B 1 cos(mf) cos(n) “in
_[ AT e = [ TR D (sin @) ao
= /cos(m 6) cos(n H)ﬁ df

0
T

1
= w2 /cos(m@) cos(n ) db .

0

Aus
/Cos(m 6) cos(nf)do = % /(cos((m —n)0) + cos((m +n)0) do
0 0
folgt:
/cos(m 6) cos(nB)dfd =276,
0
und die Behauptung.

2.) Durch partielle Ableitung nach x ergibt sich:

o0

2ta: 2 E:

n=0

Andererseits gilt:

0 9ppp p2ia—t? = ntl _ 2n H, 1(x) n
I DLV g S

n=0 n=1
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Durch Koeffizientenvergleich bekommt man mit H|(z) = 0:
2nH,_1(x) = H (x).
Partielle Ableitung nach ¢ ergibt:

o0
e2to— 2 }: Hn
n=1

Andererseits gilt:

%€2ta:—t2 =2 (x — t) 2to- 2 _Z2xH m 221‘—21!(37) gl
Durch Koeffizientenvergleich bekommt man wie oben:
20 Hy(z) =2nH,_1(x) + Hpq(2)
3) Mit Hy(x) = 1 kann man die Polynome aus der Rekursionsformel
Hy(z) =2 H,1(x) — Hy,_(x)

aufbauen. Es ergibt sich:

Hy(z) 1,
Hi(z) = 2,
Hy(z) = 42° -2,
H;(x) 8% — 12w,
und
uo(,t) = 1,
u(z,t) = iz,
uy(w,t) = —(x*+2t),
uz(z,t) = i(2® —6xt).

Aus der Darstellung

Ha(o) = o= (3) a2+ () o ey () ) B a2

v!

erhalt man sofort die Behauptung. Die Funktionen setzen sich aus Termen der
Gestalt zusammen:

. n—2v
n ¢ n ‘o - . -
Cpt? <2§a:t2> = " i AT = e, i (1) "RV



