KLAUSUR

Tensorrechnung fir Ingenieure
21.7.1999
W. Strampp

Name: \orname: Matr.—Nr.:

Bitte lassen Sie geniigend Platz zwischen den Aufgaben
und beschreiben Sie nur die Vorderseite der Blatter!

Zum Bestehen der Klausur sollten 10 Punkte erreicht wer-
den.

1) 2) 3a) 3b)

Punkte: Note:




1. Gegeben seien die Tensoren T = t;;9' @ ¢/, U=1ufg,, V=uyg".
Man verjiinge das Produkt U & V' einmal und das Produkt 7" @ U ® U
zweimal. Die so enstehenden Tensoren 0-ter Stufe sollen mit Hilfe eines
Matrizenprodukts geschrieben werden.

(6P)

2. Gegeben sei der Tensor T =t g ® g
Man berechne das verjiingende Produkt

T-n mit Q:nkgk.

Mit einer 3 x 3-Matrix M schreibe man die Bedingung

T-n=2An
in der Form
n! 0
M |n?)=1{0
n3 0

Wie lautet die Matrix M, wenn folgende kovariante Basis gewahlt wird:

9, = sinf cos¢pe, +sinf singpe, + cosfes,
g, = r cosf cospe, + 1 cosf singpe, —r sinfe;,
g, = —rsinfsinge, +rsinfd cospe,.

(6P)
3. Seienr,;¢,zmit0 < r,0< ¢ < 2w, —00 < z < oo Zylinderkoordinaten:
xy =rcos(d), zy=rsin(¢p), z3==z2.

(a) Man beschreibe die Koordinatenlinien durch einen beliebigen Punkt und
gebe die den Zylinderkoordinaten entsprechende Basis 9,9, 94 des Tan-
gentialraums an.
(b) Man bestimme die kontravariante Basis ¢!, g2, ¢> und die Koordinaten
gi; des Metriktensors -

Gij gz ® gy .
Durch r(t) = 79,¢(t) = ¢ot,2(t) = 20t, 0 < t < 1 wird eine Kurve
beschrieben. Wie groB ist die Lange dieser Kurve?
(8P)



Losungen

1.) Wir bilden das Produkt:
U®V:ukgk®vzgl :Ukvzgk®gl.

Verjingt man Gber die Indizes & und [, so ergibt sich der folgende Tensor O-ter
Stufe (Skalar):

ukvk.

Aus den Koordinaten von U und V' ergibt sich die Koordinatendarstellung des
verjlingten Tensors als Matrizenprodukt:

(%1
u vk:(ul u? u3) Uy
U3

Wir bilden das Produkt:
T®U®U:tijgi®gj®ukgk®ulgl :tijukulgiéingjgk@gl.
Verjingen uber die Indizes 7 und k ergibt den Tensor erster Stufe:
tij u' ulgj ®gl.
\erjiingen uber die Indizes j und [ ergibt den Tensor nullter Stufe:
tij ulul
Verjiingt man zuerst tber die Indizes 7 und [, so ergibt sich der Tensor erster Stufe:
t;j uF uigj ®gk .

Verjingt man dann Uber die Indizes j und k, so ergibt sich der Tensor nullter
Stufe: o

tij ul ut.
In beiden Fallen ergibt sich die Koordinatendarstellung des verjiingten Tensors als
Matrizenprodukt:

1
o tir tiz i3 U

tij uwl ut = (ul U,2 ’LL3) tgl t22 t23 u2
3

t31 32 133 u



2.) Das verjungende Produkt ergibt sich zu:

_ (4 Ak
Tn = (Pge) (ng,)
_ i k
= ("2) (g, n"s)
_gii k
= tVg. 9,1y,
= tY gk n* g, -
Die Eigengleichung 7" - n = An nimmt folgende Gestalt an:
9 grn® — An' =0
fur s = 1,2, 3. Mit der Einheitsmatrix schreibt man:
(tij 9jk — )\5}0) nk =0.
Man bekommt also die Matrix
M = (t7) (gjx) — A (5%) -

Bei der angegebenen kovarianten Basis handelt es sich um die den Kugelkoordi-
naten entsprechende Basis des Tangeltialraums. Bildet man die skalaren Produkte,
so ergibt sich:

) 10 0
(V) =(g,-g) =10 r* 0
0 0 r?sin(9)

Damit ergibt sich das Matrizenprodukt
t' r2 412 r? sin(0) '3

) (gjx) = | 2 7%t r? sin(0)t®
31 r2 432 r? sin(0) 33

und
t— X r2tl2 r? sin(f) t'3
M= ¢ r2t2-X r?sin(f)t*
3t r?232 72 sin(f) 133 — X



3.a) Die Koordinatenlinien durch einen Punkt mit den Koordinaten (r, ¢, z) lau-
ten:

R (t) = (r+t)cos(d)e, + (r+1)sin(d) e, + zey,
R,(t) = rcos(p+t)e, +rsin(p+t)e, +zes,
r cos(@) e, + 7 sin(g) e, + (2 + 1) e

=
[\V]
—
o~
SN—
[l

Die Koordinatenlinien
El (t) ’ E2 (t)a E3 (t)

Daraus ergeben sich folgende Basisvektoren des Tangentialraums:

dEl (t) =g (r’ ¢’ z) = COS(gb) Ql + Sln(¢) §2 )
dt |

&z(t) =g (r,¢,2) = —rsin(d)e, +r cos(p)e,,
N

dRs(t) | _ -

ot — g,(r,6,2) = e

3.b) Die Vektoren der kovarianten Basis stehen paarweise senkrecht und es gilt

g, (ré, 2l =1, llg,(r, ¢, 2)[l =7, llg,(r,,2)[| =1.

damit erhélt man sofort die zugehorige kontravariante Basis:

yl(T’ d)’ Z) = 21(7", QS, Z) 562(7" ¢a Z) = %22(7", QS’Z) 563(71’ ¢a Z) = 23(73 ¢’ Z) :



Bildet man die skalaren Produkte, so ergeben sich die Metrikkoef£zienten:

) |

Fir die Lange einer Kurve £(t) = (&1(t), &(t),&5(t)), t € [a, 5] gilt allgemein:

B - -
[saten SO0,

0

1
(gij(ra b, Z)) = (2,(73 b, Z) 'gj(’ra b, Z)) = (O r?
0 0

= O O

Die Kurve
r=ro,¢=q¢ot,z =2zt




Mit
de' (1) dr(t)

dt dt =0,
de*(t) d¢(t)_¢
a dt v
de’(t)  daz(t) _,
a dat v

ergibt sich

J
gz‘j(§(t)) dt 7:7"0 0ot 2o

und die Lange der Kurve

1
/\/r§¢8+z§dt= T3 P8 + 28 .
0



