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1 Einfithrung

In diesem Abschnitt wollen wir die notwendigen Hilfsmittel aus der Funktionentheorie wiederho-
len. Wir werden uns in dieser Vorlesung hauptsdchlich mit analytischen Funktionen f : D — C
beschiftigen, wobei

D:={ze€C||z| <1}

die Einheitskreisscheibe bezeichne. Mit
D, ={z€C||z] <r}
bezeichnen wir konzentrische Kreisscheiben und mit
C:=CU{ox}

bezeichnen wir die erweiterte komplexe Ebene. Meromorphe Funktionen konnen auch den Wert co
annehmen. Die entsprechenden Urbilder nennen wir Pole. Die Menge C kann in geeigneter Weise
metrisiert werden (Stichwort: Riemannsche Zahlenkugel). Ein Gebiet bezeichnet eine offene und
(weg)zusammenhingende Teilmenge von C oder C.

Wir erinnern an die folgenden Eigenschaften analytischer Funktionen f : D — C, wobei D
ein Gebiet bezeichne:!

1. Analytische Funktionen sind komplex differenzierbar in der Umgebung jedes Punktes z €
D.

2. Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen: Die Funktionen u(x,y) = Re f(x + iy) und
v(z,y) = Im f(x + iy) erfiillen die partiellen Differentialgleichungen

Uy = vy, und u, = —v, .

3. Cauchyscher Integralsatz: Ist D sternformig (oder einfach zusammenhédngend, s. Definiti-
on 22 auf S. 17), dann gilt: Integrale iiber geschlossene Kurven v C D sind 0:

Lf<<>d<=o.

4. Cauchysche Integralformel: Unter den Bedingungen des Cauchyschen Integralsatzes gilt:
Fiir eine einfach in mathematisch positiver Richtung? durchlaufende Kurve v C D ist

10 =5 [ e,

'Eigenschaften, die fiir uns nicht wichtig sind (z. B. Residuensatz etc.) fiihren wir nicht auf.
Zalso gegen den Uhrzeigersinn




10.

11.
12.

13.

14.

Cauchysche Integralformel fiir die Ableitung: Unter den Bedingungen des Cauchyschen In-
tegralsatzes gilt: Fiir eine einfach in mathematisch positiver Richtung durchlaufende Kurve
v C D sowie n € N> ist

fM(z) = ﬂ/%d(.

o

Analytische Funktionen sind also unendlich oft differenzierbar.

. Analytische Funktionen lassen sich sogar durch konvergente Potenzreihen darstellen

f(z) = Zanz”.

Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist grotmoglich.

Satz von Liouville: Eine in der ganzen komplexen Ebene analytische und beschrinkte Funk-
tion ist konstant.

. Analytische Funktionen mit f’(z) # 0 sind winkeltreu. Kleine Kreise werden auf kleine

Fast-Kreise abgebildet mit Drehwinkel arg f’(z) und Vergroferungsfaktor |f’(z)|. Dies ist
eine direkte Konsequenz der linearen Approximierbarkeit

F(©O) = f2) + ['(2) (C = 2) +O(( = 2)* .
Satz der Gebietstreue: Nicht konstante analytische Funktionen bilden offene Mengen auf
offene Mengen ab. Also ist das Bild eines Gebiets wieder ein Gebiet.
Analytische Funktionen mit f’(z) # 0 sind lokal injektiv.

Analytische Funktionen erfiillen ein Maximumprinzip: Der Betrag einer analytischen Funk-
tion nimmt in D kein lokales Maximum an, es sei denn, f ist konstant. Ist f sogar stetig in
D, so nimmt | f| sein Maximum auf dem Rand 0D an.

Satz von Weierstral3 (Grenzfunktionen analytischer Funktionen): Konvergiert eine Folge
analytischer Funktionen f,, : D — C lokal gleichméBig gegen f, so ist f analytisch. Hier-
bei bedeutet lokal gleichmiiBig, dass die Konvergenz in jeder kompakten Teilmenge von D
gleichmaBig ist.

Satz von Hurwitz: Sind die Funktionen f,, injektiv, so ist f entweder injektiv oder konstant.

Wir merken an, dass es viele gleichwertige Begriffe fiir analytisch (= darstellbar durch Potenz-
reihen) gibt, z. B. holomorph (= wegunabhingige Integrale), regulir (= keine Singularitéten),
konform (= winkeltreu), die alle verschiedenen Ursprungs sind, aber im Wesentlichen dasselbe
bedeuten.

Aufgrund der Eigenschaft 13 konnen wir die Menge der analytischen Funktionen

A:={f:D — C| f analytisch}

mit der Topologie der lokal gleichméBigen Konvergenz ausstatten. A bildet bzgl. dieser Topologie
einen metrisierbaren Vektorraum. Wir zeigen, wie man eine Metrik erkldren kann: Sei (K,,) eine



Ausschopfung von D durch kompakte Mengen, sei also K,, C K, ;1 und |J K, = D, und seien
n=1

fir g € A die Mengen B,,(g) erklirt durch

Bn(g):{feA’|f—g|<%aufKn} :

Dann bildet {B,,(g) | ¢ € A,n € N} eine Basis der Topologie von A. Da jedes B,,(g) konvex ist,
bildet A einen lokal-konvexen topologischen Vektorraum. Die Topologie ist metrisierbar mit der

Metrik
1 f =gl
d(f,q) = — su .
(f:9) ;Q" Kn 1+ 1] — gl
Eine Teilmenge von A ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und lokal beschrinkt ist,
also beschriinkt in jeder kompakten Teilmenge von D.? Dies ist der Inhalt des Satzes von Montel.

2 Integraldarstellungen und Schwarzsches Lemma

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige Folgerungen aus der Cauchyschen Integraldarstellung
analytischer Funktionen und kommen dann schlieBlich zum Schwarzschen Lemma, welches eine
einfache, aber wichtige, Folge des Maximumprinzips ist.

Sei in der Folge z = z + iy € Cund z = = — iy die zugehdrige konjugiert komplexe Zahl.
Real- und Imaginirteile analytischer Funktionen

u(z,y) =Re f(z) = % (f(z) —1—@) und v(z,y) =Im f(z) = % (f(z) —%) (1)

heiBen harmonische Funktionen, denn sie erfiillen die partielle Differentialgleichung
Au(z,y) = ttze(2,y) + tyy(z,y) = 0.

Dies folgt aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ug(z,y) = vy(z,y) und v,(z,y) = —uy(z,y) (2)

und der Tatsache, dass analytische Funktionen unendlich oft differenzierbar sind. Harmonische
Funktionen erfiillen ein Maximum- und ein Minimumprinzip.

Wegen (1) ldsst sich natiirlich u(x,y) aus f(z) berechnen. Umgekehrt ist f(z) wegen (2) (bis
auf eine imagindre Konstante) bereits aus u(z, y) bestimmt. Wihrend die Cauchysche Integralfor-
mel f(z) durch die Werte von f auf einer 2 umlaufenden geschlossenen Kurve v darstellt, gibt die
Schwarzsche Integralformel f(z) mit Hilfe der Werte von u(z,y) auf - an. Diese folgt aus der
Cauchyschen Integralformel und lautet fiir die Kreislinie { = p e’

1 27 ) it
£(2) i f(0) = o / Re flpe) 25

dt . 3)
-2

Aus der Cauchyschen Integralformel erhalten wir fiir { = 2 + p e’ ebenfalls die Gleichung

Q[T
1) =5 | FELac= o [ st penyar,

3In #lterer Literatur werden derartige Familien normal genannt.
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welche die Mittelwerteigenschaft analytischer Funktionen genannt wird. Sie driickt aus, dass der
Wert f(z) einer analytischen Funktion an einer Stelle z € D der Mittelwert der Werte von f auf
konzentrischen Kreislinien um z ist. Aus dieser Eigenschaft folgt in einfacher Weise das bereits
erwihnte Maximumprinzip analytischer Funktionen.

Wir setzen nun unsere Betrachtungen — wie angekiindigt — mit dem Schwarzschen Lemma fort.

Satz 1 (Schwarzsches Lemma) Sei f analytisch in D mit f(0) = O und |f(z)| = 1 in D. Dann
ist |[f'(0)] = 1 und |f(2)| = |z| in D. Gleichheit gilt genau dann, wenn f eine Drehung ist:
f(2) = €z fiir ein 0 € R.

Beweis:  Wegen f(0) = 0ist f(z) = a1 2 + ag 2% + az 2> + - - -. Also ist die Funktion
_ [
9(2) =~

analytisch in ID. Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, dass f stetig in D ist und wenden auf g(z) das Maximum-
prinzip an. Auf 0D ist [g(z)| < 1, somit ist [g(z)| < 1 in D. Den Beweis der Gleichheitsaussage iiberlassen
wir als Ubungsaufgabe. O

Man stelle sich vor, eine reelle Funktion f : [—1,1] — R mit f(0) = 0 und |f(z)| < 1 erfiille
automatisch die Bedingung |f(x)| < |z|, s. Abbildung 1!

=a;tayz+azt+---

1
XL

0.5

-05

Abbildung 1: Der Graph beschrinkter Funktionen liegt immer im markierten Bereich.

Mobiustransformationen®

az+b .
f(z) = 1 d (a,b,c,d € Cmit ad — be # 0)

bilden Kreislinien und Geraden (= Kreislinien auf der Riemannschen Kugel) auf Kreislinien und
Geraden ab und daher Kreisscheiben und Halbebenen auf ebensolche.> Automorphismen der Ein-
heitskreisscheibe haben daher die Form

g ZTta
f(z)—e 1+az

(a€D),

4Sie werden auch lineare Transformationen genannt.
SEine Polynomdivision zeigt, dass man jede Mdbiustransformation zerlegen kann in Verschiebungen z +— z + a,
Streckungen z — a z und Inversionen z — 1/z.



s. Abbildung 2.

fiira = 14+

zZ+a

Abbildung 2: Bilder konzentrischer Kreislinien unter z — =

Wendet man Automorphismen auf das Schwarzsche Lemma an, so erhilt man

Satz 2 (Picksches Lemma) Sei [ analytisch in D mit | f(z)| < 1 in D. Dann ist

f(z) = fla)
1—f(a) f(2)

A

in . Insbesondere folgt mit a — z
(L= ) £ 1=1f(2)
Gleichheit gilt in beiden Ungleichungen genau dann, wenn [ ein Automorphismus ist.

Beweis:  Ubungsaufgabe O

3 Subordination

In diesem Abschnitt fiihren wir die Betrachtungen zum Schwarzschen und Pickschen Lemma wei-
ter. Dies hat ndmlich viel mit Geometrie zu tun! Die meisten Aussagen aus diesem Abschnitt
stammen aus [15].°

Definition 3 Sei w : D — D eine durch 1 beschriinkte analytische Funktion mit w(0) = 0 — also
eine Schwarz-Lemma-Funktion! — und seien f, g : D — C ebenfalls analytisch. Dann sagen wir, f
ist subordiniert zu g, falls f = g o w ist. Wir schreiben hierfiir f < g.

Wir beweisen nun

®Aber Achtung: Littlewoods Buch verwendet eine ziemlich altmodische Notation und enthilt auch einige Fehler,
die durch die ungewohnte Notation besonders schwer zu identifizieren sind!
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Satz 4 (Subordinationsprinzip) Seien f,g : D — C analytisch und sei g ferner injektiv." Dann
gilt

(a) [ < gist gleichwertig zu f(0) = ¢g(0) und f(D) C g(D).
Aus [ < g folgt die interessante geometrische Eigenschaft
(b) f(D,) C g(D,) fiiralle 0 < r < 1.

Ferner impliziert f < g Eigenschaften fiir die Koeffizienten der zugehorigen Potenzreihen f(z) =
ag + a1z + asz® + - und g(z) = by + b1z + baz? + - - . Hierzu ist die Injektivitit von g nicht
erforderlich.

(c) |ai| < |bi| mit Gleichheit genau dann, wenn f(z) = g(e¥2) fiir ein 6 € R.

(d) |az| = max{|bi], bo|}.
(e) (Rogosinski): > |ax|* < 3 |bk)? fiir alle n € N.
k=0 k=0

Beweis:  (a): Offenbar folgt aus f < g, also f(z) = g(w(z)), also insbesondere f(0) = g(w(0)) = ¢(0)
sowie f(D) = g(w(D)) C g(ID). Gilt nun aber f(0) = ¢(0) und f(D) C g(ID), so erkliren wir wegen
der Injektivitit von ¢ die analytische Funktion w := g~! o f, welche dann die erforderlichen Eigenschaften
w(0) :=g 1o f(0) =g tog(0) =0sowiew(D) =g 'of(D) CDhat

(b): Dies ist offenbar eine direkte Folge des Schwarzschen Lemmas, da aus |w(z)| < |z| die Beziehung
w(D,) C D, folgt.

(¢): Seiw(z) = w1 z+waz?+w3z3+- - Dannist |a1| = |by-wi| = |b1]|-|wi| < |b1]. Die Gleichheitsaussage
folgt aus der Gleichheitsaussage des Schwarzschen Lemmas.

(d): Wir wenden Satz 2 auf die ebenfalls durch 1 beschriinkte Funktion (z) := “’(Zz) = witwoztwsz2+---
an und erhalten

(1= ) ') 1= le(2),

insbesondere also fiir z = 0
[P (0)] 1= [p(0)* bzw. |wa| S 1~ Jwn]”.
Fiir den Koeffizienten ay ergibt sich also mit der Dreiecksungleichung
|az| = [bawf + brwa| < fwi|* [ba| + (1 — |wi|*) [ba] -

Letzteres ist eine Konvexkombination von |b;| und |b2|. Hieraus folgt die Behauptung.
(e): Um diesen Teil zu beweisen, bendtigen wir 2 Hilfssétze.

Hilfssatz 5 (Parsevalsche Gleichung fiir analytische Funktionen) Fiir eine analytische Funktion f : D —
C mit der Potenzreihenentwicklung

flz) = Z an 2"
n=0

gilt die Parsevalsche Gleichung
1 2m

oo
0|2 2,..2n
— do =
5w Jy HeOP a8 =3 anl'r

fir0 <r < 1.

"Ist ¢ nicht injektiv, so gelten analoge Aussagen auf geeigneten Riemannschen Flichen.
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Beweis:  Wir schreiben um und erhalten

1 2w ) 1

— [ fre®)Pdo = — f(re %) f(rei?) do
27 2T

i . i .
= % ; Z ap " MY Z aprk e~ g9
_ L Z Z a, T P / Litn—k)6 4g

nOkO

= g E anakr"+k27r(5nk—g |an|? r?"

nOkO

wobei wir das Kroneckersymbol

P 1fallsn =%
kT Ofallsn # k

verwendet haben. Umsortieren sowie Vertauschen von Summation und Integration sind erlaubt, da Potenz-
reihen in jeder abgeschlossenen Teilmenge ihres Konvergenzbereichs absolut und gleichmiBig konvergie-
ren. Wir bemerken, dass die Parselvalsche Gleichung fiir analytische Funktionen eine spezielle Form der
Parselvalschen Gleichung fiir orthogonale Systeme ist, angewandt auf das System (e?),,c7. O

Der zweite Hilfssatz, den wir benétigen, ist

Hilfssatz 6 (Littlewood 1925) Sei 0 < A < oo. Ist f < g, dann gilt fiir 0 < r < 1 die Ungleichung

L[ A L[ 0 [\
i < ?
5 [ I an < o [ gt

Beweis: Um diesen Beweis durchzufiihren, verwendet man am einfachsten subharmonische Funktionen,
s. [15], S. 165. Dies fiihren wir nicht aus. d

Beweis von (e): Sei s,(2) := Y p_gak 2¥ und t,(2) == S_p_, by 2*. Wegen f(z) = g(w(z)) konnen wir

schreiben - -
Z ar 2* — Z brw(2)F = t,(w(2)) .

k=n+1 k=n+1

Es ist nun entscheidend, dass die letzten beiden Summen auf der linken Seite wegen w(0) = 0 nur Potenzen
2¥ enthalten mit k£ > n + 1, also

o

sn(2)+ Y et =tn(w(2)).

k=n-+1

Wir wenden nun die Parsevalsche Gleichung an und erhalten unter Benutzung von Hilfssatz 6 mit A = 2

1 2 )
2,2k 2,2k  __ 0\ |2
§j|ak| £ ke = o [ e as

k=n+1
Lo NP - 2 2k
< — to(re)|? do = br|* r=" .
S 5y trePas =3l
Also ist
n n
Z |ak|2r2k g Z ‘bk|27“2k ’
k=0 k=0
und das Resultat folgt dann mit r — 1. O



Falls die Koeffizientenfolge der superordinierenden Funktion, welche das maximale Bildgebiet
vorgibt, besonders regelmaBig ist, gelten tiefere Resultate.

Bevor wir uns diesen widmen, mochte ich eine spezielle Funktion genauer betrachten, welche
bereits bei der Schwarzschen Integraldarstellung vorkam, in den folgenden Beweisen eine wichtige
Rolle spielen wird und uns im nédchsten Abschnitt wieder begegnet.

Beispiel 7 Wir betrachten die Funktion

1 2
H(z):= T —1=14224+22+23 4. 4)
1—2z2 1—2z2

Diese bildet als Mobiustransformation die Einheitskreisscheibe auf die rechte Halbebene
H={w e C|Rew > 0}

ab. Dies folgt sowohl aus der Rechnung

o Ll4e?  emin s
H(e") = 1_eif % _ oiS :ZCOt§
als auch aus der Rechnung
1 10 1 0 1— —i0 1— 2 1 — 2
Re+—T?:Re( —Hﬂe‘)( e .): T T = P(r,0),
1—re? (1 —re?)(1—re-®) |1 —re?2 1—2rcosf+r?

aus welcher die Beziehung Re H (re’) > 0 direkt abgelesen werden kann. Diese wichtige Funktion
P(r,8) wird als Poissonkern bezeichnet, da man — als Folge der Schwarzschen Integralformel (3)
— fiir harmonische Funktionen u(z) die Poissonsche Integralformel zeigen kann:

) 1 2m ) 1 — 2
u(re) = —/ u(e™) T dt
0

27 1—2rcos(t—0)+r2 "’

welche gilt, falls u harmonisch in D O D ist.
Eine weitere Folge der Schwarzschen Integralformel und der Potenzreihenentwicklung (4) von
H(z) folgt fiir die Koeffizienten einer analytischen Funktion f(z) daher die Formeln

1 2 ) )
an(f) p" = ;/0 Re f(pe)e ™ dt (n €N) )
2
wlf) = 5= [ Reflutyar.

Der Poissonkern hat auch eine sehr einfache Fourierentwicklung

P(r,0) = Z rlkl gihd

k=—o00

Weitere Eigenschaften der Funktion H werden in Satz 11 betrachtet werden.

Nun kommen wir zuriick zu Ergebnissen iiber die Koeffizienten subordinierter Funktionen. Mit A,,
bezeichnen wir den Vorwirtsdifferenzenoperator bzgl. der Variablen n:

Any = Apyq — Gy



Satz 8 (Littlewood) Seien f,g: D — C analytisch, sei f < g und sei n € N<o. Dann gilt fiir den
n-ten Potenzreihenkoeffizienten von f(z) = ag+ayz+ a2+ - - und g(2) = by +b1z +boz?+- - -

(a) Sind die Koeffizienten by, b, . .., b, nichtnegativ, monoton fallend und konvex, d. h., b, = 0,
by — b1 < 0und A2b, 2 0 fiirk =1,...,n — 2, dann gilt |a,| < b;.

(b) Sind die Koeffizienten by, b, . . . , b, nichtnegativ, monoton steigend und konvex, d. h., by = 0,
by — by = 0 und A2by = 0 fiirk = 3,...,n, dann gilt |a,| < b,.

Beweis: Zum Beweis verwenden wir zwei Hilfssitze.

o0
Hilfssatz 9 Sei g(z) = $bo + Y. by 2* in D erkicirt mit
k=1

b 20, Apbpy=bpy1 —bp S0 und Aby = byyo — 2bpy1 + by =0
fiir k =2 0. Dann ist Re g(z) > 0 fiir z € D.

Beweis:  Wir setzen

n 1 k n+1 n k

— - il = J

T(z) = Z 2+Zz = +ZZz
k=0 j=1 k=1 j=1
1 n
_ ”‘; +3 11—k
k=1
22" (n+1)22—2z+n+1
N 2(1—2)?
und schlieBlich fiir z = € nach einiger Rechnung
. 9 (n+1)9)
Rem(e?) = & >0,
" 2 sin? g -

Aus dem Minimumprinzip folgt dann, dass Re 7,,(z) = 0 fiir alle z € D ist. Ferner gilt fiir z € D

1+ 2
1—=2

1
lim Ret,(z) = 3 Re

n—oo

>0.

In der Folge bendtigen wir die Technik der partiellen Summation, welche auf der Formel

n n
Z Uk - ARV, = Upt1 * Ungl — Um * Um — Z Vgt1 - Apug

k=m k=m

beruht. Diese wenden wir nun zweimal an und erhalten wegen Aty (z) = 2! und Ap7i(2) = the1(2)
die Umformung

1 n n n
2b0+; bi 2k = brn+1 tn(Z) —kz_o tk(z) Apbr = bpyt tn(z)—i—(an —bn+2) Tn(z)—i-kz_o Tk(z) Azbk , (6)

wobei wir bei der ersten Umformung uy, = by, vy = tx_1(2z) und daher Agvg, = 2% sowie im zweiten Fall
ug = Ag by, v = T—1(2), d. h. Agvg = 7%(2), setzen. Also ist gemiB (6)

1 n
Re <2b0 + ; by, zk> = bpt1 Retyn(2)

in D. Hieraus folgt das Resultat fiir n — oo. |



Hilfssatz 10 Sei k = 1, w : D — D mit w(0) = 0 und w(z)* = 320, al¥) 2 und sei P,(z) =
> orq a'® 2k Dann gilt fiir z € D

Beweis:  Sei |¢| £ 1. Dann hat die Funktion
Cll4Cw() 1 ¢ k } B ek ) on
h<z)_21—gw(z)_2+;“(z) =3 2 Z‘L ¢

positiven Realteil fiir z € D. Da P, (¢) der n-te Koeffizient von h(z) ist, folgt die zu beweisende Abschitzung
aus Satz 12 des nichsten Abschnitts. O

Beweis von Satz 8 (a): Sei f = gow mit f(2) = ag + a1z + a2+ ---und g(2) = bg + b1z + bpz? + - --

Dann gilt
=Y a®p, @)
k=1

mit den Koeffizienten aus Hilfssatz 10, denn dann ist f = g o w gleichwertig zu
[e.e] o0 n
IUEES S ISR DA SR B ol
n=1 n=1 k=1 n=~k

Aus Hilfssatz 9 folgt, dass

1 n—2 . k
h(z) = Sbi+baz+ oo+ bp1 2" + by k_zlz

fiir z € D positiven Realteil hat. Daher folgt aus der Koeffizientendarstellung (5) von Schwarz

1 2 ) )
b pFt = / Re h(pew) e~ k=1)0qg
0

s

fir k =1,...,n wegen Hilfssatz 10, dass

Z ag“) b p*| < =
k=1

Das Resultat folgt mit (7) und p — 1.
(b): Aus Hilfssatz 9 folgt diesmal, dass die Funktion

2 ) ) ) 1 2m )
Re h(pe'?) e P,(e71)|do < = Re h(pe?)do = b; .
0 T Jo

1 0.)
h(2) = Sbn+ bnrz o+ bz 4 by k_zl 2+

fiir z € D positiven Realteil hat. Daher folgt aus der Koeffizientendarstellung (5) von Schwarz

1 2 ) )
b pn—k _ / Reh(pew) 6—z(n—k)0d0
0

s

fir k =1,...,n wegen Hilfssatz 10, dass

n

1 2 4 . : 1 [ ;
/ Re h(pe'?) | P,(e7")|do < = / Re h(pe®)dd = b, .
e ™ Jo ™ Jo

Das Resultat folgt schlieBlich wieder mit p — 1. O
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4 Funktionen mit positivem Realteil

Die folgende Menge analytischer Funktionen spielt — wie bereits im letzten Abschnitt gesehen —
eine enorm wichtige Rolle:

P:={pe A|p(0)=1und Rep(z) >0} .

Offenbar handelt es sich bei P um diejenigen analytischen Funktionen, deren Bildgebiet in der
rechten Halbebene H liegt. Dies konnen wir aber wegen des Subordinationsprinzips mit Hilfe der
Subordination ausdriicken. Da die Funktion H(z) := 1*£ die Einheitskreisscheibe bijektiv auf die

1-z
rechte Halbebene abbildet, gilt somit

1
p_{peA|p<o>—1undp<D>cH}—{peA ‘p<1ti} ~

Als Folge dieser Erkenntnis erhalten wir

Satz 11 Die Menge P ist eine kompakte, konvexe Teilmenge von A. Hierbei heifit eine Teilmenge
M C A konvex, wenn fiir f,g € M undt € |0, 1] auch die Verbindungsstrecke tf + (1 —t)g € M
liegt. Die lokale Beschrdinktheit von P folgt aus der Abschdtzung
1 —
1+
welche fiir alle 0 < r < 1 giiltig ist.

147
1—7r"

~ < Ip(re”)| < ®)

Beweis:  Abgeschlossenheit und Konvexitit von P sind klar. Die Abschitzung (8) ist eine direkte Folge
aus dem Subordinationsprinzip
p(D;) C g(Dy) . &)

Die Funktion H bildet ndmlich als Mobiustransformation Kreisscheiben auf Kreisscheiben ab. Somit erge-
ben sich aus H(r) = 3 und H(—r) = % die Bildgebiete

=1

1+ 72

5
1—1r2

H(D,) = {z:rew eC

2r } . (10)

1—r2
Die Beziehungen (9)—(10) sind weit genauer als (8). Die rechte Abschitzung in (8) driickt die lokale Be-

schrinktheit aus. O

Abbildung 3 zeigt die Gebiete H(DD,.).

Zum ersten Mal haben wir mit P nun eine kompakte Teilmenge von A kennengelernt. Da
stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihre Maxima und Minima annehmen, und da das Ko-
effizientenfunktional

f(0)

anl£)] = |
eine derartige stetige Funktion von A nach R darstellt, existiert also fiir jedes n € N das Maximum
max |a .
max |an(p)]

Aus der Potenzreihenentwicklung von H(z) konnen wir die betreffenden Maxima nun auf
elementare Weise bestimmen.

Satz 12 Sei p(z) = 1+ py1z + pe2® + -+ € P. Dann gilt |p,| < 2 fiir alle n € N, also

(p)] =2.
max a, ()

Fiirn = 1 gilt Gleichheit genau dann, falls p(z) = <2 = H(e"2) fiir ein 0 € R,

1—efz

11
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Abbildung 3: Bilder konzentrischer Kreislinien unter [ (z) = 1=

w

Beweis: Fiir n = 1 folgt die Behauptung samt Gleichheitsaussage direkt aus dem Subordinationsprinzip
mittels Satz 4 (c). Der Rest folgt natiirlich aus Satz 8 (b). Wesentlich elementarer erhilt man dieses Resultat
aber mit folgendem Argument. Wir betrachten zunéchst n = 2. Mit p € P ist auch die gerade Funktion

1(z) = 5 (p(2) +p(=2)) = Y pam " € P,
m=0

da sie eine Konvexkombination von Funktionen aus P darstellt. SchlieBlich ist auch
D oo
r(z) = Zrk Fi=q(Vz) = Z pom 2" € P,
k=0 m=0

da r analytisch und offenbar Re r(z) > 0 ist. Nun ist aber 71 = p2, woraus |p2| = |r1| < 2 folgt.
Fiir beliebiges n € N benutzen wir die Einheitswurzel w,, := ¢*™/™. Mit p € P ist auch die Konvex-

kombination
Q(Z) :EZP(W%Z):ZEZW% Pk = :anmznmep’
j=1 k=0 j=1 m=0
und damit auch r(z) := q(z'/") € P. Aus r| = p,, folgt dann die Behauptung. ]

Ich mochte anmerken, dass die Gleichheitsaussage fiir n > 1 wesentlich komplizierter aussieht.

Wesentlich tiefer liegt der folgende Satz, der auf Riesz und Herglotz (1914) zuriickgeht. Um ihn
zu formulieren, bendtigt man das Konzept des Riemann-Stieltjes-Integrals (oder des MaBintegrals
aus der MaBtheorie). Sei 1 : [a, b] — R eine im Intervall [a, b] (nicht notwendig streng) wachsende
Funktion. Dann wird das Riemann-Stieltjes-Integral einer stetigen Funktion f : [a,b] — R wie
folgt erkldrt. Sei Z := (a =ty < t1 < --- < t, = b) eine Zerlegung des Intervalls [a, b], dann
erkldren wir

1IZ—-0b —a

/ Pt du(t) = tim —— " F(m) (ulte) — plte 1)) -

wobei die Punkte 75, € [t;_1,t;] liegen und die Feinheit der Zerlegung

|Z| = max (ty —tx—1) — 0

=1,...,

gegen 0 strebt. Das Riemann-Stieltjes-Integral ist somit ein gewichtetes Integral und verallgemei-
nert in offensichtlicher Weise den Riemannschen Integralbegriff, bei welchem p(t) = ¢ ist.

12



Wir betrachten zwei Sonderfille: Ist insbesondere f(t) streng monoton wachsend und ste-
tig differenzierbar, so lisst sich das Riemann-Stieltjes-Integral durch ein gewohnliches Riemann-

Integral ausdriicken
[ roan= [ sou (an

wobei y/(t) = 0 eine nichtnegative Gewichtsfunktion darstellt. Ist andererseits j(t) stiickweise
konstant und seien die positiven Spriinge i, von p(t) an den Stellen ¢, € [a,b] (kK € N) mit

11 <19 < ..., dann ergibt sich fiir das Riemann-Stieltjes-Integral die Summe
b 00
F@)du(t) = F(t) - (12)
@ k=1

1+e ’L't

Wir iiberlegen uns nun Folgendes: Fiir alle ¢ € [0, 27] liegt die Funktion = in P, und all diese
Funktionen haben dasselbe Bildgebiet, namlich H. Bilden wir nun die Konvexkombmatlon

"L 1 ety
Z /JLk — e~ Ztkz
mit /i, > Ound >";'_, 1 = 1, so liegt diese ebenfalls in P. Fiihrt man schlieBlich einen Grenziibergang
in A durch, so folgt, dass auch Funktionen mit einer Darstellung

27 —it
1+e ™%z
/ ———du(t),
0

1 —e ity

bei welcher p(t) in [0, 2] wéchst mit p(27) — (0) = 1, ebenfalls in P liegen.
Folgendes tiefe Resultat besagt nun, dass hiervon auch die Umkehrung gilt.

Satz 13 (Riesz-Herglotz-Darstellung) Eine analytische Funktion p(z) = 1 +p1z +pa2® + -+
der Einheitskreisscheibe liegt genau dann in P, wenn es eine wachsende Funktion p(t) in [0, 27]
mit p(27) — 1(0) = 1 gibt, so dass

21T 1 —1t
ma:/ ) (13)
0

1 —e ity
gilt.

Beweis:  (Details s. z. B. [17], Theorem 2.4). Wir miissen nur noch zeigen, dass aus p € P die Riesz-
Herglotz-Darstellung (13) folgt. Sei also p € P. Als Folge der Cauchyschen Integralformel lassen sich
analytische Funktionen aus ihren Realteilen rekonstruieren. Die resultierende Formel wird die Schwarzsche
Formel genannt und liefert in unserem Fall

1 [?" pett 4 2 rett + 2

27
plz) = RwW)&=A dpu(t, ),

21 Jo  reit — reit — z

wobei .
1 .
p(t,r) = 27r/0 Rep(re'™)dr

eine in [0, 27] wachsende Funktion mit x(0,7) = 0 und p(27,r) = 1 darstellt. Letzteres folgt aus der
Eigenschaft p(0) = 1. Der Rest des Beweises besteht darin, den Grenziibergang fiir » — 1 durchzufiihren.
Was dann zu zeigen bleibt, ist, dass daraus wieder eine wachsende Funktion y(t) resultiert. Hierzu benotigt
man tiefe Sitze aus der MaBitheorie (Auswahlsatz von Helly 0.4.). Dies wollen wir nicht vertiefen. |
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Abbildung 4: Die Cantorfunktion wichst auf einer Lebuesgue-Nullmenge.

Wer Malintegrale kennt, sollte sich die Riesz-Herglotz-Darstellung mit einem Wahrschein-
lichkeitsmal3 j1(t) vorstellen. Man kann Wahrscheinlichkeitsmafe klassifizieren, und es stellt sich
heraus, dass es drei Typen von Wahrscheinlichkeitsmalen gibt: absolut stetige (mit einer Darstel-
lung gemélB (11)), diskrete (mit einer Darstellung gem@B (12)) und singulidre (welche nicht absolut
stetig sind, die aber — als wachsende Funktionen — auf einer Menge vom Lebesguemal3 Null wach-
sen) sowie Konvexkombinationen hiervon. Ein beriihmtes Beispiel einer singuldren Funktion ist
die Cantorfunktion, s. Abbildung 4, welche auf der Menge derjenigen Zahlen des Intervalls [0, 1]
wichst, deren Terndrdarstellung die Ziffer 1 nicht enthélt. Diese Menge hat Maf3 Null.

Als Folge des Riesz-Herglotzschen Darstellungssatzes besitzen die Koeffizienten von Funktio-
nen mit positivem Realteil ebenfalls einfache Integraldarstellungen.

Satz 14 Sei p(z) = 1+ p12 + pe2® + -+ € P und sei u(t) wie in Satz 13. Dann haben die
Koeffizienten eine Darstellung der Form

27
Pn = 2/ e "™ du(t) .
0

Beweis:  Ableiten unter dem Integralzeichen ist wegen der lokal gleichméBigen Konvergenz erlaubt. Da-
her folgt der Satz aus der Entwicklung des Integranden (4). O

Natiirlich folgt Satz 12 in ganz trivialer Weise aus Satz 14. Nun kann allerdings auch die Gleich-
heitsaussage vollstindig geklirt werden.

Satz 15 Seip(z) = 1+ p1z+p22® + -+ € P. Dann gilt |p,| < 2 mit Gleichheit genau dann,

wenn
ia+2mik/n 1z

u (&
p(Z) - Z’ukeia—i-%rik/n —
k=1

fiir ein o € R sowie py, > 0und Y ., pu, = 1.

Beweis:  Aus Satz 14 folgt

2 ) 2m
1pal = \2/ emtdmt)\ <2 [Taut =2,
0 0

und Gleichheit gilt offenbar genau dann, wenn p(t) konstant ist bis auf Spriinge 1 > 0 an den Stellen
tr = a + 27k /n, so dass der Integrand bis auf die Spriinge konstantes Argument hat. d

Wir wollen den Satz von Riesz-Herglotz nun noch in ein anderes Licht riicken. Hierzu benotigen
wir folgende Definition.
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Definition 16 Sei M C V eine Teilmenge eines topologischen Vektorraums V. Dann wird x € V
ein Extrempunkt von M genannt, falls sich x nicht darstellen lisst als Konvexkombination x =
try + (1 —t)xgmitt € (0,1), 21 # xo € M. Die Menge der Extrempunkte von M bezeichnen wir
mit E (M).

Besonders interessant sind die Extrempunkte abgeschlossener und konvexer Mengen. Die ab-
geschlossene konvexe Hiille co M einer Menge M ist der topologische Abschluss der konvexen
Hiille von M. Hierbei besteht die konvexe Hiille von M aus denjenigen Funktionen, die durch
endliche konvexe Darstellungen

Zukxk <NGN79€1¢ € M, >Ovzﬂk: 1)
=1

k=1

erzeugt werden.

Beispiel 17 (a): Sei Q C R? ein Quadrat (samt Rand). Q ist offenbar abgeschlossen und konvex,
daher () = ¢0 Q. Die Extrempunkte von Q sind genau die 4 Ecken. Ahnliches gilt fiir jedes konvexe
Polyeder in R™.

(b): Sei M C R? eine endliche Menge. Dann ist die abgeschlossene konvexe Hiille To M ein
Vieleck.

(c): Sei D C R? eine Kreisscheibe (samt Rand). D ist offenbar abgeschlossen und konvex, die
Extrempunkte von D sind alle Randpunkte, also die gesamte Kreislinie.

Es gilt ganz allgemein in lokal-konvexen topologischen Vektorrdumen der

Satz 18 (Krein-Milman) Sei M C V' eine kompakte Teilmenge eines lokal-konvexen topologi-
schen Vektorraums V. Dann gilt

(a) co M =CoE (M), m. a. W.: Die Extrempunkte von M spannen die abgeschlossene konvexe
Hiille von M konvex auf. Insbesondere ist also E (M) # ) fiir kompaktes M # ().

(b) Ist zusdtzlich co M kompakt, dann gilt ferner Eco M C M.

Beweis: s.z.B.[4]. O

Wir weisen darauf hin, dass fiir V' = A die Voraussetzung fiir (b) immer erfiillt ist: Ist M/ kompakt,
so ist auch co M kompakt, denn diese Menge ist abgeschlossen und mit M lokal beschrénkt.

Beispiel 19 (a): Sei Q C R? ein Quadrat (samt Rand). Natiirlich wird () konvex aufgepannt von
den 4 Ecken. Ahnliches gilt fiir jedes konvexe Polyeder in R™.

(b): Sei M C R? eine endliche Menge. Dann ist die abgeschlossene konvexe Hiille co M ein Viel-
eck, dessen Extrempunkte in M liegen.

(c): Sei D C R? eine Kreisscheibe (samt Rand). D wird konvex aufgespannt von seinen Randpunk-
ten.

Man beachte, dass die Vorstellung des R™ noch nicht alle topologischen Aspekte liefert, denn
im Endlich-Dimensionalen muss man fiir die Rekonstruktion einer konvexen Menge aus ihren
Extrempunkten keinen Abschluss bilden. Allerdings ist A natiirlich ein unendlich-dimensionaler
Vektorraum. In diesem Setting kann der Satz von Riesz-Herglotz nun auch folgendermaf3en aus-
gedriickt werden:

15



Satz 20 (Extrempunkte von P) Die Extrempunkte von P sind gegeben durch

1+e ¥z
E(P)=q¢q—— | te|0,27] ;.
)= {112 | te p2m)
Beweis: ,,C“: Wir zeigen zunichst, dass jeder Extrempunkt von P die angegebene Form hat. Die Riesz-

Herglotzsche Darstellung einer Funktion p € P zeigt, dass diese im topologischen Abschluss der konvexen

Hiille der Kernfunktionen )
1+e iz
1—e itz

liegt. Da der Satz von Krein-Milman besagt, dass P (als kompakte konvexe Menge) von ihren Extrempunk-

ten aufgespannt wird, kommen als Extrempunkte von P nur die Funktionen (14) in Frage.

»2: Umgekehrt: Wire auch nur eine der Funktionen 1+e,ﬁz kein Extrempunkt, so hitte diese eine konvexe

Darstellung

, (te]o,2n]) (14)

—it
L St - D). (€O A e P)

und wir erhielten fiir die gedrehte Version ebenfalls eine konvexe Darstellung

14+ ey —i(u—t) —i(u—t)
T, = th(e )+ (L= fa(e7 02
Damit hitte P gar keinen Extrempunkt. Dies widerspricht aber dem Satz von Krein-Milman. d

Fiir Funktionalanalytiker mochte ich erwidhnen, dass auch die folgende Umkehrung gilt. Kennt
man wie in Satz 20 die Extrempunkte £ einer kompakten, konvexen Menge M C V/, so gilt fiir
f € M eine Integraldarstellung f = [}, x dyu(x) mit einem Wahrscheinlichkeitsmal ¢ auf E. Dies
ist der Inhalt des Satzes von Choquet, s. z. B. [18], Anhang A, bzw. [16].

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer weiteren Deutung des Satzes von Riesz-Herglotz.

Satz 21 Die Menge der endlichen Konvexkombinationen

n n
1+ ety
Zuk o—ith > (nGN,tl,...,tnG[O,QW],yl,...,,un>O,Z,uk:1)
k=1
liegt dicht in P.
Beweis: Riesz-Herglotz-Darstellung. O

S Der Riemannsche Abbildungssatz und die Bieberbachsche
Vermutung

Wir haben bereits eine analytische Funktion kennengelernt, welche die Einheitskreisscheibe ana-
lytisch und bijektiv auf ein anderes Gebiet der Ebene abbildet. Wir nennen derartige Funktionen
schlicht. Die Funktion H(z) = 1+Z ist ein solches Beispiel, ihr Bildgebiet ist die rechte Halbebene.
Ausgehend von h(z) kann man 51ch weitere Bildgebiete und damit weitere schlichte Funktionen
konstruieren. Die Funktion H (z)* bildet D auf einen Sektor des Winkels a7 ab, da durch die Ab-
bildung w — w® das Argument jedes Punkts der rechten Halbebene mit dem Faktor aw multipliziert
wird. Fiir o € (0, 2] liefert dies ein Gebiet ohne Uberlappung und damit eine bijektive Abbildung.
Fir o > 2 1st diese Funktion allerdings nicht mehr schlicht. Speziell fiir « = 2 bildet die Funk-
tion (HZ) die Einheitskreisscheibe auf die ganze Ebene ab, die auf der negativen reellen Achse
aufgeschlitzt ist.
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In der Mitte des 19. Jahrhunderts hat sich Riemann mit der Frage beschiftigt, ob jedes Bildge-
biet GG in Frage kommt. Zunichst einmal macht man sich klar, dass eine topologische Eigenschaft
notwendig ist: das Bildgebiet G muss einfach zusammenhéngend sein. Dies bedeutet, grob gespro-
chen, dass G keine Locher hat, und ist wie folgt definiert.

Definition 22 (Einfacher Zusammenhang) Ein Gebiet G C C der komplexen Ebene heifst ein-
fach zusammenhéngend, falls das Komplement C \ G nur eine Zusammenhangskomponente hat.

Riemann hat im Jahre 1851 seinen beriihmten Abbildungssatz formuliert, der besagt, dass es eine
derartige schlichte Funktion fiir jedes einfach zusammenhingende Bildgebiet G C C mit G #
C wirklich immer gibt. Fiir G = C kann es jedoch eine schlichte Abbildung nicht geben. Dies
widerspricht dem Satz von Liouville.

Satz 23 (Riemannscher Abbildungssatz) Sei G C C ein beliebiges einfach zusammenhdngendes
Gebiet G # C und sei w € G ein beliebiger Punkt des Bildgebiets. Dann gibt es eine schlichte
Abbildung [ : D — G mit f(z) = w+ a1z + as 22 + - - -, wobei das Argument von a, beliebig
gewdhlt werden kann, wiihrend |a,| durch das Gebiet G bereits eindeutig festgelegt ist.

Beweis:  Wir fiihren diesen Beweis hier nicht vollstindig durch, denn er ist relativ umfangreich, wir
skizzieren ihn nur kurz. Die Idee ist, ein Extremalproblem zu l6sen. Man sucht diejenige analytische und
injektive Funktion f : D — G mit f(0) = w, welche betragsmiBig den groBten ersten Koeffizienten hat

la1(f)| = max{|ai(g)| | g : D — G mit g(0) = w} .

Dass dieses Extremalproblem eine Losung hat, folgt mit Kompaktheitsargumenten. Es stellt sich heraus,
dass die Losungsfunktion f(z) die gesucht schlichte Abbildung ist, d. h., dass sie auch surjektiv ist. Details
s. [2], Kapitel 4.7. O

Wihrend Riemanns Originalbeweis Liicken enthielt, konnten zu Beginn des zwanzigsten Jahrhun-
derts die Beweisliicken geschlossen werden (Carathéodory, Koebe).

Da jedes Gebiet durch eine Ahnlichkeitstransformation w +— Aw + B in ein #hnliches Ge-
biet mit 0 € G abgebildet werden kann, ist es keine Einschrankung der Allgemeinheit, sich mit
Funktionen aus der Familie

S = {f D — C| f(2) = 2+ azz® + azz® + - - - analytisch und injektiv}

zu beschiftigen. Die derart normierten analytischen Funktionen bezeichnen wir mit N := {f €
A | f(0) = 0und f’(0) = 1}. In analoger Weise betrachtet man schlichte (meromorphe) Abbil-
dungen von A := {z eC ‘ |z| > 1} nach C mit co — oo und damit die Familie

R b b
= {g:A—>(C ’g(z) :z+—1—|——3—|—--~ meromorphundinjektiv} )
z  z

Die Funktionen aus X haben aufgrund ihrer Normierung also Laurententwicklungen.

Beispiel 24 Wir sehen uns an, wie die Normierung bei unseren bereits betrachten Sektorenabbil-

dungen ausfillt. Fiir die Funktion h(z) = (32)% ist W'(0) = 2a, also ist die Funktion

1 1+2\" 202 + 1
ho(z) i= — —1) = 2 S4...e8.
(2) 2a((1_z) ) Z24 oz + 5 204 €

Diese Normierungen machen die Menge S (als auch die Menge ) kompakt.
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Satz 25 (Kompaktheit von S und X) Die Menge S C A ist kompakt. Ebenso ist 3. eine kompak-
te Teilmenge der meromorphen Funktionen der Einheitskreisscheibe.

Beweis:  Wir werden in der Folge den Koebeschen Verzerrungssatz

|f(re) < a jr)2 (15)

fiir Funktionen f € S beweisen. Dieser zeigt die lokale Beschrinktheit von .S, und wegen der Abgeschlos-
senheit von S (Satz von Hurwitz) ist .S kompakt. Die Kompaktheit von ¥ wird analog bewiesen. d

Also stellt sich wieder die Frage, die maximalen n-ten Taylorkoeffizienten zu finden.

Beispiel 26 (Die Koebefunktion) Wir betrachten nun die normierte Funktion K(z) := ha(z),
welche Koebefunktion genannt wird und eine der wichtigsten Funktionen der geometrischen Funk-
tionentheorie ist. Die Koebefunktion hat die Darstellungen

K(z):i((itz)2—1>:ﬁ:gnz". (16)

Abbildung 5 zeigt das Abbildungsverhalten der Koebefunktion. Ihr Bildgebiet ist wegen (16) die
ganze komplexe Ebene mit einem radialen Schlitz auf der negativen reellen Achse, welcher bei

Vi
)

Die Koebefunktion zeigt, dass der Koebesche Verzerrungssatz (15) scharf ist und Gleichheit
bei dieser Ungleichung moglich ist. Gleichheit tritt fiir f € S nur ein, falls f eine Drehung der
Koebefunktion ist: f(z) = e=" K(e¥2).

Die Bieberbachsche Vermutung iiber die Koeffizienten schlichter Funktionen f € S ist die
Vermutung, dass die Koebefunktion das Koeffizientenproblem k, = I}leagi \a, (f)| lost, und léisst

sich somit auf die Ungleichung |a,| < n fiir f € S reduzieren. In Bieberbachs Artikel (1916)
stand die Fufinote: ,Vielleicht ist iiberhaupt k,, = n*. Wir werden am Ende dieser Vorlesung diese
Vermutung beweisen.

Um in einem ersten Schritt die Bieberbachsche Vermutung fiir den zweiten Koeffizienten zu
beweisen, betrachtet man zunichst eine Ungleichung in X2, den sogenannten Fléchensatz.
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Abbildung 6: Bilder konzentrischer Kreislinien unter der multivariaten Funktion A, (z) fir oo > 2

Satz 27 (Flichensatz) Sei g(z) =z + Y. 2 € S und sei G = C )\ g(A). Dann gilt
n=1

area (G) =7 (1 - Zn |bn|2> : (17)

n=1

Insbesondere gilt also die Ungleichung

[e.9]

S nlbr<1 (18)

n=1
mit Gleichheit genau dann, wenn der Flicheninhalt von G gleich 0 ist.

Beweis:  Sei
Gr:=C\{g(2) | 2] 27} .
Wir erkliren zunichst den betrachteten Flicheninhalt als®
area (G) := hm area ( ﬂ G,

r>1

Wir benutzen nun den Satz von Green, um den Fldcheninhalt von G, zu bestimmen, der von der analytischen
Kurve T, := OG, berandet wird.? Wir erhalten fiir alle » > 1

1 1 1 —
area (Gr) = / dudv = / udvvdu:Re_/ wdw = — 9(2) ¢ (2)dz
(Izl=r) 2i Jr, 20 Jjsf=r
int (g(|2|=r))
1 (27 , > 4 ° . .
_ 2/ <T€Z0 + Z by " em@) . (1 _ Z k by, r*(kJrl) ez(k+1)9> ret? 4o
0 n=1 k=1

1 (27 . > ) . > .
= 3 / <T€_20 + Z by r " eme> : (7"6’9 - Z kb r® e_lw) de
0 n=1 k=1
= 7 (7“2 — Zn |bn|2r_2n> .

n=1

Mit r» — 1 folgt (17). Da der Fldcheninhalt = 0 ist, gilt (18). |

8Mit dieser Definition kommen wir ohne den Begriff des Lebesgueintegrals aus.
Achtung: Hier benotigt man den Jordanschen Kurvensatz, der besagt, dass jede stetige doppelpunktfreie und
geschlossene Kurve in C ein ,Inneres” und ein ,,Aufleres” besitzt.
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Abbildung 7: Ludwig Bieberbach

Beispiel 28 Wir sehen uns einen Fall des Flichensatzes besonders an. Aus der Ungleichung (18)
folgt insbesondere, dass by < 1 ist. In diesem Fall kann Gleichheit nur eintreten, falls by = e ist
und alle weiteren Koeffizienten verschwinden, falls also by = bs = --- = 0 ist. Es ist dann also
g(2) = z + € /2. Diese Funktion ist fiir = 0 in Abbildung 8 dargestellt. Fiir |z| = 1, z = ¢*,
hat diese Abbildung reelle Werte:

~

1 . .
g(2)=z+-=¢e"+e " =2cost € [-2,2],
z

es ist also g(A) = C\ [-2,2].

g
/A

Abbildung 8: Bilder konzentrischer Kreislinien unter der externen Koebefunktion g(z) = z +

N =

Wir nutzen nun den Flidchensatz, um das Bieberbachsche Koeffizientenproblem fiir n = 2 zu I6sen.

Satz 29 (Bieberbach 1916) Sei f(z) = z4as 2>+ a3 2*+--- € S. Dann gilt |as| < 2 mit Gleich-

heit genau dann, wenn f eine Drehung der Koebefunktion ist f(z) = e YK (e?z) = e
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Beweis:  Fiir jede Funktion f(z) = z + ag 22 + ag 23 + - - - € S ist die ungerade Funktion

1 azl  3a3—4az 1
9(2) f(1/22?) T * 8 23 (19)
Dies sieht man wie folgt ein: Zunéchst ist mit f € S die Funktion
2
h(z) =z f(z)=z+%zs+---€SuCS (20)
z

2

eine ungerade schlichte Funktion. Die Menge der ungeraden schlichten Funktionen bezeichnen wir mit S,,.
Sie besteht genau aus denjenigen schlichten Funktionen, deren Bildgebiet symmetrisch zum Ursprung ist.
Die Transformation (20) nennen wir Quadratwurzeltransformation.

Als néchstes sicht man ein, dass fiir f € S die Funktion

1 a3 —a
s Tt

ist. Fiihrt man beide Transformationen hintereinander aus, erhilt man (19).

+.-€%

9(z) =

Auf die Funktion g aus (19) lisst sich also der Flichensatz anwenden. Wir erhalten somit u. a. |az| < 2.
Die Gleichheitsaussage folgt direkt aus Beispiel 28. |

Beispiel 30 Die Quadratwurzeltransformation transformiert das Bildgebiet von [ in folgender
Form: Das Gebiet wird winkelmdfsig um den Faktor 2 gestaucht und dann wird das entstehende
Gebiet verdoppelt, so dass das resultierende Bildgebiet symmetrisch zum Ursprung ist.

Das Bildgebiet der Quadratwurzeltransformation der Koebefunktion

[ K(z?) 1 z
hz) =z 22 22\1(1—22)2:1—22

hat also zwei Schlitze, welche auf der imagindiren Achse liegen.
Analog kann man die Transformation

Abbildung 9: Bilder konzentrischer Kreislinien unter der gedrehten Version der Quadratwurzel-

transformation der Koebefunktion ;75 sowie der 5-fach symmetrischen Variante
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Wir wollen nun die Information iiber die zweite Ableitung a, = @ mithilfe eines Automorphis-

mus vom Ursprung an eine Stelle z € D transferieren. Dies resultiert in einer Abschitzung fiir die
zweite Ableitung f”(z) und liefert schlieBlich die folgenden Verzerrungssiitze.

Satz 31 (Koebescher Verzerrungssatz) Fiir f € S und |z| = r gilt die Ungleichung

2f"(2) B 212 < 4r . 21
f'(2) 1—7r2 =112
Hieraus erhalten wir die Verzerrungssitze
TR SIS s @)
o T <fe) € (23)
(14+7r)2 = = (1—r)?

Gleichheit in einer dieser Ungleichungen gilt nur, wenn f eine Drehung der Koebefunktion ist.

Beweis: Sei f € Sund ¢ € D. Dann ist die Abbildung

z) = =2+ - —

(1= 1[¢*) (<) 2 f'(€)
als renormierte Komposition mit einem Automorphismus wieder ein Element von S. Wir nennen F'(z) die
Koebetransformation von f(z). Die Bildgebiete von F' und f sind dhnlich, und wenn zwei Funktionen in S
dhnliche Bildgebiete haben, sind sie Koebetransformationen voneinander.

Hieraus folgt

~2) Fes,

f"(©) '
1- ¢ -2 4,
a1 s
und nach Multiplikation mit %KP und Ersetzen von ¢ durch z folgt die Behauptung (21).

Da aus |w| < ¢ die Ungleichungen —c < Re (w) < ¢ folgen, erhalten wir weiter

27“2—47“S ezf”(z)§2T2+4r
1—72 = fl(z) = 1—r2

Da f'(z) # 0 fiir z € D und da ferner f/(0) = 1 ist, ist die Funktion In f’(z) analytisch in D mit In f/(0) =

0. Nun ist fiir z = re’? 5 ,
(ReIn f'(2)) = Re (rewf (Z)>

r

ar f1(2)

und wir erhalten wegen Re Inw = In |w| daher nach Division durch r # 0 fiir z # 0

2r — 4 0 2r+4
< —Inlff < )
1—7r2 = or nlf )= 1—r2

Wir integrieren diese Ungleichungen nun im Intervall » € [0, R] und erhalten

1+R
(1-R)*"

1-R / 10
lnm g ln|f (Rel )‘ g ln
Hieraus folgt (22) durch Exponentiation.
Eine weitere Integration liefert schlieBlich die rechte Seite von (23):

4 R . B 14y R
i0 / 0 =
|f(Re )|§/ |f(re Idré/ (14)3“— (1-R)?"

0 0
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Die linke Seite ist komplizierter zu zeigen. Sei r € (0,1) gegeben und 2o mit |z9| = 7 so gewdbhlt, dass
f(20) der dem Ursprung niichst gelegene Punkt der Bildkurve f(re) ist. Da f injektiv ist, liegt das Urbild
«y der Strecke [0, f(20)] im Kreis D;,.. Also folgt mit dem Verzerrungssatz (22)

e 2 Sl
el = [ vl = [1rGNe 2 [ grimsielz [ g = g

Alle Verzerrungssitze folgen aus Satz 29 und kénnen somit nur dann scharf sein, wenn f eine Drehung der
Koebefunktion ist. O

Wir erinnern zunéchst einmal daran, dass wir die Ungleichung (23) verwendet haben, um die Kom-
paktheit von S zu beweisen, s. (15).
Als direkte Konsequenz des Verzerrungssatzes bekommen wir den

Satz 32 (Koebescher 1/4-Satz) Sei f € S. Dann ist der Abstand des Randes des Bildgebiets
O f (D) vom Ursprung mindestens 1/4, genauer

}1 < dist (0,0f(D)) < 1.

Gleichheit links gilt nur fiir Drehungen der Koebefunktion, und Gleichheit rechts gilt nur fiir die
Identitdit.

Beweis: Da f injektiv ist, erhalten wir aus dem Verzerrungssatz

dist (0,0f(D)) = lirTn_}{lf\f(re )| = h ﬁ = % .

Auf der anderen Seite ist (wieder wegen der Injektivitit) f ) eine von Null verschiedene analytische Funk-
tion. Die Ungleichung

dist (0,0f(D)) = h‘IIllll’lf 1f(2)] = hmlnf

|z|—

QI
o =
folgt dann aus dem Minimumprinzip. Auf einen Beweis der Gleichheitsaussage verzichten wir. d

Beispiel 33 Das Bildgebiet der Koebefunktion hat offenbar den minimalen Abstand zum Ursprung.
Wir betrachten nun die m-fach symmetrischen Versionen der Koebefunktion. Fiir sie gilt

dist (0,0f (D)) = miﬂ |

Diese streben mit m — oo offenbar gegen die identische Abbildung

z

(1= zm)2/m — %

und der Abstand des Rands des Bildgebiets vom Ursprung strebt gegen 1. Insbesondere hat die
Quadratwurzeltransformation der Koebefunktion den Abstand 1/2 vom Ursprung.

6 Schlichte Funktionen mit speziellen Bildgebieten

In diesem Kapitel wollen wir uns nun mit schlichten Funktionen beschiftigen, deren Bildgebiete
spezielle geometrische Eigenschaften haben.
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6.1 Konvexe Funktionen

In diesem Abschnitt behandeln wir konvexe Funktionen, dies sind schlichte Funktionen, welche
konvexe Bildgebiete haben. Sei also

K :={f eS| f(D)konvex} .

Es wird sich herausstellen, dass mit f(ID) auch f(D,) konvex ist (Schwarzsches Lemma), woraus
sich eine analytische Charakterisierung der konvexen Funktionen ergibt.

Satz 34 (Charakterisierung konvexer Funktionen) Sei f(z) = z + ay 2? + -+ - € N. Dann sind
folgende Bedingungen dquivalent:

(a) f eK;
(b) f € Sund f(D,) ist konvex fiir 0 < r < 1;
(c) 14257 € P.

Beweis:  (a) = (b): Seir € (0,1) gegeben und sei z; # zo mit |z1| < |22] < r. Seien w; = f(z1)
und we = f(z2). Dann ist wegen der Konvexitit des Bildgebiets f(ID) fiir ¢ € [0, 1] der Punkt wy :=
twy + (1 — t)we € f(D). Also gibt es ein eindeutiges Urbild zp € D mit f(zy) = wp. Wir miissen zeigen,
dass der Punkt zg sogar in D, liegt.

Die Funktion

o) =f (22) + (-0 1)

ist analytisch in D und hat die Eigenschaften g(0) = 0 sowie g(z2) = wp. Nun betrachten wir die Funktion
h = f~!o g, die wegen f € K wohldefiniert ist. Diese Funktion hat aber die Eigenschaften ~(0) = 0 und
|h(2)| < 1. Also folgt aus dem Schwarzschen Lemma, dass sogar |h(z)| < |z] gilt, und es ist insbesondere

[zl = [f ™ (wo)| = [/ (9(22))| = [A(z2)] < |22] <7,

was zu zeigen war.
(b) = (c): Seir € (0,1). f bildet die Kreislinie e’ auf eine konvexe Kurve ab. Die Konvexitit besagt nun,
dass das Argument der Tangente der Kurve 7, = f(re?®) mit wachsendem @ wachsen muss. Dies entspricht

der Bedingung
0 d .,
I _— ? >

Wir formen um und erhalten
9 9 o 9 i0
a0 (arg %f(m )> = Imag (Inaeﬂm )>
_ 0 .10 gt i0
= Im% (ln(z re” f'(re )))

= Re (1+z']}/,,((;)> >0.

Das Resultat folgt nun mit dem Minimumprinzip.
(¢) = (a): Sei f(2) = z2+agz?+--- € Amitp =1+ zj}—/,/ € P. Die obige Rechnung zeigt, dass das
Argument der Tangente der Kurve -+, mit wachsendem 6 wichst. Dies liefert die Konvexitét von .

Der Gesamtzuwachs des Arguments der Kurventangente auf v, bei einem Umlauf ergibt sich zu

2r 9 0 0 o o o(2) .
/0 aa(argaef(re )) do = ; Rep(re'”)dd = Re / ?dZ—Re Edz_%r’
|z|=r |z|=r

Somit ist f in D, injektiv. Mit r — 1 folgt f € K. a
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Beispiel 35 Ldsst man bei der Sektorabbildung

o5 (32

den Offnungswinkel gegen 0 streben, so strebt das zugehirige Bildgebiet offenbar gegen einen
Parallelstreifen, da die Spitze gegen oo strebt. Die zugehorige Abbildungsfunktion

1 (o)
ho(2) = lim Iy (2) = R -3

1—2
n=0

>

2n+1

ist damit offenbar konvex, s. Abbildung 10.
Eine weitere wichtige konvexe Funktion ist die Halbebenenabbildung

fz)=h(z)=) "€ K
7
15 > 1) 15

Abbildung 10: Bilder konzentrischer Kreislinien bei der Parallelstreifen- und bei der Halbebenen-
abbildung

K ist als abgeschlossene Teilmenge von S natiirlich kompakt. Wir wollen nun das Koeffizienten-
problem in K l6sen. Wir erhalten

Satz 36 (Koeffizienten konvexer Funktionen, Lowner 1917) Sei f(2) = z+ay 22 +az 2+ -+ €
K. Dann gilt |a,| £ 1. Gleichheit tritt genau dann ein, wenn f eine Drehung von hy, also eine
Halbebenenabbildung, ist: f(z) = e~ hy(e?z).

Beweis: Die Koeffizienten p,, der Funktion

p(x) =1+ fj 1+an

sind wegen Satz 15 durch 2 beschriinkt. Daher erhalten wir aus der Gleichung z f”(z) = f'(2) (p(z) — 1)
durch Koeffizientenvergleich (und mittels Cauchyprodukt) die Rekursion

n—1

n(n+1)aps = Z(k + 1) apt1 Pr—k -
k=0
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Wir fiihren jetzt einen Induktionsbeweis. Der Induktionsanfang ist wegen a; = 1 erfiillt. Gelte nun also
lag| < 1fiir k = 1,...,n. Dann erhalten wir

n—1

n(n+1)|an| §Z (k+ 1) |apgal pnil D) _2(k+1) =n(n+1).
k=0 k=0

Damit ist die Induktion vollstdndig.
Dass fiir Halbebenenabbildungen Gleichheit eintritt, ist offensichtlich. Gleichheit kann offenbar nur
dann eintreten, wenn |p;| = 2 ist. Hieraus folgt aus Satz 12

f”(z) _ 14e€"
f’(z) 1 ety

also die Behauptung. O

Als néchstes wollen wir einen Satz von Strohhécker herleiten, der uns in die Lage versetzen wird,
die abgeschlossene konvexe Hiille von K sowie die zugehorigen Extrempunkte genau anzugeben.

Satz 37 (Eigenschaften konvexer Funktionen) Sei f € K und seien z,( € . Dann gilt

(a) (Sheil-Small (1969), Suffridge (1970)): Re ( LD jjg) > 0.

Als Folgerungen erhalten wir
f'(z)
f(2)

(c) (Strohhdcker 1933): Re @ >

(b) (Marx 1932/33): Rez

>1'
27

1
5
Beweis: (a) Die betrachtete Funktion

22f'(2)  _z2+C _22f(2)(2 = Q) = (f(2) = f(O)(=+])
fz)=f(Q) z2=¢ (f(z) = F(O)(z =)

ist fiir z, ¢ € D analytisch, da f injektiv ist (daher wird der Nenner nicht gleich 0) und da der Grenzwert
/ — —
i Fls.0) = 20 U0 £+ 9

(=2 (=2 (f(2) = F(O)(z =)
—22f'(2) = (f(2) = () + (z+ O S'(C)

F(Zv C) =

= lim

A O (ORIERT
i QA EEO) L 1)
2270 - (2= 0F(Q) F2)

existiert, was wir mit einer zweifachen Anwendung der komplexen Variante der Regel von de I’Hospital
bewiesen haben. Da v, = f(re?) konvex ist, wichst also arg(f(re®) — f(re')) firt € (0,6 + 27),
woraus fiir z = re # ¢ = re'? die Ungleichung

Rem 8875 arg(f(re') — f(re”)) 2 0

folgt. Weiter ist Re - Z+C = 0 fiir |z| = |(| = r, so dass

ReF(z,() 20 fir|z|=|(|=r<1.
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Wir wenden nun das Minimumprinzip bzgl. beider Variablen 2z und ¢ an und schlielen also, dass sogar
ReF(z,{) 20 fiir z,¢ € Dy.

Das Resultat Re F'(z,() = 0 folgt dann fiir » — 1. Dass sogar Re F'(z,{) > 0 gilt, ist wieder eine Folge
des Minimumprinzips. Also ist fiir ¢ € D die Funktion F'(z,() € P.

(b): Dies ist der Spezialfall ( = 0 in (a).

(c): Sei ¢ € D. Die Taylordarstellung von F(z, {) bzgl. z ist

1 1
F(z,C):1+2<—)z—|—--~eP,
¢ fQ
also ist wegen (a) der erste Koeffizient durch 2 beschrinkt oder
1_ 1’ <
¢ fOI~

Somit ist w(z) 1= z (% - f(lz)> eine Funktion, welche dem Schwarzschen Lemma geniigt. Dann ist aber

1 92 _
—rwlz) w(z) € P bzw. Re 7]‘(2’) : >0,
1—w(z) z
woraus die Behauptung Re @ > % folgt. |

Nun konnen wir die abgeschlossene konvexe Hiille von K beschreiben.

Satz 38 (Extrempunkte von K) Fiir die abgeschlossene konvexe Hiille von K und ihre Extrem-
punkte gilt

(a)@KI{fEN‘Re@>%}={fez4‘%z)< 1 };

1—-2
(b) EcCOK = — | t € [0,27] ».
1 —etz
Beweis:  Die Abbildung p — (1 + p) bildet die Menge P C A ab auf die kompakte konvexe Menge
1
Q::{feN ’Ref(z)>} .
z 2

Die Darstellung von () mittels Subordination folgt aus dem Subordinationsprinzip.
GemiB Satz 37 (c¢) ist K C ) und daher auch ¢6 K C Q. Transformiert man nun die Riesz-Herglotz-

Darstellung
2 it
1+e*2
P = €A = ——du(t
{n \ma | i |

nach @, so erhdlt man wegen

NN RN

q(z) =

(1 +p(z)) = g <1 + /0% izzz du(ﬂ)
_ %W@+A%LW%WMO

0 1—eitz

21 Py

Il
O\ [NCHIRW

du(t)

1—eitz
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die Darstellung

Qz{qu ’q<z>=/o%1_;fzdu(t>} -

Die Menge der Extrempunkte von () kann man nun — wie beim Satz von Herglotz — direkt ablesen, und wir

erhalten
z
E =] —
© { .

Wegen E () C K folgt aus dem Satz von Krein-Milman

te [0,271']} .

QQ =coE(Q) CcoK .

Zusammen mit ¢o K C @ erhalten wir schlielich co K = Q. O

Aus diesem Satz folgt nun, dass alle linearen Extremalprobleme in K ausschlieBlich von den Halb-
ebenenabbildungen gelost werden, da endliche Konvexkombinationen von Extrempunkten generell
nicht konvex sind (Ubungsaufgabe!). Dies werden wir in Beispiel 42 nochmals aufgreifen.

6.2 Sternformige Funktionen

Analog zu den konvexen Funktionen erkldren wir sternférmige Funktionen. Sei also
St :={f € S| f(D) sternférmig bzgl. 0} .

Hierbei heifit das Gebiet G sternformig bzgl. 0, wenn fiir alle ¢ € [0,1] mit w € G auch tw €
G liegt. Wir nennen G in Zukunft einfach sternférmig und lassen das ,bzgl. 0 weg. St ist als
abgeschlossene Teilmenge von S kompakt. Es wird sich wieder herausstellen, dass mit f(ID) auch
f(D,) sternformig ist, woraus sich erneut eine analytische Charakterisierung ergibt.

Satz 39 (Charakterisierung sternformiger Funktionen) Sei f(2) = 2 +ay 22 +--- € N. Dann
sind folgende Bedingungen dquivalent:

(a) f e St;
(b) f € Sund f(ID,) ist sternformig fiir 0 < r < 1;
(c) z’% e P.

Ferner gilt

(d) (Alexander 1915) g€ K < z¢'(z) € St.

Beweis:  (a) = (b): Sei r € (0,1) gegeben. Sei ferner ¢ € [0,1]. Dann ist die Funktion w(z) :=
f~Y(tf(2)) eine Schwarz-Lemma-Funktion. Ist nun w € f(ID,), so ist zunichst z = f~!(w) € D, und
daher wegen des Schwarzschen Lemmas auch f~!(tw) = w(z) € D,. Dies bedeutet aber, dass t w € f(ID,.)
liegt. Folglich ist f(DD,) sternférmig.

(b) = (c): Da~y, := f(re?) (0 € [0,27]) sternférmig ist, muss also

9 0y >
70 28 f(re'”) =20 (24)

sein. Dies bedeutet, dass




Wegen szI(O) = 1 liefert das Minimumprinzip folglich sz/ e P.
(¢) = (a): Unter den gegebenen Voraussetzungen hat f eine einfache Nullstelle am Ursprung und es ist
f(2) # 0 fiir z # 0, da sonst f einen Pol in D hitte. Wegen (24) ist arg f(re'®) wachsend und fiir das
Gesamtwachstum bei einem Durchlauf von +, folgt
o i) 49 — 1
; %argf(re )d —Reg /

|z|=r

1) o
72) dz =2m.

Also bildet f die Kreisscheibe I, bijektiv auf ein sternformiges Gebiet ab.!? Der Grenziibergang r — 1
liefert die Behauptung.
(d): Fiir f(2) = 2z ¢'(2) ist offenbar

@) g 2" L ()

f(z) 29'(2) gz

Die Charakterisierungen gemal Satz 34 (c) und Satz 39 (c) liefern hieraus den Satz von Alexander. g

Im Anschluss an Satz 39 erhalten wir diesmal fast automatisch die Koeffizientenaussage fiir St.

Satz 40 (Koeffizienten sternformiger Funktionen, Nevanlinna 1920) Sei f(z) = z + ap 2* +
azz® + --- € St. Dann gilt |a,| < n. Gleichheit tritt genau dann ein, wenn f eine Drehung der
Koebefunktion ist: f(z) = e K(e?2) = —=

(1—e92)2"

o0
Beweis:  Dies folgt direkt aus dem Satz von Alexander, denn fiir g(z) = ) a, 2" ergibt sich f(z) =
n=1

2 ()= 3 man 2 und g(z) = 1 liefert £(2) = (. )
n=1

Der Satz zeigt insbesondere, dass die Bieberbachsche Vermutung fiir f € St C S giiltig ist! Nun
konnen wir auch die abgeschlossene konvexe Hiille von St beschreiben.

Satz 41 (Extrempunkte von St) Fiir die abgeschlossene konvexe Hiille von St und ihre Extrem-
punkte gilt

z

2
(a) cOSt = {f €A ‘ f(z) = / A=) du(t), u(t) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaﬁ} ;
o —

(b) Eco St = {

— | t € (0,27 ;.

| < 0}

Beweis:  Auch die Information iiber die abgeschlossene konvexe Hiille und die Extrempunkte kann mit
dem Satz von Alexander direkt von K nach St transferiert werden (Ubungsaufgabe). d

Beispiel 42 (Verzerrungssiitze fiir Ableitungen in K und St) Da jedes lineare Funktional von
einem Extrempunkt maximiert wird, erhalten wir aus Satz 38 fiir f € K und fiir n € N den
Verzerrungssatz

n % n % n 1
FO e S (e S WO =l g
und aus Satz 41 fiir f € St und fiir n € N den Verzerrungssatz
£ )] £ KO )] £ KO ) =t T

19 Aufgrund der Tatsache, dass das Argumentwachstum 27 nicht iiberschreitet, kann es keine Selbstdurchdringungen
geben.
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6.3 Nahezu-konvexe Funktionen

Wir wissen nun, dass sternformige Funktionen die Bieberbachsche Vermutung erfiillen. Dies wol-
len wir nun noch auf eine groBBere Klasse ausdehnen. Hierzu erkldren wir folgende Begriffsbildung.

Definition 43 (Nahezu-konvexe Funktionen, Kaplan 1952) Eine Funktion f(z) = z + ay 2> +
--+ € N heifit nahezu-konvex, falls es eine konvexe Funktion ¢(z) = z + @9 2* + -+ € K und

ein o € R gibt derart, dass Re (eia %) > 0 ist. Wir bezeichnen die Menge der (normierten)

nahezu-konvexen Funktionen mit C.M

Bemerkung 44 Jede sternformige Funktion g € St ist nahezu-konvex: St C C. Dies folgt aus
dem Satz von Alexander, denn mit p(z) € K ist ja g(z) = z¢'(z) € St. Also ist f € C genau
f'(2)

dann, wenn Re (e z m) > 0 fiir eine sternformige Funktion g € St ist. Wihlt man nun die zu

f € St gehorige sternformige Funktion g := f € St und o = 0, so sehen wir, dass f € C ist.
Es ist nun entscheidend, dass nahezu-konvexe Funktionen schlicht sind.
Satz 45 (Kaplan 1952) Es gilt C C S.

Beweis: Sei f € C und sei p € K die zugehérige konvexe Funktion derart, dass Re (em%) > 0. Dann
hat auch die Funktion / := =@ ein konvexes Bildgebiet /(D). Wir betrachten die Funktion g := foh™! :

h(D) — C und erhalten fiir w € h(D) und z = h~1(w) € D

f'2)
W)

> 0.

Red (w) = Re
Also gilt fiir wy, we € h(D) die Beziehung

— 1 w2 1
Reg(wQ)g(wl):Re/ g’(w)dw:/ Re g (wy + t(wg —wy))dt >0,

wy — wy wy — wi Sy, 0
wobei wir den geradlinigen Integrationsweg w(t) = wy + t(wg — wy) (¢ € [0, 1]) und damit die Konvexitiit
von h(D) verwendet haben. Also ist g und damit auch f = g o h injektiv. O

Als Folgerung haben wir nun also folgende Inklusionskette bewiesen: K C St C C' C S.

Bevor wir uns etwas genauer die geometrische Beschreibung der Bildgebiete nahezu-konvexer
Funktionen ansehen, beweisen wir, dass nahezu-konvexe Funktionen die Bieberbachsche Vermu-
tung erfiillen.

Satz 46 (Koeffizienten nahezu-konvexer Funktionen, Reade 1955) Sei f(2) = 2+ay 2%+ - €
C'. Dann gilt |a,,| < n mit Gleichheit genau fiir die Drehungen der Koebefunktion.

Beweis: Seip(z) = eia% mit g(2) = 2+bg 22 +--- € St,p(2) = € +p; 2+---und Re p(2) > 0.
Dann gilt offenbar A
2 f'(z) = e g(2) p(2)

oder koeffizientenweise

n—1
nay, =e @ (em b+ Y bk pn—k> :

k=1

Die Verwendung des Buchstabens C' riihrt von der urspriinglich von Kaplan verwendeten Bezeichnung close-to-
convex her.
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Wegen |py| < 2 (Ubungsaufgabe) und |by| < k (k 2= 1) folgt also

n—1
n|an| §n+22k:n2.
k=1
Den Fall der Gleichheit sieht man leicht ein. g

Wir geben nun eine geometrische Beschreibung der nahezu-konvexen Funktionen, die erneut be-
weist, dass alle sternférmigen Funktionen auch nahezu-konvex sind.

Satz 47 (Geometrie nahezu-konvexer Funktionen) Sei f € N. Dann ist f € C genau dann,
wenn

o F(2) »
(a) Re (1 + Zf’( )) df > —7 (2 =re"?), fiiraller € (0,1) und alle 0, < 0,
01 z
oder wenn

(b) das Komplement von f(D) die Vereinigung paarweise disjunkter Halbstrahlen ist.
Beweis:  (a): Der Beweis benutzt folgenden
Hilfssatz 48 Sei ¢ : R — R stetig mit p(t + 27) = ¢(t) + 27 und
o(ta) —p(t1) > -1 (t1 < ta).

Dann gibt es eine stetige und wachsende Funktion i) : R — R mit ¢ (t+2m) = 1p(t)+2m und |p(t)—1(t)|
/2.

A

Beweis: Die Funktion

7T
t) = - =
¥(t) max p(s) = 5
hat die angegebenen Eigenschaften (Ubungsaufgabe). |

Beweis von Satz 47 (a) ,,=": Wir benutzen wieder die Beziehung

Re <1 + z?/((j))> = 59 (arg aaef(rew)> !

so dass die linke Seite von (a) sich umformen ldsst in

% /(=) _ oo D i
/91 Re <1+Zf’(z)> df = arg%f(re )

02

01

Seinun f € C und h := e~**¢ die hierzu gehorige konvexe Funktion mit Re {Ligg > (. Dann gilt also

|arg f'(2) — arg H(2)] < 3 -
Wir setzen

F(r,0) := arg <§0f(7“6i9)) = arg f'(re?) + g +6

sowie

H('I", 9) (= arg <609h(’l"€l9)> = arg h/(reie) + g + 0 .

Da h konvex ist, ist H (7, §) eine wachsende Funktion bzgl. 6, und die Nahezu-Konvexitiit besagt

\F(r,0) — H(r,0)| < g .
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Also gilt fiir §; < 6, die Beziehung

F(r,05) — F(r,0;) = (F(r, 6,) — H(r, 92)) n (H(r, 6,) — H(r, 91)) n (H(r, 6,) — F(r, 91))

™
40—
” 2jL 2

:—7‘()

was zu zeigen war.
»<=" Gelte nun also fiir #; < 05 die Beziehung

62 "
/01 Re (1 + zj},((;)> A9 > -1 (2 =re). (25)

Wir miissen in diesem Fall die zu f gehorige konvexe Funktion / konstruieren. Wir erklédren zunichst fiir

z = ret?
s 1125 .

Da f/(z) # 0 ist, ist also arg f'(re'?) eine periodische Funktion bzgl. § und damit

or(t+2m) — p,(t) = F(r,t+2m) — F(r,t) = 2w

Die Beziehung (25) ergibt fiir ¢; < to die Ungleichung ¢, (t2) — ¢, (t1) > —m. Hilfssatz 48 liefert zu ¢,
eine stetige und wachsende Funktion v, mit ¢, (¢t + 27) — 4,.(t) = 27 und

—~

o (t) = Pr(t)] =

v 3

Fiir einen festen Radius p € (0, 1) erkldren wir nun mit Hilfe der Poissonschen Integralformel die Funktion

G(2) = % /0% gfz(w,,(t) ~t)dt (C=pet).,

welche im Kreis D, analytisch ist. Fiir den Realteil dieser Funktion gilt

: 1 2w
ReGy(re') = 5 | Py(r,0 = ) (4p(t) — t)dt
wobei s 9
PP(T,O)::R6C+Z— P

C—z p2—2rpcosh + 12

der Poissonkern der Kreisscheibe D, ist. Da die Funktion ¢),(t) — ¢ periodisch und 1, wachsend ist, liefert
eine partielle Integration

0 o Lo [
5 ReGylre’”) = 27rc70/0 Pp(r,e—t)(q/}p(t)—t>dt
1 [?™ 0
= 5/ aPAT,H—t)(l/JP(t)—t)dt
1 21
= 5 Pp(r,H—t)d<wp(t)—t>
1 2T
> _% ) Pp(T,G—t)dt:—l

Wir erhalten daher fiir die Funktion A, : D, — C mit
. Z .
hp(z) = ew‘”/ et Gr(0) dc ,
0
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wobei o, € R noch zu bestimmen sein wird, die Beziehung

h”(z)
Re <1 + Zhg(z)

Also ist h,(z) konvex in D,,. Fiir die Argumente der Ableitungen von h, und von f gilt weiter

9 .
) =1+ Re(i2G),(2)) = 1 + Re %Gp(re“g) >0.

arg h),(2) = a, + Re G, (2)

sowie

argf/(rew) :F(rvg)_g_gz@r(e)‘i‘F(T,O)—g—ﬁ .

Da arg f’(z) = Im In f'(z) harmonisch ist, hat diese Funktion ebenfalls eine Poisson-Darstellung in D,,

2

i 1 i
arg f'(re?) = o/, Py(r,0 —t)arg f'(pe') dt .

Wenn wir nun o, := F(p,0) — 5 setzen, so erhalten wir schlieBlich fiir z = re' mitr < p

1 2

arg f'(z) — arg h:)(z) P,(r,0 —t) ( arg f’(peit) — (ap +1h,(t) — t))dt

21 Jo
1 27

= Py(r,0 =) (0p(t) = () )t .

2 Jo

Wegen |¢,(t) — 1,(t)| = 7 folgt schlieBlich in D,

T
Jaxg f'(2) — arghy(2)| < 2.

Mit einem Standardkompaktheitsargument liefert der lokal gleichmiBige Grenziibergang fiir h,(z) mit p —
1 die gesuchte in D konvexe Funktion h(z), fiir welche gilt

Jarg f'(z) — arg I (2)] <

b 3

Mit dem Minimumprinzip folgt die Nahezu-Konvexitit von f.
(b): Der Beweis von (b) ist leider recht umfinglich, aber dennoch nicht sonderlich erhellend, und wird daher
weggelassen. O

Wihrend die Definition der nahezu-konvexen Funktionen eine konvexe Hilfsfunktion bendtigt,
ist die Eigenschaft aus Teil (a) von Satz 47 eine intrinsische geometrische Charakterisierung. Sie
kann folgendermaBen geometrisch interpretiert werden: Die Bildgebiete , := f(ID,.) einer nahezu-
konvexen Funktion haben die Eigenschaft, dass die Tangentenrichtung fiir keine zwei Randpunkte
von v, um mehr als 180° féllt, m. a. W.: Haarnadelkurven diirfen also hochstens die Richtung um-
kehren, aber keinesfalls den Winkel noch stirker zuriickdrehen (dies impliziert dann auch wieder
die Schlichtheit).
Wir schlieBen wieder eine Bestimmung der Extrempunkte an.

Satz 49 (Extrempunkte von C) Fiir die Extrempunkte der abgeschlossenen konvexen Hiille von
C gilt
ef4eivr 2
2= 555z
f(Z) - (1 _eigz)g } .

Beweis:  Fiir den Beweis bendtigen wir folgenden

EmCz{feA
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Hilfssatz 50 Sei |c| £ 1, o € R, und sei

oo {feA ‘Ju th)a} .

Dann ist F® kompakt, und es gilt fiir alle o = 1

27 i @
COF*=G%:= {f €A 'f(z) = / <1+cetz> du(t), p wachsend mit p(2m) — p(0) = 1} (26)
0

1—eitz
und
1—eitz

it @
Eco F® = {(Hcez) ‘t € [0,27r]} . @7)

Beweis:  Wir betrachten zuniichst den Fall o = 1. In diesem Fall ist I’ := F'! konvex und besteht aus allen
Funktionen, deren Bildgebiete in einer vorgegebenen Halbebene liegen. Dies folgt aus der Darstellung

1—|—cz_1+cl+z+1—c
l—z 2 1—2z 2

welche auch zeigt, dass in diesem Fall die Behauptungen eine direkte Folge des Satzes von Riesz-Herglotz
sind.

Sei nun o > 1. Die Mengen F® und G sind wohldefiniert, da wegen |c| < 1 die Funktion 1< keine
Nullstelle in D hat. Ferner ist /' nicht konvex und wir miissen zeigen, dass die abgeschlossene konvexe
Hiille von F'* die Menge G ist. Zunichst ist G* C co F'“, da jede Funktion aus G lokal gleichméBige
Grenzfunktion von Konvexkombinationen von Funktionen aus F' ist.

Wir werden als nichstes zeigen, dass aus f ¢ E F folgt, dass auch f® ¢ E F' liegt. Sei also f ¢ EF.
Dann gibtes ¢t € (0,1) und fi, fo € F mit

f=th+(0-t)fs.

Hieraus folgt durch Multiplikation mit f*~1

fr=thfet A=t ffet (28)
wobei die beiden Funktionen f;f®~! und fof® ! verschieden sind. Wir wollen zeigen, dass (28) eine

Konvexkombination in F'® ist. Die Funktion

1+ cz
1—=2

h:=1n

ist konvex: Sie ist fiir |c| = 1 eine Parallelstreifenabbildung, s. Abbildung 11, und mit

" 2
1+zh (z): 1+cz _ 1 N 1 _q
h(z) (Q1—z(14cz) 1—2z 1+4cz

fiir |¢| < 1 wegen Re 1=~ > 0 konvex.
Daher gilt fiir die Konvexkombination (« ist ja groBer als 1)

14+ cz
1—=2

1 1
1nf1,2+<1—>lnf<ln
a a

und somit nach Exponentiation auch
1+cz

1—2z
Potenzieren mit dem Exponenten « liefert schlieBlich fi o f a=l ¢ [ Also ist (28) eine konvexe Darstel-
lung von f in F'* und folglich ist f* ¢ E F“.

1/a p1—1
1,/2f o=
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Abbildung 11: Bilder konzentrischer Kreislinien bei der betrachteten Parallelstreifenabbildung

Dies liefert schlieBlich
EF*Cc{f*|f€EF}=EG“C F“,

und mit dem Satz von Krein-Milman folgt

COF*=CcoEF* CcoEGY =G* CcoF”.
Wir merken noch an, dass die Behauptung des Hilfssatzes fiir alle @ € (0, 1) falsch ist. In diesem Fall ist
F“ konvex, und es gibt viel mehr Extrempunkte. O

Nun zum Beweis von Satz 49.
,»C“: Nach Voraussetzung ist

f'(z) = W(2) p(2)

fiir eine konvexe Funktion h(z) € K und eine Funktion p(z) < 1< fiir ein ¢ € C mit |¢| = 1.
Aus Satz 38 folgt eine Darstellung

21
h'(2) :/0 u_]‘;mgz)gdUI(t)v

und aus Hilfssatz 50 (fiir « = 1) folgt eine Darstellung

2mq + cefy
p(z) = /0 L () |

1— etz

wobei 111 und po zwei WahrscheinlichkeitsmaBe auf [0, 27] sind. Da die Funktion In(1 — z) konvex ist, ist
also die Konvexkombination

1 ; 2 ,
3 In(1—e“2) + 3 In(1—e"z) <In(1 - 2),

und folglich durch Exponentiation

1 Vi
(1 —ef2)(1 —eitz)? 1o

Wir wenden nun erneut Hilfssatz 50 an, diesmal mit ¢ = 0 und o = 3. Dies liefert ein weiteres Wahrschein-
lichkeitsmal} p13 mit

1 2 1
(1 —ef2)(1 — eitz)2 :/0 mdﬂ?’(@ ’ (29)
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Betrachtet man nun das Produkt der Kernfunktionen der Darstellungen fiir 4/(z) und p(2)

1 14 ce?z
(1—e2)2 1—ef2

und setzt hierin den Nenner gemif (29) ein, so liefert dies mit Standardargumenten aus der Malitheorie die
Darstellung

fl(z) = / (1_62%01#(% 0)

1—eif2)3
[0,27]2

mit einem WahrscheinlichkeitsmaB p auf [0, 27]2, s. [18], S. 19. Hieraus folgt die Behauptung durch Inte-
gration.
s Den Beweis dieser — eher unwichtigen Aussage — lassen wir weg. O

Beispiel 51 (Extrempunkte von C) Die Extrempunkte der nahezu-konvexen Funktionen sind
Schlitzabbildungen, deren geradlinigen Schlitze nicht notwendig radial sind, s. Abbildung 12. Alle
derartigen Abbildungen haben diese Form (Ubungsaufgabe).

2 2

L5 Sy \
1 I

0. "#/1

3 -2 -1 1 2 3 3 -2 —j

2 3
o §
\
-1.5
-2 —

Abbildung 12: Bilder konzentrischer Kreislinien bei einer Abbildung mit geradlinigem Schlitz

6.4 Schlichte Funktionen mit reellen Koeffizienten

In diesem Abschnitt behandeln wir schlichte Funktionen mit reellen Koeffizienten. Da bei diesen

Funktionen mit w = f(z) = Y a, 2" € f(D)auchw = > a, 2" = > a,z" = f(Z) € f(D) ist,
ist also das Bildgebiet f(ID) dieser Funktionen symmetrisch zur reellen Achse. Aus dem Schwarz-
schen Spiegelungsprinzip [2], welches wir im nédchsten Abschnitt genauer betrachten werden,

folgt, dass hiervon auch die Umkehrung gilt. Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein.
Definition 52 (Symmetrische und typisch-reelle Funktionen) Mit
Sp={f(z)=2+ayz*+ - €S| a, €Rfirallen € N}
bezeichnen wir die Menge der symmetrischen schlichten Funktionen. Ferner sei
T:={feN|Imz-Imf(z) 20}

die Menge der typisch-reellen Funktionen.
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Man sieht unmittelbar ein, dass Funktionen in I reelle Koeffizienten haben, da
Imz20=Imf(2) 20 wund Imz=0=1Imf(z) <0
und folglich
Imz=0=1Imf(z)=0.
Also ist S C T. Man beachte aber, dass T ¢ S ist, denn z + 2> € T'\ S (Ubungsaufgabe).

Es stellt sich heraus, dass viele Eigenschaften symmetrischer schlichter Funktionen auch fiir Funk-
tionen aus 7' gelten. Anders als fiir Sy gibt es fiir 7" aber eine einfache analytische Beschreibung.

Satz 53 (Typisch-reelle Funktionen) Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
(a) feT;
(b) (1—22 ¢ Pund a,(f) € R fiir alle n € N;

z

2m
(c) f(z)= / = eitz)(zl — 6_itz)d,u(t) mit einer wachsenden Funktion y, p(2m) — pu(0) = 1.

0

Beweis: ,,(a) = (b)*: Sei f € T. Dann ist also fiir z = ¢ und r € (0, 1)

1 — 22 ) .
Re (1=27)r f(rz) = —Reir sin@(Re f(re??y +iIm f(reze)> =2Im(rz) - Im f(rz) 2 0.
z
Lassen wir nun 7 — 1 streben, folgt zunichst Re (1 — 22)Z gz) 2 0 fiir |z] = 1. Das Minimumprinzip und
(1-— 22)@ = 1 liefern die Behauptung.

H(b) — (¢): Seip(z) = (1 — 22)@, dann hat p mit f reelle Koeffizienten. Es ist also p(z) = 3 (p(2) +
p(Z)), was mit der Formel von Riesz-Herglotz die Riesz-Herglotz-Formel mit reellen Koeffizienten liefert:

1 27r1+eitz 1 27r1_~_€7’itz 27 1—22
== ———du(t) + = ——du(t) = - —du(t) .
p(z) 2 /0 1—ettz uie) + 2 /0 1—ez uit) /0 (1 —ef2)(1 —ez) u(t)

z

1) = +=5m(2)

Aus

folgt schlieBlich die angegebene Formel.
»(€) — (a)*“: Offenbar ist f € N. Da der Imaginirteil der Kernfunktionen

z 2(1 —e"2)(1 — e %) 1—|z|?
Im - - =Im . - — — = -Im z
(1—etz)(1 —ez) (1—e2)(1—e"2)1 —eiz)(1 —e ™z) |1 —2costz+ 22|?
dasselbe Vorzeichen hat wie Im z, folgt die Behauptung, denn 7 ist konvex und abgeschlossen. d

Eine erste Folge von Satz 53 ist wieder die Koeffizientenabschitzung.
Satz 54 (Koeffizienten symmetrischer schlichter Funktionen, Dieudonné, Rogosinski, 1931)

Sei f(2) = 2+ agz*+ --- € Sg bzw. f € T. Dann gilt |a,| < n mit Gleichheit genau fiir die
Koebefunktion und ihre symmetrische Drehung —K (—z).
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Beweis: Die Funktion

1— 22

2 flz) =1+ ;(anu —ap) 2"t

ist ein Element von P. Daher folgt aus der Standardabschitzung fiir Funktionen mit positivem Realteil
’an+2 - an’ § 2.

Hieraus folgt |a,,| < n mittels ap = 0 und a; = 1 wieder durch Induktion. Der Fall der Gleichheit kann in

der iiblichen Weise abgeleitet werden. O

Beispiel 55 Wir zeigen, dass die Funktionen f(z) = y € S liegen und betrachten

- (176“z)§'176_”z .
ihre Bildgebiete. Den Beweis der Schlichtheit lassen wir als Ubungsaufgabe. Es ist fiir z = e
if
e 1

F(e?) = - € R

(1 —ette?)(1 —e~ei?)  2(cos@ — cost)

Also wird die Einheitskreislinie auf einen Teil der reellen Achse abgebildet werden. Folglich hat das
Bildgebiet (wegen des einfachen Zusammenhangs) hochstens zwei Schlitze auf der reellen Achse,

s. Abbildung 13.
i
4 =2 ((g 2
(\,

Abbildung 13: Bilder konzentrischer Kreislinien bei einer Abbildung mit zwei reellen Schlitzen

Als weitere direkte Folge von von Satz 53 konnen wir die abgeschlossene konvexe Hiille von Sy
und ihre Extrempunkte angeben.

Satz 56 (Extrempunkte von Sg) Fiir die abgeschlossene konvexe Hiille von Sg und ihre Extrem-

punkte gilt
(a) c0Sg =T,
— z
(b) Eco S = { 11— ) t €0, 27r]} :
Beweis: Aus Sg C T folgt co Sg C T. Da die Extrempunkte von 7' gemil Satz 53 genau die Funk-
tionen (l—e”z)iz—l—e*”z) € Sg sind, folgt aus dem Satz von Krein-Milman T' = coET' C co Sg. Daher ist
insgesamt co Sp =T O

Beispiel 57 (Verzerrungssiitze fiir Ableitungen in C und T') In Analogie zu Beispiel 42 erhal-
ten wir fiir alle f € C'und f € T, insbesondere also auch fiir f € Sg, wieder die Verzerrungssdtze
n+r

[fP(re?)| < [K™ (re)| £ K®(r) = n! A —ry2 (n e N).
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6.5 Die Schwarz-Christoffel-Formel

In diesem Abschnitt betrachten wir schlichte Funktionen, deren Bildgebiete durch Polygone be-
randet sind.'? Hierfiir bendtigen wir das Schwarzsche Spiegelungsprinzip in folgender Form.

Satz 58 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip)

(a) Sei D C C ein Gebiet, welches in der oberen Halbebene liegt und sei I C 0D ein Intervall
auf der reellen Achse. Die Funktion f : D — C sei analytisch in D, stetig in D U I und habe
in I reelle Werte. Dann kann man f in eindeutiger Weise analytisch fortsetzen auf das Gebiet
D, welches durch Spiegelung von D (z — %) an der reellen Achse entsteht. Die Funktion f
ist dann in D U I U D analytisch.

(b) Analoges gilt, falls D C D ist, I C 0D ein Kreisbogen der Einheitskreislinie ist und falls
I auf eine beliebige Strecke v C C abgebildet wird. In diesem Fall wird der Urbildbereich
mittels z +— % am Einheitskreis gespiegelt, wihrend der Bildbereich eine Spiegelung an ~y
liefert.

Beweis:  (a): Die behauptete analytische Fortsetzung wird durch die Festsetzung g : D — C

9(2) = f(Z)

erklirt. Dies bedeutet, dass die Funktion g an einem Spiegelpunkt Z den gespiegelten Wert f hat. Zunéchst
stellen wir fest, dass die Funktionswerte der Funktion g auf der reellen Achse, also in 7, mit denen der Funk-
tion f iibereinstimmen. Ferner ist g im Spiegelgebiet D von D analytisch, wie man durch Uberpriifung der
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sieht (Ubungsaufgabe). Also ist ¢ eine analytische Fortset-
zung von f. Man sieht schlieBlich ein, dass f auch im Intervall I analytisch sein muss, da dort nur hebbare
Singularititen moglich sind.

(b): Wir erinnern daran, dass Mobiustransformationen Kreislinien und Geraden auf ebensolche abbilden.
Daher ergibt sich der betrachtete Fall durch die Anwendung zweier Mobiustransformationen, welche zum
einen den Urbildbereich von der reellen Achse auf den Einheitskreisbogen und zum anderen den Bildbereich
auf die Strecke ~ abbilden. a

o.sﬁ
-2, j 23

-15¢
_at

Abbildung 14: Spiegelung einer Kreislinie am Einheitskreis

2Im Grunde ist die Schlichtheit nicht unbedingt erforderlich. Die Bildgebiete miissen dann allerdings wieder auf
geeigneten Riemannschen Flachen betrachtet werden. Dann hat die Schwarz-Christoffel-Formel auch in diesem Fall
eine Bedeutung.
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Die Inversion am Kreis z — w := % ist eine wichtige Konstruktion der geometrischen Funk-
tionentheorie und kann auch geometrisch mit Zirkel und Lineal durchgefiihrt werden (Ubungs-
aufgabe). Sie ldsst das Argument eines Punktes invariant, und fiir den Betrag des Bildpunktes gilt

lw| = |71\’ s. Abbildung 14. Spiegelt man die gesamte Kreisscheibe D am Einheitskreis, erhalten
wir daher A.
Sei nun D ein beschrinktes Polygon mit den Innenwinkeln o7, ciom, . .. | cu, 7.

Abbildung 15: Ein Polygongebiet

Mit pm bezeichnen wir die halben AuBenwinkel oder Ergidnzungswinkel des Polygons, so
dass also fiir k = 1,...,n die Beziehung oy + 2, = 1 gilt. Ein Wert p, > 0 korrespondiert
zu einer konvexen Ecke, wihrend i, < 0 eine konkave Ecke kennzeichnet. Da die Summe der
AuBenwinkel eines geschlossenen Polygons 27 betrégt, erhalten wir die Beziehung

Sm=1. (30)
k=1

Dies ist gleichwertig zu der Aussage, dass das Tangentenargument bei einem Umlauf um 27 zu-

nimmt. "3
Seinun f : D — C eine schlichte Funktion, welche die Einheitskreisscheibe auf D derart ab-
bildet, dass die Ecken {wy, ..., w,} den Urbildern {21, ..., z,} auf der Einheitskreislinie entspre-

chen. Diese nennen wir auch Urecken (prevertices), und sie seien auf 0D geméal ihrer Numerierung
mit wachsendem Argument angeordnet

argz; < argzo < --- < argz, < argzpi1  (Zne1 = 21) -

Die zugehorigen AuBenwinkel an den Ecken {wy, ..., w,} seien {27, ..., 2u,7}. Dass die Ab-
bildung f auf JD stetig fortsetzbar ist, folgt aus dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip.

Aus dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip folgt sogar, dass f entlang jedes der Kreissegmen-
te (2x, zx+1) der Einheitskreislinie analytisch fortgesetzt werden kann, wobei z; und zp,; zwei
aufeinanderfolgende Urecken seien. Weil f’ keine Nullstellen hat, hat auch die Funktion f”/f’
eine analytische Fortsetzung. Da bei der Spiegelung 0 — oo abgebildet wird, ist f”/f’ sogar
im Unendlichen analytisch. Man beachte, dass bei jeder dieser Fortsetzungen das Bildpolygon an
der entsprechenden Seite gespiegelt wird. Durch erneute Spiegelung entlang einer anderen Seite
erhilt man eine Abbildung F' : D — C, deren Bildgebiet dem von f dhnlich ist, so dass also die
Beziehung F' = a f + b gilt. Daher ist auch
F// f//

F/_f/‘

3Diese Beziehung ist auch gleichwertig zur Aussage iiber die Winkelsumme in dem polygonalen n-Eck.
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Hieraus folgt, dass die Funktion f”/ f in der erweiterten komplexen Ebene C auBer an den Urecken
eine eindeutige analytische Funktion ist. Da sie auch in oo analytisch ist, ist sie ferner in C be-
schrénkt.

Nun wollen wir f an den Urecken genauer untersuchen. In einer Umgebung jeder dieser Stel-
len z; bildet die Funktion h(z) = (f(z) — f(2x))"/** ein Segment der Tangente an die Ein-
heitskreislinie in ein geradliniges Segment ab. Daher gilt in einer Umgebung der Stelle z;, auch
f(z) = f(zx) + (2 — z)*g(z), wobei g eine analytische Funktion mit g(z) # 0 ist. Daher ist
weiter f/(z) = (2 — 2zx)"?**p(2) und schlieBlich ’}l,,((:)) oo k4 Z((ZZ)), wobei p eine analytische
Funktion mit p(z;) # 0 ist. Folglich ist die Funktion

()= IE) 5o 2

7)) T

I"(z)
Iz

an allen Punkten z; analytisch, und da
in ganz C und beschrinkt.

Der Satz von Liouville reduziert H zu einer Konstanten, welche wir nun bestimmen wollen.
Eine Laurententwicklung von f im Unendlichen liefert

b1 by
f(Z) 0 e 52 )

tiberall sonst in C analytisch ist, ist H(z) analytisch

so dass

" 2 1
e _ 2 (1
') 2 2
und folglich f”/f’(c0) = 0. Dies liefert schlieBlich H(z) = 0 und damit die Schwarz-Christoffel-
Formel N

= 3 21tk

f'(2) =z

k=1

Dies kann integriert werden und ergibt zunéchst
In f'(z) = — Z 2 In(z — 2z) + In B

k=1

oder .
f'(z)=B]](z—2)" . (31)
k=1

Eine weitere Integration liefert schlieBlich die Formel

ﬂ@:A+B/ dz

(Z — zl)2l/«1 e (Z _ zn)Qﬂn ’

(32)

Auch diese Formel ist eine Variante der Schwarz-Christoffel-Formel.
Wir fassen die gewonnenen Erkenntnisse in folgendem Satz zusammen.

Satz 59 (Schwarz-Christoffel-Formel) Eine schlichte Funktion f : D — C, deren Bildgebiet D
ein Polygon mit den Ecken wy, (k = 1,...,n), den halben Aufienwinkeln pym (k= 1,...,n) und
den Urecken z, = f~1(wy) € OD (k = 1,...,n) ist, erfiillt die Schwarz-Christoffel-Formel

/"(z) -y 21t | (33)

) T &y

welche nach Integration die Form (32) erhdilt.

41



Beispiel 60 (Unbeschrinkte Polygone) Die Schwarz-Christoffel-Formel bleibt giiltig, wenn das
Polygon D unbeschriinkt ist, sofern wir die Innenwinkel an den Ecken im Unendlichen negativ
messen.'* In diesem Fall bleibt auch Gleichung (30) giiltig. Es gilt: Die Ecke wy, ist beschriinkt
genau dann, wenn iy, < % ist. Aufserdem gilt: Ist f schlicht, so sind alle ji;, > —% (Ubungsaufgabe).

Ist insbesondere D an einer ,,Ecke” im Unendlichen glatt, dann miissen wir den dortigen In-
nenwinkel oy = T negativ ziihlen, was zu dem Aufienwinkel 2y, = (1 + ay)m = 27, also zu
wi = 1 anstatt zu py, = 0 fiihrt.

In diesem Sinne ist eine Halbebene ein Polygon mit genau einer Ecke in co. Nehmen wir nun
an, die zugehorige Urecke liege im Punkt 1, dann liefert die Schwarz-Christoffel-Formel fiir diesen

Fall
f'z) 2
fiiz)  2-17
bzw. nach Integration
B
=A )

Natiirlich ist das Resultat eine Mobiustransformation, denn genau diese bilden ja Kreislinien und
Geraden auf ebensolche ab.

Leider ist die Schwarz-Christoffel-Formel eine Funktional-Ditferentialgleichung, da die Urecken
2r = f~'(wy) von f abhingen und im allgemeinen unbekannt sind:

O
o)~ 2w

k=1

Es gibt numerische Verfahren, um diese zu bestimmen. In manchen symmetrischen Fillen konnen
die Urbilder sogar exakt angegeben werden. In diesen Fillen lassen sich die Abbildungsfunktionen
vollstindig bestimmen (Ubungsaufgabe).

Beispiel 61 (Konvexe Polygone) Fiir konvexe Polygone erhalten wir aus der Schwarz-Christoffel-
Formel die Darstellung

(=) zn: 1+ Zzk2

fI(Z) - — ILLkl —Z_kZ )

wobei alle i, > 0 sind, Y, _, iy = 1 ist und die Punkte

1+ 2

2L = f_l(wk) € oD

die Urbilder der Ecken sind. Dies ist ganz offenbar dieselbe Darstellung, die wir aus der Riesz-
Herglotz-Darstellung via 1 + z’}—, € P gewinnen:

" 27 1+ it
1”%: /0 ——dut) (34)

wobei die zugehdrige wachsende Funktion p(t) im polygonalen Fall nur an endlich vielen Stellen
einen Sprung hat, welcher (idividiert durch 2m) den Winkeln an den Ecken entspricht.

Dieser Zusammenhang liefert uns nun also eine konkrete Vorstellung davon, was die Riesz-
Herglotz-Darstellung konvexer Funktionen (34) besagt: Das zu [ gehdrige Maf3 (u(t) misst beim
Durchlauf auf 0D das Wachstum der Tangentenrichtung. Ein absolut stetiges Maf 11(t) entspricht
dann einer konvexen Randkurve, welche keine geradlinigen Anteile und keine Ecken besitzt.

14Man mache sich klar, warum!
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Man sollte sich nun einmal vorstellen, wie das entsprechende konvexe Gebiet aussehen mag,
das zur Cantorfunktion (t) gehort: Dieses Gebiet muss die Eigenschaft haben, dass die Tangen-
tenrichtung fast iiberall konstant ist, d. h., es muss unendlich viele geradlinigen Teilstiicke der
Randkurve geben derart, dass bei einem Gesamtumlauf die Tangentenrichtung dennoch (auf einer
Menge vom Lebesguemaf; 0) um 27 wdchst. Wer kann dieses Gebiet zeichnen?

Der Satz von Riesz-Herglotz in der Form von Satz 21 sagt uns iibrigens auch: Die konvexen
Polygonabbildungen liegen dicht in K, m. a. W.: Jede konvexe Funktion f € K ldsst sich lokal
gleichmdflig durch Polygonabbildungen approximieren.

Den sternférmigen und nahezu-konvexen Fall sehen wir uns etwas genauer an. Hierzu werden wir
einige Hilfssdtze bereitstellen.

Eine kompakte Familie, welche P sehr dhnlich ist und die nun benétigt wird, ist die Familie P
der Funktionen p, welche durch p(0) = 1 normiert sind und fiir welche ein o € R existiert derart,
dass Re (e~**p) > 0 ist. Offenbar ist p € P genau dann, wenn p < < fijr ein ¢ € C mit [¢] = 1
ist. Es zeigt sich, dass dann ¢ = e~ 2 ist.

Hilfssatz 50 zeigt nun, dass jede Funktion p € P (lokal gleichmifig) approximiert werden
kann durch Funktionen der Form

1+ capz
§uk1 T ld=lml=1, m>0(k=1..n), (35)
— TR

wobei Y, pu = 1ist. Es gilt also der

Hilfssatz 62 (Dichte Teilmenge in P) Die Funktionen der Form (35) bilden eine dichte Teilmen-
gevon P.

Die additive Darstellung dieser Funktionen hilft uns in unseren Betrachtungen oft nicht weiter,
weshalb wir zu einer multiplikativen Darstellung iibergehen wollen.

Hilfssatz 63 (Multiplikative Darstellung) Jede Funktion der Form (35) hat eine Darstellung

B 1 — Yp2
@) =17~ (36)
k=1
wobei
ly| = x| =1 (37)

ist und diese Zahlen sich auf der Einheitskreislinie immer abwechseln:
argry < argyy < argry < argys < --- < argax, < argy, < argr; + 2w . (38)

Beweis:  Ubungsaufgabe, s. [10]. O

Auf der anderen Seite stellt sich heraus, dass Funktionen der Form (36)-(38) tatsdchlich alle in P
liegen, was zumindest nicht direkt offensichtlich ist. Dies fiihrt zu dem dritten

Hilfssatz 64 (MultiplikatiYe dichte Teilmenge in f)) Die Funktionen der Form (36)-(38) bilden
eine dichte Teilmenge von P.
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Beweis:  Ubungsaufgabe, s. [10]. O
Wir bemerken noch, das die multiplikative Darstellung (36) die einfache logarithmische Ableitung

X (Fw==) ®

Z JE—
k=1 Yk

besitzt.
Nun konnen wir uns wieder den speziellen Klassen schlichter Funktionen zuwenden.

Beispiel 65 (Sternformige Funktionen) Fiir stemformlge Funktionen gilt bekanntlich z e P.

Satz 21 und Hilfssatz 64 zeigen, dass also z approximiert werden kann durch F unktlonen der

Form
f’( ) _pn(z):i 1+ 2,2 _Hl—ykz

fn( ) p - Tr2 1— 212

mit den dort jeweils angegebenen Eigenschaften. Dlﬁ‘erenzlert man die Gleichung

2 () = pu(2) ful2)

dann erhalten wir
fa(2) + 2 f1(2) = pp(2) ful(2) + pa(2) fr(2)

und eine Partialbruchzerlegung liefert schlief3lich

fa(z) _ pa(2) -1 +P§L(Z) _ i L Z L+ 24,
LG T = ) Zrem & iem

Dies ist offensichtlich eine Polygonabbildung mit n endlichen Ecken des Winkels 2m (Haarna-

del!) und abwechselnd hierzu n Ecken im Unendlichen. Das Bildgebiet ist in diesem Fall also die

ganze Ebene mit n geradlinigen Schlitzen. Jede sternformige Funktion ldsst sich folglich durch

solche Schlitzabbildungen approximieren, wobei es sich in diesem Fall natiirlich um ursprungs-
konzentrische Schlitze handeln muss.

Beispiel 66 (Nahezu-konvexe Funktionen) Eine Funktion f(z) ist nahezu-konvex, wenn es eine
konvexe Funktion p(z) € K und eine Funktion p(z) € P gibt mit f'(z) = ¢/(2) p(z). Wir leiten
logarithmisch ab und erhalten

') _pE) £

i) ) ¢(e)

Somit bekommen wir mit (39) und (33) die Darstellung

ER e S )R

2= Yk

k=1 k=1
wobei |xy| = |yk| = |zk| = List und py, > 0, > " | . = 1. Wéihit man nun die konvexe Funktion
©(z) derart, dass m = nund z, = Ty, (k =1,...,n) ist, dann ergibt sich die Schwarz-Christoffel-
Abbildung
) g < L 1+2uk)
fillz) & \e-m 22— )

deren Bildgebiet ein Polygon mit n endlichen Ecken des Winkels 27 (Haarnadel) und abwech-
selnd n Ecken im Unendlichen ist. Dies ist wie bei den sternformigen Funktionen ein Gebiet mit
n geradlinigen Schlitzen, nur dass diesmal die Schlitze nicht sternformig zu sein brauchen. Je-
de nahezu-konvexe Funktion ldsst sich (lokal gleichmdf3ig) durch derartige Polygonabbildungen
approximieren.
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7 Lownertheorie

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns wieder mit der ganzen Klasse S der schlichten Funktionen.
Wir werden versuchen, eine Differentialgleichung herzuleiten, welche die Dynamik der Ausbrei-
tung einfach-zusammenhingender Gebiete erfasst, die 1923 von Lowner entdeckt wurde.

Hierfiir benotigen wir zunéchst einen Einblick darin, wie die lokal gleichméfige Konvergenz
einer schlichten Funktionenfolge sich in der Geometrie ihrer Bildgebiete duflert. Dieser geometri-
sche Konvergenzbegriff wird die Carathéodorysche Kern-Konvergenz genannt.

Sei also Dy, D, ... eine Folge einfach-zusammenhingender Gebiete D,, C C, D,, # C, wel-
che alle den Ursprung enthalten mogen.'> Die schlichte Funktion f, : D — C sei die zugehérige
eindeutig bestimmte Abbildungsfunktion mit f,(0) = 0 und f/(0) > 0, welche das Bildgebiet
fn(D) = D, habe.

Um den Kern der Gebietsfolge (D,,) zu erkldren, machen wir eine Fallunterscheidung. Falls
der Durchschnitt aller Gebiete (-, D,, keine Kreisscheibe um den Ursprung enthilt, setzen wir

Kern (D,,) = {0} .

Andernfalls enthilt der Durchschnitt also eine Kreisscheibe mit Zentrum in 0. In diesem Fall er-
kldren wir den Kern (D,,) als das groBte Gebiet D C C, welches den Ursprung enthélt und die
Eigenschaft hat, dass jede kompakte Teilmenge von D in fast allen Gebieten D,, enthalten ist. Der
Kern einer Folge einfach-zusammenhéngender Gebiete ist wieder ein einfach-zusammenhingendes
Gebiet.

Ist die Gebietsfolge wachsend Dy C Do C - - -, dann ist ihr Kern die Vereinigung

Kern (D,,) = U D, .
n=1

Ahnliches gilt allerdings beispielsweise nicht, wenn die Gebietsfolge fallend ist D; D Dy D
---. Als Beispiel sei D,, die gesamte Ebene, welche entlang der Strecke [1, oo] aufgeschlitzt sei,

wobei der Schlitz auch noch das Kreissegment |1, 6(2_%)”] auf der Einheitskreislinie enthalte, s.
Abbildung 16.

0.5

0.5 1 1.5 2

Abbildung 16: Carathéodorische Kern-Konvergenz

In diesem Fall ist Kern (D,,) = D. Der Zusammenhang mit der zugehdrigen Funktionenfolge
fn ist wie folgt.

SWichtig ist, dass alle Gebiete einen gemeinsamen Punkt haben.
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Satz 67 (Carathéodorische Kern-Konvergenz) Sei (D,,) eine Folge einfach zusammenhdngen-
der Gebiete D,, C C, D,, # Cmit 0 € D,, und sei f, : D — C die zugehorige Riemannsche
Abbildungsfunktion mit f,(D) = D,, f,(0) = 0 und f](0) > 0. Ferner sei D = Kern (D,,).
Dann konvergiert f, — [ lokal gleichmdfig genau dann, wenn D,, — D # C. Falls Konver-
genz vorliegt, gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder D = {0}, dann ist f die Nullfunktion, die
Grenzfunktion von f, ist also konstant. Andernfalls ist D # {0}, dann ist D ein einfach zusam-
menhingendes Gebiet und f(D) = D.

Beweis:  Der lingliche Beweis wird wegglassen, kann aber in [5], S. 78-80, nachgelesen werden. d

Lowners wesentliche Idee besteht nun in der Erkenntnis, dass jede schlichte Funktion lokal gleich-
miBig durch Funktionen approximiert werden kann, deren Bildgebiet ein Schlitzgebiet ist. Hier-
bei ist ein Schlitzgebiet D C C ein Gebiet, welches ganz C ist bis auf einen Jordanbogen'® T,
D = C\ T, der — aufgrund des einfachen Zusammenhangs von D — sich nach oo erstreckt.
Typische Schlitzgebiete sind die geradlinig geschlitzten Gebiete, die wir als Extrempunkte der
nahezu-konvexen Funktionen kennengelernt haben. Aber natiirlich ist der Schlitz im allgemeinen
nicht geradlinig, sondern kann als beliebige stetige Kurve viel komplizierter sein. Wir nennen der-
artige schlichte Funktionen Schlitzabbildungen. Der folgende Satz zeigt die Bedeutung derartiger
Funktionen.

Satz 68 (Dichtheit von Schlitzabbildungen) Die Menge der Schlitzabbildungen in S liegt dicht
in S. Das heifit: Zu jeder Funktion f € S gibt es eine Folge von Schlitzabbildungen f, € S derart,
dass f, lokal gleichmdflig gegen f konvergiert.
Beweis:  Seir € (0,1). Die Abbildung f — g, := @ zeigt wegen linri gr(z) = f(z), dass wir f lokal
r—

gleichméBig durch Funktionen aus S approximieren konnen, die beschrénkt sind und einen analytischen
Rand besitzen.

Sei nun also f eine schlichte Funktion mit beschrinktem Bildgebiet D, welches die analytische Rand-
kurve v besitze. Ferner sei I';, ein Jordanbogen, der das Unendliche mit einem Punkt wgy € ~ verbinde und
dann einen Teil von -y bis w,, durchlaufe, s. Abbildung 17.

Abbildung 17: Approximation eines beschrinkten Gebiets durch Schlitzfunktionen. Quelle: [5]

Sei D,, das Komplement von I';, und sei g,, : D — C die Riemannsche Abbildungsfunktion mit g,, (D) =
Dy, g,(0) = 0und g/,(0) > 0. Die Endpunkte w,, seien hierbei so gewihlt, dass I';, C ', 41 und w,, — wo
gelte. Bei dieser Konstruktion ist offensichtlich D der Kern von D,,. Also strebt nach Satz 67 iiber die
Carathéodorysche Kern-Konvergenz g,, lokal gleichméBig gegen f. Insbesondere gilt ¢/,(0) — f'(0) =1
so dass f, := % € S die gesuchte Folge ist. O

16Fin Jordanbogen ist eine stetige und doppelpunktfreie Kurve.
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In der Folge werden wir die Lownersche Differentialgleichung fiir Schlitzabbildungen herleiten.
Wir werden hierzu die Konstruktion der Schlitzverkiirzung benutzen. Sei hierzu f : D — C eine
Schlitzabbildung mit f(D) = D = C\ I', wobei I' ein Jordanbogen sei, der im Punkt w, € C
beginnt und nach Unendlich strebt. Die Abbildung w = ¥(t) (0 < t < T) sei eine stetige
Parameterdarstellung dieser Kurve mit 1/(0) = wy. Selbstverstéindlich ist ¢(s) # ¢ (¢) fiir s # t.

Nun verkiirzen wir den Schlitz: Sei I'; derjenige Teil von I, welcher an der Stelle ¢ (t) startet,
und sei D; das Komplement von I';. Dann ist Dy = D, und es gilt D, C D, fiir s < t. Sei
schlieBlich

g9(z,t) = B(t) (z + bo(t) 22 + bg(t) 25 + - - >

die Riemannsche Abbildungsfunktion von D nach D; mit g(0,¢) = 0 und ¢'(0,¢) = 5(t) > 0.
Offenbar ist g(z,0) = f(z). Aus der Carathéodoryschen Kern-Konvergenz und der Cauchy-Formel
folgt, dass die Taylorkoeffizienten von g(z,t) allesamt stetig differenzierbare e Funktionen von ¢
sind. Insbesondere ist (3(t) stetig. Weiter ist 3(0) = 1. Aus dem Subordinationsprinzip folgt wegen
Dy C Dy bzw. g(z,s) < g(z,t) fir s < t, dass 3(t) eine streng wachsende Funktion ist, denn
f < gund f(D) # ¢g(D) impliziert ja insbesondere |a;(f)| < |a1(g)|. Wir konnen daher eine
Umparametrisierung vornehmen und o. B. d. A. 5(t) = €' (0 < ¢t < T) setzen. Bei dieser Wahl ist
aber 7' = oco. Um dies zu zeigen, sei M > 0 beliebig. Dann liegt offenbar I'; aulerhalb des Kreises
Dy, fiir alle gentigend groBen t. Aus dem Maximumprinzip folgt dann, dass

ealsar =P

fiir diese t-Werte. Hieraus folgt, dass M < |¢'(0,t)| = €' fiir ¢ nahe genug bei 7. Da M beliebig
war, folgt also, dass e’ — oo strebt fiir ¢ — 7. Dies geht nur fiir 7’ = oc.
Fassen wir zusammen, so haben wir also die Standarddarstellung

g(z,t) =¢€ (z + i b, () z”) (0=t < o0) (40)

fiir I' bzw. fiir die zu den durch Schlitzverkiirzung entstehenden Bildgebieten D; gehorige Funktio-
nenfamilie. Wir nennen (40) eine Lownerkette. Thre Koeffizienten b,,(¢) sind stetig differenzierbare
Funktionen.

Wir betrachten nun folgende Komposition: Sei

fz,t) =g (f(2),t) =e" (z + Zan(t) z”) (0=t <o0). (41)

Die Funktion f(z,t) bildet D auf ein Schlitzgebiet in D ab, dessen Schlitz mit wachsendem ¢
immer langer wird. Offenbar ist f(z,0) = z, und die Funktionen a,(t) sind ebenfalls stetig diffe-
renzierbar.

Wir werden sehen, dass fiir ¢ — oo lokal gleichméBig

e flzt) = f(2)=z+as 2 +--- .

Insbesondere gilt also tlim a,(t) = a,. Dies ist enthalten in folgendem Satz.

Satz 69 (Lownersche Differentialgleichung I) Sei f € S eine Schlitzabbildung mit f(D) = C \
. Die zugehdrige beschrinkte Lownerkette f(z,t) sei durch (41) erkliirt. Dann erfiillt f(z,t) die
Differentialgleichung

of

5 =

L+ k(t) f
1—w(t) f
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wobei k(t) eine stetige komplexwertige Funktion mit |k(t)] = 1 (0 £ t < o0) ist. Ferner gilt die
Gleichung
lim e’ f(2,t) = f(z) (2 €D).

t—o0

Beweis: Beweis s. [5], S. 83-87. O

Eine Deutung der Lownerschen Differentialgleichung besagt, dass die Funktion e f(z,t) einen
Fluss von der identischen Abbildung z zu f(z) darstellt, dessen Dynamik durch die Differential-
gleichung beschrieben wird.

Wir wenden nun die Lownersche Differentialgleichung an, um uns wieder der Bieberbachschen
Vermutung zu widmen.

Beispiel 70 (Bieberbachsche Vermutung fiir n = 3) Wir wollen zeigen, dass fiir f(z) = z +
as z* +az 2® + - -+ € S die Beziehung |az| < 3 gilt. Die Léwner-Theorie reduziert dieses Problem
auf Funktionen der Form

f(z) = lim €' f(z,1) ,
t—o00
wobei die Funktion f(z,t) Losung der Lownerschen Differentialgleichung

of 1+ k(t) f
ot 1—r(t)f

ist. Hierbei ist k(t) eine stetige Funktion vom Betrag 1. Sei also wieder

=—f mit der Anfangsbedingung  f(z,0) = z

f(z,t) = 6_t<z+a2(t) 22 +as(t) 23 _|_>

die zu [ gehirige Lownerkette. Dann erhalten wir a,(0) = 0 und tlim an(t) = an(00) = ay,.

Fiihrt man in der Lownerschen Differentialgleichung (nach Erweitern mit dem Hauptnenner) einen
Koeffizientenvergleich durch, erhdilt man fiir die ersten beiden nicht-trivialen Koeffizienten

ah(t) = —2e k() (43)
di(t) = —2e%k(t) <I€(t)—|—26ta2(t)>. (44)

Integrieren wir zundchst — als Testfall — die Differentialgleichung (43), so erhalten wir

ag = az(c0) — as(0) = /OOO ab(t)dt = —2 /Ooo e ' k(t)dt .

Hieraus folgt mit |k(t)| = 1 die Ungleichung

as| gz/ etdt =2
0

Dies wussten wir zwar schon aus dem Fldchensatz, wir haben dieses Resultat aber diesmal mit
einer neuen Methode hergeleitet. Dass die Lowner-Methode wesentlich stirker ist, werden wir
gleich sehen.
Wir wenden uns nun mit demselben Verfahren dem dritten Koeffizienten zu. Aus (44) folgt zu-
sammen mit (43)
ay(t) = —2e k(1) + 2as(t) ay(t) ,

so dass eine Integration die Beziehung

oo o0 o) 2
az = —2/ e 2k(t)?dt + ak = —2/ e Hk(t)*dt +4 (/ e k(1) dt) (45)
0 0 0
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liefert. Schditzt man nun die Integrale in (45) einzeln ab, so wird die Abschdtzung zu unscharf. Es
geht aber auch besser, denn die beiden Integranden sind ja ganz offenbar miteinander verwandit.
Dies wollen wir nun ausnutzen. Um eine ,reelle” Abschdtzung durchfiihren zu konnen, fiihren wir
(45) auf reelle Integrale zuriick. Man beachte, dass wegen f € S = e~ f(e?z) € S (Drehungs-
invarianz von S) die Beziehung

max |as(f)| = max Re as(f)

io(t)

gilt und wir daher o. B. d. A. den Realteil abschiitzen kénnen. Wir setzen k(t) = €'\") und erhalten

aus (45) zundchst

0o 0o 2 0o
Reas = 2/ e (1 —2cos?O(t)) dt + 4 (/ e " cosO(t) dt> —4 (/ e ' sinf(t) dt)
0 0 0
0 o) 2
< 1- 4/ e cos? () dt + 4 (/ e " cosO(t) dt) :
0 0

Schlief3lich wenden wir die kontinuierliche Form der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

( / " ) 90) dt)g </ NORE / OR

t

an und erhalten (mit f(t) = e~ 2 und g(t) = e~ 2 cosO(t))

] 00 2
Reag < 1-— 4/ e *cos?O(t)dt + 4 (/ e " cosO(t) dt)
0

2

< / 2 cos? O(t )dt+4(/ e_tdt)-(/ e_tCOSQQ(t)dt)
0 0

= / cos 20(t) dt

< 1+4/ e ?)dt =3.

Dies zeigt die Bieberbachsche Vermutung fiir n = 3. Dies wurde 1923 von Lowner bewiesen. Man
kann auch zeigen — allerdings nicht mit dieser Methode'” —, dass Gleichheit nur fiir eine Drehung
der Koebefunktion moglich ist.

Wiihrend der Beweis der Bieberbachschen Vermutung mit der Lowner-Methode fiir n = 2 sehr
einfach war, war er fiir n = 3 schon viel komplizierter. Fiir grofsere n € N ist dies so aufwendig,
dass erst 1973 Nehari ein Beweis der Bieberbachschen Vermutung mit dieser Methode fiir n = 4
gelang.

Mit dem eben bewiesenen Resultat liefert die Lowner-Theorie also einen ersten Anhaltspunkt,
dass die Bieberbachsche Vermutung durchaus stimmen konnte. Im Gegenzug kann die Lowner-
Methode allerdings auch dazu verwendet werden, die Bieberbachsche Vermutung in Zweifel zu
ziehen.

Beispiel 71 (Littlewood-Paley-Vermutung 1932, Satz von Fekete-Szego 1933) Ungerade schlich-
te Funktionen entstehen durch Anwendung der Quadratwurzeltransformation. Die Tatsache, dass
die Koeffizienten der Quadratwurzeltransformierten der Koebefunktion alle gleich 1 sind, leitete
Littlewood und Paley zu folgendem

"Warum nicht?
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Satz 72 (Littlewood-Paley 1932) Sei g(z) = 2z + by 23 + b5 2° + - - - € Sy eine ungerade schlichte
Funktion. Dann gibt es eine absolute Konstante A, so dass |by, 1| < A gilt fiir alle n € N.

Littlewood und Paley konnten A < 14 beweisen und schrieben in einer Fufinote ,,No doubt the
true bound is given by A = 1.“ Sie nahmen also an, dass die Quadratwurzeltransformierte der
Koebefunktion hier jeweils die Extremalfunktion darstellt.

Diese Littlewood-Paley-Vermutung ist leider falsch.'® Fekete und Szego (1933) zeigten mit
Hilfe der Lowner-Theorie (s. [5], S. 104)

1
max [bs| = = + e =1,013...> 1. (46)

geSu

Dies gibt auch der Bieberbachschen Vermutung einen Ddmpfer. Die Littlewood-Paley-Vermutung
ist aber richtig fiir sternformige Funktionen (Ubungsaufgabe).
Fekete und Szegd bewiesen fiir f € S und )\ € [0, 1] das scharfe Resultat (s. [5], Theorem 3.8)

_2
max |az — Aa3| = 1 + 2~ 1-x |
fes

welches nur fiir A = 0,1 ,triviale” Losungen besitzt. Der elementare Fall A\ = 1 folgt direkt aus
dem Fliichensatz und soll als Ubungsaufgabe bearbeitet werden.

i ﬁiﬁ{ }iti.rﬁ

Abbildung 18: Das Bildgebiet der Littlewood-Paley-Extremalfunktion (46). Quelle: [5]

Die scharfe Abbildungsfunktion des Littlewood-Paley-Problems (46) aus Satz 72 kann wegen

a —lCL
\/f(z):z—l—%z?)—l—%z‘r’—l—---

aus dem Fekete-Szego-Problem fiir A = % realisiert werden und ihr Bildgebiet hat die Gestalt von
Abbildung 18.

Nachdem also klar war, dass die Littlewood-Paley-Vermutung falsch ist, hatte Robertson die fol-
gende Idee.

Beispiel 73 (Robertsonsche Vermutung 1936) Sei f(z) = z + ag 2> + --- € S. Robertson ver-
mutete, dass ungerade schlichte Funktionen

g(Z): Vf<22)22+b323—|—b525—|—...€sU

8und zwar fiir alle n > 3!
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die Ungleichung
Z \bqu’Q =n
k=1

erfiillen. Zwar sind die Koeffizienten |boy,_1| nicht unbedingt einzeln < 1, aber Robertson vermute-
te, sie konnten im quadratischen Mittel < 1 sein. Dies wird die Robertsonsche Vermutung genannt.

Ist die Robertsonsche Vermutung fiir ein n € N richtig, dann folgt auch die Bieberbachsche
Vermutung fiir dasselbe n. Um dies zu zeigen, verwenden wir die Gleichung

ap = Z bok—1 ban—2k41 = b1 bap—1 + b3 b3 + -+ - 4+ bay_1 b1,
k=1

welche per Koeffizientenvergleich gleichbedeutend mit g(z) = +/ f(22) bzw. g(2)* = f(2?) ist. Mit
Hilfe der diskreten Version der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

n 2 n n
(ZAkBk:> §ZA2‘2313
=1 =1 =1

folgt hieraus ndmlich die Ungleichung

n
E b?kfl b2n72k’+1

k=1

n
< lbaka
k=1

|an| =

Robertson bewies seine Vermutung fiir n = 3.

Die Robertsonsche Vermutung bzw. die Erkenntnis Robertson, dass quadratische Mittelwerte eine
Rolle spielen konnten, war der zweite fundamentale Schritte zum Beweis der Bieberbachschen
Vermutung.

Im nédchsten Abschnitt werden wir eine weitere Vermutung kennenlernen, die Milinsche Ver-
mutung, welche 1984 schlieBlich von Louis de Branges bewiesen werden konnte und welche die
Robertsonsche Vermutung nach sich zieht. Es ist allerdings bislang kein direkter Beweis der Bie-
berbachschen oder der Robertsonschen Vermutung bekannt.

Wir beschliefen diesen Abschnitt mit einer weiteren Version der Lownerschen Differential-
gleichung. Die Lownersche Differentialgleichung in der Form (42) ist eine gewdhnliche Differen-
tialgleichung fiir die Lownerkette f(z,t) beschrinkter schlichter Funktionen, welche gemal (41)
durch

[z, ) =g (f(2).1) (47)

erklart ist. Fiir die Lownerkette g(z, t) selbst, s. (40), welche die durch Schlitzverkiirzung erzeugte
Expansion beschreibt, gilt eine partielle Differentialgleichung.

Satz 74 (Lownersche Differentialgleichung II) Sei f € S eine Schlitzabbildung mit f(D) =
C\ I. Die zugehorige Lownerkette g(z,t) sei durch (40) erkliirt. Dann erfiillt g(z,t) die partielle
Differentialgleichung
Dg(z,t) 1+ k(t
zg(z,t)  1—k(t
wobei k(t) eine stetige komplexwertige Funktion mit |k(t)] = 1 (0 £ t < o0) ist. Ferner gilt die
Anfangsbedingung

)z (48)
) 2

9(2,0) = f(z) (z€D).
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Beweis:  Die Anfangsbedingung gilt gemiB Definition von g(z, t).
Um die partielle Differentialgleichung zu erhalten, schreiben wir (47) als

9(f(z,1),1) = f(2)
und leiten nach der Variablen ¢ ab. Dies liefert mit der mehrdimensionalen Kettenregel

0g ow 0Og B
%(wvt) : a + E(wa t) wf () =0

fir alle w = f(z,t) € D. Ersetzen wir hierin % gemdl der Lownerschen Differentialgleichung (42),
erhalten wir schliefSlich

dg 1+k(t)w 0Og
——Z(wt)w—Z " (. t) =0
(w, ) - w 1—K(t)w+8t(w’ )
und damit (nach Umbenennung w +— z) die Behauptung.'” O

Wir geben schlieBlich noch eine geometrische Deutung von (48), welche die Lownertheorie noch
einmal auf andere Weise begriindet. Die rechte Seite in (48)

et = T

hat offenbar positiven Realteil.?’ Dies heiBt aber, dass

b |

arg %g(z, t) —argzg'(z,1)] <
ist. Dies kann wie folgt gedeutet werden. Die komplexe Zahl z ¢'(z, t) stellt fiir z = re® einen Nor-
malenvektor auf das Bildgebiet ¢(ID,., ¢) dar, der nach auBen zeigt und dessen Richtung hochstens
um einen rechten Winkel von der Ausbreitungsrichtung bei der ,zeitlichen Anderung* % g(z,t) der
Lownerkette abweichen darf. Mit anderen Worten: Die Lownerkette expandiert mit wachsendem
t, und zwar gilt dies fiir D, und alle r € (0, 1), nicht nur fiir » = 1 (Subordination!).

8 Die Ungleichungen von Lebedev und Milin

Es zeigte sich im Laufe der Jahrzehnte, dass sowohl die Bieberbachsche als auch die Robertsonsche
Vermutung sehr schwer zu beweisen waren. Einfacher schien es, Informationen iiber den Logarith-
mus ¢(z) := In @ einer schlichten Funktion zu erhalten. Daher versuchten Lebedev und Milin
in den 1960er Jahren, Informationen iiber die logarithmischen Koeffizienten, also die Taylorkoef-
fizienten von ¢(z), in Informationen iiber die Taylorkoeffizienten von f(z) selbst zu konvertieren.
Es stellt sich wieder heraus, dass hierbei gewisse quadratische Mittelwerte eine Rolle spielen. Man
beachte, dass die Ausfiihrungen dieses Abschnitts per se tiberhaupt nichts mit schlichten Funktio-
nen, nicht einmal mit Funktionentheorie iiberhaupt, zu tun haben. Es geht einzig und allein um die
Koeffizienten von Potenzreihen.

Sei also .
p(z) = a2
k=1

“Die Differentialgleichung gilt zuniichst nur fiir die Bildpunkte unter f(z,t), es bleibt also ein Schlitz iibrig. Dort
gilt die Differentialgleichung aus Stetigkeitsgriinden.
200berhaupt stellt sich heraus, dass es zu jeder schlichten Funktion f(z) eine Lownerkette g(z,t) gibt, fiir welche

KA z . . . . . . . .
Re ( grg ff((z :))) > () ist, unabhingig davon, ob wir eine Schlitzabbildung vor uns haben oder nicht.
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eine Potenzreihe mit (positivem) Konvergenzradius R, es gelte also ¢(0) = 0. Dann kann man die
Potenzreihe

U(z) = exp(p(2)) = > _ B 2*

erkliren, welche ebenfalls einen positiven Konvergenzradius R > R hat. Es gelten dann folgende
Ungleichungen zwischen den Koeffizienten o, und [y.

Satz 75 (Lebedev-Milinsche Ungleichungen) Seien die Potenzreihen p(z) = > ayz* und
k=1

¥(z) = exp(p(2)) = > B 2%, By = 1, mit positivem Konvergenzradius gegeben. Dann gelten
k=0
folgende Ungleichungen.

(a) (1. Lebedev-Milinsche Ungleichung) Fualls > k |ay|* < oo ist, gilt
k=1

Z |Bx]? < exp <Zk ’%’2)
k=0 k=1

mit Gleichheit dann und nur dann, wenn oy, = % ist fiir ein v € C mit |7y| < 1, d. h. wenn
¢(z) = —In(1 — v 2) und Y(z) = = ist.

—vz

(b) (2. Lebedev-Milinsche Ungleichung) Fiir jedes n € N gilt

; Bl = (n+1) exp (n%l dn+1-k) (k o |” — %))

k=1

. . . ko, - . .
mit Gleichheit dann und nur dann, wenn oy, = - ist fiir ein v € C mit || = 1.

(c) (3. Lebedev-Milinsche Ungleichung) Fiir jedes n € N gilt

5ul? < exp (Z (Flat - %))
k=1

k
mit Gleichheit dann und nur dann, wenn oy, = - ist fiir ein v € C mit || = 1.

Beweis:  (a): Wegen ¢(0) = 0 ist By = e = 1. Wir differenzieren die Gleichung 1(z) = e#(*) und
erhalten ¢'(z) = ¥(z) ¢'(2). Koeffizientenvergleich liefert die Gleichungen

n—1
b = =S Kawify (nEN) (49)
k=0

Bo = 1.

Wendet man hierauf die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung mit Ay = (n — k)ay,_ Ox und B = 1 an, so

erhilt man
n—1

1
‘ﬁn‘Q é ﬁ Z(n - k)z |05n7k|2 |/8k’2 . (50)

k=0
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Wir setzen nun a,, := n |a,|? und erkliren induktiv

L
by = EZJn—@m%wk(nGM (51)
bp = 1.

Man sieht mittels (50) induktiv, dass |3, |> < b, ist. Wir halten also fest, dass a,, = 0 und b,, > 0 gilt.
Vergleicht man (51) mit (49), so sieht man schlieBlich, dass

oo (0.9)
Z by, 2¥ = exp <Z ag zk> .
k=0 k=1
Hieraus folgt aber

Z 5ef? < Zbk ~ oxp (ki ) ~ exp (gkw) |

da nach der Voraussetzung der Konvergenzradius = 1 ist und daher jeweils Konvergenz vorliegt. Dies ist die
Behauptung.

Gleichheit kann nur eintreten, wenn fiir alle & € N die Beziehung |3;|> = b, gilt. Dann muss aber in
(50) Gleichheit eintreten. Gleichheit bei Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung tritt nur ein,
falls

m—k)ankBr=M (k=0,....,n—1) (52)

ist fiir geeignete Konstanten \,, (n € N). Insbesondere ist wegen Gy = 1 also n o, = \,,. Setzt man (52) in
(49) ein, so erhalten wir weiter

somit 3, = A,. Also folgt aus (52)
)\n—k )‘k: = )\n

und induktiv A, = AT (n € Nx,). Setzt man nun schlieBlich v = Ay, so erhélt man also a,, = % und
Bn = 7™ wie behauptet. Die Eigenschaft || < 1 ist aus Konvergenzgriinden erforderlich.

(b): Wir wenden diesmal die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auf (52) mit Ay, = (n — k) a;,—x und
By, = (), an und erhalten

n? (B, EZ ) lan—k|? - Z|ﬁk|2 ZkQ\ak\Q Z|ﬁk|2 (53)
k=0

Zur Vereinfachung schreiben wir

n n
Ap = K |agl> und By:=> [Bl*.
k=1 k=0
Dann liefert (53)

A
Bn - anl + |Bn|2 g <1 + n;) anl

n+1 A, —n
= 1 B, _
n ( +n(n—|—1)> !

1 Ap —
é nt exp z Bn—l
n n(n+1)

unter Benutzung der Ungleichung 1 + x < exp(z), s. Abbildung 19, welche fiir alle z € R giiltig ist.
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Abbildung 19: Die Ungleichungen 1 + 2 < e*und ze * < 1
Wir wenden nun sukzessive diese Ungleichungen fiir B,,_1, B,,_2, . . . an und erhalten
n Ak _k n Ak n+1 1
B, < 1 — | = 1 — +1- -1 .
<(n+ )exp<k21k(k+1)> (n+ )eXp<;k(k+l)+ ;k

Wegen

" 1 " /1 1 1
n = _— = - | =1 -
° ;k(kﬂ) E_:l<k /<:+1> n+1

k=

liefert eine partielle Summation mit u;, = Ay und vy = sp_1

n

A - - 2 2
E —_— = g ApAsp_1 = A,s, — g k* Jag]” sp—1
k=1 k(k+1) k=1 k=1
1 = = 1
— - k2 2 kQ 2 1— =
( n—i—l)kzzl o] kzzl o] k

n 1 n
_ k 2 kQ 2
> kol n+1; |og |

k=1
_ ! zn:(n—i—l—k)k\ak\Q
n+1 '
k=1
Also ist schlieBlich
n Ak n+11
B, < 1 LA
< (n+)eXp< OSSR Zk
k=1 k=1
< miDen| S 18 (Flap -
< p TEa P Kl =2

1 v 1
= (n+1) exp( <k‘|ak|2—)> .
n+limia k

Dies liefert also die 2. Lebendev-Milinsche Ungleichung. Den Fall der Gleichheit iiberlassen wir als Ubungs-
aufgabe.
(c): Wendet man die 2. Lebedev-Milinsche Ungleichung auf die rechte Seite der Ungleichung (53) an, so



erhilt man

n n—1
1
6al* < ﬁzk2|akl2‘2\ﬂklz
k=1 k=0
A 1 & 1
< An 2z _ 2 _ 1
< & exp<nz<n 0 (ko k))
k=1
A n
_ L An an Elad? — = )
enexp< n+;< |ovg | ))

Hieraus erhilt man die dritte Lebedev-Milinsche Ungleichung mittels der Ungleichung z e=% < % —s. Ab-

bildung 19 — wenn man x = % setzt. |

Beispiel 76 (Milinsche Vermutung 1971) Milin hat erkannt, dass unter Benutzung der 2. Lebedev-
Milinschen Ungleichung eine Vermutung iiber quadratische Mittelwerte der logarithmischen Ko-
effizienten die Robertsonsche Vermutung und damit auch die Bieberbachsche Vermutung nach sich
zieht.

Milin vermutete, dass fiir f(2) = z +as 22 + a3 2% + - - - € S mit logarithmischen Koeffizienten

dk)
h’l—f(Z) Id12’+d222+"‘
V4

fiir jedes n € N die Ungleichung

St 1) (k|dk|2—%) <0

k=1
giiltig ist. Dies ist die Milinsche Vermutung.
Es gilt

Satz 77 (Vermutungen von Milin, Robertson und Bieberbach) Gilt die Milinsche Vermutung fiir
einn € N, so gilt die Robertsonsche Vermutung und damit auch die Bieberbachsche Vermutung
fiir den Index n + 1.

Beweis: Sei f € S wie oben. Dann gilt fiir die Quadratwurzeltransformierte

h(2)2m2z+b3z3+b5z5+...

die Beziehung

also

Zb2n+1z”:exp (Z%z”) , bp=1.

n=0 n=1
Auf diese Situation konnen wir nun die 2. Lebedev-Milinsche Ungleichung anwenden, und es folgt aus der
Milinschen Vermutung

Z|b 2< (n+1)ex Limﬂ—k) Fldsl 1N <) 4y
2k+1 p n+1 1 L = .

k=1
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Dies ist aber offenbar die Robertsonsche Ungleichung fiir die Quadratwurzeltransformierte von f und fiir
den Index n + 1. a

Aus der Riesz-Herglotz-Darstellung sternformiger Funktionen folgt wegen

zj];((j)) —1+2 (m f(;)>/ ~1 +n§ndnz”

dass fiir sternformige Funktionen nicht nur die quadratischen Mittelwerte, sondern sogar alle ein-
zelnen Summanden der Milinschen Ungleichung jeweils < 0 sind (Ubungsaufgabe). Sternformige
Funktionen erfiillen die Milinsche Vermutung also in besonders weitreichender Form. Dass die
Milinsche Vermutung aber auch fiir alle schlichten Funktionen und fiir alle n € N giiltig ist, ist der
Satz von de Branges.

9 Der Satz von de Branges

Einige Forscher versuchten Anfang der 1980er Jahre, ein numerisches Gegenbeispiel zur Bieber-
bachschen Vermutung zu finden, und Hummel berichtete, er sei damals sicher gewesen, dass die
Bieberbachsche Vermutung ungefihr bei n = 19 einbrechen wiirde. Hummel war es 1976 gelun-
gen, eine Vermutung iiber die sogenannten Gelferfunktionen durch ein Gegenbeispiel zu widerle-
gen.

Hayman und Hummel fanden mit numerischen Methoden Beispiele schlichter Funktionen, de-
ren Koeffizienten im Widerspruch zur Bieberbachschen Vermutung standen. Im Rahmen der Feh-
lertoleranz der numerischen Berechnungen konnte allerdings hiermit die Bieberbachsche Vermu-
tung nicht widerlegt werden. Mehr und mehr aber schien die Evidenz gegen die Bieberbachsche
Vermutung zu sprechen.

Im Friihjahr 1984 sandte de Branges ein Buchmanuskript an namhafte Spezialisten im Be-
reich der schlichten Funktionen, dessen letztes Kapitel einen Beweis der Milinschen Vermutung
enthielt. Aber der Beweis schien Fehler zu enthalten, und kaum einer der Angeschriebenen wird
das 385seitige Manuskript vollstindig durchgearbeitet haben. De Branges trug seine Ergebnisse
im Funktionentheorie-Seminar am Steklov-Institut in Leningrad, dem auch Milin angehort, vor,
und im Juni 1984 war den dortigen Seminarteilnehmern klargeworden, dass de Branges’ Beweis
stimmte!

Emel’yanov hatte die wesentlichen Ideen von de Branges ins Russische iibertragen, und Milin
arbeitete den funktionentheoretischen Kern der Argumentation heraus und versandte diese Version,
die weltweit Verbreitung fand. Kurz nach der Veroffentlichung von de Branges [3] erschien eine
vereinfachte Version des Beweises von FitzGerald und Pommerenke [6], welche die Grundlage
dieses Abschnitts darstellt.

Die Ausgangsidee von de Branges war: Sowohl die Robertsonsche Vermutung als auch die
Milinsche Vermutung waren Aussagen iiber gewichtete quadratische Mittelwerte der Koeffizienten
gewisser analytischer Funktionen. Sie konnten aufgefasst werden als Aussagen iiber die Norm in
gewissen Hilbertraumen analytischer Funktionen. Von diesem funktionalanalytischen Gedanken
war de Branges geleitet, als ihm folgende Uberlegungen gelangen.

Um die Milinsche Vermutung zu zeigen, setze man fiir gegebenes n € N

ZTk (k\dk t)l* —%),

wobei das Funktionensystem (7;')x—1...., von Funktionen 7' : R>, — R noch festzusetzen sein
wird und dj,(t) die logarithmischen Koeffizienten von e~ *g(z,t) einer Loéwnerkette g(z,¢) von f
seien.
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Der Milinschen Vermutung entspricht dann die Beziehung
p(0) <0,

wenn man
7m(0)=n+1—-k (k=1,...,n) (54)

setzt. De Branges gelang es nun zu zeigen, dass die Milinsche Vermutung zum Index n > 2
stimmte, wenn das Funktionensystem (77')j—1 ... , 1 die Eigenschaften?!

()" (1) ()’ (@)

T?ZLJrl = 0 )
z‘/liHm wmt)=0 (k=1,...,n) (56)
und
() (1) =0 (t € Ryp) (57)

hat, da dann mit der Lownerschen Differentialgleichung nach ldngerer Rechnung ¢'(¢) > 0 und
damit ¢(0) = — [ ¢'(t)dt < 0 folgt. Diese Beweisschritte werden wir gleich nachvollziehen.
0

Somit reduzierte sich die Bieberbachsche Vermutung fiir den Index n + 1 auf die Existenz der
Funktionen (7} )x=1.... n+1 mit den Eigenschaften (54)—(57).
Wir wollen nun zeigen, wofiir die Eigenschaften (54)—(57) benotigt werden. Sei also f € S
(0. B. d. A.) eine Schlitzabbildung mit f(D) = C\ I und einer Jordankurve I', dann gibt es ja eine
Lownerkette
gz, t)=¢€'z+--- (t20)

mit g(z,0) = f(z), die der Léwnerschen Differenialgleichung

0 1+k(t)z O

&g(z,t) = T@)/&g(z’” (58)

geniigt, wobei k() eine stetige Funktion mit |x(¢)| = 1 (¢ = 0) ist.
Wir erkldren nun fiir ¢ 2 0 die logarithmischen Koeffizienten dj(¢) durch

g(Z,t)_ - k
In s —gdk(t)z (zeD),

so dass di(0) = d, die logarithmischen Koeffizienten von f(z) sind. Wir leiten diese Gleichung
nach ¢ ab, benutzen (58) und erhalten

) 2k - w9E
+; k()2 9(z,1)

1+ k(t) 2 Z %g(z,t)
1—k(t)z  g(z1t)

- (1 —i—iQ/f(t)kzk) : (1 +ikdk(t) zk) :

2IWir ergiinzen das System um die Funktion 77, ;.
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Hieraus erhalten wir durch Koeffizientenvergleich

k—1

di(t) =2 jd;(t) ()7 + kdi(t) + 26(t)" .

J=1

Wir setzen nun .
=Y idit)s(t)” (k€N)
j=1
sowie by(t) := 0. Mit dieser Darstellung wird (59) zu

di(t) = /{(t)k<bk(t) b () + 2) .

Sei nun n € N. Dann erkldren wir wie angekiindigt

ZTk (k|dk —%> (t=0)

und setzen bereits voraus, dass die Funktionen 77! (¢) die Gleichungen (54)—(57) erfiillen.

(59)

(60)

(61)

(62)

Zur Vereinfachung der Formeln lassen wir nun das Argument ¢ in der Folge weg. Aus (60) folgt

kdk = (bk — bkfl) /‘ik sowie k’d_k = (E - m) K

Differenziert man nun (62) nach ¢ und benutzt (61) , so erhélt man

n

o 4 / n L 4
/ _ n n\/
(2 = E Tk (k‘ dk dk - E) + 521 (Tk) (k‘ dk dk — E)

k=1

_ zn: (2Re (kdidr) ) 7 + kz:; (1B, — b |2 — 4) (Tl’f)'

k=1

3 |l

_ (2 Re ((E — be—1) (b, + be—1 + 2))) T+ ) (Jbk = bea | — 4)

k=1 k=1

k

Nun ist aber
Re (@ —bp_1)(b + bp_1 +2) = |be|* — |bp_1|* + 2Re b, — 2Re by, .

Wegen by = 0 und 7,7, ; = 0 fiihrt eine partielle Summation

n
E Up, - AUk = Upq1 - Upg1 — Up - V] — E Vg1 - gy

=1 p
mit u, = 77 und vy, = 2 |b_1|*> + 4 Re by,_; bei der ersten Summe auf

- n /
o= (200 + 4Reby) (1 — i, +Z b, — b—1]? —4)(k) :

k=1 k=1

Nun folgt aus der Differentialgleichung (54) fiir die erste Summe

n

n Tnl (Tn )/
;(2|bk|2+4Rebk)( i) = _;(2|bk|2+4Rebk) ((Z) + ktll)

= =) (2[be]* +4Reby + 2[by_s|* + 4Reby_y)
k=1
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Kombiniert man nun die beiden Summen in (63), so erhilt man schlieflich

Q(t) = — kz:; b1 (t) + b (t) + 2|2 @ .

Folglich ist wegen (57) ¢'(¢) = 0 fiir £ = 0. Dies ist der Schliissel zum Erfolg.
Da die Funktionen e~*g(z,t) € S liegen, sind die logarithmischen Koeffizienten dj(t) fiir
t — oo beschrinkt. Ferner strebt wegen (56) 7;/(t) fiir t — oo gegen 0. Daher ist auch

p(o0) = lim p(t) =0,

t—o00

so dass schlieBlich die Milinsche Ungleichung

S+ 1) (ki = ) = (0 o) = - [~ par <o

k=1

folgt. Den Fall der Gleichheit untersuchen wir hier nicht, es ldsst sich aber nun auch relativ einfach
zeigen, dass nur die Drehungen der Koebefunktion Gleichheit liefern [6].

Was nun also schlieBlich noch fehlt, ist der Beweis, dass es Funktionen 7' mit den 4 Eigen-
schaften (54)—(57) wirklich gibt. Vor dieser Frage stand 1984 auch de Branges. Er konnte zwar
von Hand die Bieberbachsche Vermutung bis n = 6 verifizieren, aber es fehlte ihm immer noch
ein genereller Beweis.

Die beiden Gleichungen (54)—(55) bilden ein System von Differentialgleichungen mit Anfangs-
werten. Ein solches Anfangswertproblem hat eine eindeutige Losung, wie man in der Theorie der
Differentialgleichungen zeigt.

De Branges war es gelungen, diese Losungen explizit anzugeben:

N

n—

() =kY (=1) (2k +J +1); 2k + 25+ 20t (e

(b 7) (= k=)

(k=1,...,n),

<.
Il
o

wobei (a); :==a(a+1)---(a+ j — 1) das Pochhammersymbol bezeichnet.

Man zeigt nun leicht durch Einsetzen, dass diese Funktionen die Gleichungen (54)—(55) erfiillen.
AuBerdem sieht man wegen der Exponentialfaktoren auch Gleichung (56) sofort ein. Warum aber
sollten die Ungleichungen (57) gelten? Dass diese Ungleichungen ,,schwierig® sind, sicht man an
dem stark oszillierenden Charakter von (7;")'(¢), s. Abbildung 20.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 20: Die Funktion (7;)/(¢) fiir k = 6 und n = 30 mity = e~ * fiir y € [0, 1].
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Es ist

n

() (8) = k> (=1)F+it (]2_‘7,{) ("Hﬂ) et

n JR—
fa J

Mittels dieser Darstellung verifizierte de Branges (57) — wie bereits erwdhnt — von Hand bis n = 5.
Dann lie3 er (57) numerisch bis n = 30 iiberpriifen, wihrend dessen es sich herausstellte, dass
(57) ein von Askey und Gasper 1976 bewiesener Satz war! Dies vervollstindigte den Beweis der
Milinschen Vermutung [3]. Auf die Askey-Gasper-Ungleichung (57) kommen wir spédter nochmals
zuriick. Es gilt also er

Satz 78 (Satz von de Branges 1985) Sein € Nund f € S. Die Milinsche Vermutung ist richtig,
es gilt also fiir die logarithmischen Koeffizienten die Ungleichung

n

> (n+1-k) <k|dk|2—%) <0.

k=1

Bei Gleichheit ist f eine Drehung der Koebefunktion.

10 Der Beweis von Weinstein

Nachdem nun klar war, dass die Milinische Vermutung stimmte, konnte man etwas mutiger sein
und versuchen, sie fiir alle n € N gleichzeitig zu beweisen. Dies war 1991 die Idee von Lenard
Weinstein [19].

Die Lownersche Differentialgleichung in der Form

24(:
Re p(z,t) > 0 fir  p(z,t) = (%) (64)

ist ein Charakteristikum schlichter Funktionen, denn es gibt fiir alle f € S eine Lownerkette
g(z,t). Weiter kann man zeigen, dass unter sehr allgemeinen Voraussetzungen an die Funktion
p(z,t) mit positivem Realteil aus der Schlichtheit von g(z,0) die von g(z,t) (¢ > 0) folgt.

Weinstein verwendet die Lownersche Differentialgleichung in der Form (64). Ferner wird die
Cauchyformel benutzt, um die partiellen Zeitableitungen der logarithmischen Koeffizienten dj(t)
der Lownerkette in der Form (¢ = re®, r € (0,1))

To, P
n- / 019 ~lim - / —&g“’)t)z’“de (65)
0

darzustellen. Sei nun z € D und sei w(z,t) := K ! <e‘tK(z)) , gelte also

(e ik s (t>0). (66)

Die Funktion w(z,t) ist eine spezielle Lownerfamilie beschrinkter schlichter Funktionen, deren
Bildgebiet mit wachsendem ¢ eine radial geschlitzte Einheitskreisscheibe mit wachsendem Schlitz
ist, s. Abbildung 21.
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L5 -1.5 1.5

Abbildung 21: Beschrinkte Lownerkette der Koebefunktion bzw. der Funktion hy ' (e7th, ), s. (72)

Wie jede Lownerkette verbindet w(z, t) die identische Abbildung w(z,0) = z mit der ,,Start-
funktion® tlim e'w(z,t) = K(z). Damit ist wegen der Normierung natiirlich auch w(z,00) =

tlim w(z,t) = 0. Man kann fiir w(z, t) die folgende explizite Darstellung
4etz . l—x

w(z,t) = mit e’ = )

(1—z—|—\/1—2xz+z2)2 2

herleiten (Ubungsaufgabe), welche allerdings fiir den Weinsteinschen Beweis nicht relevant ist.
Ableiten der Identitit

K(w(z,t)) = e "K(2)
fiihrt zu der Beziehung
—w=—-w— (67)

welche wir ebenfalls bendtigen werden.

Anstatt die Milinsche Vermutung fiir jedes einzelne n € N zu zeigen, versucht Weinstein —
wie bereits erwihnt —, den Beweis fiir alle n € N gleichzeitig zu fiihren, indem er eine erzeugen-
de Funktion betrachtet. Wegen der Kompaktheit von .S konvergiert die erzeugende Funktion der
(negativen) Milinschen Ausdriicke absolut und lokal gleichméBig in D, und eine Umordnung der
Doppelsumme liefert

w(z) = Z(Zml—k) (%—mk(ow))z”“

= :f;(—kdk |><i(n+1—k))z"+l
- ﬁg(%—mdk(o)f)zk.

Man beachte, dass auf diese Weise automatisch die Koebefunktion als Faktor entsteht! Mit (66)
und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt sich nun wegen w(z,00) = 0
und w(z,0) = 2

w(z) = f—ﬁ% (i (% _k |dk(t)|2> wk> dt
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k=1

_ m%&(i( — K |dy(t )’“)dt

—2—2k2|d (t))? k) dt
_ 716_%2 (<1+Z<}i_r2%/ af? (2+2zjd ka0
<1+’; (m%/% g;?é <2+2Z;d — kdy(t)C > d9> wk)
—2—2k2|d () k) dt
© [ cw ((i(lﬁ%g/ (¢, 1) <1+ng ><2+2Zyd )G — ke )g)a&)ﬁ)

1 —w?
0

Il
~
o
>
~_
g

bl
~

+ <§: (113}%/ (1—|—Z]d )(2+ QZjd —kdy,(t)¢ ) d9>wk>

k=1
2
dG) w” )

Zk2 | (¢ |2wk) dt

etw > 1P
1 —w? ( (712% %/0 Rep(C,)

k=1

T —
— > Ag(tyw*dt
k=1

k
2423 jd;(H)¢ — kdi(t)¢*

Jj=1

g
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mit )
Ag(t) = limi/Rep(C,t)

r—1 27T
0

k
2423 jd; ()¢ — kdy(t)C"

j=1

dé . (68)

Dabei gelingt die letzte entscheidende Umformung (%) durch Anwendung des Cauchyschen Inte-
gralsatzes, der garantiert, dass die Integrale bzgl. # bzw. ( aller nicht in dem vollstindigen Quadrat
beriicksichtigten Terme aufgrund der Analytizitit der Integranden wegfallen, denn alle auftreten-
den Integrale enthalten Terme der Form p((, t) ¢/ multipliziert mit Konstanten, welche nicht von ¢
abhingen. Hierbei konnen wir wegen r — 1 das Konjugierte ¢ durch (! ersetzen. Auf diese Art
wird aus der ersten Zeile vor (x) beispielsweise

lﬁ%%/ (¢, 1) <1+ng )(2+2Z;d )T — kdy(£)C )d@
1 — R d
— 7@%%/ <1+Z]d ><2+22jdj(t)g_]—kdk(t)C"“>£
1 F - d
= }«ifi%/j(T’t) <2+223d )(2+22]d —k;dk(t)g—k>i—§

7=1
() ~ TS
= ;gq§LT<2+2gyd](>< — Jedy(t )(Q-FQZ]CZ di(t) k)%
12 2

wobei der letzte Summand die Korrektur ist, die durch das Produkt des negativen Summanden des
ersten Klammerausdrucks mit dem Koeffizienten von ( ~* des zweiten Klammerausdrucks entsteht:

) 1 — ,..d . 1 1
lim oL %@%dk@m(kdk(wc N =l [ 204 (2 ?) = S i

Eine analoge Rechnung kann bei dem konjugiert-analytischen Term der zweiten Zeile durchgefiihrt
werden und fiihrt zu einem dhnlichen Resultat.
Schreiben wir nun

etk 00
——s = > ARt (69)
n=~k
so ist schlieflich

w(z) =3 / AR Ap(b)dt | (70)

also gemif Definition der erzeugenden Funktion w(z)

n

> (n+1-k) <— — k:|dk|2> / E;AZ(t) Ag(t) dt

k=1

Die Milinsche Vermutung ist nun offenbar dquivalent zu der Tatsache, dass diese Koeffizienten von
w alle nichtnegativ sind. Wegen Re p((,t) > 0 (64) und der Darstellung (68) ist andererseits

Aty >0 (t>0),

64



so dass die Milinsche Vermutung folgt, falls
ARt)>0 (t>0, neN, k=1,...,n), (71)

denn dann ist auch

n

S+ 1-k) (%—k|dk|2) :/OooiAZ(t)Ak(t)dtzo.

k=1

Die Behauptung A}(t) = 0 ist nun wiederum eine Positivititsaussage spezieller reellwertiger
Funktionen, welche durch (69) erklirt sind und mit der Koebefunktion und damit mit der Theorie
der schlichten Funktionen in direktem Zusammenhang stehen.

Das Bildgebiet von w = K~!(e 'K) ist die auf der negativen reellen Achse geschlitzte Ein-
heitskreisscheibe. Beachtet man, dass die Abbildung (v € R)

z

h =
(%) 1—2cosvy-z+ 22

die Einheitskreisscheibe fiir v # 0 (mod 7) auf eine mit zwei auf der reellen Achse liegenden
Schlitzen versehene Ebene abbildet, kann man w auch auffassen als Komposition (s. Abbildung 21)

w = hy"' (e "h,) (72)
fiir ein geeignetes Paar (6, ), und eine Rechnung zeigt, dass dann die Beziehung
cosy=(1—e")+e"cosd (73)

gilt (Ubungsaufgabe). Wir erhalten damit

hy(2) = €' ho(w) elw ( 1 — w? )

- 1—w?2 \1—2cosf-w+ w?

t 1 0 t 0
— cw R tew _ cw (1+22wkcosk9>

e =
1—w?2 1—e%w 1—w?

k=1
P S AR v 0 74
= 5+ PR DI HGE cos ko . (74)
k=1 =1
Es ist
hy(2) 1

z V1 —2cosy -z + 22

die erzeugende Funktion der Legendrepolynome P,(x), und es folgt aus (73) und dem Additions-
theorem der Legendrepolynome??

(= .
P.(2® + (1 — 2?) cosf) = P,(z)* + 2 (—,P793 cos 70 ,
(2" +( ) cos 0) () ;(nﬂ)! ()7 cos j
welches bereits 1782 von Laplace veroffentlicht wurde, eine explizite Darstellung der Form

n(z) = Z V22" + 2 Z (Z E” n kil,uinz”> cos kb
n=0 k=1 '

n=~k
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haben muss, wo y eine Funetion von z bezeichnet. Hieraus er-
hilt man endlich die Entwickelung

(62) ... P'(zo,—yr'—1yz'—1cosp)

= ):“'(u—l)" ol P, (z) P} (z,)cosvep,
wenn ai” eine numerische Constante bezeichnet, und zwar,
wie sich sogleich zeigen wird, dieselbe, welche bereits im
§ 62, S. 253 auftrat, nimlich
» 1.3...2n—1))
(46’ @)... a°=2 1[I(n+w()ﬂ(n_)]v)’

von der eine fir die Theorie wichtige Eigenschaft durch (46, b)
ausgedriickt wird,

Abbildung 22: Das Additionstheorem der Legendrepolynome in Heines Buch ([8], 1878)

(Un, tikn € R (k,n € N))

mit offensichtlich nichtnegativen Koeffizienten. Quadriert man dieses Ergebnis, sicht man mit (74),
dass auch (71) und damit die Milinsche Vermutung erfiillt ist.

Den Beweis der BV, der nunmehr vorliegt, hitte bereits Bieberbach bei der Formulierung sei-
ner Vermutung nachvollziehen konnen. Seine Geschichte zeigte aber, dass nicht ein Forscher allein
alle zum Beweis notigen Ingredienzien zusammentrug, sondern das Puzzle wurde von vielen zu-
sammengesetzt. Insbesondere

e die Einfiihrung der Dynamik schlichter Funktionen und der beschreibenden Differentialglei-
chung durch Lowner,

e die Entdeckung der Relevanz gewichteter quadratischer Mittelwerte durch Robertson,
e die Exponentiation der logarithmischen Koeffizienten durch Lebedev und Milin

e sowie die systematische Untersuchung einer besonderen dynamischen Variante der Milin-
schen Vermutung durch de Branges

fiihrten schlieBlich zum direkten Nachweis der Milinschen Vermutung durch Anwendung der spe-
ziellen von der Koebefunktion generierten Lownerkette durch Weinstein.

11 Die Funktionensysteme von de Branges und Weinstein

In diesem Abschnitt werden wir uns weiter mit den Funktionensystemen beschéftigen, die de Bran-
ges bzw. Weinstein eingefiihrt hatten.

Es gibt ndmlich folgenden interessanten Zusammenhang zwischen beiden Funktionensyste-
men 77'(t) und A} (t), welcher beweist, dass die entscheidenden Ungleichungen fiir den Erfolg
des jeweiligen Beweises genau dieselben sind. Dadurch wird im Nachhinein klar, dass auch die
Funktionen, die de Branges eingefiihrt hat, direkt mit der Koebefunktion zusammenhéngen.

Satz 79 (Todorov 1992, Wilf 1994) Seienn € Nund k = 1,...,n. Dann gilt

() () = =k AR (2) . (75)

22 Abbildung 22 zeigt einen Ausschnitt von Seite 312 des Buchs von E. Heine, s. http://cdl.library.
cornell.edu.
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Beweis:  (Koepf/Schmersau 1996) Die Funktionen 7;'(¢) sind eindeutig erklirt durch die Beziehungen
(54)—(55). Daher sind die Funktionen (7")'(¢) gegeben durch dasselbe Differentialgleichungssystem (55),
die Gleichung

() (t) = —ne™ (76)

und die Anfangswerte

—k fallsn — k& gerade
n\/ o
(7)'(0) = { 0 falls n — k& ungerade 77
Um (75) zu beweisen, werden wir zeigen, dass die Funktionen y,(t) := —k A}(t) diese Eigenschaften
haben.
Wir schreiben fiir die erzeugende Funktion der Weinstein-Funktionen
etw Z t k+1
Wi(2,t) == A ()2 78
Kz ) = 1—w2(z,t) Z 7%
und lassen nun der Einfachheit halber wieder die Argumente weg. Man sieht, dass
elak+2
Wi (z,t) = T W Wi(z,1) (79)
ist und auerdem
k+1 t
elw ew 1—-w 1—w
Wi(z,t = =K(z)— 80
Kz t) = 1 —w? (1—w)21—|—ww (Z)l—l—ww (80)
Aus (79) und (80) erhalten wir die Gleichung
Wi(z,t) + Wii1(z,t) = (1 + w)Wi(z,t) = K(2)(1 — w)w® = K(2)w® — K(2)w" ™! .
Leiten wir diese nun nach der Variablen ¢ ab, so bekommen wir
9 9 k-1 k, ./
QWk(z t)+ aWkH(z,t) = K() - kw" 'w - K()-(k+1)w"w (81)

1—w 1—w
= —k~K(z)1+w k (k+1)-K(z)1+wwk+1

= (k+1) Wip(z,1) — k Wi(z,1)

wobei wir wieder die Gleichung (67) fiir w’ benutzt haben.
Vergleicht man nun die Koeffizienten in (78), so folgt, dass dasselbe Differentialgleichungssystem auch
fiir die Funktionen A} (t) giiltig ist. Damit gilt fiir y;!(t) = —k A}(t) die Beziehung

Y (8) — g (t) = (yﬁli O (y’%jr) 1(t)

Dies ist das Differentialgleichungssystem (55) von de Branges.
Aus der Gleichung

t n+1
An( ) . Wn(zat) — lim e (w(Zyt)) — et <€f(n+1)t) — et

Z—>0 Zntl 2—01 — w2(z,t) Z

welche aus (78) folgt, sehen wir, dass
ya) = —ne
ist, so dass (76) erfiillt ist.
Um schlieBlich (75) zu zeigen, bleibt also die Gleichung (77) zu beweisen, die aus

Wi(z,0) 1_Z2 Z =N AR(0)2" !
n=~k
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abgelesen werden kann. O

Wir beschlieen diesen Abschnitt mit einer weiteren erzeugenden Funktion
Bi(z,t) = > 7pr(t) 2 (82)
n=~k

der Funktionen von de Branges, welche noch einmal den Zusammenhang mit der Koebefunktion
unterstreicht.

Wihrend de Branges die Milinsche Vermutung fiir jeweils ein festes n € N betrachtete und
hierfiir die Funktionen 7;'(t) (k = 1,...,n) einfiihrte, nehmen wir uns nun ein festes £ € N und
betrachten die erzeugende Funktion von 77'(¢) bzgl. n, d. h., alle n > k werden hierbei gleichzeitig
betrachtet.

Satz 80 (Koepf/Schmersau 1996) Die erzeugende Funktion der de Branges Funktionen (82) hat
die Darstellung (x =1 — 2e™")

- n (N wle D = K (s de~tz g
Bk(%t)—;%(t)z = K(z) w(z,1) K()<<1_Z+ —1_2x2+22)2> - (83

Beweis:  Wir erkldren Cy(z,t) durch
Cr(z,t) == K(2)w(z,t)k . (84)

Dann ist zunichst

0
_ k=1, )
8tC’;g(z,t) K(z)kw" " w

Unter Benutzung von (67) erhalten wir also

%Ck+1(z,t) %Ck(z,t)

_ k—1_
F 1 k‘ = K)w" " w (1+w)

= —K() w1 -w)=K(E) "' — K(z)w”
= Crra(z,1) = Ci(z, 1) . (85)

Gemif Definition (84) von Cj(z,t) startet die Taylorreihe um den Ursprung z = 0 mit dem Term z*+1.

Also gilt
Crlz,t) =D yp(t) 2" (86)
n=~k

und wir kdnnen y +1(t) = 0 setzen. Setzt man nun (86) in (85) ein, so sieht man durch Koeffizienten-
vergleich von 2" "1, dass die Funktionen yy (t) die Differentialgleichung (55) von de Branges erfiillen. Der
(n + 1)-ste Taylorkoeffizient von

Zk+1

Ci(20) = K(2) w0 = 75

ist offenbar n + 1 — £, also haben die Funktionen ¥ () auch den richtigen Anfangswert (54). Daher sind
yy (t) die de Branges Funktionen y;'(t) = 7/} (t). Also ist By (2,t) = Ci(z,1).
Aus der expliziten Darstellung

4 —t
w(z 1) = — .
(1-2+Vi-222+2)
fiir w(z, t) folgt schlieBlich die rechte Seite von (83). O

68



12 Die Askey-Gasper-Identitat

Im letzten Abschnitt dieser Vorlesung wollen wir den Beweis der Bieberbachschen Vermutung
insofern zu Ende fiihren, als dass wir die Askey-Gasper-Ungleichung, welche den beiden essenti-
ellen Ungleichungen (77")'(¢) < 0 und A7 (¢) = 0 entspricht, die die Beweise von de Branges und
Weinstein vervollstiandigten, nun genauer untersuchen wollen.

Zunichst ist klar: Wegen Satz 79 hat auch Weinstein mit Hilfe des Legendreschen Additi-
onstheorems die Askey-Gasper-Ungleichung bewiesen. Allerdings haben Askey und Gasper eine
weitreichendere Ungleichung bewiesen als die im Beweis von de Branges benutzte. Diese wollen
wir uns nun ansehen.

Zunichst fiihren wir den Begriff der hypergeometrischen Funktion ein, welcher zum Verstind-
nis der Askey-Gasper-Ungleichung zugrundeliegenden Askey-Gasper-Identitiit essentiell ist. Wir
sehen uns hierzu die Funktionen (7')’(¢) etwas genauer an.

Beispiel 81 Fasst man die Funktionen (1)') (t) als Funktionen der Variablen y = " auf, so sind
dies Polynome, welche wir nun 1]} (y) nennen wollen. Wir hatten bereits die explizite Darstellung

" A 2j n+7+1\
:k -1 k+]+1(. )< ‘ ) J
y) ;( ) ik n_j )Y

dieser Polynome betrachtet. Wir schreiben diese nun in eine Normalform um. Als erstes soll die
Summe mit dem Summationsindex 0 beginnen. Daher benutzen wir die Summationsvariable j' =
j — k, setzen also j = j' + k und erhalten

n—k . .
. . 24"+ k n+j +k+1\ .
Ti(y) = ykk§j<—1>”2’““(( . ))( | )y

! g’ n—j —k
n—k . .
o (20+Ek)\ (n+i+E+TY\
k +1

Zum Schluss haben wir die Summationsvariable wieder j genannt. Man sieht, dass die Funktionen
T (y) den Faktor y* enthalten, der fiir die Frage, ob das Polynom im offenen Intervall (0,1)
Nullstellen besitzt, irrelevant ist. Diesen sowie den Vorfaktor k konnen wir also weglassen und wir
erhalten dann also die Polynome

tZ(y):T,:;) nZk ]+1((j;rk>> (n:;jjfﬂ) niAﬂfny

= Jj=

Q

Eine derartige Summe heilit hypergeometrisch, falls der Summand A; die Eigenschaft hat, dass
der Quotient —; A = R(j) € Q(y) eine rationale Funktion bzgl. der Summationsvariablen j ist.

Der Summand w1rd dann hypergeometrischer Term genannt. Dies ist hier der Fall. Wir erhalten
nimlich (Ubungsaufgabe)

Ajp(khny)  @2j+2k+D)n—j—k(G+k+n+2) y
Ai(k,n,y) (j+2k+1)(2) + 2k + 3) Jj+1

(87)

Im vorliegenden Fall ist A;(k,n,y) librigens auch bzgl. der anderen beiden ,,diskreten” Variablen
k und n ein hypergeometrischer Term. Abhéngig von der Anzahl der Linearfaktoren im Zihler
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(= p) und der Linearfaktoren im Nenner (= ¢ + 1; einer der Faktoren wird als (j + 1) gesetzt)
erkldrt man die verallgemeinerte hypergeometrische Funktion durch

() - Sue -

wenn die Summanden A; die Rekursion

Aj1 (j+061)"‘(.7+04p>$

Aj o (+B) -+ B)
erfiillen und den Anfangswert A, = 1 haben. Hierbei liegt also die rationale Funktion R(j) in
vollstindig faktorisierter Form vor.

Es stellt sich heraus, dass man die Koeffizienten hypergeometrischer Funktionen (als eindeutige
Losung einer einfachen Rekursion erster Ordnung mit einem Anfangswert) explizit angeben kann.

Es ist
ag,...,0p
F,
P-q
<ﬂl>~'-7ﬁq

wobei (a); = a(a+1)---(a + j — 1) das sogenannte Pochhammersymbol* darstellt.

(88)

=0

Beispiel 82 Betrachten wir das Termverhdiltnis (87), so sehen wir, dass im Falle der Funktionen
t?(y) zuncichst p = 3 und q = 2 sind. Weiter konnen wir direkt ablesen, dass a; = k + 1,
Qg —n+kag=k+n+2 06 =2k+1 [ = k:+%und:v = y sind. Also ist wegen

t(0) = (k:fﬂ) schlief3lich
y) : (89)

k
N k+n+1 —n+kk+3k+n+2
tk (y) = - 3F2 2 3
n — k 2]<7 + 1, k? + b}
Man beachte, dass die Tatsache, dass —n + k € Zgo als oberer Parameter auftritt, automatisch
bedeutet, dass die hypergeometrische Reihe abbricht und nur von j = 0,...,n — k lduft. Dies
schliefst die Konversion gemdf3 (89) ab.

Hat man nun diese Standardisierung vorgenommen, so stellt sich natiirlich die Frage, warum die
in (89) auftretende hypergeometrische Funktion

y>20
sein sollte fiir y € (0,1)?

Es gibt einen Spezialfall, in welchem eine 3 F>-Funktion sozusagen automatisch = 0 ist. Dieser
wird in folgendem Satz betrachtet.

—n+kk+ik+n+2
3F2 3
2k +1,k+ 3

Satz 83 (Clausensche Formel) Eine 5 F5-Funktion ist genau dann das Quadrat einer o F'y-Funktion,
wenn folgende Parameterkonstellation vorliegt:
2
x) ) . (90)

_|{.r a,b
e a+b+3
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Beweis: Um diesen Satz zu beweisen, benutzt man folgende Differentialgleichung der hypergeometri-
schen Funktion

Satz 84 (Differentialgleichung der hypergeometrischen Funktion) Die hypergeometrische Funktion
aj)

00 +p1—1)---(0+ 8, —1)F(z) =20+ 0q) - (0+ ap)F(x),

A1,y...,0p

ﬁl)"'uﬁq

F(x):= qu<

ist eine Losung der Differentialgleichung

wobei 0 den Differentialoperator 0 f (x) := x f'(z) bezeichne.

Beweis:  Koeffizientenvergleich bei der angegebenen Differentialgleichung liefert die hypergeometrische
Rekursion (88) und umgekehrt (Ubungsaufgabe). 0

Nun kénnen wir auch die Beweisidee von Satz 83 angeben. Die linke Funktion in (90) erfiillt eine Differen-
tialgleichung dritter Ordnung. Auch die rechte Seite als Quadrat einer o F-Funktion erfiillt eine Differenti-
algleichung dritter Ordnung, welche man mithilfe der Produktregel finden kann. Ein Abgleich, wann diese
beiden Differentialgleichungen iibereinstimmen, liefert schlielich die angegebene Parameterkonstellation.
O

Askey und Gasper nutzen nun die Clausensche Formel in sehr geschickter Weise und gelangen
schlieBlich zu der Askey-Gasper-Identitiit
) -

S (), 6+ 1) () Dy (smmn- B ot
. a+1 342 at2
Of—Fl,T

a+l
(a +'2)n 3F2<—n,n o2,
n:

a+1,98

j) :
)

Fiir « > —2 ist die rechte — und damit auch die linke — Seite offenbar = 0. Im Spezialfall
a = 2,4,6,... erhalten wir die Askey-Gasper-Ungleichung, wie sie im Beweis von de Branges
benotigt wird. Heutzutage kann man die Askey-Gasper-Identitdt mit wenigen Computeralgebra-
Berechnungen beweisen. Aber ihre geniale Herleitung lisst sich durch keine Computerberechnung
ersetzen.

a2
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