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Aufgabe 1 (Geometrie inR2): In dieser Aufgabe wollen wir uns mit Drehungen und Spiegelungen im
R2 befassen. Seienϕ ∈ [0,2π[ und

Uϕ :=
(

cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

)
, A1 :=

(
−1 0
0 1

)
, A2 :=

(
1 0
0 −1

)
, A3 :=

(
0 1
1 0

)
.

a. Was bewirkenUϕ, A1, A2, A3 bei Linksmultiplikation an einen Vektorv ∈ R2 geometrisch? (und
warum?) [3]

b. Wie kann aus Matrizen der FormUϕ undA1 eine Spiegelung an einer beliebigen Geraden zusammen-
gesetzt werden? [2]

c. Seienv,w ∈ R2. Bestimmeλ ∈ R, w′ ∈ R2 so, dassv− λw′ die Spiegelung vonv an der vonw
aufgespannten Geraden ist. [2]

d. Seienv = (−2,3)T undw = (1,4)T . Spiegelev an der vonw aufgespannten Geraden und umgekehrt
mit den Verfahren aus (b) und (c). [3]

[10]

Aufgabe 2 (Orthogonalisierung): SeiA := 1
3

1 −2 2
2 2 1
2 −1 −2

 ∈ Rn×n.

a. Benutze das Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren, um die Spalten vonA zu orthonormali-
sieren. [4]

b. Die Matrix mit den orthonormalisierten Spalten aus (a) heißeB. InvertiereB. [4]
[8]

Aufgabe 3 (QR-Zerlegung): SeiV = Rn. Wir definieren f̈ur 1≤ k < l ≤ n undϕ ∈ [0,2π[ die Matrix

U(k, l ,ϕ) := (ui, j)1≤i, j≤n mit ui, j =



1 falls i = j ∧ i 6= k∧ i 6= l ,

cosϕ falls i = j = k∨ i = j = l

−sinϕ falls i = k∧ j = l ,

sinϕ falls i = l ∧ j = k,

0 sonst.

.

a. Zeige:U(k, l ,ϕ) ist orthogonal. [2]

b. Was bewirkt die Anwendung der MatrixU := U(k, l ,ϕ) auf eine MatrixA ∈ Rn×n? Was heißt das
geometrisch? [4]

c. Wie kann einϕ ∈ [0,2π[ bestimmt werden, so dass für a,b∈ R gilt: asinϕ+bcosϕ = 0? [2]

d. Zeige: Zu jeder MatrixA ∈ Rn×n gibt es eine orthogonale MatrixQ ∈ O(n) und eine rechte-obere-
DreiecksmatrixRmit A = QR. [4]

[12]
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Stock.

[30]


