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Vorwort

AnlaBlich eines Forschungsaufenthalts 1988/1989 von Bob Gilbert (University of De-
laware, USA) am Fachbereich Mathematik der Freien Universitédt Berlin wurde ich
durch ihn auf die Verwendung symbolischer Mathematikprogramme, und zwar des
Computeralgebrasystems MACSYMA, in der mathematischen Forschung aufmerk-
sam gemacht. Von diesem Zeitpunkt an kam ich von dem Gedanken der Benutzung
solcher Programme in der mathematischen Lehre nicht mehr los.

Die Miniaturisierung in der Computertechnologie hatte derartige Programme nun
auf kleinsten Rechnern verfiigbar gemacht, und ich war sicher, daf§ dies die Praxis
von Mathematikerinnen und Mathematikern sowie Mathematikanwendern in der
nahen Zukunft radikal verdndern wird. Anstatt schwierige Integrale von Hand aus-
zurechnen — mit der Gefahr, sich in langwierigen Teilschritten zu verrechnen —, wird
z.B. der zukiinftige Bauingenieur versuchen, das betreffende Integral zunéchst mit
einem Mathematikprogramm zu lésen. Nur, wenn er hiermit scheitert, wird er zur
bewidhrten Handberechnung iibergehen. Wir wollen nicht verhehlen, daf§ auch dies
eine nicht zu unterschitzende Gefahr birgt, nimlich die, Ergebnissen von Mathe-
matikprogrammen unbegrenzt Vertrauen zu schenken. Genauso, wie man ein von
Hand berechnetes Resultat durch Kontrollrechnungen so lange iiberpriifen muf, bis
man sich des Ergebnisses sicher ist, mufl man die Ergebnisse, die ein Mathematik-
progamm erzeugt, einer sorgfiltigen Uberpriifung unterziehen.

Wenn aber solche Programme sowohl in der Forschung als auch in der Praxis von
Bedeutung sind, sollten sie in der mathematischen Lehre ebenfalls eine Rolle spie-
len. Weil die Praxis der Arbeit mit einem Mathematikprogramm einer entsprechen-
den Schulung bedarf, mufl diese in die Mathematikausbildung integriert werden.
Dabei kann die Benutzung eines Mathematikprogramms in der mathematischen
Lehre gleichzeitig ein groflartiges Hilfsmittel sein. Wir beschlossen, gemeinsam ein
Mathematik-Lehrbuch unter Verwendung eines Computeralgebrasystems zu schrei-
ben. Zu dieser Zeit kam gerade das Mathematikprogamm DERIVE auf den Markt,
und wir waren sofort sicher, daf} dies das richtige Hilfsmittel fiir unseren Zweck dar-
stellt.

DERIVE vereinigt graphische Fahigkeiten, die der Bearbeitung mit Papier und Blei-
stift gédnzlich versagt bleiben, mit numerischen und symbolischen Rechenfiahigkeiten,
die hiufig iiber die Moglichkeiten einer Handberechnung hinausgehen, und ist da-
bei kinderleicht zu bedienen. Man soll nun andererseits nicht glauben, daf3 Schiile-
rinnen und Schiiler bzw. Studentinnen und Studenten bei der Arbeit mit einem
Mathematikprogramm gar nichts mehr selbst rechnen miissen. Ganz im Gegenteil
wird man einem Mathematikprogramm oft nur dann die erhoffte Information ent-
locken konnen, wenn man iiber mogliche Umformungsmethoden und -mechanismen
genauestens Bescheid weifl. In der Tat bedeutet der Einsatz von DERIVE fiir die
Ausbildung, dal man sich mehr auf die zugrundeliegenden mathematischen Kon-
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zepte konzentrieren kann und sollte. Eine rein mechanische Benutzung von DERIVE
ist jedenfalls nicht zu empfehlen.

Ich bekam von der Alexander von Humboldt-Stiftung ein Forschungsstipendium fiir
einen Forschungsaufenthalt an der University of Delaware/USA zur Verfiigung ge-
stellt, wo ich zusammen mit Bob Gilbert und Adi Ben-Israel (Rutgers-University,
USA) an der Einbindung von DERIVE in die Mathematikausbildung arbeitete. Fer-
ner wurde in den Jahren 1990-1992 von der FNK (Stidndige Kommission fiir For-
schung und wissenschaftlichen Nachwuchs) der FU Berlin mein diesbeziigliches For-
schungsprojekt Symbolische Programmierung gefordert.

Nach meinem Forschungsaufenthalt in den Vereinigten Staaten begann ich, im Rah-
men der Analysis-Vorlesungen am Fachbereich Mathematik der Freien Universitét
Berlin meine Erfahrungen in die Praxis umzusetzen. Aus dieser Vorlesungsaktivitét
ist das vorliegende Buch entstanden.

In erster Linie ist das Buch also fiir Mathematikstudenten an deutschen Hochschu-
len gedacht. Das Buch ermdglicht es, den kanonischen Stoff durchzunehmen und den
Studentinnen und Studenten gleichzeitig die intelligente Benutzung von DERIVE bei-
zubringen. Dabei wurde die Benutzung von DERIVE nicht zum Selbstzweck, sondern
als didaktisches Hilfsmittel eingesetzt. Wirklich rechenintensive Problemstellungen
sind dann nicht von vornherein aussichtslos.

Die folgende Vorgehensweise hat sich als giinstig herausgestellt: Unsere Studentin-
nen und Studenten haben in der ersten Semesterwoche unter Anleitung den Anhang
iiber DERIVE (Kapitel 13) selbstiindig durchgearbeitet. Dies gab ihnen geniigend
Kenntnisse iiber die Benutzung von DERIVE, um in der Folge Ubungsaufgaben mit
DERIVE erfolgreich bearbeiten zu konnen. In der Regel war eine der 5 wochentlichen
Ubungsaufgaben zur expliziten Benutzung von DERIVE gedacht. Zur Behandlung
der Ubungsaufgaben standen unseren Studentinnen und Studenten die PCs des
Computer-Labors am Fachbereich Mathematik zur Verfiigung.

Die im Buch integrierten DERIVE-Sitzungen habe ich als Dozent mit DERIVE vor-
gefithrt. Dazu gentigen im Prinzip Folien mit der Bildschirminformation von DE-
RIVE. Besser ist natiirlich ein LCD-Display-Bildschirm, mit dem sich mit Hilfe eines
Overheadprojektors der Computerbildschirm an die Wand werfen 148t. Mit dieser
Ausriistung kénnen die DERIVE-Sitzungen direkt vorgefiihrt werden.

Im iibrigen stellte sich heraus, da nur sehr wenige Studentinnen und Studenten
noch keine Beriihrung mit Computerprogrammen gehabt hatten und dafl den mei-
sten die Arbeit mit DERIVE leicht fiel.

Gleichzeitig mit unseren Bemiihungen, die Benutzung von DERIVE oder anderen Ma-
thematikprogrammen fiir den Mathematikunterricht auszuloten, wurde diese Fra-
gestellung auch in folgenden Zusammenhéngen untersucht:

e In der Zeitschrift Didaktik der Mathematik und auch in weiteren didaktikori-
entierten Zeitschriften wird dieses Thema seit einiger Zeit ausgiebig erortert.
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Man siehe dazu z. B. die auf S. 376 zitierten Arbeiten [Engel], [Schénwald],
[KB], [Scheu], [Koepfl], [Koepf2], [Koepf3], [Koepfd] und [Treiber].

Das osterreichische Unterrichtsministerium hat eine Lizenz von DERIVE fiir
Osterreichs Gymnasien erworben, s. [Kutzler].

Daher mochten wir die Lektiire und den Einsatz dieses Buchs auch folgendem Per-
sonenkreis wéirmstens ans Herz legen:

Gymnasiallehrerinnen und -lehrer, die in ihrem Unterricht mit DERIVE arbei-
ten wollen und das Buch dazu als zusétzliches Unterrichtsmaterial verwen-
den, werden vielfdltige Anregungen fiir die Anwendung von DERIVE schépfen
konnen. Wir empfehlen die Vorstellung zum Stoff passender DERIVE-Sitzungen
zusammen mit der Bearbeitung der mit dem Symbol < versehenen Ubungs-
aufgaben. Einige davon verbinden in ausgezeichneter Weise mathematische
Wissensvermittlung mit dem Einsatz von DERIVE.

Besonders interessierte Schiilerinnen und Schiiler der gymnasialen Oberstufe
koénnen mit Hilfe von DERIVE auch ein wenig Luft in der (noch) héheren Ma-
thematik schnuppern, und sie werden sogleich ausgebildet in der Benutzung
eines Mathematikprogramms, das vielleicht in Kiirze bereits die Taschenrech-
ner ablosen wird. Bereits jetzt gibt es DERIVE im Westentaschenformat, s.
[Kutzler].

Schliellich bietet sich das Buch fiir die Benutzung in der Mathematikausbil-
dung an Fachhochschulen an. Gerade hier, wo es auf eine praxisnahe Ausbil-
dung ankommt, kommt man an Mathematikprogrammen in der nahen Zukunft
nicht vorbei.

Zwar ist das Gesamtniveau des Buchs sowohl fiir Gymnasien als auch fiir Fachhoch-
schulen ohne Zweifel zu hoch, wenn man aber die Beweise wegliafit bzw. verkiirzt
und sich auf die Benutzung von DERIVE konzentriert, kann das Buch gute Hilfe
leisten.

Hier seien einige Beispiele moglicher Unterrichtsprojekte aufgefiihrt, bei denen die
Benutzung von DERIVE sehr hilfreich sein kann:

Primzahlen, s. § 13 sowie [Scheu].

Definition des Integrals, s. Kapitel 7-8 sowie [KBJ.
Definition von e, s. § 4.2 und § 5.2.

Newtonverfahren, s. § 10.5 sowie [Treiber].

Iteration und Chaos, s. § 10.6 und [Zeitler].
Reihenkonvergenz, s. § 4.4, § 11.3, § 12.3 sowie [Koepf4].
Lagrange-Interpolation, s. § 3.4 und § 12.4 sowie [Koepf3].

Rekursionsformeln fiir Integrale durch partielle Integration, s. § 11.4.
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Nun ein paar Worte zur Gestaltung des vorliegenden Buchs:

Fiir Dezimaldarstellungen verwenden wir den Dezimalpunkt statt des Dezi-
malkommas, zum einen, um eine mit Taschenrechner- oder Computerausgaben
vertrégliche Darstellung zu gewihrleisten, zum anderen, um Verwechslungen
bei Vektoren vorzubeugen.

Die Graphiken wurden mit dem Computeralgebrasystem MATHEMATICA er-
zeugt und die generierten POSTSCRIPT-Versionen wurden noch einer program-
miertechnischen Verfeinerung unterzogen.

Ubungsaufgaben, die besonders wichtig fiir das Verstéindnis des behandelten
Stoffs sind und im weiteren verwendet werden, sollten von jeder/m Lernenden
bearbeitet werden und sind durch das Symbol o gekennzeichnet.

Besonders schwierige oder technische Ubungsaufgaben sind mit einem Stern
(%) gekennzeichnet. Sie sind nur beim Einsatz des Buchs an Hochschulen ge-
dacht.

Ubungsaufgaben, die fiir Handberechnung zu langwierig erscheinen, tragen
das Symbol ¢ und sollten mit DERIVE bearbeitet werden. Wir ermuntern
ausdriicklich, auch andere Ubungsaufgaben — sofern nicht explizit anders ge-
fordert — unter Zuhilfenahme von DERIVE zu l6sen. Auch — oder gerade —,
wenn die Losung mit DERIVE nicht immer auf Anhieb gelingen wird, ist der
Lerneffekt grof: Bei der Bearbeitung jeder Ubungsaufgabe lernt der Schiiler
oder Student sowohl einen mathematischen Sachverhalt als auch etwas Neues
zur Bedienung von DERIVE dazu.

Englische Ubersetzungen wichtiger mathematischer Fachausdriicke sind als
Fufinoten angegeben, da Fachliteratur heutzutage meist auch von deutschen
Autoren auf Englisch geschrieben wird.

Gleichungen, auf die verwiesen wird, sind durchnumeriert und rechts mit einer
Gleichungsnummer versehen. Tritt eine Gleichungsnummer links auf, so han-
delt es sich um eine Gleichung, die bereits frither vorkam und zur Erinnerung
noch einmal aufgeschrieben wurde.

Das Ende von Beispielen, Definitionen usw. wird durch das A-Zeichen angege-
ben, falls es nicht mit dem Beginn eines neuen Beispiels, einer neuen Definition
usw. zusammenfillt. Das Ende eines Beweises ist durch das O-Zeichen gekenn-
zeichnet.

Die Ausgaben von DERIVE sind teilweise versionsabhéngig und ebenso von
einigen Finstellungen abhéngig. In diesem Licht miissen die angegebenen Aus-
gaben betrachtet werden. Sie kénnen nicht unbedingt genau so reproduziert
werden. Ich verwendete grundsitzlich die Standardeinstellung bei der Version
2.54, sofern nicht anders angegeben.
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e Gegen Uberweisung von 20, — DM (Wolfram Koepf, Postbank Berlin, Bank-
leitzahl 100 100 10, Kontonummer 40 26 21 - 109, Verwendungszweck: DERIVE-
Diskette, 360 kB, 1.2 MB oder 3.5 Zoll, mit vollstéindiger Adresse) kann beim
Autor eine Diskette bestellt werden, die alle DERIVE-Sitzungen sowie die mit
DERIVE bearbeiteten Ubungsaufgaben enthélt.

Ich mo6chte mich an dieser Stelle bei allen recht herzlich bedanken, die bei der
Durchfithrung des vorliegenden Buchprojekts mitgewirkt bzw. sie ermdoglicht ha-
ben. Insbesondere bedanke ich mich bei der Alexander von Humboldt-Stiftung fiir
das zur Verfligung gestellte Feodor-Lynen-Forschungsstipendium, bei der FU Berlin
fir die Forderung meines Forschungsprojekts Symbolische Programmierung sowie
beim Fachbereich Mathematik der Freien Universitéit Berlin fiir die Zuweisung eines
Forschungstutors.

Bei der Erstellung des Index haben Sven Guckes und Rolf Krause geholfen, und
Gregor Stolting sowie Dr. Jorg Witte haben Korrektur gelesen.

Berlin, am 8. Juni 1993 Wolfram Koepf

DeRIVE® ist ein eingetragenes Warenzeichen von ,,Soft Warehouse, Inc.”
MacsyMAY ist ein eingetragenes Warenzeichen von ,Macsyma Inc.”
MATHEMATICA\Y ist ein eingetragenes Warenzeichen von ,, Wolfram Research, Inc.”
PosTSCrIPT® ist ein eingetragenes Warenzeichen von ,Adobe Systems, Inc.”
MS-Dos® ist ein eingetragenes Warenzeichen von ,Microsoft Corp.”

PC-Dos® ist ein eingetragenes Warenzeichen von ,IBM Corp.”
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1 Mengen und Zahlen

1.1 Mengen und Aussagen

In der Mathematik spielen die Zahlen eine wichtige Rolle. Zahlen werden zu Mengen
zusammengefafit. So spricht man z. B. von der Menge der reellen Zahlen, die in § 1.3
betrachtet wird.

Eine Menge' A ist eine Zusammenfassung von Objekten, die die Elemente von A
genannt werden. Wir schreiben

A={a,b,c,...}.

Ist a ein Element von A, schreiben wir a € A. Eine Menge A heifit Teilmenge? der
Menge B, wenn alle z € A auch Elemente von B sind. Wir schreiben dann A C B
oder B D A. Die Vereinigung®

AUB:={z |z € Aoder z € B}

von A und B enthilt sowohl die Elemente von A als auch die von B. Das Symbol
:= bedeutet hier ist definiert durch. Auflerdem bezeichnet

ANB:={z |z € Aund z € B}
den Durchschnitt* von A und B, und
A\ B:={z |z € Aund x ¢ B}

steht fiir die Mengendifferenz. Dabei bedeutet x ¢ B, dafl x kein Element von B
ist. Man beachte, daf§ B keine Teilmenge von A sein mufl. Durch

0:={)

stellen wir die leere Menge® dar, die keine Elemente enthélt. Ist der Durchschnitt
zweier Mengen A und B leer (AN B = ), d.h. besitzen sie keine gemeinsamen
Elemente, werden A und B disjunkt genannt.

Fiir die beiden Mengen A := {a,b,c,d,e} und B := {a,c,e, g} z. B. gilt weder
A C B noch B C A. Es gelten jedoch die Beziehungen AU B = {a,b,¢,d, e, g},
ANB={a,ce}, A\ B ={b,d} und schlieflich B\ A = {g}.

IEnglisch: set

2Englisch: subset

3Sprich: Die Menge aller z, fiir die z € A oder = € B gilt. Englisch: union

4Englisch: intersection
5Englisch: empty set




2 1 Mengen und Zahlen

Sind zwei Aussagen S und T &dquivalent (gleichwertig, S genau dann, wenn T),
dann schreiben wir S < T'. Beispielsweise gilt

A=B < (r€A & =z€B)
oder
r€AUB <= (r€ A oder z€B).

Wenn die Aussage S die Aussage T impliziert (T folgt aus S), so schreiben wir
S = T. Beispielsweise gilt

ACB < (x€A = z€B).

In der modernen Mathematik werden neue wahre Aussagen mit Hilfe von Impli-
kationen (Folgerungen) aus alten abgeleitet. Deshalb bendtigt man eine bestimmte
Anzahl einfacher Regeln, die als wahr angenommen werden. Diese Regeln werden
Axiome genannt. Die Axiome fiir die Menge der reellen Zahlen umfassen 13 Regeln
fiir diese. Die meisten werden der Leserin und dem Leser sehr bekannt vorkommen.
Diese Regeln werden in § 1.3 eingefiihrt.

UBUNGSAUFGABEN

1.1 In einer Ubungsgruppe mit 21 Studenten gibt es 8 Raucher, 14 Studenten trin-
ken manchmal Alkohol, und 5 Studenten tun beides. Wieviele Studenten trinken
nicht und sind Nichtraucher?

1.2 Angenommen A := {1,2,...,10}, B := {z | = ist gerade}, C := {2,4,6,8,10}
und D :={1,3,5,7,9}.

(a) Gib alle méglichen Mengen an, die man aus A, B, C und D mit U,N und \
bilden kann.

(b) Ist eine der Mengen eine Teilmenge einer anderen?

(¢) Welche Mengen sind disjunkt?

1.2 Natiirliche Zahlen und vollstdndige Induktion

Mit INy bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen oder der nichtnegativen
ganzen Zahlen

Ny :={0,1,2,3,4,...} .

Wir nehmen an, dafl Leserinnen und Leser mit den Operationen der Addition (+)
und der Multiplikation (-,x ) auf INg vertraut sind.

Definition 1.1 (Induktionsprinzip) Jedoch wollen wir auf folgende bemerkens-
werte Eigenschaft von INg néher eingehen:
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(a) 0 € Ny,
(b) ist NV € Ny, dannistauch NV +1¢€Ng.

Die plausible Tatsache, dafl jede Teilmenge M von INy mit diesen beiden Eigen-
schaften ganz INg ist, heift Induktionsprinzip. Das heifit, ist 0 € M, und liegt fiir
jede Zahl N aus M auch die nachfolgende Zahl N + 1 in M, dann gilt M = INy. A

Das Induktionsprinzip wird zum Beweis von Sétzen® verwendet, in denen eine Va-
riable vorkommt, die Werte in INg annehmen kann. Méchte man beweisen, dafl die
Aussage A(n) fiir alle n € Ny wahr ist, dann sagt das Induktionsprinzip, daf} es
geniigt nachzuweisen, daf

(a) A(0) wahr ist
und
(b) wenn A(N) fiir ein N € INy wahr ist, dann auch A(N + 1) gilt.

Mit dem Induktionsprinzip umfafit die Menge M C INy der Zahlen n € INy, fiir die
A(n) wahr ist, ganz INy.

Wir wollen diese Methode noch aus einem anderen Blickwinkel betrachten. An-
statt die Implikationskette

A(0) und (A(O):>A(1)) und (A(l):>A(2)) wd ... (L)

zu beweisen (was auch gar nicht mdoglich wére, da dies unendlich viele Implika-
tionen sind), beweisen wir A(0) sowie, dafl fiir beliebiges N € IN die Aussage
A(N) = A(N + 1) wahr ist. Dies ist natiirlich gleichwertig zu der Beweiskette
(1.1). Wir kénnen auch die folgende Beschreibung dieses Prozesses geben: Nimm
an, eine unendliche Folge numerierter Dominosteine sei gegeben. Nimm ferner an,
wir arrangieren diese Steine in der Reihenfolge ihrer Nummern in einem derartigen
Abstand, dafl jeder den darauffolgenden umwirft, falls er selbst umfillt. Werfen wir
nun den ersten Stein um, dann ist es klar, dafl dieser den zweiten, der wiederum
den dritten Stein umwerfen wird, und schlieflich werden alle Steine umfallen. Etwas
Ahnliches geschieht beim Induktionsprozef.

Im Folgenden werden wir diese Methode auf einige Beispiele anwenden. Man nennt
dieses Verfahren Beweis durch vollstindige Induktion.

Zuerst weisen wir eine Summenformel nach. Die Summe der Zahlen a;, fiir & =
0,...,n wird durch das Symbol”

Zak =apt+ay+---+ay
k=0

6Ein Satz ist ein aus den Axiomen hergeleiteter wahrer Sachverhalt. Englisch: theorem
"Der Ausdruck, der mit Hilfe der Punkte dargestellt wird, wird gerade durch das Induktions-
prinzip definiert.
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dargestellt (eine entsprechende Notation wird auch verwendet, wenn der Startwert
von k nicht bei 0 liegt). Das Symbol X ist das Zeichen fiir Summe®. Man beachte,
dafl k durch jedes andere Symbol ersetzt werden kann, ohne daf} sich die Bedeutung
des Ausdrucks éndert. Ein solches Objekt heifit Summationsindex oder Summati-
onsvariable.

Beispiel 1.1 (Eine Summenformel) Wir betrachten die Summe der ersten
natiirlichen Zahlen
O+1+42+3+---+n. (1.2)

Auf Grund unserer Vereinbarung kénnen wir die Summe (1.2) schreiben als
0+1+243+ - +n=>Y k.
k=0

Wir beweisen die Aussage

A(n) : S k= @ (1.3)
k=0

n

durch vollsténdige Induktion. Dazu miissen wir
(a) den Induktionsanfang , A(0) ist wahr” zeigen und

(b) nachweisen, dafi die Aussage A(N + 1) aus der Giiltigkeit der Induktionsvor-
aussetzung A(N) folgt.

Schritt (b) wird der Induktionsschritt genannt.
In unserem Beispiel ist der Induktionsanfang A(0) die Aussage 0 = 0, die offen-
sichtlich wahr ist. Den Induktionsschritt erhalten wir aus der Gleichungskette®

N+1

S (def.) (Zk>+(N+1> (a)) N(N2+1)+(N+1):(N+1)2(N+2)’
k=0 k=0

wobei sich die erste Gleichung aus der Definition der Summe und die zweite durch
die Induktionsvoraussetzung ergibt. Die sich ergebende Gleichung entspricht genau
der Aussage A(N + 1). Man beachte, dafl lediglich die Berechnung

NON+1) o (VDN +2)

: ; , (1.4)

ausgefiithrt werden mufite — eine rein algebraische Umformung.

8Der griechische Buchstabe ¥ (,,Sigma”) entspricht dem S des Wortes Summe.
def.
9Die Notation (:) weist darauf hin, daf diese Gleichung auf Grund der Definition der Summe

A(N
gilt, wahrend die Notation( (:))besagt, daf3 sich die rechte Seite mit Hilfe der Induktionsvoraus-
setzung A(N) ergibt.
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Sitzung 1.1 An dieser Stelle wollen wir untersuchen, wie man DERIVE erfolgreich
anwendet. Angenommen, man will die Gleichung (1.4) durch eine symbolische Um-
formung mit Hilfe von DERIVE nachweisen. Dazu startet man DERIVE, indem man
DERIVE eingibt (oder derive, da das Betriebssystem MS-Dos oder PC-Dos Grof-
und Kleinschreibung nicht unterscheidet), und dann die <RETURN>- oder <ENTER>-
Taste'® (Zeilenschalttaste) driickt. Man kommt so in das Hauptmenii von DERIVE.
Der Begriiflungsbildschirm von DERIVE sieht ungefihr aus wie in Abbildung 1.1.

DERIVE
A Mathematical Assistant

Version Z.54

Copyright (C) 1988 through 1992 by
Soft Warehouse, Inc.
3660 Waialae Avenue, Suite 304
Honolulu, Hawaii, 96816-3236, USA

If you have received this product as “shareware” or "freeware", you have an
unauthorized copy, because it is a violation of our copyright to distribute
DERIVE on a free trial basis.

To obtain a licensed copy, or if you know of any person or company distributing
DERIVE as shareware or freeware, please contact us at the abouve address or fax
(808) 735-1105.

Press H for help

COMHAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump soLue Manage
Options Plot (uit Remowe Simplify Transfer mole Window approX
Enter option
Free: 100 Derive Algebra

Abbildung 1.1 Der Bildschirm beim Start von DERIVE

Die Hervorhebung des Wortes zeigt an, dafl man nach nochmaligem
Driicken der <ENTER>-Taste einen eigenen Ausdruck eingeben kann. Die Eingabesyn-
tax von DERIVE benutzt die Symbole +,-,* fiir Addition, Subtraktion und Multipli-
kation sowie / fiir die Division und fiir Briiche. Auflerdem kann man Klammern ()
und das Potenzsymbol ~ verwenden. Wir driicken <ENTER> und schreiben n(n+1) /2
+ n+1 als Antwort auf die Eingabeaufforderung Author expression:. Nach noch-
maliger Eingabe von <ENTER> wird der Ausdruck eingelesen, DERIVE bringt ihn in
die iibliche mathematische Form und gibt die Zeile

n(n+1)

D) +n+1.

aus. Man beachte, dafl DERIVE die iiblichen Prioritdten der arithmetischen Operatio-
nen verwendet. Multiplikation und Division haben eine hohere Prioritédt als Addition

10Englisch: key
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und Subtraktion (,,Punkt vor Strich!” H), und es liegt am Benutzer, einen Ausdruck
richtig einzugeben. Deshalb sollte man lieber zuviele als zuwenige Klammern ver-
wenden!

Nach nochmaliger Eingabe von <ENTER> kann man einen weiteren Aus-
druck eingeben. Wir schreiben nun (n+1) (n+2)/2 und driicken <ENTER>. DERIVE
antwortet mit

5. (n+1)(n+2).
2

Nun wollen wir wissen, ob die beiden eingegebenen Ausdriicke algebraisch iiberein-
stimmen, indem wir nachpriifen, ob ihre Differenz 0 ergibt. Da jeder Ausdruck von
DERIVE eine Nummer bekommen hat, kénnen wir diese Nummer als Referenz fiir
den entsprechenden Ausdruck verwenden'?. Geben wir z.B. den Ausdruck #2-#1
ein, so gibt DERIVE die Zeile

(n+1)(n+2) n(n+1)
2 - 2

+n+1:|

aus. Man beachte, dafl DERIVE die Formeln zun#chst nicht verdndert. Dies geschieht
erst durch Aufruf des | Simplify | Kommandos. Die Antwort von DERIVE lautet
dann

4: 0,

das gewiinschte Ergebnis. Abbildung 1.2 zeigt den Bildschirminhalt nach unserer
Beispielsitzung.

Nun wollen wir unsere DERIVE-Sitzung in einer Datei speichern. Dazu verwenden wir

den Befehl . Antworten wir sitzungl <ENTER> auf DERIVEs Frage

nach einem Dateinamen, dann schreibt DERIVE den Inhalt unserer ersten Sitzung in
die Datei SITZUNG1.MTH ins augenblickliche Verzeichnis. Wir verlassen dann DERIVE
mit dem Befehl . Das DOS Kommando type sitzungl.mth gibt den Inhalt
unserer Datei aus:

n*(n+1) /2+n+1
(n+1) *(n+2) /2
(n+1) *(n+2) /2- (n* (n+1) /2+n+1)

0

m Zweifelsfall wendet DERIVE Operationen gleicher Prioritit immer von links nach rechts an.
12Das Symbol #n bezieht sich auf den Ausdruck mit der Zeilennummer n.
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Man beachte, dafl DERIVE unsere Formeln im Eingabeformat und nicht im Ausgabe-
format der Bildschirmdarstellung gespeichert hat. Dies ermdglicht uns, die Sitzung
mit Hilfe des | Transfer Load | oder | Transfer Merge | Meniis spéter wieder zu

laden. Bei | Load | wird die bisherige Sitzung geloscht, wihrend die gela-

denen Ausdriicke anhéngt.

n+ 1)
1: —_— s n + 1
2
m + 1) (n +2)
2: _
2
n + 1) (n + 2) nn+1)
3: —[ +n+1]
2 2
4: 3

COMMAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump solue Manage
Options Plot Quit Remove Simplify Transfer molUe Window approX

Compute time: 0.1 seconds

Simp(3] Free: 392 Derive Algebra

Abbildung 1.2 Der Bildschirm bei einer DERIVE-Sitzung

Wie wir oben gesehen haben (wo?), kann das Induktionsprinzip auch fir Definitio-
nen verwendet werden. Diese Technik wird rekursive Definition genannt.

Definition 1.2 (Fakultit) So kann man beispielsweise die Fakultit'® n! rekursiv
definieren durch
ol:=1

(n+1)!:=(m+1)-n (neN). (1.5)

Dabei ist IN := INg \ {0} die Menge der positiven natiirlichen Zahlen. Manchmal
schreibt man auch

nl=nn-1)---1

als Abkiirzung fiir die rekursive Definition. Diese Schreibweise macht jedoch nur fiir
n € IN Sinn. A

Fiir Produkte fiihrt man ein Symbol ein, das dem Summensymbol entspricht:

n
Hak::ao-al---an
k=0

(und entsprechend, wenn der Index k nicht bei 0 beginnt). Das Symbol II ist das
Zeichen fiir Produkt'*. Wir kénnen also auch

13Sprich: ,n Fakultit”. Englisch: factorial
MDer griechische Buchstabe II (,P1”) entspricht dem P des Wortes Produkt.
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n! = ﬁk‘
k=1

schreiben. Damit das Produktsymbol auch fiir n = 0 sinnvoll bleibt, setzen wir
(,,leeres Produkt”)

0
Hak =1.
k=1

Entsprechendes gilt immer, wenn der Anfangswert von k den Endwert um 1 {iber-
trifft. Aus dhnlichen Griinden setzen wir (,leere Summe”)

k1
Z ag =0

k=ko

ﬁir ko :k1+1

Beispiel 1.2 (Binomialkoeffizienten) Die Binomialkoeffizienten (Z) sind fiir
0 < k < n durch!®

(2) = o=

erklart. Wir kénnen den Bruch wie folgt kiirzen

(n) ~nn—1)---(n+1—k) 7ﬁn—|—1—j
k) ~-1)--- B ; ’

k(k—1)---1 e j
wobei Nenner und Zahler des resultierenden Produkts die gleiche Anzahl von Fakto-
ren besitzen — némlich k. Die Binomialkoeffizienten kénnen mit dem Pascalschen'®
Dreieck erzeugt werden,

1 n=0
1 1 n=1
1 2 1 n=2
NS
1 3 3 1 n=3
/ /! / /
k=0 k=1 k=2 k=3

15Sprich: ,n iiber k”.
L6BLAISE PASCAL [1623-1662]
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bei dem jeder Eintrag die Summe der beiden dariiberstehenden Eintriige bildet. Dies
werden wir nun beweisen.
Dazu miissen wir zeigen, dafl

(") =)+ () (16)

fiir alle n € IN (0 < k < n) gilt. Es gilt tatséichlich

(1) + (") = k!(nn!—k)!+(l-c—l)!(z!—k+1)!
= k!(n—n;c+1)!((n_k+1)+k)
_ (n+1)! _(n+1
= k!(n—k+1)!_( )

was das Resultat beweist. Diese Beweistechnik nennt man einen direkten Beweis.

Sitzung 1.2 DERIVE kennt sowohl die Fakultéit als auch die Binomialkoeffizienten.
Die Fakultdt kann so eingegeben werden, wie wir dies gewohnt sind. Zum Beispiel

kann man den Befehl 50! <ENTER> eingeben und mittels | Simplify

vereinfachen. Das Ergebnis ist

2: 30414093201713378043612608166064768844377641568960512000000000000 .

n
k
von Kombinationen angibt, mit der k£ Objekte einer Grundgesamtheit von n Objek-
ten entnommen werden kénnen. Alle Funktionen von DERIVE werden in Grobuch-
staben ausgegeben, kénnen jedoch auch in Kleinschreibung eingegeben werden. Die
Vereinfachung von COMB(n,k) ergibt

Der Binomialkoeffizient ( ) wird in DERIVE COMB(n,k) genannt, da er die Anzahl

n!

4: _—.
kl'(n —k)!

Nun beweisen wir Aussage (1.6) nochmals: Vereinfachung des Ausdrucks COMB(n+1,k)
- COMB(n,k) - COMB(n,k-1) erzeugt erneut 0. Auch die Beziehung

(i) =020
k) \n—-k)’
welche direkt aus der Definition folgt, kann mit DERIVE nachvollzogen werden.

Definition 1.3 (Potenz) Auch die Potenz!” ist rekursiv definiert durch
=k (neNy) (1.7)
j=1

Diese Definition gilt im Augenblick nur fiir £ € INg, wird aber spiter auf reelle
Zahlen erweitert werden. Durch die Definition des Produktsymbols ist £ = 1. Die
Zahl n heift der Exponent von k™.

"Englisch: power
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Sitzung 1.3 Wir wollen nun nachpriifen, ob DERIVE dhnlich wie Gleichung (1.3)

eine Formel fiir Y k™ fiir m € N findet. Dazu geben wir k™m ein und wéhlen dann
k=1

das Menii aus. Wie man sieht, kann man in diesem Menii Funktionen
differenzieren und integrieren, man kann Grenzwerte, Produkte und Summen bilden
sowie Taylor-Entwicklungen berechnen. Wir wollen mit dem Be-
fehl eine Summe bilden. DERIVE fragt nun nach dem zu summierenden Ausdruck
expression, nach der Summationsvariablen variable sowie nach den Summations-
grenzen lower limit und upper limit. Wir produzieren damit die Summe

zn:km . (1.8)

Dasselbe Ergebnis kann man auch durch Eingabe des Ausdrucks SUM(kx"m,k,1,n)
erzeugen. (Entsprechend gibt es fiir Produkte das | Calculus Product | Menii bzw.
die PRODUCT Prozedur.) Man versuche nun, (1.8) mit | Simplify | zu vereinfachen.
Man stellt fest, dafi DERIVE den Ausdruck nicht verdndert. Dieses Beispiel liegt
auflerhalb der Fahigkeiten von DERIVE.

Es stellt sich nun die Frage, ob DERIVE das Problem fiir ein festes m l6sen kann.
Wir versuchen es mit m = 3, indem wir m durch 3 ersetzen. Dies geschieht mit
dem [ Manage Substitute | Menii. DERIVE fragt dann fiir jede Variable, die im
betrachteten Ausdruck vorkommt, ob diese ersetzt werden soll. Wir miissen also
die Frage SUBSTITUTE value: k durch die Eingabe von <ENTER> verneinen, da wir
ja nicht k durch etwas anderes ersetzen wollen. Hingegen miissen wir in der Zeile
SUBSTITUTE value: m die Variable m durch 3 ersetzen. Schliellich bestétigen wir
die Zeile SUBSTITUTE value: n durch erneute Eingabe von <ENTER>. Dies liefert

Xn: K (1.9)
k=1

und | Simplify | ergibt dann , ,
n“(n+1)

_, 1.10

- (1.10)

also das gewiinschte Ergebnis.

Definition 1.4 (Potenzen mit negativem Exponenten) Man kann die Potenz
auch fiir negative Exponenten durch

1
k"= k_n (n S N)

definieren. Dies hat den Vorteil, dafl die Potenzregeln

und

k_n—i—m — kn . km

dann fiir ganze Zahlen m und n gelten.
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UBUNGSAUFGABEN

1.3 Beweise durch vollstéindige Induktion, daf3 die Ausdriicke (1.9) und (1.10) tiber-
einstimmen.

0 1.4 Man bestimme mit Hilfe von DERIVE jeweils eine Formel fiir den Ausdruck
(1.8) fiir m = 2,...,6 und beweise die Formeln durch vollstéindige Induktion. Ins-
besondere gilt fiir die Summe der ersten Quadratzahlen

", nn+1)(2n+1)
;k = 5 : (1.11)

1.5 Zeige die Beziehungen

(5) () (3) =+ () =
(5) - () + (5) e v () =0

durch vollstdndige Induktion. Schreibe die Formeln mit einem Summenzeichen und
iiberpriife die Beziehungen mit DERIVE fiirn =1,...,10.

und

<& 1.6 Man errate eine explizite Formel fiir

Sn :zzn:k-k!,
k=1

und beweise diese durch vollstindige Induktion. Hinweis: Benutze DERIVE und die
VECTOR Funktion (s. DERIVE-Sitzung 13.3).

* 1.7 Beweise, dal3 der Bruch

n7n+1 + (n+ 1)2m—1
n?2+n+1

fiir alle n,m € IN eine natiirliche Zahl ist. Hinweis: Man fiihre eine vollstindige
Induktion bzgl. der Variablen m durch.

<& 1.8 Lose mit DERIVE: Wie viele Terme n braucht man, um ein Resultat mit 3 glei-
chen Dezimalstellen fiir die Summe Z k zu erhalten? Welches ist die resultierende

k=1
Summe?

1.9 Zeige, daB fiir allen € IN die Zahl 527 +12n+24.3n+292n+1 den Faktor 19 besitzt.
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1.3 Die reellen Zahlen

Wenn man ohne Einschrinkungen mit der Subtraktion (—) arbeitet — der zur Addi-
tion inversen Operation —, dann mufl man die negativen Zahlen zu INg hinzunehmen
und erhilt so die Menge der ganzen Zahlen'8

Z:={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} .

Verwendet man nun die Division (/) — also die zur Multiplikation inverse Operation
— ohne Einschriinkungen, so mufl man die Briiche'® zu Z hinzunehmen und erhilt
damit die Menge der rationalen Zahlen®

Q:= {%’n,méz,m#()} .

Der Bruch - steht als Abkiirzung fiir ,n geteilt durch m”. Wir schreiben auch
n/m oder n + m. Die Zahl n heiBt der Zihler>! und m der Nenner??> von -. Die
Additionsregel und die Multiplikationsregel fiir die rationalen Zahlen

k' nj+mk

nyE (1.12)
m J mj
und
k k
noE_ v (1.13)
mJ mj
sowie die Subtraktionsregel und die Divisionsregel
n_k_nj-mk (1.14)
m mj
und
n [k X nj
— /I =m Y 1.15
m /j % mk ( )

sind durch Erweiterung der entsprechenden Regeln in Z eindeutig festgelegt, wobei
die Zahl n € Z mit dem Bruch 7 € Q identifiziert wird. Aus der Additionsre-
gel (1.12) folgt fiir &k = 0, dafl

o (1.16)
m  mj
fir alle j € Z\ {0} gilt: Enthalten der Zahler nj und der Nenner mj einer rationalen
Zahl g einen gemeinsamen Faktor j, so konnen wir ¢ kiirzen und den gemeinsamen

Faktor weglassen.

8Englisch: set of integers
9Englisch: fractions

20Englisch: set of rational numbers
21 Englisch: numerator

22Englisch: denominator
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Sitzung 1.4 In DERIVE kann man mit rationalen Zahlen arbeiten, deren Zahler und
Nenner beliebige Lénge haben, insbesondere also auch mit beliebig grolen ganzen
Zahlen. Das hatten wir bereits bei der Auswertung von 50! gesehen. DERIVE fiihrt
mit rationalen Zahlen exakte Berechnungen durch, und iiberfiihrt diese
dann in eine gekiirzte Form. Man gebe noch einmal 50! ein. Zuerst wollen wir die
Faktoren dieser Zahl mit Hilfe des Meniis untersuchen. Wir erhalten

2: 2473225127811413%17%19%23%29 31 37 41 43 47

und sehen, dafl 50! den Faktor 2 insgesamt 47-mal enthilt, 22-mal der Faktor 3
vorkommt usw. Auflerdem sehen wir, dafl die Primzahlen bis 50 — also die Zahlen, die
keine nichttriviale Faktorisierung haben —, gerade die Zahlen 2,3,5,7,11,13,17,19,

23,29,31,37,41,43 und 47 sind (warum?). Wir erzeugen nun den Bruch % durch

Eingabe von 12345/#1 (falls 50! die Zeilennummer 1 hat) und erhalten zunéchst

12345
50!
erzeugt daraus den gekiirzten Bruch

823
2027606213447558536240840544404317922958509437930700800000000000

Wir kommen nun zu der Menge der reellen Zahlen®® R. Es stellte sich heraus, daf
es sehr schwierig ist, von @ zu IR kommen. Es lagen 20 Jahrhunderte zwischen der
Erkenntnis, dafl es nicht-rationale Zahlen gibt, und der Losung dieses Erweiterungs-
problems.

Die Notwendigkeit, Erweiterungen von INg zu Z und schliefflich zu Q zu bilden,
ergab sich aus der Tatsache, dafl die lineare Gleichung

m-x+n=0 (1.17)

mit n € IN und m = 1 keine Loésung = € INy besitzt. Dariiberhinaus besitzt sie
fiir m,n € Z im allgemeinen keine Losung x € Z. Wir wissen jedoch, daf§ die
Gleichung (1.17) fiir alle n,m € Q, m # 0 die eindeutige Lésung x = —n/m € Q
hat.

Beispiel 1.3 (Eine nicht-rationale Zahl) Die griechischen Mathematiker wuf-
ten, dafl die quadratische Gleichung

2?2 =2 (1.18)

keine Losung = € Q hat. Wir wollen dies nun zeigen. Wir nehmen an, es gébe eine
rationale Losung (n,m € Z)

n
r=—€qQ
m

von Gleichung (1.18) und zeigen, daf} dies zu einem Widerspruch fiithrt. Wir wollen
voraussetzen, dafl n und m keinen gemeinsamen Faktor besitzen, da dieser gekiirzt
werden kann?*. Es gilt dann definitionsgemf

23Englisch: set of real numbers

13)

1.
24Die Schreibweise (: deutet an, da§ wir Gleichung (1.13) verwendet haben, um zur rechten
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B 2 5

oder (wenn wir beide Seiten mit m? multiplizieren)
n? =2m?. (1.19)

Daraus sehen wir, dafl n? eine gerade Zahl?® ist, da sie 2 als Faktor besitzt. Auf der
anderen Seite sind die Quadrate ungerader Zahlen?$ immer ungerade,?” so dal n
selbst gerade sein mufl. Also hat n den Faktor 2, d. h.

n=21
fiir ein [ € Z. Wir setzen das nun in Gleichung (1.19) ein und erhalten daraus
(212 =41 =2m?
oder (wenn wir beide Seiten durch 2 teilen)
212 =m?.

Somit ist m? gerade. Daraus folgt wie oben, da8 m selbst eine gerade Zahl ist. Wir
haben nun also gezeigt, dal sowohl n als auch m gerade sind, obwohl wir vorausge-
setzt hatten, daf} sie keinen gemeinsamen Faktor besitzen. Dies ist ein Widerspruch!
Wir haben zwei Zahlen ohne gemeinsamen Faktor gefunden, die beide den Faktor 2
besitzen. Die einzige Schlufifolgerung aus dieser Situation ist, dal unsere Annahme,
daf3 es eine rationale Losung von Gleichung (1.18) gibt, falsch sein mu8.

Dies war ein Beispiel fiir einen Beweis durch Widerspruch. A

Der Wunsch, Gleichung (1.18) lésen zu kénnen, macht die Erweiterung von @ not-
wendig. Die Schwierigkeiten der Erweiterung von Q nach R 148t es angemessener
erscheinen, R unabhéngig von Q durch Axiome zu definieren, die die {iblichen Re-
geln fiir Addition, Multiplikation und einer Anordnung auf IR festlegen. Dies soll
nun geschehen.

Wir erkldren R als eine Menge mit den beiden Operationen Addition (+) und
Multiplikation (-), so daf} fiir alle z,y € R die Zahlen 24y und x -y Elemente von IR
sind und fiir diese die folgenden Regeln gelten (wobei z,y, z fiir beliebige Elemente
aus R stehen):

Regeln fiir die Addition:
REGEL 1: (Assoziativgesetz der Addition)

t+y+z)=(@+y +=z.

Seite zu kommen.
25Englisch: even number
26Englisch: odd number
2"Dies ist eine Nebenrechnung, die man bitte iiberpriifen mége!
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REGEL 2: (Neutrales Element der Addition)
Es gibt eine Zahl 0 € R (Null), so daf} gilt

r+0=x.

REGEL 3: (Additives Inverses)
Fiir jedes x € R gibt es ein additives Inverses (—z) € R, so dafl

z+(—x)=0.
REGEL 4: (Kommutativgesetz der Addition)

rt+y=y+ax.
Regeln fiir die Multiplikation:

REGEL 5: (Assoziativgesetz der Multiplikation)

z-(y-z)=(z-y) z.
REGEL 6: (Neutrales Element der Multiplikation)
Es gibt eine Zahl 1 € R (Eins), 1 # 0, derart, daf} fiir alle x # 0 gilt
z-l=ux.
REGEL 7: (Multiplikatives Inverses)
Fiir jedes z € R\ {0} gibt es ein multiplikatives Inverses 2 € R, so daf

1
rz-—=1.
x

REGEL 8: (Kommutativgesetz der Multiplikation)
TYy=y-x.

Man sieht, dafl die Regeln 1-4 den Regeln 5-8 entsprechen.

Man sagt, R sei eine Gruppe beziiglich der Addition (Regeln 1-4); dementspre-
chend ist R\ {0} eine Gruppe beziiglich der Multiplikation (Regeln 5-8). Eine
Menge, die diese beiden Eigenschaften hat und zudem das Distributivgesetz

REGEL 9: (Distributivgesetz)
x-(y+z2)=z-y+z-z

erfiillt, nennt man einen Korper?®. Somit ist IR ein Kérper beziiglich der beiden
Operationen (+) und (-).

28Englisch: field
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Wir bemerken, dafl in @ diese Regeln auch erfiillt sind. Somit ist Q ebenfalls ein
Korper beziiglich (+) und (+).

Statt « + (—y) schreibt man auch z — y und statt z - % schreibt man ¢ oder
x/y. Die Zahl —x heifit das Negative von z und % ist der Kehrwert®® von z. Die
arithmetischen Regeln (1.12)—(1.16) fiir rationale Zahlen konnen aus den Regeln 1-9
abgeleitet werden und gelten auch in R.

Auf Grund der Regeln 1 und 4 haben alle Arten, auf die drei reelle Zahlen x,y
und z summiert werden konnen — also (z+y)+z, 4+ (y+2), (z+2)+y, 2+ (2 +v),
(y+a)+z, y+(x+2), (y+2)+tz, y+(z+2), (2+2)+y, 2+ (z+y), 2+ (y+2) und
(z+vy) +x — denselben Wert. Wir kénnen die Summe somit abkiirzend als z +y + z
schreiben. Durch das Induktionsprinzip gilt dasselbe fiir eine endliche Anzahl n
reeller Zahlen x, (kK = 1,...,n), und es ist gerechtfertigt, >  xx zu schreiben. Wegen

k=1
der Regeln 5 und 8 gilt das gleiche fiir Produkte.

Die folgenden Regeln fiir Doppelsummen kénnen mittels Induktion aus dem Asso-
ziativ-, dem Kommutativ- und dem Distributivgesetz hergeleitet werden:3°

i Zm:ffjk = Zm: (}é%k) =: iixjk (1.20)

k=1 j=1 Jj=1 k=1j5=1
und
n m n m n m
(zxk) Su ) =3 (S ) m= S o
k=1 j=1 k=1 \j=1 k=1 j=1

Wie fiir die ganzen Zahlen definiert man die Potenzen reeller Zahlen durch Glei-
chung (1.7).

4+ X
-0-9 -8 -7 -6 -5 -4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 1.3 Die Zahlengerade zur Darstellung der reellen Zahlen

Fiir gewohnlich identifizieren wir IR, mit einer Geraden, z. B. der z-Achse eines Ko-
ordinatensystems. Punkte auf einer Geraden unterliegen einer natiirlichen Ordnung:
der Richtung der Achse. Fiir zwei Punkte auf der Geraden ist es immer eindeutig,
welcher links und welcher rechts liegt. Ist unsere Gerade die z-Achse, deren Rich-
tungspfeil nach rechts zeigt, und der Punkt x liegt links vom Punkt y, dann sagen
wir ,,x ist kleiner als y” bzw. .y ist grofler als x”, und wir schreiben dies als = < y
bzw. y > z. Gilt x < y oder x = y, so schreiben wir x < y bzw. y > x und sagen ,,x
ist kleiner oder gleich y” bzw. ,y ist gréfler oder gleich z”. Wenn entweder =z < y
oder x > y gilt, dann sagen wir ,x ist ungleich y” und schreiben dafiir x # y.

29Englisch: reciprocal
30Das Symbol =: bedeutet, da das Objekt auf der rechten Seite durch die linke Seite definiert
wird.
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Ordnungsregeln:

Es gibt eine Operation < (,kleiner”), derart, dafl

REGEL 10: (Trichotomie)
fir alle z,y € R

entweder <y oder x =y oder z >y gilt.
REGEL 11: (Transitivitit)
r<y und y<z = z<z.

REGEL 12: (Monotonie)

(a) <y = z+z<y+z
und
(b) (r<y und z>0) = zz<yz .

Wir sagen, dal R ein angeordneter Korper ist, da er den Regeln 10-12 gehorcht.
Somit ist Q ebenfalls ein angeordneter Korper, und es gibt (wenigstens) eine weitere
Regel fiir R, die den Unterschied zwischen IR und Q prézisiert, auf die wir spéter
eingehen werden.

Die Ordnung auf R teilt die reelle Achse in zwei Teile. Die Zahlen auf der rechten
Seite der Null heiBen positive reelle Zahlen und werden mit R* := {z € R | = > 0}
bezeichnet. Die Zahlen auf der linken Seite heiflen negative reelle Zahlen.

Wenn wir an spéterer Stelle in diesem Buch mit Ungleichungen arbeiten, wer-
den wir wesentlich mehr Regeln benotigen. Wir stellen einige davon hier vor und
beweisen, dafl sie aus den Regeln 1-12 abgeleitet werden koénnen.

Satz 1.1 (Ordnungsregeln) Die folgenden Regeln gelten fiir alle z,y € R:3!
a) st x <y, dann ist —x > —y

b) st z # 0, dann ist 2% > 0,

c) 1>0,

(
(
(
(d) ist z >0, dannist 1 >0,
(e) ist0<z <y, dannist 2 >
(

f) istx <y, dannist x < 5(x+y) <y.

31Die in (e) auftretende Ungleichungskette 0 < 2 < y ist eine Abkiirzung fiir die beiden Un-
gleichungen 0 < z und = < y. Man mache sich klar, da Ungleichungsketten nur wegen der
Transitivitdt sinnvoll sind.
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Beweis:
(a) Gilt z < y, dann ergibt sich mit Regel 12 (a):
e+ (-r-y)=-y<y+(-z-y =-z,

(b) x>0 (g 1200 1 2 > 0 und

egel a egel b
(Regel 12(a)) (Regel 12(b))

<0 —z >0 (—z)-(~z)=2">>0,
(¢) wihlez=11in (b),

(d) wiére = <0, so wire 1 = - £ <0, ein Widerspruch,

(e)  multipliziert man # <y mit - > 0, so folgt ; < 3,

(z<y) (z<y)

) z<y = z=%+ <

N8
+
NS
A
NS
+
N
Il
<

d

(NI

Definition 1.5 (Arithmetisches Mittel) Der Wert 1 (2+y) heifit arithmetischer
Mittelwert3? von x und y. A

Wegen Satz 1.1 (e) liegt das arithmetische Mittel zweier reeller (rationaler) Zahlen
zwischen diesen, so da§ zwischen zwei beliebigen reellen (rationalen) Zahlen immer
eine weitere reelle (rationale) Zahl liegt. Aus der wiederholten Fortsetzung dieses
Prozesses folgt, dafl zwischen zwei beliebigen reellen (rationalen) Zahlen immer un-
endlich viele andere reelle (rationale) Zahlen liegen.

Definition 1.6 (Intervall) Ein Intervall ist ein Abschnitt reeller Zahlen, die zwi-
schen zwei reellen Zahlen a < b liegen. Man schreibt

[a,0] ={zeR |a<z<b} , (a,0) ={xreR |a<z<b} ,

(@, ={xeR |a<xz<b} , [a,b) :=={xeR |a<xz<b} .

Ein Intervall der Form [a, b] heiBt abgeschlossen?, (a,b) heifit offen®*, withrend (a, b]
und [a,b) halboffen genannt werden. Insbesondere gilt [a,a] = {a} und (a,a] =
[a,a) = (a,a) = 0. Die Differenz b — a ist ein Ma$ fiir die Lénge eines Intervalls I,
die wir auch mit || abkiirzen. Geometrisch betrachtet ist dies der Abstand zwischen
dem oberen und dem unteren Endpunkt des Intervalls. Unendlich®® (dafiir schreiben
wir 00) ist als Grenze eines halboffenen Intervalls zulissig, so dafl z. B. gilt

(—o00,b] ={z R |z <b} .

Man beachte, dafl co keine reelle Zahl, sondern nur ein Symbol ist.

32Englisch: arithmetic mean value
33Englisch: closed interval
34Englisch: open interval
35Englisch: infinity
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Definition 1.7 (Betrag und Vorzeichen) Der Abstand zwischen einer reellen
Zahl x und 0 auf der Zahlengeraden heifit der Betrag®® von x, wofiir wir auch |z|
schreiben. Der Betrag ist also definiert durch

T falls x > 0
|| ==

—x sonst (1.22)

Die Vorzeichenfunktion sign zeigt an, ob eine reelle Zahl positiv oder negativ ist
und wird definiert durch

1 falls x > 0
signz == ¢ —1 fallsx <0 . (1.23)
0 falls x =0

Man zeige, daB fiir alle z € R die Beziehung x = sign « - |z gilt!

Beispiel 1.4 (Dreiecksungleichung) Eine fiir die Analysis dulerst wichtige Ei-
genschaft der Betragsfunktion ist die sogenannte Dreiecksungleichung®”, deren Be-
zeichnung erst in § 2.1 klarwerden wird. Sie besagt, daf§ fiir alle z,y € R die Un-
gleichung

|z +y| < |z|+ |yl (1.24)

gilt. Dies zeigt man leicht durch eine Fallunterscheidung: Ist eine der beiden Zahlen
x oder y gleich Null, so gilt in Ungleichung (1.24) sogar die Gleichheit. Sind 2 und
y beide positiv oder beide negativ, so gilt ebenfalls die Gleichheit in (1.24). Ist aber
z.B. > 0, aber y < 0, so gilt

[ —[y|  falls 2| > [y]
lyl =z falls || <y|

o+ 91 = [l = 1] = { b< el il

was den Beweis der Dreiecksungleichung vervollsténdigt. A

Neben der Darstellung durch Briiche gibt es eine weitere Moglichkeit, rationale
Zahlen zu reprisentieren. Diese kommt vom Divisionsalgorithmus und heifit Dezi-
maldarstellung. Beispielsweise ergibt der Divisionsalgorithmus

2
?5 =25/2 =125,

welches eine Abkiirzung fiir 12.5000... =1-10+2-145- 45 +0- 135 + - - - ist. Ein
weiteres Beispiel ist
64/3=21.333...=2-104+1-1+3 LRI DO S P
T 10 100 1000 '

36Englisch: absolute value, modulus
37Englisch: triangle inequality
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Mit dem Divisionsalgorithmus kann man zeigen, daf§ rationale Zahlen eine peri-
odische Dezimaldarstellung besitzen. Das heifit, es gibt in der Darstellung einen
Abschnitt, der sich fortlaufend wiederholt. Es zeigt sich, dafl nicht-rationale Zah-
len auch eine Dezimaldarstellung besitzen — mit dem Unterschied, dafl diese nicht
periodisch ist.

Wir werden uns nun diesen Unterschied zwischen @ und R genauer ansehen. Wir
haben gesehen, daf es keine rationale Zahl x € Q mit 22 = 2 gibt. In R gibt es fiir
jedes y € R™ eine positive Zahl = € R™, fiir die 22 = y gilt. Diese Zahl heifit die
Quadratwurzel®® von y. Wir schreiben sie als 2 = VY-

Was wir von z = /2 wissen, ist die definierende Gleichung z? = 2. Aus ihr kénnen
wir eine rationale Approximation gewinnen: Hat man einen Schatzwert xq fiir V2
mit 23 < 2, dann weifl man, daf zo < z ist, und gilt 23 > 2, dann ist zg > x, da
firx >0

r<y = 22 <y’ (1.25)

gilt (man beweise dies durch Anwendung der Regeln 1-12!). Wir zeigen nun, wie
man zu einer beliebig genauen Niherung fiir v/2 kommt.

Sitzung 1.5 Wir benutzen DERIVE, um zu einer rationalen Niherung fiir v/2 zu
gelangen. Wegen 1 < 2 < 4 weifl man, da 1 < v/2 < V4 = 2 gilt. Wir schitzen,
daB 1.4% nahe bei 2 liegt. Deshalb wenden wir die Prozedur auf 1.4°2
an und erhalten als Ergebnis %. Wie wir schon betont haben, fiihrt DERIVE exakte
Berechnungen mit rationalen Zahlen durch und stellt diese als Briiche dar. Um mit
Dezimaldarstellungen zu arbeiten, verwendet man [ approX | statt | Simplify |.
Auf diese Weise erhilt man 1.96, was offensichtlich kleiner als 2 ist. 1.5% ergibt 2.25,
was grofer als 2 ist, so daB 1.4 < v/2 < 1.5 gilt. Wir berechnen nun die nichste
Dezimale, indem wir die Niherungen 1.41% = 1.9881 und 1.42%> = 2.0164 verwen-
den. Die dritte Dezimale erhalten wir aus den Berechnungen 1.411% = 1.99092,
1.412% = 1.99374, 1.413% = 1.99656, 1.414> = 1.99939 und 1.415% = 2.00222. Schlie-
lich erhalten wir die vierte Dezimale mit 1.4141% = 1.99967, 1.4142* = 1.99996 und
1.41432% = 2.00024. Also haben wir schlieBlich 1.4142 < /2 < 1.4143.

DERIVE kennt die Quadratwurzelfunktion unter dem Namen SQRT.?® Sie kann auch

durch die Tastenkombination <ALT>Q eingegeben werden. Wendet man z. B.
auf SQRT(2) (oder auch SQRT 2) an, so erhilt man 1.41421 als Niherung fiir /2.
(Man beachte, da8 den Ausdruck SQRT(2) symbolisch beldfit.)

Die Genauigkeit bei der Arithmetik mit reellen Zahlen ist bei DERIVE auf 6 Stellen
voreingestellt. Sie kann mit dem Befehl | Options Precision Digits | veréndert
werden. Wir geben 60 als neuen Wert fiir die Stellenzahl ein.

Mit den Cursortasten kann man in dem Fenster, in dem unsere Ausdriicke stehen,
von Ausdruck zu Ausdruck springen. Wir gehen mit der Cursortaste <UP> (Aufwirts-
cursortaste) zu /2 zuriick und benutzen dann das Kommando.*® Dies
fithrt zum Ergebnis

1.41421356237309504880168872420969807856967187537694807317667 .

38Englisch: square root

39Wir erinnern daran, da8 Funktionen in DERIVE grof3 geschrieben werden, jedoch auch in Klein-
buchstaben eingegeben werden kénnen.

40Man achte darauf, nicht versehentlich die 6-stellige Niherung von v/2 zu imieren!
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V2

I A
t T

14 141

1.42 1.44 1.46 1.48 15

Abbildung 1.4 Die irrationale Zahl V2 auf der Zahlengeraden

Eine reelle Zahl, die nicht rational ist, wird irrational genannt. v/2 ist ein Beispiel
einer irrationalen Zahl.

Dafl man durch Approximationsverfahren wie in DERIVE-Sitzung 1.5 tatséchlich
immer reelle Zahlen erzeugt, ist eine fundamentale Eigenschaft von R, mit der wir
uns in § 1.5 ausfiihrlich beschéftigen werden.

UBUNGSAUFGABEN
1.10 Zeige, dab \/3 irrational ist. Hinweis: Passe den Beweis fiir v/2 an.

<& 1.11 Berechne /3 durch wiederholtes Quadrieren mit DERIVE auf vier Stellen
genau, und gib die entsprechende Folge ineinander geschachtelter Intervalle an. Be-
rechne dann /3 in einem Schritt auf 60 Dezimalen genau.

* 1.12 Zeige, daB die Lésungen der quadratischen Gleichung ax?+bx+c = 0 irrational
sind, falls die Koeffizienten a, b, c ungerade ganze Zahlen sind.

1.13 (Dreiecksungleichung) Zeige, da8 fiir alle z,y € R die Ungleichung
v =yl > [l2l - Iy|
gilt.

1.14 (Dreiecksungleichung) Zeige durch Induktion, daf8 fiir alle n € IN und
zr€R (k=1,...,n) gilt

n n
D w| <D Ll
k=1 k=1

< 1.15 Wie erwdhnt, haben rationale Zahlen periodische Dezimaldarstellungen. Be-
stimme die Perioden der rationalen Zahlen

1 2 4 3 2 100 123

7 7 13’ 2’ 9’ 81° 456
mit DERIVE. Dazu verwende man eine geniigend grofle Genauigkeit
| Options Precision Digits |. Durch Beobachten einer Periode ist natiirlich kein
Beweis fiir ihre Giiltigkeit erbracht, da bei genauerer Rechnung die Periodizitét
wieder verschwinden konnte. Wie kann man die periodische Darstellung — einmal

beobachtet — trotzdem beweisen? Man beweise alle beobachteten Perioden mit DE-
RIVE.




22 1 Mengen und Zahlen

1.4 Variablen, Gleichungen und Ungleichungen

Eine Variable ist ein Symbol, das als Platzhalter fiir Zahlen verwendet wird. Eine re-
elle Variable ist eine Variable, die eine reelle Zahl représentiert. Fiir reelle Variablen
benutzen wir oft die Buchstaben x,y und z. Wir werden aber auch andere Symbole
wie x1, o und x3 verwenden. Als ganzzahlige Variablen benutzen wir gewhnlich
die Symbole j, k, 1, m und n.

In diesem Kapitel haben wir schon Gleichungen benutzt. Eine Gleichung*' ist
ein Ausdruck der Form LS = RS (Linke Seite = Rechte Seite), wobei LS und
RS irgendwelche Ausdriicke sind. Wir werden ein solches Objekt auch dann als
Gleichung bezeichnen, wenn diese nicht wahr*? ist. Meist enthilt eine Gleichung
Variablen und wird nur dann wahr, wenn man bestimmte Werte fiir die Variablen
einsetzt (substituiert).

Um eine Gleichung zu Iosen®, mufl man diejenigen Einsetzungen finden, fiir die
die Gleichung wahr ist. Zum Beispiel ist die Gleichung

3

3z=5
genau dann wahr, wenn wir % fiir x einsetzen. Die Gleichung lautet dann

5
3.2=5.
3

Es gibt auch Gleichungen, die nie wahr sind wie z. B. die Gleichung
r=x+1.

Eine Gleichung veréndert ihren Wahrheitsgehalt nicht, wenn man auf beiden Seiten
der Gleichung denselben Ausdruck addiert oder subtrahiert, mit demselben Aus-
druck multipliziert oder durch denselben Ausdruck dividiert. Das gleiche gilt, wenn
man von beiden Seiten das Negative nimmt oder den Kehrwert bildet. Man muf
nur darauf achten, dafl keine Division durch Null auftritt, da unsere Regeln fiir IR
eine Division durch 0 nicht zulassen.

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung

1 1

il (1.26)
Bildet man auf beiden Seiten den Kehrwert, so erhélt man
l—z=z—2%, (1.27)
und die Subtraktion von x — x? ergibt rechts 0 und links
l—z—(z—2¥)=l-az—a+2’=1-22+2"=(1-2). (1.28)

41Englisch: equation
42Englisch: true
43Englisch: solve
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Der letzte Ausdruck ist offensichtlich genau dann Null, wenn z = 1 ist.
Wir fragen uns also, ob 2 = 1 eine Losung der Gleichung (1.26) ist. Setzt man den
Wert 1 fiir 2 in Gleichung (1.26) ein, so erhélt man den nicht zuléssigen Ausdruck

1 1

0 0’
der deshalb auch nicht wahr ist. Dies liegt an der Division durch 0. Auf der anderen
Seite ist £ = 1 eine Losung von Gleichung (1.27).

In DERIVE-Sitzung 13.4 im Anhang (Kapitel 13) wird das Losen von Gleichungen
mit DERIVE behandelt.

Eine Ungleichung®* ist ein Ausdruck der Form LS < RS, oder ein ensprechender
Ausdruck mit >, < oder > statt <.

Die Regeln 11 und 12 stellen erlaubte Regeln zur Umformung von Ungleichungen
dar. So darf man eine reelle Zahl auf beiden Seiten addieren. Auflerdem darf man
auf beiden Seiten mit einer positiven reellen Zahl multiplizieren, ohne daf§ sich die
Giiltigkeit der Ungleichung dndert. Multiplikation mit einer negativen Zahl hingegen
dndert die Richtung des Ungleichungssymbols. (Dies war der Inhalt von Satz 1.1 (a).
Man schaue sich den Satz nochmals an!)

Sitzung 1.6 DERIVE ist in der Lage, sowohl Gleichungen als auch Ungleichungen zu
bearbeiten. Zunéchst wollen wir die quadratische Gleichung ax~2+bx+c=0 l6sen. Da-
zu geben wir den Ausdruck ein und benutzen das Menii. DERIVE antwortet

mit
(b2 — 4ac) — b
2 rT= 4 °
2a
(b2 —4ac) + b
3: r=————"——
2a

was die Losung einer allgemeinen quadratischen Gleichung darstellt. Mit dieser For-
mel sollte man vertraut sein.

Wir wollen nun die Ungleichung axz > 1 nach x auflésen. Dazu geben wir den Aus-
druck ax>=1 ein und wéhlen dann das Menii. Als Auflésung dieser Unglei-
chung nach der Variablen z gibt DERIVE

1
5: x SIGN (a) > —
la|
aus. DERIVE benutzt also auch die Betragsfunktion |a| (der entsprechende Einga-
bebefehl ist ABS(a) oder auch |al) sowie die Vorzeichenfunktion SIGN(a)?®. Man
interpretiere DERIVEs Ausgabe!

44 Englisch: inequality
45Dje SIGN Funktion von DERIVE unterscheidet sich etwas von unserer Definition, da sie fiir z = 0
undefiniert ist.
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Will man die Ungleichung weiter vereinfachen, mufi man DERIVE mitteilen, ob a posi-
tiv oder negativ ist. Fiir gewShnlich nimmt DERIVE an, dafl jede verwendete Variable
reell ist. Wir wollen nun ¢ mit Hilfe des | Declare Variable Domain | Befehls als
positive Variable deklarieren. Auf die Anfrage nach dem Definitionsbereich (Domain)
DECLARE VARIABLE: Domain: Positive Nonnegative Real Complex Interval ge-
ben wir P fiir Positive ein. Diese Vorgehensweise deklariert a als positive Variable.
Schliefflich vereinfachen wir mit das obige Ergebnis und erhalten so das
gewiinschte Resultat

6: T >

Q|

Als niichstes wollen wir eine Erweiterung der Formel (a+4-b)? = a®+2ab+b? fiir hohere
Exponenten bestimmen. Wir geben dazu den Ausdruck (a+b) n ein. Das Ausmul-
tiplizieren eines Produkts, z. B. die Umformung (a 4 b)? zur Summe a®+2ab+4-b?,
nennt man Expansion, wihrend die umgekehrte Umformung Faktorisierung heift.
Man versuche, den Ausdruck mit dem Menii zu expandieren. DERIVE fragt
dann nach den Variablen, nach denen expandiert werden soll. Geben wir <ENTER> auf
diese Nachfrage ein, so wird versucht, nach allen Variablen zu expandieren. DERIVE
kann diese Aufgabe nicht 16sen und gibt die Eingabeformel als Antwort zuriick.
Wir hoffen, dal DERIVE die Aufgabe fiir eine feste natiirliche Zahl n 16sen kann,
und wollen dies nun ausprobieren. Dazu verwenden wir die VECTOR Prozedur. Die
Eingabe von VECTOR (#7,n,0,5) erzeugt die Liste von Formeln, die man erhilt, wenn
man in unseren Ausdruck fiir n nacheinander die Werte 0, ..., 5 einsetzt.
erzeugt das Ergebnis

10 : [1, a-+b, a2—|—2ab+62, a3+3a2b+3ab2+b3, a4+4a3b+6a2b2+4ab3+b4, .. } .

Wir kénnen jedoch nicht alles sehen, da nicht das gesamte Ergebnis auf den Bild-
schirm pafit. Um die Unterausdriicke auf den Bildschirm zu bringen, kann man mit
der <DOWN>-Taste (Abwértscursortaste) oder der <RIGHT>-Taste (Rechtscursortaste)
den ersten Unterausdruck markieren. Mit <RIGHT> kommt man zum néchsten Un-
terausdruck. Entsprechend erhilt man mit der <LEFT>-Taste (Linkscursortaste) den
vorhergehenden Unterausdruck. Man vergleiche die Eintrége im Pascalschen Dreieck
mit den gefundenen Koeffizienten!

Es spricht einiges fiir die Tatsache, dafi diese Koeffizienten tatsichlich die Bino-
mialkoeffizienten sind. Wir lassen DERIVE die Vermutung fiir n = 0,...,5 iiber-
priifen. Der Ausdruck VECTOR (SUM(COMB (n,k)*a"k#*b"~ (n-k) ,k,0,n),n,0,5) erzeugt
die vermutete Formel. Man vergleiche mit Zeile 10!

Beispiel 1.5 (Binomischer Lehrsatz) Die oben erwihnten Félle werden durch
die wichtige Gleichung

(a+d)" =Y (Z)an*kbk (n € No) (1.29)
k=0
erfait, die fiir alle a,b € IR gilt. Diese Gleichung heifit Binomischer Lehrsatz. Wir
werden ihn nun durch Induktion beweisen. (Man beachte, dafi obiger Beweis mit
DERIVE natiirlich nur fir n =0,...,5 gilt.)
Wir wollen zuerst den Spezialfall b := x und a := 1 betrachten
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An) : 2y =1+ (ot (5)a 4 (0)a" (1.30)

n

Der Induktionsanfang A(0) ist trivial. Wir nehmen nun an, da§ A(n) gilt und miissen
A(n + 1) zeigen?6. Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir zunéchst

ssap = (D)o () s (2o

und folglich

A4z = (Q+2)-1+2)"=0+2)" +2(1+z)"

S (3 () e () () e
() ()

1.6
(16) 1+(n+1)x+(n;rl)x2+__.+<nzl)mn+xn+l7

1

wobei wir die Eigenschaft der Binomialkoeffizienten verwendet haben, durch welche
das Pascalsche Dreieck definiert worden war. Die resultierende Gleichung ist gerade
der Inhalt von A(n + 1), so dal der Beweis damit vollstindig ist. Gleichung (1.30)
gilt also fiir alle n € INy.

Schlielich erhalten wir Gleichung (1.29) fiir a # 0 durch die Rechnung

(a+b)" =a"- <1+ g)" (w=b/a) akz":_o (Z)s_’; _ g (1)

unter Anwendung von Gleichung (1.30). Fiir a = 0 ist (1.29) trivialerweise richtig.

Beispiel 1.6 (Bernoullische Ungleichung) Eine der wichtigsten Ungleichungen
der Analysis ist die Bernoullische’” Ungleichung

14+x)">1+nz (neNy, z>-1). (1.31)

Fiir « > 0 folgt sie sofort aus dem Binomischen Lehrsatz, sie ist aber vor allem
wichtig fir € (—1,0). Wir beweisen sie durch Induktion nach n. Der Induktions-
anfang fiir n = 0 ist die Ungleichung 1 > 1, welche offenbar richtig ist. Gilt als
Induktionsvoraussetzung (1.31) fiir n, so folgt fiir n + 1

(142)"™ = (1+2)- Q4+2)" > (1+z)(1+nz) =1+ (n+Dz+na® > 1+ (n+1)z.

46Wenn wir bisher der Ubersichtlichkeit halber den Induktionsschritt noch mit N statt mit n
durchgefithrt haben, so werden wir von nun an der Einfachheit halber auf diese Umbenennung
verzichten.

47JakoB 1. BERNOULLI [1654-1705]
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UBUNGSAUFGABEN
1.16 Zeige, daB3 die Gleichung

(2% +23) - ( +3) = (@191 + 22y2)” + (2192 — 2211)°
fiir x1, x2,y1,y2 € R gilt.

© 1.17 Uberpriife die Gleichung

sz . Zyi - (Z xkyk> = Z Z (zry; — zjyr)? (1.32)
k=1 k=1

k=1 k=1 j=k+1

(xg,yx € R, (k=1,...,n)) mit DERIVE fiir n = 2,...,6. Hinweis: Man deklariere
x und y als Funktionen von k mit Hilfe des ] Declare Function ‘ Meniis und gebe
<ENTER> auf DERIVEs Frage DECLARE FUNCTION: value ein. Dadurch deklariert
man z und y als willkiirliche Funktionen ohne vordefinierten Wert. Schreibe nun
x(k) und y(k), bzw. x(j) und y(j) fir xg, yx, ; bzw. y;.

* 1.18 Zeige Gleichung (1.32) durch vollstéindige Induktion.

* 1.19 Beweise die Cauchy*®-Schwarzsche*® Ungleichung
n 2 n n
(o) <3t i
k=1 k=1 k=1
firxg,yr € R (k=1,...,n).
0 1.20 Zeige die Ungleichung
2" < nl

fiir n > 4.

0 1.21 Zeige, da8 fiir alle z € R\ {1} gilt:

o0 1.22 Zeige, daf fiir x,y € R und n € Ny die Gleichung
" — yn — (SL‘ _ y> (xn—l 4 xn—Qy 4 :Cyn—Q 4 yn—l)

gilt und schreibe die rechte Seite mit dem Summenzeichen.

48 AUGUSTIN-Louts CAUCHY [1789-1857]
49 HERMANN AMANDUS SCHWARZ [1843-1921]
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<& 1.23 Ldése Gleichungen (1.26) und (1.27) mit DERIVE. Zeige Gleichungen (1.4) und
(1.28) mit DERIVE. Faktorisiere dazu die linken Seiten.

& 1.24 Vereinfache |x| - sign z mit in DERIVE und beweise das Resultat.

< 1.25 Bestimme die Werte von

b(m,n) == Z(—nk(z)km (neN (0<m<n—1))
k=0

fiir n :=1,...,5 mit DERIVE. Beweise das sich offenbarende Resultat durch Induk-
tion. Wie lautet das Ergebnis fiir m =n?

*x 1.26 Zeige, daB fiir jedes n € IN

(a) (n)?>n", (b) 11.22.33...p7 < ™5

< 1.27 Lose die Gleichung

z(z—1) z(xz—1)(z—2) prz=1)(z=2)-- - (z—n+1)

T
1-= - o4 (=1 =0.
1+ 1-2 1-2-3 +(=1) n!
Hinweis: Benutze DERIVE, um die Gleichung fiirn = 1,2,...,5 zu lésen, und errate
die allgemeine Losung. Fiihre dann einen Induktionsbeweis.
*x 1.28 Lose das Gleichungssystem
?=a+(y-2)?, YP=b+(z-2?, L=c+@-y?,

nach den Unbekannten x,y und z auf.

1.5 Zwei fundamentale Eigenschaften der reellen Zahlen

In diesem Abschnitt behandeln wir eine fundamentale Eigenschaft des Systems der
reellen Zahlen, die die Supremumseigenschaft genannt wird und die das wesentli-
che Unterscheidungsmerkmal zwischen @ und IR darstellt. Wir werden zeigen, dafl
R als Folge der Supremumseigenschaft eine weitere wichtige Eigenschaft hat, die
wir Intervallschachtelungseigenschaft nennen. Beide Eigenschaften werden wir an
verschiedenen Stellen dieses Buchs immer wieder brauchen. Um die Supremumsei-
genschaft formulieren zu kénnen, bendtigen wir einige Definitionen.

Definition 1.8 (Obere und untere Schranke, Beschrinktheit) Sei irgend-
eine Menge M C IR reeller Zahlen gegeben. Eine Zahl ¢ € IR heiflt obere Schranke
von M, wenn fiir alle m € M die Ungleichung m < c gilt. Entsprechend heifit c € IR
untere Schranke von M, wenn fiir alle m € M die Ungleichung ¢ < m gilt. Hat M
eine obere Schranke, so heiit M nach oben beschréinkt, wohingegen M bei Existenz
einer unteren Schranke nach unten beschrinkt genannt wird. Ist M sowohl nach
oben als auch nach unten beschrinkt, so nennen wir M beschrankt®®, andernfalls
unbeschrénkt.

50Englisch: bounded
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Beispiel 1.7 (Intervalle) Fiir ein Intervall I = (a,b) ist z.B. b+1 eine obere und
a—10 eine untere Schranke, folglich ist I beschrankt. Es gibt aber unendlich viele
weitere obere und untere Schranken von I. Hat eine Menge M némlich eine obere
Schranke, so ist jede groflere Zahl auch eine obere Schranke von M. Es gibt aber
eine ausgezeichnete obere Schranke im Falle unseres Intervalls I, ndmlich die Zahl
b, welche nicht nur eine obere Schranke von I ist, sondern sogar die kleinstmogliche,
d. h. es gibt keine weitere obere Schranke von I, die noch kleiner ist.

Definition 1.9 (Supremum und Infimum) Wir nennen die Zahl ¢ € R die
kleinste obere Schranke®' einer Menge M C IR, wenn c eine obere Schranke von
M ist und wenn zudem fiir jede weitere obere Schranke d die Ungleichung ¢ < d
gilt. Entsprechend heifit ¢ die groBte untere Schranke®® von M, wenn c eine untere
Schranke von M ist und wenn zudem fiir jede weitere untere Schranke d die Unglei-
chung d < ¢ gilt. Die kleinste obere Schranke ¢ einer Menge M wird auch Supremum
von M genannt und mit ¢ = sup M abgekiirzt. Entsprechend nennt man die gréfite
untere Schranke ¢ von M auch Infimum von M, und wir verwenden die Schreibwei-
se ¢ = inf M. Liegen sup M bzw. inf M sogar in M, hat also M ein gréfites bzw.
kleinstes Element, so wird dies das Maximum bzw. Minimum von M genannt und
mit max M bzw. min M bezeichnet. A

Nun koénnen wir die Supremumseigenschaft der reellen Zahlen formulieren.

REGEL 13: (Supremumseigenschaft®)
Jede nichtleere nach oben beschréankte Menge M C R reeller Zahlen hat ein Supre-
mum.

Es ist klar, dafl die Menge Q der rationalen Zahlen die Supremumseigenschaft nicht
besitzt. Zum Beispiel hat die Menge

M::{xEQ‘x2<2}

kein Supremum in @, da man sonst folgern kénnte, da8 v/2 rational ist. Nun stellen
wir eine Beziehung her zwischen der Supremumseigenschaft und Approximationen.

Wir betrachten v/2 als eine Zahl, die zwar nicht rational ist, aber beliebig genau
durch rationale Zahlen angen#hert werden kann. Deshalb gaben wir in DERIVE-
Sitzung 1.5 eine Folge schrumpfender geschachtelter Intervalle (I, = [1,2], I, =
[1.4,1.5], I3 = [1.41,1.42], I, = [1.414,1.415],I5 = [1.4142,1.4143],...) an, von de-

nen wir annehmen, daf} sie gegen eine reelle Zahl konvergieren®*.

51Englisch: least upper bound

52Englisch: greatest lower bound

53 Aus Symmetriegriinden gilt auch eine entsprechende Infimumseigenschaft, siche Ubungsaufga-
be 1.30.

54Diese Annahme ist fiir @ falsch.
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Definition 1.10 (Schrumpfende Intervallschachtelung) Die Aussage, daf die
Intervalle geschachtelt sind, bedeutet dabei, dafl Iy D Is D I3 D --- gilt, und die
Aussage, daf sie schrumpfen, heifit, da8 die Lingen |Ii| der Intervalle Iy, := [ag, bg],
also |Ij,| = by, — ax, gegen Null streben, wenn k gegen unendlich strebt.5

REGEL 14: (Intervallschachtelungseigenschaft)
Zu jeder Folge schrumpfender geschachtelter Intervalle Ij, (k € IN), I, C R, gibt es
eine Zahl ¢ € R mit der Eigenschaft?®

() lax, bi] = {c} .

kelN

Q besitzt die Intervallschachtelungseigenschaft nicht, da sonst wieder v/2 rational
wére. Die Intervallschachtelungseigenschaft ist also eine andere Moglichkeit, den
Unterschied zwischen @ und IR zu prézisieren. Sie macht R vollstdndig®’, d.h. sie
garantiert, dafl alle konvergenten Folgen — wie z. B. Dezimaldarstellungen —, reelle
Zahlen darstellen. Die Vollstdndigkeit von R wird genauer in Kapitel 4 untersucht.

Zunichst werden wir nachweisen, dafl jede schrumpfende Intervallschachtelung
(auch ohne Verwendung der Regel 14) hichstens einen Punkt gemeinsam haben
kann®®.

Lemma 1.1 Jede schrumpfende Intervallschachtelung I, (kK € IN), I C IR, hat
hochstens einen Punkt ¢ € I, (k € IN) gemeinsam.

Beweis: ~ Wir nehmen an, die schrumpfende Intervallschachtelung habe die zwei Punkte
¢ # d gemeinsam. Dann ist
e:=|c—dl>0. (1.33)
Ferner gelten fiir alle k£ € IN die Beziehungen
ar < c < bg und ar < d<bg.
Da [ak, bk] schrumpft, by — ax also gegen 0 strebt, gibt es offenbar ein K € IN derart®®,
daBl bg —ax < % Dann gelten aber auch die Beziehungen

e
c—aKSbK—axﬁg und d—ax <bx —ax < 7,

wl o

und schlieflich mit der Dreiecksungleichung

2
e —d = e —ax +ax —d| = |(c—ax) + (ax —d)| < |e—ax| +lax —d| < T+ 5 =7
im Widerspruch zu Gleichung (1.33). o

55Eine mathematisch exakte Definition dieser intuitiv verstindlichen Eigenschaft wird in Kapi-
tel 4 gegeben.

56 Mit ﬂ M, bezeichnen wir den Durchschnitt aller Mengen My (k € IN).

keIN

57Englisch: complete

58Fin Lemma ist eine relativ einfache Aussage, die dazu benutzt wird, um schwerere Resultate
zu beweisen, also ein Hilfssatz.

59DaB dies so ist, ist intuitiv klar, und wird genauer in Kapitel 4 untersucht.
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Dies ist das erste Mal, dal wir eine Beweisfithrung durch Ungleichungen mit Hilfe
der Dreiecksungleichung gefiihrt haben. Diese Methode zieht sich wie ein roter Faden
durch die gesamte Analysis und auch durch dieses Buch.

Wir zeigen nun, dafl die Intervallschachtelungseigenschaft eine Folge der Supre-
mumseigenschaft ist.

Satz 1.2 Aus der Supremumseigenschaft folgt die Intervallschachtelungseigenschaft.
Beweis:  Gelte die Supremumseigenschaft. Wir wollen zeigen, daf fiir eine beliebige vor-
gegebene Folge schrumpfender geschachtelter Intervalle [ak,bx] (kK € IN) eine reelle Zahl
existiert, die allen Intervallen gemeinsam ist. Wegen Lemma 1.1 wissen wir, dal es ja
hochstens einen solchen Punkt geben kann. Zu diesem Zweck betrachten wir die folgende
Menge
M:={zeR |z <b, fir alle k € N} .

Da fiir alle & € IN die Beziehung a, < b gilt, sind alle Zahlen a; Elemente von M,
und M ist somit nicht leer. Als néchstes stellen wir fest, daf§ fiir alle ¥ € IN die Zahl
br eine obere Schranke von M ist, womit M nach oben beschrinkt ist. Auf Grund der
Supremumseigenschaft hat M also ein Supremum ¢ = sup M € IR. Wir werden nun zeigen,
daB fiir alle kK € IN die Beziehungen

¢ € [ak,br] oder dquivalent ar < c¢< b, oder dquivalent ar < c und ¢ < by (1.34)

gelten, so daf} ¢ diejenige reelle Zahl ist, die in allen Intervallen [ag, by] liegt, nach der wir
suchen.
Da fiir alle k£ € IN die Zahl a, in M liegt und c eine obere Schranke von M ist, gilt

ar < c

fiir alle & € N, und die erste Ungleichung von (1.34) ist bewiesen. Weil weiter fiir alle
k € IN die Zahl by eine obere Schranke und weil ¢ die kleinste obere Schranke von M ist,
gilt auch die Ungleichung

c < by

fir alle kK € IN geméf der Definition des Supremums, und wir sind fertig. O

UBUNGSAUFGABEN

1.29 Bei der Definition 1.9 des Supremums und Infimums sprachen wir von der
kleinsten oberen und der gréfiten unteren Schranke. Zeige, daf3 in der Tat héchstens
jeweils ein solches Objekt existieren kann.

1.30 Formuliere eine der Supremumseigenschaft entsprechende Infimumseigenschaft
und zeige, dafl diese in R giiltig ist.

0 1.31 Hat IN obere oder untere Schranken? Ist IN nach oben oder nach unten be-
schrankt?

0 1.32 (Archimedische® Eigenschaft) Zeige, da8 die reellen Zahlen die archi-
medische Eigenschaft haben: Zu je zwei positiven reellen Zahlen z,y € R™ gibt
es eine natiirliche Zahl n € IN derart, daff * < n -y gilt. Hinweis: Verwende die
Unbeschrinktheit von N, s. Ubungsaufgabe 1.31.

Wegen dieser Eigenschaft sagt man, der Korper R, (wie auch Q) sei archimedisch
angeordnet.

60 ARCHIMEDES [2877—212 v. Chr.]
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* 1.33 Zeige, dafl in jedem reellen Intervall I = (a,b) mindestens eine und damit
unendlich viele rationale Zahlen liegen. Hinweis: Verwende die Archimedische Ei-
genschaft, s. Ubungsaufgabe 1.32.

1.34 Zeige: Es gilt ¢ = sup M genau dann, wenn fiir alle n € IN eine Zahl m € M
existiert, derart, daf3 die Ungleichungskette

c——<m<c
n

erfiillt ist.
1.35 Zeige: Gilt fiir alle n € IN die Ungleichungskette 0 < a < %, so ist a = 0.

1.36 Bestimme die Suprema und Infima der folgenden Mengen reeller Zahlen.

(a) {zeR |2*<3} , (b) {zeR|2*>3}, (¢) {zeR |2® <2},
n—1 (—1)m 1
d N — IN f — .
@ {2g et @ {55 [ nen) 0 {55 20
Welche der Suprema und Infima sind Maxima bzw. Minima?
1.37 Zeige durch Induktion, daf} jede endliche Menge reeller Zahlen ein Maximum
und ein Minumum besitzt.

1.6 Die komplexen Zahlen

Das reelle Zahlensystem wurde so definiert, dafl die quadratische Gleichung z? = 2
eine Losung hat. Es zeigt sich jedoch, dafl die quadratische Gleichung

z?=—1 (1.35)

keine reelle Losung besitzt. Dies liegt daran, dafl die Quadrate aller reellen Zahlen
auBer 0 positiv sind (s. Teil (b) von Satz 1.1) und 0* = 0 gilt. Deshalb kann keine
reelle Zahl Gleichung (1.35) erfiillen.

Aus diesem Grund erzeugt man eine neue Zahlenmenge, indem man eine Losung
von Gleichung (1.35) zu R hinzufiigt. Diese Losung bezeichnen wir mit ¢ und nennen
sie die imaginére Einheitf'. Es gilt also per definitionem

i2=—1. (1.36)

Da wir ¢ mit reellen Zahlen addieren und multiplizieren wollen, betrachten wir die
Menge der komplexen Zahlen®?

C={z=z+i-ylz,yeR} .

61Englisch: imaginary unit
62Englisch: set of complex numbers
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Die reellen Zahlen sind diejenigen komplexen Zahlen, die die Form z + ¢ - 0 haben.
Fiir eine komplexe Zahl z = = + iy heifit die reelle Zahl  der Realteil®® von z, und
die reelle Zahl y heiit Imaginérteil®* von z. Wir schreiben = Re z und y = Im 2.

Wie funktionieren nun die Addition und die Multiplikation komplexer Zahlen?
Dazu muff man nur Gleichung (1.36) anwenden, wenn die imaginére Einheit auftritt.
Fiir die komplexen Zahlen z := x + iy und w := u + v gilt dann

zHw=(r+iy)+ (u+w)=(r+u)+i-(y+v) (1.37)
und
zow = (x+iy) - (utiv) = zu+ziv+iyu+iyv = (zu—yv) +i- (zo+yu) . (1.38)

Dabei haben wir Gleichung (1.36) verwendet und angenommen, daf§ die Assoziativ-,
Kommutativ- und Distribitutivgesetze gelten. Tatséchlich definiert man die Addi-
tions- und die Multiplikationsoperation in € durch die Regeln (1.37)—(1.38). Es zeigt
sich, da3 € mit diesen beiden Operationen denselben Regeln 1-9 geniigt, die auch
fiir die reellen Zahlen gelten. Eine solche Menge nannten wir einen Kérper. Somit
ist C, genauso wie R und Q, ein Korper, der allerdings nicht angeordnet ist, da
wegen (1.36) die Anordnungsaxiome (Regeln 10-12) nicht erfiillt sein kénnen.

Man beachte, dal 0 =044-0 und 1 =144 - 0 die neutralen Elemente bzgl. der
Addition und der Multiplikation fiir C sind und daf}

—z:=—x+1-(—y)

und
1 1 T — 1y T . —Y
g — = . 1.39
z ztiy  (z+iy)(z—iy) PN R B (1.39)

die Inversen der Addition bzw. der Multiplikation darstellen, s. auch Ubungsaufga-
be 1.38. Bei der Betrachtung des Kehrwerts (1.39) einer komplexen Zahl z = z+iy #
0 bekamen wir eine iibliche Darstellung in der Form a + ib, (a,b € R), indem wir
mit Z := x — iy erweiterten. Das Produkt z - Z = x2 4 32 ist némlich positiv. Die
Zahl Z heifit die zu z konjugiert-komplexe Zahl. Mit Hilfe der konjugiert-komplexen
Zahl kann man

z4+zZ  (z+iy) + (v —1iy)

5 = 5 =z =Rez

und
z—%2 (z+iy) — (v —1iy)
= = = I
2i 2i y=me
schreiben. Dariiberhinaus ist die Bildung der konjugiert-komplexen Zahl mit dem
komplexen Produkt vertauschbar

Z-w=z W, (1.40)

wie man leicht nachpriifen kann.

63Englisch: real part
64Englisch: imaginary part
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Sitzung 1.7 Man kann in DERIVE mit komplexen Zahlen arbeiten. Die imaginére
Einheit wird eingegeben, indem man die <ALT> Taste niederdriickt und i eingibt
(<ALT>I) oder indem man #i schreibt. Die imagindre Einheit wird durch ¢ auf
dem Bildschirm dargestellt. Die konjugiert-komplexe Zahl Z von z heifit bei DE-
RIVE CONJ(z), die Schreibweise fiir den Real- und den Imaginérteil lautet RE(z) und
IM(z).

Man gebe (x+iy) (u+iv) als Kommando ein. Nach Vereinfachung mit
erhilt man wieder Gleichung (1.38). Deklariere die Variable z durch
Eingabe von z:=x+iy. Man vereinfache mit —zund 1/z und — nach der
Deklaration w:=u+iv — die Ausdriicke z - w und z/w. Vereinfache mit
die Ausdriicke z - Z, (z+%)/2 und (z —%)/(2i). Uberpriife Gleichung (1.40)! Lose die
quadratische Gleichung z? + 2z + 2 = 0 mit DERIVE!

Die Konstruktion von C garantiert, daf§ alle quadratischen Gleichungen innerhalb
von C geltst werden konnen. Dies ist ein Spezialfall eines grundlegenden Ergebnisses
— des Fundamentalsatzes der Algebra®.

Satz 1.3 (Fundamentalsatz der Algebra) Jede Gleichung der Form
Zakzk =0 (e €C (k=0,...,n)),
k=0

wobei z eine komplexe Variable ist, hat eine komplexe Losung.

UBUNGSAUFGABEN

0 1.38 Beweise, da8 C mit den Operationen, die durch die Gleichungen (1.37) und
(1.38) erklirt werden, ein Kérper ist, also den Regeln 1-9 geniigt.

1.39 (Binomischer Lehrsatz) Man zeige, dafi der Binomische Lehrsatz

a n _ - n an—k k n
(1.29) (a+b) kg@(k) B (neNo)

auch fiir alle a,b € C giiltig ist. Hinweis: C ist Korper.
1.40 Sei z := x + iy und w := u + iv. Berechne z/w von Hand.

1.41 Sei z := x + iy. Berechne Re 2. Hinweis: Erweitere den Bruch mit (1 — %).

1—=z"

1.42 Berechne zunéchst 1/i und dann allgemein i" fiir n € Z.

% 1.43 Bestimme die Summen

O B T O NG S C P
(c) (g)+(g)+(ﬁ))+ (d) (§)+(’;)+(ﬁ)+

fiir n € IN. Hinweis: Man entwickle (1+1)™, (1—1)", (144)™ und (1 — )™ mit dem
Binomischen Lehrsatz und kombiniere auf geeignete Weise.

65Einen Beweis dieses Satzes geben wir nicht. Dies wird iiblicherweise in der komplexen Analysis,
die man auch Funktionentheorie nennt, getan. Eine Sammlung von Beweisen findet man auch in
dem Band [Zahlen]|.
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1.7 Abziahlbare und iiberabzihlbare Mengen

Wir haben nun einige Mengen kennengelernt, die unendlich viele Elemente enthal-
ten, namlich IN, Z, @, R und C. In diesem Abschnitt werden wir sehen, dafl es ein
weiteres wesentliches Unterscheidungsmerkmal zwischen @ und R gibt: In gewis-
ser Beziehung gibt es viel mehr irrationale als rationale Zahlen. Genauer gilt: Die
rationalen Zahlen lassen sich durchnumerieren, die irrationalen nicht.

Definition 1.11 (Abzihlbare und iiberabzihlbare Mengen) Ein Menge M,
deren Elemente sich durchnumerieren lassen

M = {mi,ma, ms,my,...} (1.41)
heiBit abzahlbar®. Ist eine Menge M nicht abzahlbar, nennen wir sie tiberabzéhlbar.

Beispiel 1.8 (Endliche Mengen sind abzihlbar) Natiirlich ist jede endliche
Menge abzéhlbar. Man wéhlt sich ein beliebiges Element aus, gibt ihm die Nummer
1 bzw. den Namen m; (gem#f (1.41)). Danach wihlt man nacheinander ein noch
nicht numeriertes Element aus, gibt ihm die néchste zu vergebende Nummer und
fahrt solange fort, bis alle Elemente aufgebraucht sind. Da die Menge nur endlich
viele Elemente hat, ist man nach endlich vielen Schritten fertig und alle Elemente
sind numeriert.

Beispiel 1.9 (N und verwandte Mengen) Die Menge der positiven natiirlichen
Zahlen IN ist das Musterbeispiel einer abzdhlbaren Menge, da jede natiirliche Zahl
gerade einer der zu vergebenden Nummern entspricht.

ne]N‘123456789

Nummer [1 2 3 4 5 6 7 8 9
Aber auch die Menge der positiven geraden Zahlen
G:={g €N |g ist gerade } ={2,4,6,...}
ist abzdhlbar. Das sieht man an der Numerierung

gEG‘24681012141618

Nummer [1 2 3 4 5 6 7 8 9
Weiter ist die Menge
P:={peN |p ist nur durch 1 und p teilbar} = {2,3,5,7,11,13,...}

der Primzahlen abzihlbar:

66 Englisch: countable set
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peP (2 3 5 7 11 13 17 19 23

Nummer (1 2 3 4 5 6 7 8 9
Schliellich ist auch die Menge Ny abzéhlbar:
nelNg |O 1 2 3 4 5 6 7 8

Nummer |1 2 3 4 5 6 7 8 9

Beispiel 1.10 (Z ist abzihlbar) IN; war ein Beispiel einer Obermenge von N,
die trotzdem abzéahlbar ist. Wir werden sehen, dafl wir noch wesentlich mehr Zah-
len dazunehmen konnen, ohne die Klasse der abzihlbaren Mengen zu verlassen.
Wie kénnen wir Z durchnumerieren? Nun, wir kénnen nicht zunéchst die positiven
Zahlen durchnumerieren und danach die negativen, da dann bereits nach der ersten
Hilfte der Prozedur die Nummern ausgegangen sind. Wir kénnen jedoch immer ab-
wechselnd eine positive und eine negative Zahl numerieren, und erfassen so offenbar
alle ganzen Zahlen:

nEZ‘01—12—23—34—4

Nummer [1 2 3 4 56 7 8 9

Beispiel 1.11 (Q ist abzihlbar) Auf den ersten Blick scheint es unwahrschein-
lich, daf} sich auch die rationalen Zahlen durchnumerieren lassen, da die Elemente
dieser Menge auf dem Zahlenstrahl dicht liegen, d.h. zwischen je zwei rationalen
Zahlen liegen ja unendlich viele weitere. Andererseits haben wir aus dem letzten
Beispiel gelernt, da man durch geschickte Wahl der Reihenfolge allerhand errei-
chen kann. Bei Q gehen wir folgendermaflen vor. Die Zahl 0 bekommt die Nummer
1. Die restlichen rationalen Zahlen haben alle eine Darstellung als Bruch +7* mit
m,n € IN. Diese Zahlen kénnen wir offensichtlich in folgendem quadratischen Sche-
ma anordnen:

1 -1 2 —2 3 -3 4 —4 5 -5
b2 23 34 45 5
2 2 2 22 2 2 2 2 2
b2 23 34 45 5
3 33 33 33 33 3
1 1 2 23 3 4 45 5
i1 41 114 41 11 1
1 1 2 23 3 4 45 5
5 5 5 55 5 5 5 5 5
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Jede rationale Zahl (auBer 0) kommt in diesem Schema mindestens einmal vor.5”

Eine Durchnumerierung bekommen wir nun z. B. durch folgendes Diagonalverfahren:
Man starte in obigem Schema links oben in der Ecke (bei der 1), gehe dann um
ein Feld nach rechts (zur —1), laufe lings der Diagonalen nach links unten weiter
(zu 1/2), gehe dann um ein Feld nach unten (zu 1/3), um dann wieder ldngs der
Diagonalen nach rechts oben weiterzufahren, usw. Schliellich numeriere man die
Zahlen derart, dafl jede rationale Zahl nur bei ihrem ersten Auftreten notiert wird.
Der Anfang dieser numerierten Liste sieht dann folgendermafien aus:

color 0 Ll L, L, 1Ll 12y
q ‘ 2 3 2 3 14 5 4 3
Nummer [1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Da jede rationale Zahl nun genau eine Nummer hat, ist @ abzdhlbar. A

Nach all den Beispielen abzihlbarer Mengen wird man sich fragen: Gibt es viel-
leicht iiberhaupt keine iiberabzéhlbaren Mengen? Das wesentliche Ergebnis dieses
Abschnitts ist die Aussage, dal die Menge der reellen Zahlen IR iiberabzihlbar ist!

Satz 1.4 (R ist iiberabzihlbar) Die Menge R ist iiberabzihlbar.

Beweis:  Wenn R iiberabzihlbar ist, so kann dies — nachdem Q ja abz#ihlbar war —
nur an derjenigen Regel liegen, die IR und Q unterschied: am Intervallschachtelungsaxiom.
Wir formulieren die Aussage des Satzes um: Sei eine beliebige durchnumerierte Menge
M = {m1,m2, mg,ma,...} C R reeller Zahlen gegeben. Dann gibt es immer eine reelle
Zahl z, die nicht in M enthalten ist®®. Sei also M beliebig vorgegeben. Wir konstruie-
ren eine Intervallschachtelung, der wir konstruktionsgemif ansehen kénnen, daf3 in ihrem
Durchschnitt keine der Zahlen mi,me, ... enthalten ist.

Wir wihlen dazu zuerst ein Intervall I1 = [a1,b1] der Linge |I;| = 1 derart aus, daf§
der erste Wert aus M, also mq, nicht in I; enthalten ist, z.B. Iy = [m1 + 1,m1 + 2].
Danach teilen wir I; in drei gleich groBe Teilintervalle der Linge 1/3.%° In wenigstens
einem dieser Teilintervalle kommt mo nicht vor. Von denjenigen Teilintervallen mit dieser

Eigenschaft suchen wir eines aus und nennen es I>. Offenbar gilt dann I C I1 und |I2| = %
Wir fahren nun fort, das jeweilig iibrigbleibende Intervall Ix_; zu dritteln und das neue
Intervall I so auszuwihlen, dafl my nicht in I enthalten ist. Wir bekommen so schliellich

eine schrumpfende Intervallschachtelung Iy D I D Is D Iy... mit |I| = %, welche nach

dem Intervallschachtelungsaxiom ein gemeinsames reelles Element z € (] I hat. Gemi8
k€N
Konstruktion ist fiir jedes k € IN die Zahl my ¢ Ii, und somit erst recht my ¢ ﬂ 1.
kEIN
Somit ist tatséchlich z € R\ M. a

Eine weitere wichtige Begriffsbildung ist die des Mengenprodukts.

67Tatsichlich kommt jede rationale Zahl sogar unendlich oft in dieser Liste vor! Daher gibt
es offenbar unendlich mal mehr natiirliche als rationale Zahlen! Es ist schon ein Kreuz mit dem
Unendlichen. . .

68Man mache sich klar, warum daraus unser Satz folgt!

69Man iiberlege sich, warum wir das Intervall nicht einfach halbieren.
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Definition 1.12 (Kreuzprodukt zweier Mengen) Mit A x B bezeichnen wir
die Menge der Paare

AxB:={(a,b)|a € A und b€ B},

und nennen diese Menge das Kreuzprodukt der Mengen A und B. Ist A = B, so
schreiben wir auch A% := A x A und ferner rekursiv (n € IN)

AXA"™ T =AxAx---x A falls m > 1
—_—

n—mal

A falls n =1

A" =

Beispielsweise ist R" (C™) die Menge der sogenannten n-tupel™® reeller (komplexer)
Zahlen.

Ist A iiberabzihlbar, so ist auch A™ iiberabzéhlbar. In Ubungsaufgabe 1.44 soll
man zeigen, dafl andererseits fiir abzihlbares A auch A™ abzéhlbar ist.

UBUNGSAUFGABEN

1.44 Zeige, daB fiir eine abzdhlbare Menge A auch A™ abzéhlbar ist. Insbesondere:
Q" ist fiir jedes n € N abzéihlbar. Hinweis: Man mache eine &dhnliche Konstruktion
wie in Beispiel 1.11.

70 Als Fortsetzung von Quartupel, Quintupel, ...
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2 Der Euklidische Raum

2.1 Der zweidimensionale euklidische Raum

Auf dhnliche Weise wie die reellen Zahlen geometrisch eine Zahlengerade darstellen,
reprisentieren Paare reeller Zahlen Punkte in einer Ebene!.

Yy
A
3+
2,,
P
Yor-———"""""""-x»
|
1+ |
|
|
|
I I | I I | I > T
-5 —4 -3 -2 -1 O 1 2 3Ty 4 5
14

Abbildung 2.1 Ein kartesisches z-y-Koordinatensystem

Der Punkt O ist ein ausgezeichneter Punkt und heiit der Ursprung®. Er ist der
Schnittpunkt der beiden Linien in Abbildung 2.1, die die Koordinatenachsen ge-
nannt werden, und die senkrecht (wir sagen auch orthogonal) aufeinander stehen.
Diese Achsen heifien 2- und y-Achse. Jede Achse hat eine Richtung®, die durch die
Pfeile festgelegt ist. Schliefllich ist fiir jede Achse eine Einheit festgelegt, so dafl die
reellen Zahlen auf ihr dargestellt werden konnen. In dieser, wie auch in spéteren
Abbildungen, ist dies durch die Skalierung jeder Achse angedeutet. Fiir gew6hn-
lich wéhlen wir die Lénge der Einheit fiir beide Achsen gleich. Die x-Achse zeigt
nach rechts, die y-Achse nach oben. Ein Punkt P dieser Ebene wird durch ein Paar
(0, yo) reeller Zahlen dargestellt. Die Zahlen z¢ und yo heiflen x- bzw. y-Koordinate
von P. Der Ursprung hat die Koordinaten (0, 0).

Diese Anordnung heift kartesisches* Koordinatensystem.

Die Menge aller Paare (z,y) reeller Zahlen R? := {(z,y) | =,y € R} heifit

1Englisch: plane

2Englisch: origin

3Englisch: direction of axis

4RENE DESCARTES [1596-1650] fithrte Koordinatensysteme in die Algebra ein.
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der 2-dimensionale Euklidische® Raum®. Die Elemente von R? werden auch 2-
dimensionale Vektoren genannt. Manchmal betrachten wir einen Vektor als Pfeil
von O nach P und nicht als den Punkt P in der Ebene. Wir bezeichnen Vekto-
ren meist mit einem fettgedruckten Buchstaben vom Ende des Alphabets und ihre
Koordinaten werden entsprechend indiziert, z.B. € = (z1,22), ¥y = (y1,¥y2) und
z = (21, 22). Der Vektor 0 = (0,0) entspricht dem Ursprung O und wird Nullvektor
genannt. Man beachte, dafl y; die z-Koordinate des Vektors y = (y1,y2) genauso
bezeichnen kann, wie die y-Koordinate des Punktes P = (x1,y1)!

Y
A

Q+R gl P+Q
3,,

Q
5 |P+R
R LT P
> T

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

— 1T

Abbildung 2.2 Die Parallelogrammregel fiir die Addition

Die Addition und die Subtraktion von Vektoren wird koordinatenweise erklért:
x4y = (r1,22) + (Y1,92) == (x1 + Y1, 22 + 12) (2.1)
und
x —y=(21,22) — (Y1,¥2) == (21 — Y1, T2 — ¥2) .

Die Addition von & und y kann graphisch mit folgender Parallelogrammregel darge-
stellt werden: x4y ist der Vektor, der von O zu dem Punkt zeigt, den wir erhalten,
wenn wir eine verschobene Kopie von y an @ anhiingen (oder eine verschobene Ko-
pie von & an y). Abbildung 2.2 verdeutlicht diese Regel. Offensichtlich wird das
Negative —a eines Vektors & durch denjenigen Vektor dargestellt, der in die entge-
gengesetzte Richtung zeigt. Deshalb kann die Subtraktion & — y dargestellt werden,
indem man eine negative Kopie von y an @ anhéngt. Insbesondere gilt € — x = 0
fiir alle z € R>.

SEUKLID [um 300 v. Chr.]
6Englisch: Euclidean space
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Wir fithren nun den Begriff der Linge eines Vektors in R? ein. Sei P = & =
(21, 22) ein Punkt der Ebene, siche Abbildung 2.3. Wir stellen fest, dafl der Abstand
zwischen Ursprung und der Projektion A = (x1,0) von P auf die z-Achse gleich |z |
ist (der Abstand ist positiv, auch wenn x; negativ ist!). Der Abstand zwischen A
und P ist gleich |zo|. Wir stellen weiter fest, dal das Dreieck OAP in A einen
rechten Winkel hat, so daf sich aus dem Satz des Pythagoras’ fiir den Abstand d
zwischen P und dem Ursprung (und deshalb auch fiir die Linge des Vektors x) die
Gleichung

& = a1 + |2of* = 2T + a3

ergibt.
Y
A
3L
2,,
77777777777777 P
|
1T I
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a
| | | | | | | . | | > T
-5 —4 -3 -2 -1 0O 1 2 3 A 4 5
14+

Abbildung 2.3 Der Betrag

Dieser Abstand heifit wie im reellen Fall der Betrag von . Auf Grund unserer
Uberlegungen definieren wir ihn durch®

|| = /2?2 + 22 . (2.2)

Sind nun P = & = (z1,22) und Q = y = (y1, y2) zwel beliebige Vektoren, so kénnen
wir durch Betrachtung des Dreiecks PAQ mit A = (y1,x2) leicht feststellen, daf
der Abstand zwischen x und y durch

DIST (z,y) = v/ (y1 — 21)% + (y2 — 22)% = |y — x|

gegeben ist. Wie man aus der Parallelogrammregel geometrisch sieht, gilt die Un-
gleichung

|z +y| < |z|+ |y (2.3)

"PYTHAGORAS [um 570-497 v. Chr.]

8Wir definieren den Betrag gemif (2.2). Fiir uns ist ausschlieBlich diese Definition maBgebend
und nicht ihr geometrischer Inhalt oder der Satz des Pythagoras. Wir haben unsere Definition
lediglich in Ubereinstimmung mit der Elementargeometrie gewihlt. Fiir eine andere (ebenfalls
mégliche) Definition des Betrags siehe Ubungsaufgabe 2.4.
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fiir alle @,y € R?. Aus naheliegenden Griinden heiBt diese Ungleichung Dreiecks-
ungleichung. Als Ubung mége man die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung mit Hilfe
der Ordnungsregeln fiir reelle Zahlen nachweisen, s. Ubungsaufgabe 2.1.

Die obige Definition (2.2) des Betrags stellt eine Erweiterung der Definition fiir
R' := R dar, denn fiir die reellen Zahlen

reR < (2,0) € R? (2.4)

erhalten wir?

(2,0)] = Va2 =[] .

Die letzte Gleichung folgt aus der Definition der Quadratwurzel'®. Deshalb gilt
Gleichung (2.3) auch fiir ,y € R. Diesen Fall hatten wir bereits in Beispiel 1.4
betrachtet.

Abbildung 2.4 Zur Kreisgleichung

In R? stellt der Ort aller Punkte P = & = (z,y), die vom Mittelpunkt M = (0, o)
den gleichen Abstand r haben, also die Menge

(PER?| [P-M|=r} = {o=(r.0) € R | (s 20)" + (y—w)? ="} .

als Folge des Satzes von Pythagoras die Kreislinie'! mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius r dar, s. Abbildung 2.4.

9Wir stellen uns bei dieser Sichtweise vor, daB IR! in IR? auf die gleiche Weise eingebettet ist
wie eine Gerade in eine Ebene.

10Man erinnere sich, daB die Quadratwurzel einer positiven Zahl a die positive Ldsung der
Gleichung x2 = a ist.

HEnglisch: circle. Kreisscheibe heifit dagegen ,,disk”.
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UBUNGSAUFGABEN
2.1 Beweise die Dreiecksungleichung (2.3).

2.2 Wann gilt in der Dreiecksungleichung (2.3) die Gleichheit?
2.3 Weise nach, da8 fiir beliebige Zahlen a1, %o, . .., x, € R? die Ungleichung

|1 4+ @2 + - @ | < @ |+ 2] + -+ [ (2.5)
gilt. Warum gilt Gleichung (2.5) auch fiir ©1,x2,...,x, € R?
Y
A
y?’ 7777777777777777777777777777777777777777777777 ; _ Q
» //’//
58 SEREPREPRE: ‘ 'R
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T €2

Abbildung 2.5 Abstandsmessung auf Achsenparallelen

o 2.4 Abbildung 2.5 zeigt, wie man den Abstand zwischen den beiden Punkten P und
Q statt euklidisch (Luftlinie) durch Betragssummenbildung léngs Achsenparallelen
messen kann. Der Betragssummen-Abstand zwischen zwei beliebigen Punkten P =
(z1,91) und Q = (z9,y2) in R? ist definiert durch

DISTsum (P7Q) = ‘xQ - $L‘1| + |y2 - y1| .
Zeige:
(a) Der Betragssummen-Abstand DIST sum (P, Q) ist fiir beliebige Punkte P und
Q groBer oder gleich dem Euklidischen Abstand DIST (P, Q).

(b) Es gibt Punkte P und Q, fiir die die beiden Absténde iibereinstimmen. Wann
ist dies der Fall?

(¢) Fiir beliebige Punkte P und Q gilt DIST qum (P, Q) < /2 - DIST (P, Q).

* 2.5 (Hohe eines Tetraeders) Ein Tetraeder ist eine Pyramide absoluter Sym-
metrie, d.h. es hat 4 kongruente gleichseitige Dreiecke als Seiten. Berechne bei
gegebener Kantenldnge a die Hohe des Tetraeders. Hinweis: Berechne die Hohe ei-
nes gleichseitigen Dreiecks und zeige, daf3 die Projektion der Pyramidenspitze beim
Tetraeder die Hohe der Pyramidenbasis im Verhéltnis 2 zu 1 teilt.
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2.2 Die Gaufische Zahlenebene

Ahnlich wie der Euklidische Raum IR? besteht die Menge der komplexen Zahlen aus
Paaren reeller Zahlen. Tatséichlich identifiziert man € mit der Menge IR?, wobei die
Additionsregel (1.37) der Vektoraddition (2.1) entspricht und die Multiplikations-
regel (1.38) fiir die Elemente z = z + iy := (x,y) € R? hinzukommt'2.

Daraus folgt insbesondere, dafl wir € mit einer x-y-Ebene identifizieren kénnen,
derart, dal die z-Achse den Realteil und die y-Achse den Imaginérteil der kom-
plexen Zahl z = z + iy darstellt. Diese Darstellung der komplexen Zahlen wird
die Gaufische'® Zahlenebene genannt. Die multiplikative Einheit 1 wird durch den
Punkt (1,0) € R? dargestellt, wohingegen die imaginiire Einheit i dem Punkt
(0,1) € R? entspricht. Die z-Achse heift in diesem Fall reelle Achse und die y-
Achse imaginédre Achse.

So gibt es auch fiir komplexe Zahlen den Begriff des Betrages als Abstand zwischen
z und dem Ursprung in der Gaufischen Zahlenebene, und es gilt gemif (2.2)

|z + Y| :== Va2 +y? (2.6)
oder entsprechend

|z| :=Vz-Z. (2.7)
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Abbildung 2.6 Die GauBsche Zahlenebene

Sitzung 2.1 Die ABS Funktion kann bei DERIVE auch fiir komplexe Zahlen ver-
wendet werden. Bestimme |1 + 4|, und gib eine geometrische Interpretation in der
Gauflschen Ebene an. Zeige, daB die Gleichungen (2.6) und (2.7) sich entsprechen.
Zeige, daf} fiir alle komplexen Zahlen z := x + ¢y und w := u + iv die Beziehung

12Bei dieser Darstellung wird die Identifikation z € R < (,0) € R2 < 24+ 0-i € € aus (2.4)
besonders deutlich.
13CARL FRIEDRICH GAUSS [1777-1855]
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|z w| = |z] - [w] (2.8)
(oder einfacher |z - w|® = (|2 - |w|)?) gilt.

Die Tatsache (2.8), dafi der Betrag mit der Bildung von Produkten vertauschbar
ist, folgt aus der entsprechenden Regel fiir die konjugiert-komplexe Zahl (1.40)

(1.40)

pruP=(ow o) Y s wzw= (7). (0w = bl
UBUNGSAUFGABEN
2.6 Beweise, daf fiir alle komplexen Zahlen z € C \ {0}
(a) % - % und (b) |2"| = |s|" fiir allen € Z gilt.

2.7 Wo in der Gaufischen Zahlenebene liegen die Zahlen z, fiir die

|z 4+ 1| = |z — 1]
gilt? Gib sowohl ein geometrisches als auch ein rechnerisches Argument.
2.8 FErklire das Ergebnis von Ubungsaufgabe 1.41 fiir |2| = 1 geometrisch.

z—a
l1-az

2.9 Zeige, dafl

=1 ist fiir alle z € C mit |z| = 1 und alle a € C mit a # z.

2.10 Berechne alle komplexen Zahlen z € C, die die Gleichung 28 = 1 erfiillen.
Zeichne die Losungen in der Gaufischen Zahlenebene ein. Welche Figur ergeben sie?

2.11 (Parallelogrammgleichung) Zeige die folgende Beziehung zwischen den
Diagonalenlingen dy und de und den Seitenlédngen ay und ay eines Parallelogramms:

df +d§ = 2(a§ +a§) .

Hinweis: Man arbeite mit den Seitenvektoren z; € C und z» € C des Parallelo-
gramms, und stelle die Diagonalenvektoren mit Hilfe von Addition bzw. Subtraktion
dar.

2.12 Seien z, zp € C zwei komplexe Zahlen, und sei'* o der Winkel zwischen den
Vektoren zy und zs in der Gaufischen Zahlenebene. Bezeichnet cos o den elemen-
targeometrischen Kosinus des Winkels o (Ankathete/Hypotenuse), dann gilt die
Beziehung Re (z173) = |z1]|22| cos a.

2.13 (Kosinussatz) Zeige unter Benutzung von Aufgabe 2.12 den Kosinussatz:

|21)% 4 |22|? — 2|21]|22] cosa = |zp — 21 |* .

14Das Symbol « ist der griechische Buchstabe ,,alpha”.
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3  Funktionen und Graphen

3.1 Reelle Funktionen und ihre Graphen

Definition 3.1 (Reelle Funktionen) Eine reelle Funktion f ist eine Regel, die
den reellen Zahlen x € D des Definitionsbereichs D C R jeweils eine reelle Zahl
f(x) zuordnet. Die Zahl f(x) heifit der Wert! von f an der Stelle x oder das Bild?
von z unter der Funktion f. Entsprechend heifit x ein Urbild® des Punktes f(x).
Wir schreiben in dieser Situation auch z — f(z). Beim Ausdruck f(z) sagen wir
manchmal auch, daf§ x das Argument dieses Funktionsaufrufs sei. Die Menge aller
Werte von f

f(D):={f(z) e R| z € D}

heilt der Wertebereich oder auch Bild* von f. Wir nennen x die unabhéngige Va-
riable von f. Héufig ist der Definitionsbereich D C IR von f ein Intervall oder ganz
R. Um den Definitionsbereich einer Funktion zu spezifizieren, verwenden wir die
ausfithrlichere Schreibweise f : D — IR oder auch

D—-1R
I wos f(a)

Beispiel 3.1 Die Betragsfunktion

s T >
(1.22) | = { T falls x > 0

I -7 sonst

und die Vorzeichenfunktion

1 falls x > 0
(1.23) signz = ¢ —1 falls x <0 |
0 falls z =0

die wir in Kapitel 1 definiert haben, stellen Beispiele von Funktionen dar, die in
ganz R erklirt sind. Auch die Quadratfunktion sqr (z) := 2% und die Quadrat-
wurzelfunktion sqrt (z) := /7 sind reelle Funktionen. Man beachte jedoch, daf}
letztere Funktion nur fiir nichtnegative z-Werte definiert ist. Der Definitionsbereich
der Wurzelfunktion ist also R{ = [0,00) und nicht R. A

1Englisch: value
2Englisch: image
3Englisch: preimage
4Englisch: range
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Man kann eine reelle Funktion f mit Hilfe eines z-y-Koordinatensystems graphisch
darstellen. Dazu zeichnet man das Bild der Punkte

{(z,y) eR* | y=f(2)} .

Diese ebene Menge heifit der Graph von f. Es folgen die Graphen der Betragsfunk-
tion, der Vorzeichenfunktion sowie der Quadrat- und der Wurzelfunktion.

Y
A
abs 37
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Abbildung 3.1 Einige Beispielgraphen reeller Funktionen

DERIVE-Sitzung 13.5 gibt eine Anleitung, wie man DERIVE zur graphischen Dar-
stellung benutzen kann.
Das Beispiel der Kreisgleichung

P +y?P=1, (3.1)

die fiir jedes ¢ € (—1, 1) zwei Losungen y hat, zeigt, dafl eine Gleichung mit zwei Va-
riablen z und y nicht einer Funktion = — y(z) entsprechen muf}. Jede Gleichung FE,
die wie Gleichung (3.1) die Variablen  und y miteinander in Verbindung setzt, heifit
implizite Funktion. Die graphische Darstellung einer impliziten Funktion erhélt man
durch Darstellung der Menge®

{(z,y) € R*| E ist wahr} .

Nur wenn die Gleichung eine eindeutige Lésung y(x) besitzt und damit eindeutig
nach y aufgelést® werden kann, ist eine implizite Funktion tatsichlich eine Funktion
— denn eine Funktion muf} definitionsgeméf fiir jedes x aus ihrem Definitionsbereich
genau einen Wert y(z) besitzen. Auch wenn diese Eigenschaft fiir alle Zahlen x in
einem bestimmten Intervall I C IR gilt, so heifit das noch lange nicht, dafl wir
tatsichlich eine explizite Formel y(z) angeben kénnen.

5Man kann zumindest prinzipiell zu so einer graphischen Darstellung gelangen; es ist jedoch oft
schwer, die Werte (z,y) € IR? zu bestimmen, fiir die die Gleichung E gilt.

6Die Auflésbarkeit ist somit gleichwertig mit der Existenz einer eindeutigen Lésung und nicht
mit der Existenz einer Formel fiir diese Losung.
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Graphisch betrachtet bedeutet die Tatsache, dafl man die Gleichung an einer
Stelle 2y nach y auflésen kann, daf3 die Parallele zur y-Achse, die durch xg geht, den
zugehorigen Graphen genau einmal schneidet.

UBUNGSAUFGABEN

3.1 Gib eine explizite Darstellung der impliziten Funktion
lz| + [y —3|—-3|=1.

3.2 Zeige: Ersetzt man x durch x/a fiir ein a > 0 in der impliziten Funktionsglei-
chung

F(z,y) =0 (3.2)

(wobei F' eine beliebige Funktion der beiden Variablen x und y ist), so dndert sich
die Skalierung in z-Richtung um den Faktor a, so daf3 der Graph von Gleichung (3.2)
in Richtung der x-Achse um den Faktor a gedehnt oder (falls a < 1) gestaucht wird.
Ersetzen wir y in Gleichung (3.2) durch y/b (b > 0), so wird der Skalierungsfaktor
in y-Richtung um den Faktor b vergrofiert oder verkleinert, und der Graph in y-
Richtung gedehnt oder gestaucht. (Genau diese Substitutionen werden im
und im Befehl bei DERIVE durchgefiihrt.)

Stelle die Einheitskreislinie mit der Gleichung x? +vy? = 1 graphisch dar. Benutze
den Befehl, um die Skalierung einer der Achsen zu dndern. Wie sieht das
Bild nun aus?

<& 8.3 Zeige mit quadratischer Ergéinzung (s. Umformung von Gleichung (3.10)), daf8
der Graph einer Gleichung der Form

P 4ar+y  +by+c=0 (3.3)

immer ein Kreis ist oder so degeneriert, dafl es keinen reellen Graphen gibt. Zeige,
daB der Radius r dieses Kreises durch r = 7“’“2”2_40 gegeben ist. Priife nach,
ob folgende Gleichungen einem Kreis entsprechen, berechne ihren Mittelpunkt und
Radius und stelle die Funktionen mit DERIVE graphisch dar.

(a) 22 +24+9y*+y=0, (b) 22% —x+2y*—2y—-3=0,
(¢) x> +4r+y*—4y—3=0, (d) 32%—20x+3y* —4y+3=0,
() 22 —20+1y*+2y+2=0, () 2?—kx+y*+2y=0(k=0,...,5).

<& 3.4 Der Graph der impliziten Gleichung

2 2
Y T
e !

ist ein gedehnter Kreis, eine sog. Ellipse. Stelle die Ellipsen fiir b := 1 und die Werte
a:=1/2,1,2, und 3 graphisch dar.
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3.5 Konstruiere entsprechend Gleichung (3.3) die Gleichung einer allgemeinen El-
lipse, die durch Verschiebung in z- und y-Richtung entsteht.

<& 3.6 Betrachte die implizite Funktion, die durch die Gleichung
v —3y—2=0 (3.4)
definiert wird und die Gleichung

y(0) =0

erfiillt. Die Gleichung (3.4) kann man leicht explizit nach x auflésen. Stelle den
entsprechenden Graphen mit DERIVE dar. Man beachte, daf3 nun die y-Achse nach
rechts, und die x-Achse nach oben zeigt. Wie wiirde der Graph in einem gewdhnli-
chen z-y-Koordinatensystem aussehen?

Lasse DERIVE die Gleichung (3.4) nach y auflésen. DERIVE kann alle Gleichungen
dritten Grades” (und einige vierten Grades) losen®. Die Ausgabe ist jedoch im all-
gemeinen zu untibersichtlich und daher nicht von grofiem Interesse. Im vorliegenden
Fall ist dies jedoch nicht so. Es macht nichts, wenn die Ausgabe im Augenblick
nicht verstanden wird. Sie wird spéter verstéindlich werden. Man kann jedoch y(zx)
graphisch darstellen. Dazu mufl man diejenige Loésung finden, die der Bedingung
y(0) = 0 geniigt. Stelle alle drei Lésungen graphisch dar und achte darauf, wie diese
ineinander iibergehen.

Wie sieht der groBBtmogliche Definitionsbereich der betrachteten impliziten Funktion
aus?

3.2 Lineare Funktionen und Geraden

Jede Gleichung der Form
Ar+By=C (A,B,CeR)

stellt eine Gerade L in R? dar. Gilt B # 0, dann ist diese Gleichung nach y auflssbar
und man erhalt
A C

y:—Ex—I—E::mx—i—b. (3.5)
Fiir —% schreibt man meist m. Diese Zahl heifit Steigung® der Geraden L. Die
Zahl b := % ist der y-Achsenabschnitt von L. Denn fiir = 0 erhalten wir gerade
y = b, so dal L die y-Achse im Punkt (0, b) schneidet. Was ist aber die geometrische
Bedeutung der Steigung? Vergréfiern wir den Wert von « um 1, so entspricht die

"Der Grad eines Polynoms wird in § 3.3 erkliirt.
8Solange der Speicherplatz ausreicht.
9Englisch: slope
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Anderung des y-Wertes der Differenz der y-Werte an der Stelle 241 und der Stelle
x:10

y(z+1) —y(z) = (m(x—i— 1) —|—b) —(mz+b)=m.

Dies gibt der Steigung m eine Bedeutung: Sie ist gleich der Verénderung in Rich-
tung der y-Achse, wenn xz um 1 vergréflert wird. Wir betrachten nun eine beliebige
Anderung des z-Wertes. Eine solche Anderung auf der az-Achse wird oft mit Az
bezeichnet!!, wiihrend die entsprechende Anderung auf der y-Achse durch

Ay :=y(z + Azx) — y(z)

berechnet werden kann. Bei unserer Geradengleichung folgt nun
Ay = y(z+Azx) —y(z) = (m(x + Az) + b) — (mz+b) =m- Az,

so daf} die Steigung m in allen Punkten = € IR dem Verhiltnis Ay/Ax entspricht,
s. Abbildung 3.2.

Die Darstellung (3.5) der Geradengleichung heifit Steigungs-Achsenabschnitts-
Form. Dies ist die wichtigste Art der Darstellung, da hier die Geradengleichung
nach y aufgelost ist und deshalb die Gerade mit einer Funktion

R—-R

I x— f(z):=y=mz+b

in Verbindung steht. Eine derartige Funktion heifit lineare Funktion.

mx+b

Abbildung 3.2 Die Steigung einer linearen Funktion

Wir wollen nun die Gleichung fiir eine Gerade aufstellen, die durch zwei Punkte
Py = (z1,y1) und Py = (22,y2) (z1 # x2) geht. In diesem Fall gilt offensichtlich

10Man beachte, da8 y(z+1) auf der linken Seite den Funktionswert von y an der Stelle z + 1
bezeichnet, wihrend m(z + 1) im mittleren Ausdruck das Produkt der Zahlen m und z + 1 ist.
HDer griechische Buchstabe A (,,Delta”) entspricht dem D des Wortes Differenz.
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Ay  y2—wn
St A £ Bkt 13 3.6
"= Ax To — X1 (3.6)

so daf} diese Zahl der Steigung m entspricht. Wir berechnen weiter den y-Achsen-
abschnitt b. Dazu beachte man, daf§ aus der Gleichung

y1 =mxy +b
folgt, daf3 gilt

Y2 — Y1 o= Y1Z2 — Y21

1 (3.7)
To — I T2 — T1

b=y1 —mz1 =1y —
Wir wollen jedoch noch andere Darstellungen fiir die Geradengleichung angeben,
die man sich leichter merken kann. Da die Steigung m fiir alle Punkte P = (z,y)
gleich ist, erhalten wir ndmlich

_Y "0 _Y—hn (3.9)
T—x1 To—T1 ’

m

Die linke Gleichung der Gleichungskette (3.8) heiit Punkt-Steigungs-Form, wihrend
die rechte Gleichung von (3.8) Zwei-Punkte-Form der Geradengleichung genannt
wird.

Sitzung 3.1 Die Steigung und den y-Achsenabschnitt der Geraden durch die Punk-
te Pr = (z1,y1) und P> = (z2,y2) erhiilt man durch Auflésen der beiden Gleichungen

y1 =mx1+b

und
Y2 =mz2+b

nach b und m. Wir fithren dies mit DERIVE durch. Man #ndere dazu den Einga-
bemodus mit Hilfe des | Options Input Word | Befehls von Character (Buchsta-
beneingabe) in Word (Worteingabe), um mehrbuchstabige Variablennamen wie y1
eingeben zu kénnen. Man gebe dann den Vektor [yl = m x1 + b, y2 = m x2 + b]
ein und 16se diese Gleichungen mit Hilfe des Befehls nach b und m auf.
Man bekommt erneut (3.6)—(3.7).

Man definiere weiter die DERIVE Funktion

ZWEIPUNKTEFORM(x,x1,y1,x2,y2) := (y2-y1)/(x2-x1)*x+(yl x2-y2 x1)/(x2-x1)

deren Wert der rechten Seite der Geradengleichung durch die Punkte P, und P
entspricht (s. Gleichungen (3.6) und (3.7)).

Berechne die rechten Seiten der Geradengleichungen fiir die Gerade durch (1,0) und
(0,1) und fiir die Gerade durch (0,0) und (1, 1) mit der Funktion ZWEIPUNKTEFORM,
und stelle alle drei Geraden graphisch dar!

Man stelle zuletzt die Gerade mit der Steigung m := 1 und dem y-Achsenabschnitt
b := —1 graphisch dar.
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Man sieht, dafl zwei der Geraden parallel sind und daf sie senkrecht (orthogonal)
auf der dritten Geraden stehen'?. Was charakterisiert diese Eigenschaften?

Addiert man zu einer beliebigen Gleichung y = f(z) eine Zahl yo, so verschiebt
sich der Graph von f in y-Richtung um yg Einheiten, da fiir alle = der Funktionswert
f(x) + yo gerade um diesen Summanden grofler als f(z) ist. Deshalb sind zwei
Geraden (von denen keine parallel zur y-Achse verlaufe) genau dann parallel, wenn
sie die gleiche Steigung haben, oder — dquivalent ausgedriickt — wenn die zugehorigen
Funktionen sich um eine bestimmte Konstante unterscheiden.

Eine Parallelverschiebung zeigt, dafl die Orthogonalitét zweier Geraden nicht von
ihrem y-Achsenabschnitt abhéngt. Zwei Geraden (von denen keine parallel zur y-
Achse verlaufe)

Li: y=mz bzw. Ly: y=mox

stehen genau dann senkrecht aufeinander, wenn Lo aus L; erzeugt werden kann,
indem man die z-Richtung von Ly zur y-Richtung von L5 und die y-Richtung von L
zur negativen z-Richtung von Ly macht (man mache sich klar, was das geometrisch
bedeutet!). Das heifft, wir miissen in der Gleichung von L; gleichzeitig « durch y
und y durch —x ersetzen, um die Gleichung von Ly zu erhalten:

1
—r=my — Y=———x =1MaT.
mi

Da die rechte Gleichung nun die von Ly sein soll, folgt die Beziechung mo = —mil.
Gilt umgekehrt diese Beziehung, dann sind L; und Ly orthogonal, wie man durch

eine dhnliche Betrachtung sieht.

UBUNGSAUFGABEN

& 3.7 Schreibe eine DERIVE Funktion PUNKTSTEIGUNGSFORM(x,m,x1,y1), die die
rechte Seite der Gleichung der Geraden durch den Punkt (x1,y;) mit der Steigung
m erzeugt. Uberpriife die Funktion und stelle die Parallelen mit Steigung 2 durch
die Punkte (0,k), (k = —4,-3,...,4) sowie ihre Orthogonaltrajektorien'® durch
die Punkte (k,0), (k = —4,-3,...,4) mit DERIVE graphisch dar. Man verwende
dazu die VECTOR Funktion.

3.3 Reelle Polynome

Der Ausdruck

P(x):ao+a1x+a2x2+-~-+anx”:Zakxk (ay €R (k=0,...,n))
k=0

12Wenn, wie im Anhang (Kapitel 13) beschrieben, die von DERIVE richtig eingestellt
sind.
13Damit werden die auf den gegebenen Geraden senkrecht stehenden Geraden bezeichnet.
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(wir verwenden weiterhin die Konvention 2 = 1) heifit reelles Polynom bzgl. der
Variablen z. Der hochste Exponent n heift Grad'* des Polynoms, und wir schreiben
degp = n. Ein Polynom vom Grad 1 ist eine lineare Funktion. Ein Polynom vom
Grad 2 nennen wir quadratisch, wihrend ein Polynom vom Grad 3 kubisch genannt
wird. Entsprechend unserer Vereinbarung ist eine konstante Funktion ein Polynom
vom Grad 0. Die Zahl ar € R (k =0, ...,n) heifit der k. Koeffizient des Polynoms.
Zwei Polynome stimmen offensichtlich nur dann iiberein, wenn alle ihre Koeffizienten
gleich sind.

Wir wollen uns zundchst mit quadratischen Funktionen beschéftigen. Die einfach-
ste Funktion dieses Typs ist die Quadratfunktion

fla)=2a*, (3.9)
die wir schon in Abbildung 3.1 auf S. 46 graphisch dargestellt hatten.

Sitzung 3.2 Wir wollen die graphische Darstellung quadratischer Funktionen ge-
nauer betrachten. Stelle die Gleichung (3.9) mit DERIVE graphisch dar. Der Graph
heifit Parabel. Den Ursprung nennt man den Scheitel der Parabel. Wie sehen die
Graphen anderer quadratischer Funktionen aus? Man betrachte mit Hilfe der VECTOR

Funktion y = k 22 sowie y = k% —(k+ 1)z — 1 jeweils fiir k = —4,-3,...,4 (man

vereinfache die Vektoren zuerst mit | Simplify |!).

Betrachtet man die Graphen einiger quadratischer Funktionen, so stellt man fest,
daf sie alle sehr d&hnlich aussehen, nédmlich wie eine Parabel, deren Scheitel verscho-
ben worden ist, und deren Offnung entweder in Richtung der positiven oder der
negativen y-Achse zeigt. Kénnen wir dies beweisen? Die allgemeine quadratische
Funktion hat die Form (a,b,c € R)

f(z)=az’+ bz +c. (3.10)

Wir fithren folgende Umformung durch und benutzen dabei die quadratische Ergén-
15
zung

/()

9 5 b c 5 b b2 b2
ar®+br+c=a x—l—ax—l—a =a x—l—ax—i—— +c

4a? B E
o T b 2 + B b2
“ 2a ¢ 4a '

Es zeigt sich, dal der Graph von f dem von y = ax? entspricht, wobei der Scheitel
um —% in z-Richtung und um c— % in y-Richtung verschoben wurde. Dies folgt
aus der Tatsache, dafl eine Ersetzung von x durch z— B in der Gleichung y = f(x)
(mit einer Konstanten B € IR) dazu fithrt, daf sich der z-Wert der Gleichung um
B Einheiten nach links und damit der Graph um denselben Betrag nach rechts

verschiebt.

MEnglisch: degree
15Die quadratische Erginzung wird auch zur Lésung der allgemeinen quadratischen Gleichung
verwendet. Englisch: completion
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Was haben die Losungen der quadratischen Gleichung
az® +br+c=0 (3.11)

mit der zugehorigen Parabel zu tun? Offensichtlich reprisentiert Gleichung (3.11)
alle Zahlen z mit f(z) = 0 in Gleichung (3.10). Geometrisch bedeutet dies, dafl die
Losungen der Gleichung (3.11) diejenigen Zahlen x sind, fiir die die Parabel (3.10)
den y-Wert 0 hat und deshalb die xz-Achse schneidet.

Sitzung 3.3 Wir wollen mit DERIVE ein Beispiel dieser Art vorstellen. Man de-
finiere y=x?—x—3/4 und stelle den Graphen dieser Funktion dar. Man schitze,
wo die Nullstellen liegen, 16se die entsprechende quadratische Gleichung y = 0 und
vergleiche.

Polynome mit einem Grad n, der grofler als 2 ist, sind auf dhnliche Weise mit dem
Monom p(x) = «™ verbunden.

Sitzung 3.4 Stelle die ersten zehn Monome VECTOR(x"n,n,1,10) graphisch dar'®.
Wie man sieht, steigt das Wachstum fiir x > 1 mit dem Grad an. Die Werte von
" sind fiir negative x positiv, wenn n gerade ist, und negativ fiir ungerade n. Fiir
ungerade n sind die Graphen symmetrisch zum Ursprung, wéihrend sie fiir gerade n
symmetrisch zur y-Achse sind. Die Punkte (0,0) und (1,1) liegen auf den Graphen
aller Monome.

Die erwdhnten Symmetrieeigenschaften von Monomen kénnen leicht nachgewiesen
werden. Man beachte, dafl zwei ebene Punkte (z1,y1) und (z2,y2) genau dann

symmetrisch zum Ursprung sind, wenn x5 = —x; und yo, = —y; gilt, so dal der
Graph einer Funktion f genau dann symmetrisch zum Ursprung ist, wenn gilt
f—a)=~f@@) (@eR). (3.12)
Weiterhin sind zwei ebene Punkte (x1,y1) und (x2,y2) genau dann symmetrisch zur
y-Achse, wenn z9 = —z1 und y, = y; gilt, so daf der Graph einer Funktion f genau
dann symmetrisch zur y-Achse ist, wenn gilt
f—) = f(x) (eR). (3.13)

Fiir das Monom p(x) = 2™ erhalten wir

falls n gerade ist. Dies liegt an der Beziehung

" 1 falls n gerade ist
1 ={ §

-1 falls n ungerade ist (3.14)

16Wer einen langsamen Rechner hat, sollte nur die ersten 5 Monome graphisch darstellen, da die
Ausgabe sonst sehr lange dauern kann.
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(s. Ubungsaufgabe 3.9). Wir nennen deshalb Funktionen mit der Eigenschaft (3.12)
ungerade Funktionen'” und Funktionen mit der Eigenschaft (3.13) gerade Funktio-
nen'8. Wir wollen erwihnen, daf man jede beliebige Funktion f (die in einem zum
Ursprung symmetrischen Intervall I definiert ist, z. B. I = R) auf genau eine Wei-
se in eine Summe aus einer geraden und einer ungeraden Funktion zerlegen kann,
s. Ubungsaufgabe 3.10. Diese Funktionen werden der gerade bzw. der ungerade An-
teil von f genannt und sind wie folgt definiert:
f(@) + f(=x)

fgerade = f und fungerade =

f@)~ f-a)

. (3.15)

Diese Konstruktion wird spéter z. B. dazu benutzt werden, die hyperbolischen Funk-
tionen zu erkléren.

Sitzung 3.5 DERIVE kann Polynome in zwei Standardformate umformen. Dies ge-
schieht mit Hilfe der Meniis und . Definiere den Ausdruck
PRODUCT (x-1/k,k,1,10). Dies ist die faktorisierte Form eines Polynoms, an der
man sofort die Nullstellen'® ablesen kann, d.h. diejenigen Punkte, an denen das
Polynom verschwindet bzw. den Wert Null hat. Expandiere nun den Ausdruck mit
dem Menii. Die expandierte Form eines Polynoms ist die Form, bei der
alle Faktoren mit Hilfe des Distributivgesetzes ausmultipliziert worden sind. Fakto-
risiere das Ergebnis mit dem Befehl [ Factor Rational | wieder zuriick. DERIVE
findet alle Faktoren (2 — a) mit rationalem®® a. In bestimmten Fillen findet DERIVE
auch irrationale und komplexe Faktoren. Um jedoch nicht unnétig Rechenzeit zu
verschwenden, empfiehlt es sich, zuerst die rationale Faktorisierung zu verwenden.
Nur wenn diese erfolglos bleibt, sollte man statt dessen auf die Faktorisierung mit
oder ausweichen. Bei unserem Beispiel funktioniert die ra-
tionale Faktorisierung, obwohl auch diese einige Zeit benttigt. Man beachte, daf die
Faktorisierung von Polynomen fiir gewhnlich sehr zeitaufwendig ist?!.

Am Ende diese Abschnitts wollen wir einige zentrale algebraische Eigenschaften von
Polynomen behandeln.

Satz 3.1 (Abdividieren von Nullstellen) Ist z( eine Nullstelle des Polynoms
p(x) =ag+ a1z + -+ ayz™, dann ist p(z)/(z — o) ein Polynom vom Grad n — 1.

Beweis:  Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir die Identitiit

k

2" —zf = (& — o) (:Ek71 + zoz" 2

+...+mgi2m+xlgil) = (,’L'*x())qk:—l(m) 5 (316)

die fiir alle 2,20 € R und k € N gilt, siche Ubungsaufgabe 1.22. Hierbei stellt g; offenbar
ein Polynom vom Grad j bzgl. der Variablen x dar.
Ist nun zo eine Nullstelle von p, so folgt unter Verwendung von (3.16)

17Englisch: odd functions

18Englisch: even functions

YEnglisch: zero

20 Allerdings kann a symbolisch sein.

21Das ist nicht verwunderlich: Man versuche einmal, die gegebene expandierte Formel von Hand
zu faktorisieren!
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p(x) =p(z) —p(xo) = (a0 +arz+- -+ anz") — (a0 +a1xo + - + anzg)
= (z— o) (a1 + a2qu(x) + azqa(z) + - + angn-1(x))
= (z—=zo)q(x),
wobei ¢ ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Daraus folgt die Behauptung. O

Als sofortige Folgerung (Induktion!) haben wir??

Korollar 3.1 Ein nichtverschwindendes Polynom vom Grad n hat hochstens n
Nullstellen. O

Eine weitere wichtige Folge ist der sogenannte Identitédtssatz fiir Polynome.

Korollar 3.2 (Identititssatz) Zwei Polynome p(x) = ag + a1 + -+ - + a,z™ und
q(z) = by + brx + - - + byx™ vom Grad n, die an n + 1 verschiedenen Stellen den
gleichen Wert annehmen, sind identisch, d.h. ay = b, (kK =0,...,n), und stimmen
somit sogar fiir alle x € R iiberein.

Beweis:  Die Funktion p — g ist offenbar ein Polynom mit deg(p — ¢) < n. Da p und ¢
an n + 1 Stellen iibereinstimmen, hat p — ¢ andererseits mindestens n + 1 Nullstellen. Aus
Korollar 3.1 folgt dann, dal p — ¢ das Nullpolynom ist. O

UBUNGSAUFGABEN

< 3.8 Sei f(z) = 2?2 —x—3/4. In DERIVE-Sitzung 3.3 wurde der Graph dieser Funktion
dargestellt und die entsprechende quadratische Gleichung f(xz) = 0 gelést. Bestimme
anhand des Graphen, fiir welche Werte von = die Ungleichungen f(z) < 0 und

f(x) > 0 gelten. Kann man diese Ungleichungen auch mit DERIVE Iésen3.

3.9 Beweise Gleichung (3.14) durch Induktion.

0 3.10 Zeige, daB fiir jede Funktion f : I — R eines zum Ursprung symmetrischen In-
tervalls I genau eine gerade Funktion fgerade SOWie eine ungerade Funktion fungerade
existiert, fiir die die Beziehung f = fgerade + fungerade gilt. Diese sind durch (3.15)
gegeben.

k

n
3.11 Bestimme fiir ein allgemeines Polynom Y apx® vom Grad n die Zerlegung in

k=0
geraden und ungeraden Anteil.

3.12 Untersuche die Summen, die Differenz, das Produkt und den Quotienten gera-
der und ungerader Funktionen. Welche Symmetrie haben die resultierenden Funk-
tionen?

3.13 Zeige, daB3 die Funktion

n

i apxk - Z(—l)kak:ﬂk
k=0

k=0

gerade ist.

22Ein Korollar ist eine Folgerung aus einem Satz.
23Die Antwort auf diese Frage hingt von der Version von DERIVE ab.
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<& 3.14 Stelle mit DERIVE die Funktion f(x) := z(x—1)(x—2)(x+1)(x+2) graphisch
dar. Welche Symmetrie besitzt f? Wie kann man die Symmetrie der Definition von f
bzw. der ausmultiplizierten Form ansehen? Die Nullstellen von f sind offensichtlich
—2,—1,0,1 und 2. Wo scheint das lokale Maximum und das lokale Minimum von
f zu liegen? Finde Naherungswerte fiir den z- und den y-Wert dieser Stellen. (An
spéterer Stelle konnen wir beweisen, daf3 das positive lokale Maximum an der Stelle

x =4/2 — Y5 = 0.54391225590233803076... und das positive lokale Minimum an
der Stelle x = \/ 3 + > = 1.64443286815826858429... liegen.)

3.15 Beweise durch quadratische Ergéinzung, daf3 die Losungsformel fiir quadrati-
sche Gleichungen aus DERIVE-Sitzung 1.6 richtig ist.

< 3.16 Bestimme mit Hilfe von DERIVE die Koeffizienten a,b und c der allgemeinen
Parabel ax?® + br + ¢, die durch die Punkte (x1,y1), (z2,y2) und (x3,ys3) geht.
Verwende das Ergebnis, um die Parabeln zu ermitteln, deren Graph durch folgende
Punkte geht:

(a) (~1,1), (0,0) und (1,1), (b) (~1,0), (0,0) und (1,1),
(¢) (~1,-1), (0,0) und (1,1), @) (0,0), (k,0) und (1,1) (k € R\{1}).

Man stelle die Losungsfunktionen graphisch dar, bei (d) fiir k = —4, -3, ...,4. Was
geschieht fiir k =17

3.4 Polynominterpolation

In Anwendungsfillen haben wir fiir eine gesuchte reelle Funktion oft keine Funkti-
onsgleichung, sondern nur einige (oder auch viele) Mefiwerte — sagen wir n Stiick.
Wollen wir nun zu Werten kommen, die wir nicht gemessen haben (wir kénnen ja nur
eine endliche Zahl von Werten messen), so kénnen wir den Graphen der gemessenen
Punkte durch den Graphen eines Polynoms verbinden. Diese Art der Ndherung heifit
Polynominterpolation. Wir wissen aus Korollar 3.2, daf3 ein Polynom vom Grad n—1
durch n Punkte auf seinem Graphen eindeutig festgelegt wird. Es gibt zu obigem
Problem also genau eine Losung, wenn wir den Grad des Polynoms durch n — 1
beschrénken.

Abbildung 3.3 zeigt ein Beispiel fiir eine solche Situation. Hier ist das Inter-
polationspolynom fiir die Interpolationsdaten {(—2,0),(—1,1),(0,0),(1,1),(2,0)}
dargestellt. Die allgemeine Losung dieses Interpolationsproblems kann man leicht
hinschreiben und in eine DERIVE Funktion iiberfithren. Wir verwenden dafiir be-
stimmte Produkte, die sog. Lagrangeschen?* Polynome.

24JosEPH LOUIS LAGRANGE [1736-1813]
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Abbildung 3.3 Interpolationspolynom fiir {(—2,0),(—1,1),(0,0),(1,1),(2,0)}

Es seien die Werte y; an den Stellen zy (k=1,...,n) gegeben, oder m.a. W. die
Punkte (zg,yr) (k=1,...,n) des Graphen. Wir sehen, daf} die Lagrangeschen Po-
lynome

(z—zi)(@—22) (v —wp—1) (= 2p41)(® — Tpy2) - (T — z0)
(xp — 1) (@) — @2) -+ (T — The1) (Th — Tog1) (T — Trg2) - (Th — Tp)

den Grad n — 1 haben und die Werte

Lk(l') =

(1 fallsj—k
Lk(mﬂ')_{o falls j # &

an den Stiitzstellen x; (j = 1,...,n) annehmen. Also 16st das Polynom
L(z) := g1 L1 (2) + yaLo(x) + -+ + ynLn(x) = > yaLi(x) (3.17)
k=1

das gegebene Problem, da ein direkter Vergleich zeigt, dal
L(zj) == y1L1(xj) + y2Lo(x;) + - + ynLn(;) = y;

fir alle j = 1,...,n gilt. Diese nach obiger Bemerkung eindeutige Losung des gege-
benen Interpolationsproblems heifit Lagrangesches Interpolationspolynom und wird
ausfiihrlich in § 12.4 betrachtet werden.
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Sitzung 3.6 Wir definieren die DERIVE Funktion LAGRANGE (a,x) durch?®

LAGRANGE_AUX(a,x,k,n) :=
PRODUCT ( (x-ELEMENT (a,j_,1))/(ELEMENT (a,k,1)-ELEMENT (a,j_,1)),j_,1,k-1)*
PRODUCT ( (x-ELEMENT (a, j_,1) )/ (ELEMENT (a,k,1)-ELEMENT(a,j_,1)),j_,k+1,n)

LAGRANGE(a,x) :=
SUM(ELEMENT (a,k_,2) *LAGRANGE_AUX (a,x,k_,DIMENSION(a)),k_,1,DIMENSION(a))

welche das Lagrangesche Interpolationspolynom in der Variablen x berechnet, wobei
a ein Vektor der Linge n ist und die zu interpolierenden Daten (zx,yx) (K =1,...,n)
enthalt.

Man gebe die Funktionen fehlerfrei ein.

Die benutzte DERIVE Funktion ELEMENT (v,k) ergibt das k. Element des Vektors v,
und die Funktion DIMENSION(v) berechnet seine Dimension, also die Anzahl seiner
Elemente.

Fiir die Interpolationsdaten {(—2,0),(—1,1),(0,0),(1,1),(2,0)} von Abbildung 3.3

ergibt eine Anwendung von [ Simplify | bzw. auf den Aus-

druck LAGRANGE([[-2,0],[-1,1],[0,0],[1,1],[2,0]1],%)

209 _ 2 4
T yeTy 2-2)(=+2) bzw. 5: 41737—

4 :
3 3 3

Man stelle die Interpolationsdaten® sowie das Interpolationspolynom graphisch dar!

UBUNGSAUFGABEN

& 3.17 Zeige, dafl die DERIVE Funktion LAGRANGE (a,x) aus DERIVE-Sitzung 3.6 das
Lagrangesche Interpolationspolynom bzgl. der Variablen x berechnet, wobei a ein
Vektor der Lédnge n ist und die zu interpolierenden Daten (zg,yx) (k=1,...,n)
enthalt.

Definiere LAGRANGE und sichere die Funktion fiir spdtere Verwendung in einer Datei.
Berechne mit der Funktion dann das Interpolationspolynom fiir die folgenden Daten

a) a:=[[-1,1],[0,0],[1,11],

(

(b) a:=VECTOR([k,1/k],k,1,5),

(c) a:=[[0,0],[1,0],[2,0],[1/2,11],

(d) a:=VECTOR(VECTOR(k"j,j,2,3),k,1,4),
(e) a:=[[0,0],[1,1],[2,2],(3,01],

(f) a:=VECTOR([k,COMB(5,k)1,k,0,5) ,

(g) a:=[[-4,01,[-3,11,[-2,1],[-1,1],[0,11,[1,11,[2,1],[3,1],[4,01] .

Stelle die gegebenen Interpolationsdaten und die zugehérigen Interpolationspolyno-
me graphisch dar. Bestimme auch nichtpolynomiale Interpolationen ((b), (d)).

25Wir haben die Funktionen zur besseren Lesbarkeit mehrzeilig geschrieben. Man mu8 sie jedoch
in einer Zeile eingeben.

26Dazu wende man das Kommando auf den mit Hilfe der Kursortasten hervorge-
hobenen Punktevektor an.
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<& 3.18 Die folgenden Fragen betreffen die Definition von LAGRANGE (a,x) aus DERIVE-
Sitzung 3.6.

(a) Wie konnte man auf die Hilfsfunktion LAGRANGE_AUX (a,x,k,n) verzichten?
Gibt es irgendeinen Vorteil durch die Benutzung der Hilfsfunktion zur Defini-
tion von LAGRANGE(a,x)?

(b) Was ergibt LAGRANGE(a,x), wenn die Interpolationsdaten a zwei Punkte mit
dem gleichen z-Wert, aber verschiedenen y-Werten enthalten? Erklire das
Ergebnis!

(¢) Warum wurden als Summations- bzw. Produktvariablen die Symbole j_ und
k_ und nicht einfach j und k verwendet?

3.19 Zeige: Weisen die Interpolationsdaten eine gerade oder ungerade Symmetrie
auf, ist das zugehorige Interpolationspolynom gerade bzw. ungerade.

3.5 Rationale Funktionen im Reellen

Zur Konstruktion von Polynomen werden die Operationen Addition, Subtraktion
und Multiplikation verwendet. Lassen wir zusétzlich die Division zu, kommen wir
zur Familie der (reellen) rationalen Funktionen r(x), die die Form

r(z) = p(z)

q(z)

haben, wobei p und g Polynome bzgl. x sind. Wihrend Polynome fiir alle z € IR
wohldefiniert sind (sie sind sogar fiir alle € C wohldefiniert — dies wird in § 3.6
genauer untersucht werden), sind rationale Funktionen an denjenigen Stellen z € R
nicht erklért, an denen der Nenner ¢(z) verschwindet.

Der Graph einer Funktion der Form f(z) = ¢ (a € R) wird Hyperbel genannt.
Man beachte, dafl f an der Stelle x = 0 nicht definiert ist. Ferner beobachte man
das Verhalten der Hyperbeln in Abbildung 3.4 in der Ndhe von z = 0! Wir nennen
solche Stellen z € R Polstellen von f.

Wir betrachten nun rationale Funktionen, deren Zéhler- und Nennerpolynom line-

ar sind. Diese haben die allgemeine Form r(z) = % mit Konstanten a, b, ¢, d € R.
Die Darstellung
ax+b a -4 B
= =—-4+L < =A4+ — 3.18
r(z) cx+d c+x+% +x—C ( )

(die wir z.B. durch Polynomdivision erhalten, s. Ubungsaufgabe 3.25) zeigt, daf
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der Graph von r der Hyperbel g entspricht, die um A Einheiten in Richtung der
y-Achse und C' Einheiten in Richtung der z-Achse verschoben ist.

34

—_
N
w
'
S

Abbildung 3.4 Die Graphen von f(z) = £ fiir a = ,1,2 und 3

Man betrachte die Graphen der rationalen Monome f(z) = - mit DERIVE fiir
n = 1,...,10. Diese haben alle (1,1) als gemeinsamen Punkt und am Ursprung
einen Pol.

Abbildung 3.5 Der Graph der quadratischen rationalen Funktion ﬁ

Abbildung 3.5 zeigt als weiteres Beispiel die rationale Funktion r(z) = ﬁ, die sich
vollkommen anders verhilt. Man beachte, dafl der Nenner q(x) = 1+ 2? dieser qua-
dratischen rationalen Funktion r auf Grund des Satzes 1.1 (b) nie verschwindet?7.

Dadurch unterscheidet sich der Graph von r sehr stark von einer Hyperbel.

2"Dieser Satz hatte zum Inhalt, daf reelle Zahlen z nichtnegative Quadrate 22 > 0 haben.
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Bisher haben wir nur sehr einfache Polynome und rationale Funktionen betrach-
tet. Mit DERIVE konnen wir auch kompliziertere Beispiele untersuchen.

Sitzung 3.7 Stelle den Graphen der Funktion f(x) = W mit DERIVE
dar. Man sieht, dal die Funktion die Pole x = —3, x = 1, und = = 3 hat, und daf
zwischen den letzten beiden Polen der Graph von f ein lokales Minimum in der Nihe
von (2, %) annimmt. Wir werden nun durch wiederholte graphische Darstellung die
Koordinaten dieses Punktes bestimmen. Bewege das Zentrierkreuz (das man z. B. in
Abbildung 13.10 sehen kann) mit den Kursortasten oder mit dem Befehl in
die Nahe des lokalen Minimums. Zentriere das Bild nun mit . DERIVE gibt
den Graphen dann erneut aus. Diesen Vorgang kann man mit | Zoom | in Richtung
unterbrechen und erhélt dadurch eine bessere Ndherung des Graphen von f in
der Umgebung des betrachteten Punktes. In der letzten Zeile von DERIVE, der Sta-
tuszeile, kann man die Koordinaten des Zentrierkreuzes und die Skalierungsfaktoren
sehen.

Durch Wiederholen der Befehlsfolge und erhalten wir immer

bessere Niherungen fiir die Koordinaten des Minimums.

Im allgemeinen sind die analytischen Eigenschaften von Polynomen und rationa-
len Funktionen recht kompliziert, so dafl wir diese erst in den folgenden Kapiteln
genauer betrachten werden. Thr algebraisches Verhalten ist jedoch einfacher zu un-
tersuchen.

Sitzung 3.8 Man gebe erneut den rationalen Ausdruck (1+x)/((1-x) (2+x) (x-3))
ein. Die Anwendung des Befehls?® erzeugt die sog. Partialbruchzerle-

gung®®
1 1 2

20 Bty 3@-1) 5@-3)

der Funktion.

Die Partialbruchzerlegung stellt in gewisser Hinsicht eine Vereinfachung dar: Eine
rationale Funktion wird durch eine Summe rationaler Funktionen kleineren Grades
dargestellt — in unserem Fall mit konstanten Z#éhlern. Wir wollen nun untersuchen,
wie man zu einer Partialbruchzerlegung kommt.

Die Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion r hangt offensichtlich von der
Faktorisierung des Nenners g ab. Um eine Faktorisierung von ¢ zu finden, verwenden
wir die Tatsache, daf} jeder Faktor (z — () eines Polynoms ¢ einer Nullstelle 2y von
q entspricht, s. Satz 3.1. Wir konnen ferner die Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen verwenden, um Nullstellen zu finden. Falls der Grad grofler als 2 ist,
miissen wir einige Nullstellen erraten®’, indem wir verniiftig scheinende Werte x

28Man beachte, daB auf rationale Funktionen véllig anders wirkt als auf Polynome!

29Englisch: partial fraction decomposition

30Das Erraten von Nullstellen hiingt offensichtlich von der Erfahrung oder sogar dem Scharf-
sinn des Ratenden ab. Die Tatsache, dafl ein Programm wie DERIVE in der Lage ist, Polynome
zu faktorisieren, ist nicht nur ein Resultat der hohen Rechengeschwindigkeit, sondern beruht im
wesentlichen darauf, dafl es eine Methode zur Bestimmung von Faktoren gibt, die immer erfolgreich
ist. Eine derartige Methode nennt man einen Algorithmus. In DERIVE ist ein solcher Algorithmus

implementiert. Dieser kann einen Faktor zumindest dann bestimmen, wenn der Real- und der
Imaginérteil der zugehorigen Nullstelle rational ist — falls der Speicherplatz ausreicht.
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in g einsetzen. Hat ¢ eine Nullstelle, dann kann der Faktor (z — x¢) von ¢ gemifl
Satz 3.1 gekiirzt werden. Zur Durchfithrung dieser Kiirzung verwenden wir die sog.
Polynomdivision von g durch (z — z¢). Wir geben ein Beispiel.

Beispiel 3.2 (Faktorisierung von Polynomen) Wie wollen eine Faktorisierung
des Polynoms q(z) := —2 + 222 + 5z — 6 bestimmen. Zuerst iiberfithren wir ¢ in
eine standardisierte Form mit 1 als fithrendem Koeffizienten, dem Koeffizienten des
Terms hochster Ordnung 23

q(z) = —(23 — 22% — 52+ 6) .

Da ¢ den Grad 3 hat, kann man die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen
nicht sofort anwenden. Wir miissen einen Faktor erraten. Durch Einsetzen einiger
Werte fiir « finden wir heraus, daf§ z; = 1 eine Nullstelle von ¢ ist. Die Polynomdi-
vision

(x3 —222 -5z +6) : (z—1) = 22—2-6
— (@® —2?)
—z?  —5r +6
(za*  +z)
—6x 46
(—6x +6)
0

fiihrt zur Faktorisierung
q(z) = —(2* — 222 — 52+ 6) = —(z — 1)(z* — 2 — 6) .

Die Nullstellen des verbleibenden quadratischen Polynoms kénnen mit der Losungs-
formel fiir quadratische Gleichungen ermittelt werden. Sie sind zo = —2 und z3 = 3.
Wir haben die drei Faktoren (x — 1), (z + 2) und (2 — 3) bestimmt und somit die
Produktdarstellung

q(z) = —(2® =222 =52+ 6) = —(z — 1)(z + 2)(z — 3)

gefunden. A

Wir wollen nun die Partialbruchzerlegung durchfithren. Es kénnen dabei die folgen-
den Situationen auftreten: Die reelle Faktorisierung des Nenners kann

1. einfache lineare Faktoren (x — xo),
2. Potenzen linearer Faktoren (x — 2¢)™ mit n > 1 und

3. quadratische Faktoren z2 + ax + b, die in IR irreduzibel sind,
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enthalten. Hierbei heifit ein Polynom (iiber R) irreduzibel, wenn es nicht in ein Pro-
dukt reeller Polynome kleinerer Ordnung zerlegt werden kann. Wir werden spéter
beweisen, dal alle Faktoren auf lineare oder quadratische zuriickgefithrt werden
konnen. Tritt der zweite Fall auf, nennt man zq eine n-fache Nullstelle von ¢. Hat ein
Faktor 22 +ax +b keine reellen Nullstellen, dann tritt der dritte Fall auf. Offensicht-
lich geschieht dies genau dann, wenn man aus der Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen keine reellen Werte erhilt, d. h., wenn a? — 4b < 0 gilt. Im allgemeinen
sind solche Faktoren wesentlich schwieriger zu bestimmen (vor allem, wenn man
sie von Hand berechnen muf!). Die Form der Partialbruchzerlegung hingt offen-
sichtlich von den auftretenden Fillen ab. Die allgemeine Form kénnen wir Satz 3.2
entnehmen.

Das obige Beispiel ist besonders einfach, da der Nenner nur einfache lineare Fak-
toren enthélt. Wir werden nun an diesem Beispiel zeigen, wie man die Partialbruch-
zerlegung berechnet, wenn man schon eine Faktorisierung des Nenners hat.

Beispiel 3.3 (Partialbruchzerlegung) Fiir die Partialbruchzerlegung von

r(z) = 1+x

(1-2)2+2)(z—3)

machen wir den Ansatz

(2) a n b n c
r(z) =
r+2 x—1 zx-3

fiir r, und wir miissen die Werte der Konstanten a, b und ¢ bestimmen. Da die beiden
Formeln {ibereinstimmen miissen, bringen wir sie auf den Hauptnenner

1+ —1—z a b c
-0+ 003  Gide-De-3 z+2 z-172-3 &Y
(z—1D(z—-3)a+ (z+2)(x—3)b+ (x+2)(x — 1)c

(x+2)(z—1)(x—3) '
Offensichtlich miissen die Zihler des zweiten und des vierten Ausdrucks gleich sein,
so dal wir zu der folgenden Polynomgleichung gelangen

—l-z=(@x-1)(z—3)a+(z+2)(x—3)b+ (z+2)(z—1)c. (3.20)

Zur Bestimmung der passenden Werte fiir a, b und c stellen wir zwei Methoden vor.

Methode 1 (Einsetzen) Wir setzen fiir x geeignete Werte in Gleichung (3.20) ein
und erhalten so ein Gleichungssystem mit den Unbekannten a, b und ¢, das besonders
einfach ist. Die glinstigsten Werte sind némlich offensichtlich die Nullstellen des
Nenners von r, da dann auf der rechten Seite von Gleichung (3.20) die meisten
Summanden verschwinden. Wir erhalten so die drei Gleichungen

1 = 15a
—2 = —6b
—4 = 10c,
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die man sofort nach a,b und ¢ auflésen kann. Falls der Nenner von r nur einfache
reelle Nullstellen besitzt, ist diese Methode am giinstigsten.

Wir wollen darauf verweisen, dal man zeigen kann (s. Ubungsaufgabe 6.10), daB
diese Methode korrekt ist. Wir haben ndmlich eigentlich einen grofien Fehler ge-
macht: Unsere Werte fiir a,b und ¢ sind zwar Losungen der Gleichung (3.20), wir
konnen die Werte jedoch nicht in Gleichung (3.19) selbst einsetzen, da hier der
Nenner verschwindet! (Diese Art von Fehler fiihrt hiufig zu vollkommen falschen
Ergebnissen, s. Ubungsaufgabe 3.22.)

Methode 2 (Koeffizientenvergleich) Um die Konstanten a,b und ¢ zu finden,
die Gleichung (3.20) erfiillen, kénnen wir auch die Tatsache ausniitzen, dafi zwei
Polynome genau dann gleich sind, wenn alle Koeflizienten tibereinstimmen. Wenn
wir nun Gleichung (3.20) ausmultiplizieren und Summanden mit gleichen Potenzen
von x zusammenfassen, so erhalten wir

—z—1=a*a+b+c)—z(@a+b—c)+3a—23b+c).

Durch Vergleich der Koeffizienten auf der rechten und der linken Seite der Gleichung
erhalten wir das Gleichungssystem

Koeffizienten von 2° : —1=3a—-23b+¢), (3.21)
Koeffizienten von x' : —l1=—(4a+b—-0¢), (3.22)
Koeffizienten von x? : 0O=a+b+c. (3.23)

Die Losung eines solchen linearen Gleichungssytemes ist immer moglich, aber u. U.
sehr zeitaufwendig. Als Ubungsaufgabe 3.27 soll dieses System geltst werden. A

Wir nehmen an, dafl Leserinnen und Leser mit der Losung linearer Gleichungssy-
steme vertraut sind. Hierzu stellt DERIVE jedoch eine ausgezeichnete Hilfe dar.

Sitzung 3.9 Man definiere die Gleichungen (3.21)—(3.23) als Vektor und lose das
System dann mit dem Menii.

Beispiel 3.4 (Polynomanteil) Wir wollen nun den Fall betrachten, da§ der Grad
des Zihlers grofler oder gleich dem Grad des Nenners ist. Es gibt in diesem Falle
einen polynomialen Anteil, den man ebenfalls durch Polynomdivision erhélt. Wir
dndern dazu ein altes Beispiel leicht ab. Wir wollen nun

23 — 222 — 5z + 10
x—1

vereinfachen. In Beispiel 3.2 haben wir durch Polynomdivision gezeigt, daf3

8 —22% — 5346
x X X + :fox—ﬁ

rx—1

gilt. Daraus folgt offensichtlich die Gleichung
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23 =222 —5x+10 a3 —22° —Bx+6 4 9 4
= + =z°—x—6+ .
z—1 z—1 z—1 z—1

Wir haben also durch Polynomdivision den polynomialen Anteil und den Rest er-
halten.

Beispiel 3.5 (Polynomdivision) Wir betrachten das schwierigere Beispiel

0

x4 — 223+ 222 — 20+ 1

Polynomdivision ergibt
223 — 222 431 -2
x4 =223 4222 -2z +1

x5 c (22284222 -224+1) = x+2+
— (2% =22 4223 —227 +u)
2zt —22% 4222 —=z
— (22t —4x® +42? —dx +2)
203 —22% +3z -2

Wir kénnen nun das folgende fortgeschrittene Beispiel zur Partialbruchzerlegung
angehen.

Beispiel 3.6 (nochmals Partialbruchzerlegung) Wir wollen die Partialbruch-
zerlegung von
25
x4 — 223 + 222 — 2z + 1
bestimmen. Die Rechnungen in Beispiel 3.5 zeigten, daf3
x® 223 — 202 + 3x — 2

=z+2+
xt — 223 + 222 — 2z + 1 x4 — 223 + 222 — 2z + 1

gilt. Wir miissen also noch die Partialbruchzerlegung von
223 — 222 + 32 — 2
x4 — 223 + 222 — 22 +1
finden. Hier ist der Grad des Zihlers kleiner als der Grad des Nenners.

Zunéchst bestimmen wir eine Faktorisierung des Nenners. Wir kénnen erraten,
daB x = 1 eine Nullstelle ist. Durch Polynomdivision erhélt man

(x* —22% 4222 22 +1) : (x—1) = 2®—22+2-1,
)
—z3  22% 22 +1
- (=a® ta?)
x? —2z +1
- (2?2 —x)
x -1

- (@ -1
0
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womit
ot =203 4227 224 1=(z -V -2 +2—-1).
Eine Anwendung derselben Methode mit demselben Faktor liefert die Darstellung
334—23334—23:2—23;4-1:(m—l)z(m2—|—1).

Da der Faktor (z% 4 1) in R irreduzibel ist (dies ist ja gerade der Ausdruck, der
uns zur Definition der imagindren Einheit i veranlafite!), ist dies die gesuchte reelle
Faktorisierung.

Wir nehmen nun an, dafl die Partialbruchzerlegung die Form
2x372z2+3z727a+b:c c d

@122 +1) 241 @12 z-1

2>(b+d) +2%(a—2b+c—d) —x(2a—b—d)+a+c—d
(z —1)*(2* +1)

hat (Satz 3.2 macht genaue Aussagen iiber die allgemeine Form der Partialbruch-
zerlegung), so dafl wir die Polynomidentitéit

203 —22% 4+ 3x —2=2a%(b+d)+2%(a—2b+c—d) —x(2a—b—d)+a+c—d

erhalten. Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir das lineare Gleichungssystem

at+c—d=-2
—2a+b+d=3
(3.24)
a—2b+c—d=-2
b+d=2.
Dieses System besitzt die Losung (s. Ubungsaufgabe 3.27)
1 1
=——, b= ==, d=2
a 2 ) 0’ c 2 ) )
so dafl wir schliellich die Partialbruchzerlegung
20 =222 +3x -2 1 1 LS SR
(x—1)2(z2+1) 22241 2(x—-12 2-1
erhalten. Die urspriingliche Funktion besitzt somit die Zerlegung
x? 1 1 1 1 2
=—= = 2. A
2B 40—l 22241 T o@—1p a1 "t

Der folgende Satz gibt eine allgemeine Beschreibung einer reellen Partialbruchzer-
legung. Ein Beweis erfolgt in § 3.6.



3.5 Rationale Funktionen im Reellen 67

Satz 3.2 (Reelle Partialbruchzerlegung) Sei r(z) = % eine gegebene reelle
rationale Funktion. Der Nenner habe die Faktorisierung

(z — 2P (2 — 22)P2 - - - (1 — x30)PM (2% + Ay + By)? - - (22 + Ayz + By)®™

mit den Nullstellen 1, ..., 2y, und die Ausdriicke 2% + Agz + By (k= 1,...,N)
seien in R irreduzible quadratische Faktoren. Dann gibt es eine Darstellung der
Form

r(z) = s(x)

+

‘12 R L
r— x—a:l)Q (x —x1)P

€22 +.‘.+C2¢
T — Xo .T—$2) (x — x9)P2

+

(2
=
(IIM IEA;QM) +W+(SCCJ\17PJ\A;)W>
(=
(

+
N di (z n di2() b dig, (z)
X +A1I+B1 (1’2 +A11‘+B1>2 (1’2 +A11‘+Bl)(h
dos (v da2 () daq, ()
T\ Z 1 A + B @@+ A+ B N @ Ayt By
n dni(z) dna(z) bt dng, ()
224+ Ayaz+ By (1’2+AN{E+BN)2 (£E2+AN£L'+BN)‘1N ’
wobei s ein reelles Polynom ist, ¢;, € R Konstanten und d;i(z) lineare Funktionen
bzgl. x sind, d. h. die Form d;(z) = ajrx + bji (a;k, bjr € R) besitzen. O
UBUNGSAUFGABEN

3.20 Bestimme fiir die Funktion f(zx) := de die Zerlegung in geraden und unge-
raden Anteil. Stelle f sowie den geraden und ungeraden Anteil graphisch dar.

¢ 3.21 Stelle den Graphen von f(z) = %=L dar. Warum besitzt f nur an der Stelle
x = —1 einen Pol, obwohl der Nenner von f die beiden Nullstellen —1 und 1 hat?

3.22 Sei x = 1. Dann gilt offensichtlich
=(1-2)+1.
Wir teilen diese Gleichung durch 1—x und erhalten

x _1—x+ 1 14 1
l—-2z 11—z 11—z 1—2a
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Wir ziehen nun auf beiden Seiten der Gleichung x/(1 — ) ab und bekommen die
Gleichung

1 T 1—x
=1 — =1 =2
0 Jrl—x 1—x Jr1—3:

)

und damit 0 = 2. Mit solchen Umformungen kann man leicht beweisen, daf} alle
Zahlen gleich sind. Wo liegt der Fehler?

<& 3.23 Welches Verhalten kann man den Graphen in Abbildung 3.6 entnehmen?
Y Yy

\ |

-1 1 -1 1

Abbildung 3.6 Zwei rationale Funktionen

Welche Form haben die zugehdrigen Funktionsausdriicke? Versuche, entsprechende
Formeln zu bestimmen, und stelle ihre Graphen mit DERIVE dar, bis passende
Formeln gefunden sind.

<& 3.24 Stelle den Graphen der rationalen Funktion f(z) = L2 Jar. Man gebe

z3—2z—1
eine verbale Beschreibung seines Verhaltens und suche die Partialbruchzerlegung.

3.25 Beweise Gleichung (3.18) durch Polynomdivision von Hand sowie durch Nach-
rechnen mit DERIVE.

3.26 Die rationalen Faktoren von Polynomen lassen sich oft erraten. Finde Pro-
duktdarstellungen fiir

a =z —2>—z+1, b )= —22% +z,

(&) q(x) q

¢) q(z)=122>+362> + 150 — 18, (d) q(z)=2*+2°—22%2 — 62— 4,
(c) q(@)

(e) q(x) =162 —42® — 82+ 3, (f)  q(z) =52® — 62> + 52 — 6

durch Anwendung der Polynomdivision. Ist DERIVE in der Lage, die Polynome zu
faktorisieren?

3.27 Lose die linearen Gleichungssysteme der Gleichungen
(a) (3.21)-(3.23), (b) (3.24)

von Hand und iiberpriife die Ergebnisse mit DERIVE.
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3.28 Ermittle die Partialbruchzerlegung fiir

1 3zt
(&) (x—2)(z—Dz(z+1)(z+2)’ () 2 —1"
1 zt + 22
© a1 W FE a1

von Hand und iiberpriife die Ergebnisse mit DERIVE.

< 3.29 Wende auf den rationalen Ausdruck

1
22+ 2x —2
an, um seine Partialbruchzerlegung zu bestimmen. Da das nicht funktioniert, versu-

che man es zunéchst mit dem | Factor raDical | Befehl. Diesen Trick sollte man
sich merken.

3.30 Zeige durch Polynomdivision erneut, da8 fiir alle x € R\ {1} gilt

- 1— gt
Zxk_ 1—z

k=0
s. Ubungsaufgabe 1.21.

3.31 Zeige durch Polynomdivision erneut, daf fiir x,y € R und n € Ny die Glei-
chung

xn_yn:(m_y) (xnfl +xn72y++xyn72+yn 1)

gilt, s. Ubungsaufgabe 1.22.

3.6 Rationale Funktionen im Komplexen

Eine komplexe Funktion f ordnet den komplexen Zahlen z € D des Definitionsbe-
reichs D C C jeweils eine komplexe Zahl f(z) zu. Wir schreiben meist z fiir komplexe
Variablen und nicht x, da wir fiir z oft die Darstellung z = = + iy (z,y € R) ver-
wenden.

Komplexe Polynome und rationale Funktionen werden den reellen Polynomen
und reellen rationalen Funktionen entsprechend definiert. Die komplexen Polynome
diirfen allerdings auch komplexe Koeffizienten besitzen. Ein komplexes Polynom
oder eine rationale Funktion r wird als Funktion

C\A—C

z—71(2)
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betrachtet. A steht hier fiir die Menge der Nullstellen des Nenners von r. Man
beachte, daf alle reellen Polynome und rationalen Funktionen auch als komplexe
Polynome und rationale Funktionen aufgefalt werden konnen. Komplexe Funktio-
nen lassen sich graphisch nicht so einfach darstellen, da sie eine Gaufische Ebene, die
z-Ebene, in eine andere Ebene, die w-Ebene, abbilden. Eine graphische Darstellung
wiirde also vier Dimensionen benétigen.

Auf der anderen Seite kann man fiir rationale Funktionen im Komplexen leichter
algebraische Resultate erhalten als im reellen Fall, da der Fundamentalsatz der
Algebra 1.3 zur Verfiigung steht: Jedes komplexe Polynom ¢(z) hat mindestens eine
komplexe Nullstelle zp mit g(z9) = 0 (s. § 1.6). Durch Induktion folgt daraus leicht,
daf jedes Polynom ¢ vom Grad m eine Darstellung der Form (C € C)

q(z)=0C- H(z — 2k) (3.25)
k=1

besitzt, wobei die Zahlen z, € € Nullstellen von ¢ sind (s. Ubungsaufgabe 3.32).
Diese Produktdarstellung oder Faktorisierung eines komplexen Polynoms kann man
in DERIVE u. U. mit dem Befehl | Factor Complex \ ermitteln. Zur Berechnung der
komplexen Produktdarstellung wird dieselbe Methode angewendet wie im reellen
Fall, also die Polynomdivision. In Darstellung (3.25) kann eine Zahl z;, offensichtlich
mehrfach auftreten. Die Héufigkeit ihres Auftretens heifit Ordnung der Nullstelle
2. Wir schreiben die Produktdarstellung deshalb in einer anderen Form, die der
Ordnung der verschiedenen Nullstellen von ¢ Rechnung trégt.

Satz 3.3 (Faktorisierung komplexer Polynome) Das Polynom ¢ habe die ver-
schiedenen Nullstellen zy, (k=1,..., M) der Ordnung pi. Dann hat ¢ die Produkt-
darstellung

=

q(z) =C

(z — z)P* .
k

1

Nun miissen wir die komplexe Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion dis-
kutieren, die etwas einfacher als im reellen Fall ist. Diese folgt aus der komplexen
Produktdarstellung und ist Inhalt des folgenden Satzes.

p(z)

Satz 3.4 (Komplexe Partialbruchzerlegung) Sei r(z) = G

rationale Funktion. Dann gibt es eine Darstellung der Form

— s M Ck1 Ck2 R T
r(z) = ()+Z(sz+(zzk)2+ +(sz)”k>

eine komplexe

c11 C12 C1p,
+<zzl+(zzl)2+ +(zzl)p1>

Ca1 Co2 . C2ps
+<Z_22+(Z_22)2+ +(z—22)7’2>
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CMm1 CMm2 o CMpas
+<Z—ZM+(Z—ZM)2+ +(z—zM)PM>’
wobei die z; (k = 1,..., M) die unterschiedlichen Nullstellen von ¢ der Ordnung

pi sind, s ein Polynom ist, und die Zahlen ¢;; € C (j = 1,...,k (k=1,...,M))
komplexe Konstanten sind.

Beweis:  Den polynomialen Anteil s(z) erhélt man wie iiblich durch Polynomdivision.
Man mufl also nur noch die Giiltigkeit der Darstellung fiir den Divisionsrest nachwei-
sen, dessen Ziahler einen kleineren Grad als m := degq besitzt. Der Beweis erfolgt durch
vollstédndige Induktion nach m. Der Induktionsanfang (m := 1) ist trivial (man schreibe
die Aussage genau hin!). Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, daf fiir jedes Poly-
nom, dessen Nenner hochstens den Grad m — 1 hat, eine Partialbruchzerlegung existiert.
Wir miissen nun zeigen, dafl daraus eine entsprechende Darstellung fiir Polynome folgt,
deren Nenner den Grad m haben. Es sei nun eine rationale Funktion r = p/q vom Grad
m gegeben. Dann hat ¢ mindestens eine Nullstelle z;, die die Ordnung p; habe. Damit
besitzt q die Darstellung
a(2) = (2 — 21" S(2)

mit einem Polynom S, dafl nicht in z; verschwindet. Also gilt S(z1) # 0, und wir erhalten

(21) (21) (21)
r(z) — _SGn O SG1) _ - 5090 (3.26)
(z—2)Pr q(2) (z—2)r  (z—2)P18(z) ’

Dieser Ausdruck hat eine Nullstelle an der Stelle 21, da

p(z1) - 5E5S(z)
(z = 21)P18(z1)

gilt. Es gibt nun zwei Moglichkeiten: Entweder ist der Z&hler der rechten Seite von Glei-

chung (3.26), nidmlich p(z) — g((z))S(z), identisch 0, oder er ist ein vom Nullpolynom

verschiedenes Polynom, das hdchstens den Grad m — 1 hat. Im ersten Fall folgt r(z) =

p(z1)/S(21)
(z—21)P1

den). Im zweiten Fall garantiert der Satz tiber die komplexe Faktorisierung die Existenz
eines Polynoms P, das hochstens den Grad m — 2 hat, mit

, und wir sind fertig (ohne die Induktionsvoraussetzung tiberhaupt zu verwen-

()~ BELSG) = (- 2)P(o).

Da z; auch eine Nullstelle des Nenners ¢ von r ist, ist die Funktion @, definiert durch

q(z) = (2 = 21)Q(2) ,

ein Polynom vom Grad héchstens m — 1.
Wir erhalten nun als Ergebnis die Darstellung

p(z1)

p(z2)  SGi) P(z)
T4 Goam QR

Da die Induktionsvoraussetzung eine Partialbruchzerlegung fiir P(z)/Q(z) garantiert, ist

damit unsere Aussage bewiesen. O
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Wir kénnen nun leicht das reelle Gegenstiick zu unserem Satz entwickeln. Sei r(x) =
5 Em; eine reelle rationale Funktion mit Polynomen p und ¢, die den Grad n bzw. m
haben. Dann sind die Koeffizienten von p und ¢ reell. Sieht man ¢ als komplexes

Polynom an, so ist die Existenz einer komplexen Produktdarstellung gewéhrleistet.
Das reelle Polynom q(z) = Y b2, (b, € R (k=0,...,m)) vom Grad m habe
k=0
nun die Produktdarstellung

=CJ][@-2) (CeC, zeC(k=1,...,m).

Es gilt offensichtlich C' € R, da C = b,,, als Koeffizient von 2™ nach Voraussetzung
reell ist. Dies sieht man durch Koeffizientenvergleich. Weiterhin werden wir zeigen,
daB die Zahlen 2z, (k = 1,...,m) entweder reell sind oder in Paaren z;,z; mit
zj = 7, auftreten. Dies liegt daran, dafl mit g(zx) = 0 auch

m

q(z5) = q(Zx) Zbkzk (bem) Z Zbkzk =q(z) =0,

k=0

da die by, (k=0,...,m) reell sind.

Wir erhalten nun eine Produktdarstellung mit linearen Faktoren der Form (z—x)
fiir die reellen Nullstellen und mit quadratischen Faktoren (22 + Aoz + By), die den
nichtreellen Faktoren entsprechen (s. Ubungsaufgabe 3.33).

Dieses Wissen erméglicht uns dann, einen induktiven Beweis von Satz 3.2 zu
fithren, der dem Beweis fiir die komplexe Partialbruchzerlegung (Satz 3.4) &hnlich
ist. Dieser Beweis ist Inhalt von Ubungsaufgabe 3.36.

Sitzung 3.10 Die komplexe Partialbruchzerlegung ist in DERIVE nicht implemen-
tiert. Man beachte, daf die Anwendung von auf den Ausdruck

_r
2 —2x 42

nicht den gewiinschten Erfolg hat. Faktorisiert man nun den Ausdruck mit dem
[ Factor Complex |°" Menii, so erhilt man das Ergebnis

1
(z—1-D(x—1+1) "

Eine weitere Anwendung des Befehls zeigt, dal in DERIVE die reelle und
nicht die komplexe Partialbruchzerlegung implementiert ist.

Dennoch kénnen wir die Fahigkeiten von DERIVE zusammen mit den Anweisungen
aus § 3.5 zur Bestimmung der komplexen Partialbruchzerlegung nutzen. Man mache
dazu den Ansatz3?

311st diese Faktorisierung erfolglos (bis Version 2.06), markiere man den Nenner mit den Kur-

sortasten und faktorisiere ihn mit [ Factor Complex ]

32Man verwende die <F4>-Taste, um hervorgehobene Ausdriicke (eingeklammert) in die

m —Edltlerhnle zu kopieren.
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1 _ a n b
22 —22+2 (zx—1—4) (z—1+1%"

multipliziere die gesamte Gleichung mit dem gemeinsamen Nenner und wende schlief3-

lich an. Man erhilt dann das Resultat
9: 1=(a+b)(z—1)+i(b—a).

Wir wollen nun die Koeffizienten auf beiden Seiten dieser Gleichung miteinander
vergleichen und verwenden dazu die Funktion POLY_COEFF (f,x,k) der UTILITY Datei
MISC.MTH. Diese Funktion berechnet den k. Koeffizienten des Polynoms f beziiglich
der Variablen . Verwende zum Laden von MISC.MTH den | Transfer Load Utility |
Befehl®3. Eine Vereinfachung des Ausdrucks VECTOR(POLY_COEFF (#9,x,k) ,k,0,1)
liefert

11: l=-a—-b+i(a—b),0=a+1].

Damit haben wir die Koeffizienten der Ordnungen 0 und 1 auf den beiden Seiten
der Polynomgleichung #9 gleichgesetzt. SchlieBlich berechnet die gesuchten
Werte fiir a und b, ndmlich

7 )
12: =—=b==
[a 2,b

Setzt man diese Werte fiir ¢ und b in Zeile #6, in der wir die Form der Partial-
bruchzerlegung festgelegt hatten, mit | Manage Substitute | ein, so erhilt man die
komplexe Partialbruchzerlegung

' 2 -2x+2 (x—-1-1%) (z—1+41)"
UBUNGSAUFGABEN

3.32 (Komplexe Produktdarstellung) Zeige mittels Induktion, daf ein kom-
plexes Polynom q vom Grad m eine Darstellung der Form (C € C)

s

q(z)=C" (z — zx)

k

1

besitzt, wobei z;, € C die Nullstellen von q sind. Verwende den Fundamentalsatz
der Algebra (Satz 1.3), d. h. die Tatsache, daf3 jedes komplexe Polynom mindestens
eine komplexe Nullstelle besitzt.

33Die Verwendung des Befehls hat den Vorteil, daf3 die Definitionen nicht in das
Ausgabeformat des Bildschirmes umgewandelt werden. Dies ist die schnellste Art, Ausdriicke aus
einer Datei einzulesen.
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0 3.33 (Reelle Produktdarstellung) Zeige: Jedes reelle Polynom q besitzt eine
Produktdarstellung der Form

) =Clx —z1) - (x — xM)(x2 + Az +Bq)--- (;v2 + Anz + By) (3.27)

mit reellen Zahlen C, xy (k=1,...,M) und Ay, By (k=1,...,N). Man gebe die
reellen Produktdarstellungen der folgenden Polynome an.

(a) 4+a*, (a) 1+a*, (c) 1+22°+ 210,

3.34 Seip(x) = 3. ax 2" ein komplexes Polynom und sei p durch p(z) = Y ay, z*
k=0

k=0
erklart. Dann ist das Produkt p - p ein reelles Polynom.

3.35 Zeige, daB ein reelles Polynom q(x) mit ungeradem Grad eine reelle Nullstelle
besitzt.3* Verwende dazu die Produktdarstellung (3.27).

3.36 (Reelle Partialbruchzerlegung) Beweise Satz 3.2. Hinweis: Man betrach-
te ohne Beschrinkung der Allgemeinheit eine rationale Funktion r(x) = p(z)/q(x),
deren Nenner g keine reellen Nullstellen besitzt. Dann hat g die gerade Ordnung
2m (m € IN). Mache einen Induktionsbeweis nach m wie in Satz 3.4 unter Ver-
wendung der beiden Nullstellen z,,77, die dem quadratischen Faktor x> + Ax + B
entsprechen.

<& 3.37 Bestimme komplexe Partialbruchzerlegungen fiir

2x 142422 1
(2) 22 —4x 4+ 8’ (b) xt—1 7 () 2t -1
(@ x — x? (©) 1+z+ 22+ 23
14222 4247 4 —1 ’
(f) 1+ 2z + 322 7 () 2?2 —2x+1 .
16 — 24x + 1822 — 623 + x4 2—2x+5x2 — 43+ 42t — 225 + 26

3.7 Umkehrfunktionen und algebraische Funktionen

Oft stellt sich die Aufgabe, eine Operation riickgidngig zu machen. Um die Eingabe a
nach einer Addition a + b wiederzugewinnen, mufl man b abziehen. Die Subtraktion
wird deshalb als Umkehrfunktion®® der Addition bezeichnet. Entsprechend ist die
Division die Umkehrfunktion der Multiplikation.

Wir wollen uns nun dem allgemeinen Problem zuwenden, die Anwendung eines
Funktionsaufrufs f(z) auf eine Zahl € R wieder riickgéingig zu machen. Dazu
bendétigen wir einige neue Begriffsbildungen.

34Einen anderen Beweis werden wir in § 6.3 mit Hilfe analytischer Methoden geben.
35Englisch: inverse function
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Definition 3.2 (Surjektivitit, Injektivitit, Bijektivitit, Umkehrfunktion,
Komposition) Die Funktion f : D — W bilde den Definitionsbereich D auf Wer-
te in der Menge W ab. Die Menge W der moglichen Bildwerte nennen wir Wer-
tevorrat36. Werden alle Werte des Wertevorrats wirklich angenommen, gilt also
W = f(D), so nennen wir die Funktion f surjektiv.

Im allgemeinen kann ein von f angenommener Wert mehrere Urbilder haben.
Ist dies nicht der Fall, ist also fiir zwei verschiedene x1,x2 € D,x; # xo stets
f(x1) # f(xs), so nennen wir f injektiv37. Ist f surjektiv sowie injektiv, sprechen
wir von einer bijektiven3® Funktion.

Ist f injektiv, gibt es zu jedem y € f(D) genau ein Urbild z, und man nennt die
Funktion f=!: f(D) — D, die jedem y € f(D) dieses Urbild x € D zuordnet, die
Umkehrfunktion oder inverse Funktion von f.

Dann ist folglich f~! bijektiv, und es gilt nach Definition

Y f(x) =2 firallex € D sowie f(f '(y)) =y firalleye f(D). (3.28)

Sind f: A — B und g : B — C zwei Funktionen, so wird die Komposition bzw.
Hintereinanderausfiihrung g o f von f und g durch

go f(z):=g(f(x))
erklart. Bezeichnet man ferner mit

id s A— A
A s ida(e) =

die identische Funktion in A, die alle Elemente unverindert 148t, so konnen wir
(3.28) auch in der Form

fltof=idp sowie foft =idy(p)
schreiben.

Beispiel 3.7 (Quadratwurzel) Ein Beispiel einer Umkehrfunktion ist die Qua-
dratwurzel. Wie wir bereits in § 1.3 definiert hatten, ist die Quadratwurzel von y
diejenige positive reelle Zahl x = ,/y, deren Quadrat gleich y ist. Wir haben also
die Gleichung y = x? nach z aufgelést und die positive Losung ausgewihlt. Es gibt
fiir diese Fragestellung auch noch eine zweite, die negative, Losung zo = —./y.

Die Wurzelfunktion ist allerdings nicht die Umkehrfunktion der Quadratfunktion

R—-R
x f(x):=x

f:

36Man beachte, da8 W von manchen Autoren auch Wertebereich genannt wird. Bei uns jedoch
ist der Wertebereich der Bildbereich f(D) von f.

37Englisch: univalent

38Englisch: one-to-one

2
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da diese Funktion offensichtlich nicht injektiv ist. (Zum Beispiel ist der Punkt 1
sowohl das Bild von 1 als auch das von —1 unter f.) Die Quadratwurzelfunktion ist
stattdessen die Umkehrfunktion der modifizierten Quadratfunktion

Ry — R

x— f(z):=x

[ 2

Diese Funktion ist nicht fiir alle Werte aus IR definiert, sondern nur fiir die nichtne-
gative reelle Achse. Fiir diese z-Werte ist der Wert y = f(z) wegen (1.25) eindeutig.
Um die Quadratfunktion umkehrbar zu machen, miissen wir also den Definitions-
bereich in passender Weise einschrinken. A

Definition 3.3 (Einschrinkung) Wenn wir den Definitionsbereich einer Funk-
tion f : M — W auf die Menge A beschrinken, so nennen wir die resultierende

Funktion f: A — M die Einschrinkung von f auf A und schreiben f

R
Mit dieser Schreibweise folgt also kurz: Nicht 22, sondern 56‘2‘ . ist injektiv und
besitzt eine Umkehrfunktion.

In Beispiel 3.11 werden wir zeigen, da wirklich jede Zahl y € R eine Quadrat-

wurzel besitzt.

Beispiel 3.8 (Geometrische Deutung der Umkehrfunktion) Wir geben nun
eine geometrische Deutung der Umkehrfunktionen. Betrachten wir dazu die Gra-
phen in Abbildung 3.1. Was haben der Graph der Quadratfunktion und der Graph
der Wurzelfunktion miteinander zu tun? Offenbar entsteht der Graph der Wurzel-
funktion durch Spiegelung desjenigen Teils des Graphen der Quadratfunktion, der
rechts vom Ursprung liegt, an der Winkelhalbierenden, d.h. der Geraden mit der
Gleichung y = z. Wir werden sehen, dafl diese geometrische Betrachtungsweise fiir
alle Umkehrfunktionen zutriftt.

Der Graph der Funktion f besteht ndmlich aus den Punkten (z, f(z)) und der
Graph der Umkehrfunktion f~! definitionsgemiiff aus den Punkten (f(z), ). Geo-
metrisch bedeutet dies natiirlich, daf fiir die Graphen gerade die z- und die y-Achse
vertauscht sind. Diese Vertauschung entspricht offenbar einer Spiegelung an der Ge-
raden y = z. A

Wir lernen nun eine wichtige Klasse von Funktionen kennen, die immer injektiv sind
und daher Umkehrfunktionen besitzen.

Definition 3.4 (Monotone Funktionen) Eine Funktion f : I — IR eines Inter-
valls I = [a, b] heiit monoton, insbesondere

wachsend®®

fu) < f(v)
streng wachsend flu) < f(v) . '
fallend© falls Flu) > f(v) fiir jedes a < u < v < b gilt.
streng fallend flu) > f(v)
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Ist f streng fallend oder streng wachsend, so heifit f auch streng monoton.
Beispiel 3.9 (Monome) Fiir jedes n € IN ist das Monom

R" - R
z i folz) =2

fn: n
streng wachsend. Fiir alle 21,25 € R gilt némlich die Bezichung (s. Ubungsaufga-
ben 1.22 sowie 3.31)

Fa(@) = fulwr) = of — 2] = (22 — 21) (237" + 22y~ +afay >+ 2T,
aus der fiir 0 < 27 < 2 die Ungleichung f,(x2) — fn(z1) > 0 folgt. A

Beispiel 3.10 (Vorzeichenfunktion) Die Vorzeichenfunktion sign z ist auf ganz
R wachsend. Selbstverstindlich ist sie als stiickweise konstante Funktion nicht
streng wachsend.

Es gilt nun folgendes allgemeines Kriterium.

Satz 3.5 (Streng monotone Funktionen haben eine Umkehrfunktion) Ist
f I — W eine auf einem reellen Intervall I definierte streng monoton wachsen-
de (bzw. fallende) Funktion, so ist f injektiv, es existiert also die Umkehrfunktion
f~1: f(I) — I, welche ebenfalls streng monoton wachsend (bzw. fallend) ist.

Beweis: ~ Wir betrachten den Fall einer streng wachsenden Funktion f; ist nimlich f
streng fallend, so ist —f streng wachsend. Wir haben zu zeigen, daf fiir 1 # x2 auch
f(z1) # f(x2) ist. Wegen der Trichotomie ist fiir 1 # z2 entweder 1 < z2 oder z1 > xa.
Es folgt dann aus dem strengen Wachstum von f, da entweder f(z1) < f(z2) oder
f(xll) > f(z2), jedenfalls f(z1) # f(x2) gilt. Das aber zeigt die Injektivitét. Also existiert

Wire nun f~' nicht streng wachsend, so giibe es zwei Punkte y1,ys € f(I), fiir die zwar
y1 < ye, aber trotzdem f~'(y1) > f~'(y2) gilt. Aus dem Wachstum von f folgt daraus
dann

yi=F(f" ) = F(F (w2) = w2

im Widerspruch zur Voraussetzung y1 < y2. Somit ist f~! streng wachsend. d

Beispiel 3.11 (Wurzelfunktionen) Da die Monomfunktion f,(z) := «™ fiir al-
le n € N nach Beispiel 3.9 auf der nichtnegativen reellen Achse R™ eine streng
wachsende Funktion ist, zeigt eine Anwendung von Satz 3.5, da} f,, dort eine Um-
kehrfunktion f, 1 besitzt. Der Wert f,!(y) wird die n. Wurzel von y genannt und
mit {/y abgekiirzt. Man beachte, dafl gemé4f unserer Definition die n. Wurzel einer
positiven Zahl y diejenige positive Zahl x ist, deren n. Potenz y ist.

Da es monotone Funktionen gibt, deren Bild kein Intervall ist, s. Ubungsaufga-
be 3.43, liefert eine Anwendung von Satz 3.5 keinen Hinweis dariiber, ob tatséchlich
fir jedes y € R' eine n. Wurzel existiert. Der Satz besagt lediglich, daf die n.
Wurzel - falls existent — eindeutig ist.

39Englisch: increasing
40Englisch: decreasing
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Man kann nun aber die Zahl x = /Yy genau wie im Fall von \/5 (s. DERIVE-
Sitzung 1.5) durch Angabe einer schrumpfenden Intervallschachtelung Iy, = [ay, bg]
(k € IN) von Intervallen der Lénge |Ix| = by — ay = 15i=r bestimmen, fiir deren
Endpunkte jeweils die Ungleichungen af < y < b} gelten. Auf Grund der Inter-
vallschachtelungseigenschaft gibt es dann einen Punkt = € IR, der allen Intervallen
angehort, d.h. x € I fiir alle £ € IN. Es bleibt dann zu zeigen, daf3 dieses = wirk-
lich das gegebene Problem 16st, daf also 2™ = y ist. Da nun aber fiir alle £k € IN
einerseits gemédfl Konstruktion die Ungleichungen a} <y < b}, andererseits wegen
der Monotonie der Monomfunktion f,, aber auch die Ungleichungen aj} < z™ < b}
gelten, folgt die Behauptung, wenn wir nachweisen konnen, daf8 [a}, b}] (k € IN) eine
schrumpfende Intervallschachtelung ist, aus Lemma 1.1. Dazu haben wir lediglich

zu zeigen, dafl b7 — a}} gegen Null strebt. Dies aber folgt aus der Ungleichungskette

nbi 1
10k—1

b= a = (b — ) Dol T < (k=) PoBET = (b — b <
j=1 j=1

welche zeigt, dafl b —a}} genauso wie by, —ay, selbst (moglicherweise etwas langsamer)
gegen Null strebt, da der auftretende Faktor nb’ff1 gar nicht von k abhéngt.

Die dritte Wurzel heifit auch Kubikwurzel. Ist n ungerade, dann existiert die reelle
Umkehrfunktion in ganz R, s. Ubungsaufgabe 3.39.

Die n. Wurzel wird oft durch

Y=z = an (3.29)
als rationale Potenz dargestellt. Denn so kénnen die Rechenregeln fiir Potenzen
a®V =a" - a? (3.30)
und
a™ = (a")¥ (3.31)

fir a € R auf rationale Exponenten z,y € Q verallgemeinert werden (s. Ubungs-
aufgabe 3.38). A

Wir beschéftigen uns nun allgemein mit den Umkehrfunktionen von Polynomen.

Definition 3.5 (Algebraische Funktionen) Wenn z und y eine Gleichung der
Form

F(z,y) = Z Z ajraly® =0 (3.32)
j=0k=0

erfiillen, wobei F'(z,y) ein Polynom in den beiden Variablen x und y ist, dann
nennen wir y eine implizite algebraische Funktion von z. Damit y wirklich eine
Funktion ist, mufl Gleichung (3.32) in einem bestimmten reellen Intervall I nach y
auflosbar sein. Ist dies der Fall, so erfiillt die resultierende Funktion f : I — R die
Gleichung F'(z, f(z)) = 0 (x € I) und heifit explizite algebraische Funktion. Ist eine
Funktion nicht algebraisch, so nennen wir sie transzendent. /A
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Man beachte, dafl alle bisher untersuchten Funktionen algebraisch waren. Eine
rationale Funktion r der Variablen x ist die Losung einer Gleichung der Form
q(z)y — p(x) = 0 mit Polynomen p und ¢, die Quadratwurzelfunktion ist eine spe-
zielle Losung der Gleichung y? — x = 0, und die n. Wurzelfunktion eine Losung der
Gleichung y™ — x = 0.

Beispiel 3.12 (Eine transzendente Funktion) Die Exponentialfunktion a”, die
fiir positives a € RT wegen der Festlegung (3.29) fiir rationale Exponenten z = - €
Q durch

a® = agm =

w/gn
gegeben ist, kann an dieser Stelle nicht fiir beliebiges € IR definiert werden. Es
wird sich herausstellen, dafl es eine den Regeln (3.30)—(3.31) geniigende Fortsetzung
der angegebenen Funktion auf ganz R gibt, die allerdings nicht algebraisch, also
transzendent ist. Diese reelle (sowie die komplexe) Exponentialfunktion wird spiter
in Kapitel 5 behandelt werden.

UBUNGSAUFGABEN
3.38 Zeige, daB die Potenzregeln (3.30)—(3.31) fiir alle a € RY und z,y € Q gelten.

3.39 Zeige, daBl die Monomfunktion f(x) := 2™ (n € ) fiir ungerades n auf ganz
R streng wachsend und somit injektiv ist. Damit ist fiir ungerade n € IN die n.
Wurzel in ganz IR sinnvoll definiert.

3.40 Zeige, dafl die Monomfunktion f(x) := a™ (n € Z \ Ny) fiir negatives n auf
R™ streng fallend und somit injektiv ist.

3.41 Zeige, dafi die Dirichletsche*' Funktion

1 falls x rational

0 falls z irrational (3.33)

DIRICHLET () = {

in keinem reellen Intervall monoton ist. Hinweis: Verwende das Ergebnis von Ubungs-
aufgabe 1.33.

Die Dirichlet-Funktion ist ziemlich kiinstlich, aber sie hat — durch ihre eigentiimliche
Definition — so eigenartige Eigenschaften, daf sie sich hervorragend fiir Gegenbei-
spiele in der Analysis eignet.

3.42 Seien zwei wachsende Funktionen f,g : I — W eines Intervalls I gegeben.
Dann ist auch f + g wachsend. Ist ferner f,g > 0 in I, so sind f - g wachsend sowie
1/f fallend. Dabei folgt aus strengem Wachsen wieder strenges Wachsen.

3.43 Gib ein Beispiel einer Funktion f : [0,1] — R, die streng wachsend ist, deren
Bild f(][0,1]) jedoch kein Intervall ist. Driicke diese Eigenschaft mit Hilfe des Begriffs
der Surjektivitdt aus.

A PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET [1805-1859]
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<& 3.44 Zeige, daB die folgenden Funktionen bijektiv sind, und gib ihre Umkehrfunk-
tion jeweils explizit an.

(a) fi:[1,00) = [1,00) mit fi(z)=2>—22+2,
(b)  fo:(oo,1] = (00,1] mit folzx) =2® — 20 +2,

_1—x
14z

(d)  fi:[l,00) = [0,00) mit f4(x):\/$T1+ﬂf;

O 3.45 Bestimme die Nullstellen des Ausdrucks vz —1+4+1—/2vx — 1+ x.

() fe:R\{-1} =R mit f3z)

)

1

<& 3.46 Welches sind die reellen Losungen der Gleichung

\/x+3—4\/ﬁ+\/x+8—6\/ﬁ:1?

Hinweis: Bestimme zunéchst einen geeigneten Definitionsbereich fiir x auf der re-
ellen Achse. Benutze DERIVE, um den Graph der Funktion auf der linken Seite
darzustellen, und beweise die Vermutung, die sich daraus ergibt.

<& 3.47 Stelle die folgenden algebraischen Funktionen x +— y graphisch dar, und gib
Definitionsbereiche an, in denen sie injektiv sind. Gib soweit mdglich eine explizite
Darstellung der Funktionen bzw. ihrer Umkehrfunktionen an. Man beachte, daf3
diese vom gewéhlten Definitionsbereich abhingen kénnen.

(a) y* +2° =1, (b) 2® —ay+y* =1, (o) a®—y*=1,
(d) y* =2”, (e) y* =2a”, () y*=a".
& 3.48 Stelle mit DERIVE die Graphen der folgenden algebraischen Funktionen dar.
(a) o +y’ =3y, (b) 2’ +y'—y*=1,
(¢) y"=uafirm=3,...,5, () @ +y*)? =9 —-y?),

(e) a* —4a® + 327 4 22%y% = o® +dxy® — .

3.49 (Fixpunktsatz) Sei f :[0,1] — [0,1] wachsend. Dann gibt es eine Stelle
xg € [0, 1] derart, daB f(xo) = xo gilt. Hinweis: Man betrachte die Menge

{ze(0,1] [ fz) <z} .

0 3.50 Die Komposition zweier injektiver (surjektiver) Funktionen ist wieder injektiv
(surjektiv).

3.51 Die Komposition wachsender Funktionen ist wachsend.

3.52 Zeige: Ist f : [—a,a] — R eine ungerade injektive Funktion, dann ist f~!
ebenfalls ungerade.
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4  Folgen, Konvergenz und Grenzwerte

4.1 Konvergenz reeller Zahlenfolgen

Bislang haben wir aus den linearen Funktionen durch Anwendung der algebrai-
schen Operationen Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division die rationa-
len Funktionen konstruiert sowie ferner im wesentlichen durch das Betrachten von
Umkehrfunktionen algebraische Funktionen wie die Wurzelfunktionen erkléart.

Weitere Funktionen lassen sich definieren, indem man Grenzprozesse mit den
bereits bekannten Objekten durchfiihrt. In diesem Kapitel werden wir Folgen und
Reihen sowie ihre Grenzwerte betrachten.

Sicherlich besitzt jeder eine Vorstellung von einer reellen Zahlenfolge. Hier ist eine
genaue Erklarung, was wir unter einer reellen Folge verstehen.

Definition 4.1 (Reelle Zahlenfolge) Eine reelle Zahlenfolge! ist eine reelle Funk-
tion a : Ny — IR, deren Definitionsbereich die natiirlichen Zahlen sind.? Fiir den
Funktionswert an der Stelle n schreiben wir a,. Das Symbol n nennen wir den In-
dex der Folge. Manchmal beginnt die Indizierung einer Folge mit dem Index n =1
statt mit » = 0 (oder bei einer anderen ganzen Zahl). Je nachdem werden wir
die Abkiirzungen (ap)nemw, oder (an)new benutzen. Ist der Wert des Anfangsindex
nicht von Bedeutung, so verwendet man die kiirzere Notation (ay,)y-

Eine Teilfolge® einer Folge (ay,), wird erzeugt, indem man nur gewisse Elemente
der Folge (a,,), auswihlt. Eine Teilfolge bezeichnet man mit (ay, )x,wobei ng angibt,
welche Elemente der Folge ausgewihlt werden?. A

In diesem Abschnitt wird besprochen, wie die metrische Struktur der reellen Zah-
len, d. h. die Moglichkeit, den Abstand zwischen zwei Zahlen zu messen, uns dazu
befihigt, eine Aussage liber die Konvergenz einer Zahlenfolge zu machen. Schauen
wir uns dazu zunéchst einige Beispiele an.

Beispiel 4.1 (Die Folge der Kehrwerte) Wir betrachten die Folge

(an) (1) (1 111 )
an)p = | — =1,z =—...].
N/, 2°3°4

1Englisch: sequence

2Man kann sich eine Folge somit auch als einen geordneten, unendlichen Vektor (ag, a1, a2, .. .)
reeller Zahlen a, € R (n € Np) vorstellen.

3Englisch: subsequence

4@Genauer: ny, : INg — INg ist eine monotone Folge, s. Definition 4.4.
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Es ist offensichtlich, dafl mit grofler werdendem n die Werte der Folge % immer
kleiner werdende positive Zahlen darstellen, d.h. sie kommen Null beliebig nahe.
Dies kann prézise formuliert und durch die folgende Methode nachgepriift werden.
Angenommen, man wihle sich irgendeine positive reelle Zahl®® ¢ > 0. Man stelle
sich diese Zahl als die gewiinschte Genauigkeit’ vor. Dann ist es moglich, einen
Index N € IN zu finden, so daf} a,, kleiner (oder gleich) der gewéhlten Genauigkeit
€ ist fiir alle grofleren Indizes n > N. Wir wiinschen also, daf3

1
0<a,=—<e¢. (4.1)
n

Bezeichnet [z] die grofite ganze Zahl, welche kleiner oder gleich z ist, so gilt (4.1)
offenbar fiir alle®
1

n>N:= |:—]—|—1,
13

was unsere Behauptung bestétigt.

Beispiel 4.2 (Eine alternierende Folge) Das zuvor gegebene Beispiel war et-
was speziell: Alle Zahlen a,, (n € IN) sind positiv. Dies ist jedoch nicht der Fall bei
der alternierenden Folge

(bn)n = (#)nem = (—1%—%%) .

Hierbei nehmen fiir wachsendes n nicht die Werte der Zahlen b,, selbst, sondern
stattdessen deren Betrége |b,| ab.

Fiir gegebenes € > 0 kann man mit Hilfe obiger Rechnung den Index N := [%]
finden, derart, daf der Betrag |b,| = % kleiner (oder gleich) ¢ ist. A

Eine solche Folge (by,)., bei der b, gegen Null strebt, nennt man eine Nullfolge.

Beispiel 4.3 (Eine Teilfolge) Eine Teilfolge einer Folge (a,,) erzeugt man, indem
man z.B. nur jene Indizes auswihlt, welche die Form nj := 2* haben. Wenn man
die Beispielfolge (ay), = (%)n betrachtet, so erhélt man die Teilfolge

) (1 (1 _(yll1
Ony)gemN, = n keINo_ ok keINO_ '2°1'8°16 )

Sitzung 4.1 Man kann DERIVE zur graphischen Darstellung von Folgen verwenden.

Wir benutzen hier die Beispielfolge (by) := %) Um die ersten 70 Koordinaten-

paare dieser Folge zu erhalten, geben wir VECTOR( [n, (-1) "n/n] ,n,1,70) ein. Diesen
Ausdruck vereinfachen wir mit | Simplify | und erhalten

5Das Symbol ¢ ist der griechische Buchstabe ,,epsilon”.

6Um eine derartige Genauigkeit auszudriicken, werden wir in Zukunft immer den griechischen
Buchstaben e verwenden.

"Englisch: precision

8Um die Existenz dieser Zahl N € IN zu garantieren, braucht man die archimedische Eigenschaft
von IR, s. Ubungsaufgaben 1.31 und 1.32.




4.1 Konvergenz reeller Zahlenfolgen

83

1

2, = L
2

3

1
1

1

5

1

6

1

oo 23] ) 22 2 )

1

8

51,

Nun wechsle man mit in ein Plot Fenster®, bewege das Zentrierkreuz mit

auf den Punkt (30, 1), wéhle mit die Skalierungsfaktoren (8,1),

zentriere mit das PLOT-Fenster und stelle den Ausdruck #2 graphisch
dar. DERIVE erzeugt daraus einen aus Punkten bestehenden Graphen der gegebenen

Menge von Koordinatenpaaren.

DERIVE benutzt die z-Achse des PLOT-Fensters zur Darstellung fiir das jeweils erste
Element der Paare, d. h. in unserem Fall der Werte von n, und die y-Achse fiir das

="

jeweils zweite Element der Paare,

kleiner mit zunehmenden n.

. Wie man sieht, wird der Wert von ‘

=n"

Wir wihlen nun eps:=0.1, stellen diesen konstanten Ausdruck graphisch dar und
verfahren ebenso mit dem Ausdruck -eps. Dadurch erhalten wir Abbildung 4.1.

Man kann nun die Giiltigkeit der Ungleichung |b,| < € fiir n > N

geometrisch so

deuten, daf} alle jene Punkte des Graphen der Folge, deren n grof§ genug ist, in
dem Parallelstreifen {(x, y) € R? ‘ ly| < 5} liegen. Eine Nullfolge ist nun durch die
Tatsache charakterisiert, dafl dies fiir jede Wahl von ¢ gilt, d. h. wie klein man den

Streifen auch wihlen mag.

1
n
-1
1: VECTOR||n, s n, 1, 70
n
1 1 1 1 1 1
ST (PO Y Y U S N [y
4 3 4 ] 6 7
3: eps = 0.1
+:  E5H

COMMAND : Center Delete Help Move Options Plot Quit Scale Ticks Windou

Zoomn
Enter oplion
Cross x:30

y:-0.015625 Scale x:8 y:1

Abbildung 4.1 Graphische Darstellung einer Nullfolge

Derive Z2h-plot

9Ab Version 2.10 wird automatisch ein neues Fenster gedffnet. Wer dies nicht wiinscht, sollte

die Option wiihlen.
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Definition 4.2 (Nullfolge) Eine Folge (a,,), heifit Nullfolge, wenn fiir jedes € >0
ein Index N € IN existiert, so da$ fiir alle n > N die Ungleichung |a,| < € gilt. A

Zunéchst werden wir ein Vergleichskriterium angeben, das uns des 6fteren erlaubt
zu entscheiden, ob eine Folge eine Nullfolge ist.

Lemma 4.1 (Vergleich von Nullfolgen) Seien (ay,), und (by,), reelle Zahlenfol-
gen mit folgenden Eigenschaften:

(a) (bn)n ist eine Nullfolge.
(b) |an| < C|by| gilt fiir alle n € IN und ein Konstante C € R.
Dann ist auch (a,), eine Nullfolge. Weiter gilt:

(¢) Sind (an), und (b,), Nullfolgen, so ist auch ihre Summe (a, + by,), eine
Nullfolge.

Beweis:  Sei € > 0 gegeben. Dann wiihle man N € IN derart, da8 fiir alle n > N gilt:
€

bn| < =

bul < 5

Dies ist moglich wegen Voraussetzung (a)'°.

Auf Grund von (b) folgern wir
|an| < C |ba| < c% —c,

was die erste Aussage beweist.
(¢) Nun werden wir die Giiltigkeit der Aussage iiber die Summe begriinden. Dafiir wiihle
man N € N, so daB |a,| < £ und |b,| < £." Dann erhilt man mit der Dreiecksungleichung
€

2:6. O

[+ bl < lan] +[ba] < S +
Bemerkung 4.1 Der vorangehende Beweis zeigt ebenfalls, daf} folgendes gilt: Aus
lan| < Ce (n > N) fiir eine reelle Konstante C' € R folgt, da8 (ay,), eine Nullfolge
ist. A

Als eine erste Anwendung geben wir folgendes Beispiel:

Beispiel 4.4 (Potenzen mit negativem Exponenten) Sei m € IN eine beliebi-
ge positive natiirliche Zahl. Dann ist die Folge (7i), eine Nullfolge'?. Dies folgt
aus Lemma 4.1, da fiir alle m € N gilt:

1 1 1

IN
S|

nm  p pmel

10Da (by)n eine Nullfolge ist, gilt |bn| < & (n > N) fiir alle &’ > 0, und wir diirfen somit
= & wihlen.

11 Aus offensichtlichem Grund nennt man diese typische Art der Argumentation ein %—Argument.
121n Fillen wie diesem ist es wichtig zu wissen, welche der Variablen n oder m in dem gegebenen
Ausdruck den Index der Folge darstellt.

5J
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Beispiel 4.5 Ein weiteres wichtiges Beispiel einer Nullfolge ist die Folge (z™),, fiir
eine reelle Zahl x € R mit |z| < 1. Fiir x = 0 ist die Aussage trivial, so dafi wir
annehmen, dafl 0 < |z| < 1 gegeben ist. Dann ist ﬁ = 1+ h fiir ein positives
h € RT. Mit der Bernoullischen Ungleichung bekommen wir

1 n
<m> =(14+h)">1+nh>nh> oder |z|* <e

1
€
fir alle n > Eih A

Nullfolgen sind solche Folgen, die gegen Null streben. Es liegt nahe, dal es auch
konvergente Folgen geben kann, die gegen andere reelle Zahlen streben.

Definition 4.3 (Konvergenz und Grenzwert) Wir sagen, die Folge (ay,), kon-
vergiert gegen a, wenn die Folge (a,—a), eine Nullfolge ist. Die Zahl a heifit Grenz-

wert'3 oder Limes der Folge (ay,),. Fiir den Fall, da8 (a,), gegen a konvergiert,
schreiben wir'4

lim a, =a oder auch an —a (n— 00).

n—oo

Eine Folge (ay,), heiBit konvergent, wenn es eine Zahl a € R gibt mit lim a, = a,

n—oo

andernfalls divergent. A

Man beachte, daf} eine Folge (a,,), per definitionem genau dann gegen a konvergiert,
wenn fiir jedes € > 0 ein Index N € IN existiert, so daf} fiir alle Indizes n > N die
Ungleichung

la, —a] <e

erfillt ist.

Bemerkung 4.2 Unter Benutzung der soeben eingefiihrten Notation konnen wir
die Aussagen in Lemma 4.1 umschreiben in

b, =0 und J|a,| <Clb,| (neN, CeR) = a, —0
und
ap—0 und b, >0 = (a,+b,) —0.

Mit Hilfe dieser Notation ist es uns moglich, die explizite Benutzung eines € zu
umgehen, was manchmal angenehmer sein mag.

Zunéchst zeigen wir, dal der Grenzwert einer Folge eindeutig ist.

Lemma 4.2 (Eindeutigkeit des Grenzwertes) Konvergiert die Folge (ay,),, so
besitzt sie einen eindeutigen Grenzwert.

13Englisch: limit
14In Worten: Der Grenzwert von a.,, fiir n gegen unendlich ist gleich a.
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Beweis:  Die Idee des Beweises ist wie folgt: Existieren zwei Grenzwerte a und b, so
miissen alle Zahlen a, sowohl in einer Umgebung von a als auch in einer Umgebung von
b liegen. Daraus folgt, dal a und b iibereinstimmen miissen.

Wir nehmen an, der Grenzwert sei nicht eindeutig. Dann existieren zwei verschiedene
Zahlen a,b € R, a # b, mit a, — a und a,, — b. Wir wihlen nun ¢ := @. Dann existiert
ein N € N, so daB fiir alle n > N gilt'®

—b -b
|an—a\§5:‘a4—| und |an—b|§5:%.
Aus der Dreiecksungleichung folgt dann
la—b] = |(a — an) + (an — B)| < |a — an| + |an — b < ‘“;“ + ‘“;“ _ |“;b| .

Da nach Annahme a # b ist, diirfen wir dann diese Ungleichung durch die positive Zahl
|a—0b| dividieren und erhalten daraus den Widerspruch 1 < % Folglich gilt a = b. O

Wir werden nun einige Beispiele konvergenter und divergenter Folgen geben.

Beispiel 4.6 (Konvergente und divergente Folgen) Wir betrachten die Fol-
gen (an), mit

(a) ap:=1, (b) a,:=(-1)", (¢) an:=1+ , (d) ap:=n.

(a) Die konstante Folge (1),, konvergiert offensichtlich gegen a =1, da |a, —a| =0
fiir alle n € INp, und somit |a,, — a| < ¢ fiir jedes € > 0 und alle n € Ny.

(b) Die Werte der Folge ((—1)"),, sind abwechselnd 1 und —1. Nach Lemma 4.2 kann
diese Folge nicht konvergieren, da sie sonst zwei verschiedene Grenzwerte haben
miifite.

(c) Da |a,, — 1| = L, folgt aus dem Beweis aus Beispiel 4.1, daB a,, — 1.

(d) Diese Folge divergiert auf eine ganz spezielle Art, nidmlich gegen +oco. Dies
bedeutet einerseits, daf es keine reelle Zahl a mit a,, — a gibt, d. h. (a,) divergiert,
und andererseits, daf es fiir jedes A € R" einen Index N € IN gibt, so da a,, > A
fiir alle Indizes n > N gilt. In diesem Fall sagen wir, (a,), divergiert bestimmt
gegen 400 und schreiben

lim a,, = +o00.
n—oo

Die bestimmte Divergenz gegen —oo wird analog definiert. A

Das letzte Beispiel ist ein Beispiel einer unbeschréankten Folge. Als néchstes zeigen
wir, dafl konvergente Folgen immer beschrinkt sind.

Satz 4.1 (Konvergente Folgen sind beschrinkt) Ist die reelle Folge (a)nen,
konvergent, so ist sie beschrinkt, d.h. es existiert eine reelle Zahl A € IR, so dafl
la,| < A fiir alle n € INg.

15Gilt die erste Aussage fiir alle n > N1 und die zweite Aussage fiir alle n > Na, dann wihlen
wir die gréBere der beiden Zahlen N7 und Na.
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Beweis:  Angenommen, lim a, = a. Wir wihlen ¢ := |a|.'® Dann gibt es einen Index

n— oo

N € N, so daBl |an — a| < |a| und damit
lan| = lan —a+a| < |an — al + |a| < 2|al

fiir alle n > N unter Benutzung der Dreiecksungleichung folgt.
Bezeichnen wir mit b die groite der N Zahlen |a,| (n =0,...,N—1), so gilt

lan| < b fallsn=0,...,N—1
nl = 2|al falls n > N
Wiéhlen wir A := max{b, 2|a|}, dann folgt das Resultat. |

Bemerkung 4.3 Eine kurze Notation des Inhaltes von Satz 4.1 ist
anp—a = lay| <A (A€eR).

Sitzung 4.2 DERIVE besitzt die Fihigkeit, Grenzwerte zu bestimmen. Dafiir be-
nutzt man das Kommando | Calculus Limit |. Man gebe (2n+1)/(3n-2) ein:

2n+1
3n—2"

Mit dem | Calculus Limit | Befehl konstruiere man den Grenzwert dieses Aus-
drucks fiir n — oco. DERIVES Symbol fiir co ist inf. Der eingegebene Ausdruck wird
angezeigt als

2n +1
n—oo 3N — 2 ’

Mit | Simplify | berechnet DERIVE nun den Grenzwert

2
3: -
3

Als weitere Moglichkeit kann man auch die DERIVE Funktion LIM(f,x,a) benutzen,
um den Grenzwert von f fiir x — a zu finden. Bei unserem Beispiel erhélt man also
mit LIM(#1,n,inf) das gleiche Ergebnis.

Man benutze geeignete Einstellungen, um VECTOR([n,#1],n,1,70) graphisch dar-
zustellen. Weiter definiere man eps:=0.1, und erstelle die Graphen fiir die Werte
2/3+eps und 2/3-eps. Wie kann man die Eigenschaft der Konvergenz geometrisch
deuten?

DERIVEs Antwort ist mit Hilfe der folgenden grundlegenden Rechenregeln fiir Grenz-
werte einfach nachzuvollziehen. Diese Regeln besagen, dafi die Grenzwertoperation
mit Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division vertauschbar ist.

16Wir nehmen an, daB8 a # 0. Der Fall a = 0 ist noch einfacher und wird als Ubungsaufgabe
gestellt.
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Satz 4.2 (Regeln fiir Grenzwerte) Sind (a,), und (b,), zwei Folgen mit den
Grenzwerten lim a, =a und lim b, = b, dann gelten

(a) lim (Ca,) = C a fiir alle Konstanten C' € R,
(b) lim (an, £b,) =a=xb,

(¢) lim apb, = ab,

n—oo

(d) Jim_ g2 = £, sofern by, # 0 (n € No)'" und b # 0,
(e) (Sandwichprinzip) Gilt b = a sowie a,, < ¢, < b, fiir alle n > N, so folgt
lim ¢, = a.
n—oo
Beweis:  Auf Grund unserer Annahme gibt es zu jedem € > 0 ein N € IN derart, dafl
fiir alle n > N gilt
|an —a| <e und |b, —b| <e.
Weiterhin gilt nach Satz 4.1

lan| < A and |by| < B

fiir geeignete A, B € R.

(a) Nach Lemma 4.1 gilt offensichtlich C(a, — a) — 0.

(b) |(an £bn) — (@£ b)| = [(an — a) £ (b, — b)| < |an — a| + |bn — b] < 2e. Wiederum folgt
aus Lemma 4.1, daB (a, £b,) — (a £b) — 0.

(c) In dhnlicher Weise erhalten wir

Janbn — ab] = lan(bn — b) + (an — a)b| < (jan| + b < (A + B])e

und somit a, b, — ab.
(d) Aus b # 0 folgt (man wéhle hierfiir € := %), daf eine Zahl N € IN existiert, so daf} fiir
alle n > N gilt:

B
n — b < — .
jbu— i <
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt dann |[b| = |(b — b,) + bn| < |b — by| + |bn], so daBl
b b
el = 16— b= bl = 1o~ b — 0] > ) — 12 = . (12)

Durch Anwendung der Kehrwertoperation auf diese Ungleichung erhalten wir

x
bn

<2
|b]

Hiermit bekommen wir schlieflich

anb—bna| _ |an(b—bn)+bn(an—a)| < Ae +2 < 2—1426—&-3 _ 24 +2|b|€7
bnb 16 ][] L L R L ] |o]

"Da, es bei der Grenzwertbildung auf endlich viele Anfangsglieder einer Folge nicht ankommt,
ist diese Bedingung letztlich unnétig. Sofern néamlich b # 0, folgt automatisch, daf fiir alle n > N
auch b, # 0 ist, s. (4.2).
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welches die Aussage bestétigt.

(e) Es gibt ein Ny € IN derart, daB fiir alle n > N; sowohl a, € [a — €,a + €], als
auch b, € [a — g,a + €] gilt. Da nach Voraussetzung ¢, € [an,bn] liegt, gilt dann auch
cn €Ela—ce,a+¢l. a

Bemerkung 4.4 (Linearitit der Grenzwertoperation) Die beiden Rechenre-
geln (a) und (b) des Satzes bezeichnet man als die Linearitét der Grenzwertope-
ration. Linearitéit ist eine sehr wichtige Eigenschaft der Grenzwertoperation. Wir
werden spéter die Differentiation und die Integration mit Hilfe von Grenzwerten
definieren. Somit wird die Linearitdt auf Differentiation und Integration vererbt
werden.

Bemerkung 4.5 (Vertauschbarkeit der Grenzwertoperation mit rationa-
len Funktionen) Man kann den Grenzwert einer beliebigen rationalen Funktion
der Variablen n fiir n — oo berechnen, indem man die Regeln induktiv anwendet.
Zur Erinnerung sei erwdhnt, dafl rationale Funktionen aus den konstanten Funk-
tionen und der identischen Abbildung f(z) := = mit Hilfe einer endlichen Anzahl
von Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen und Divisionen gebildet werden.
Folglich kann der Grenzwert berechnet werden durch Anwendung der Grenzwert-
operation auf jeden einzelnen der Operanden'®.

Wir erldutern nun die dargelegten Ideen mit den folgenden Beispielen.

Beispiel 4.7 (Grenzwerte rationaler Funktionen) In DERIVE-Sitzung 4.2 be-
rechnete DERIVE den Grenzwert lim 22%l. Eine Anwendung von Satz 4.2 ergibt
n—oo

3n—2"
: 1
ntl 24y 2 MG 240 2
n—0o3n—2 n-oc3—2 3—lim 2 3-0 3°

Als zweites Beispiel betrachten wir

Xkt lim (5nd+4nt43n342n%4n)  lim (b+i4+ 34242

lim k=0 _ n—oo _ n—oo =5
— o 1 5 3 o 1 1 1
" e Jim (7 +n? -+ n) Jdim (14 3+ )
k=1

Nun modifizieren wir das letzte Beispiel. Sei K € IN gegeben. Dann ist

2K —1 . o 2Kl b (2K—1)
) kZ::1 kn - nth;O kZ::1 kn
ngrolo K - K

S p2k-1 lim Zn2k717(2K71)

k=1 n—o0 p—1

nli*)n;o(nzé—z + n212<—3 + n'”%—‘* +-- +&7;2+(2K*1))
R Ty S e e ———— R B
00 n2K—2 n2K—4 n2K—6 TI,Z

18In Kapitel 6 werden wir sehen, da8 dies ein spezieller Fall der Vertauschbarkeit der Grenzwer-
toperation mit beliebigen stetigen Funktionen ist.
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Beispiel 4.8 (Grenzwert von Wurzelausdriicken) Wir betrachten

an :=vVn+1—+/n.
Es gilt

(Vi1 V) (ViF T+ Vi)
Vn+144n

(n+1)-—n 1 < 1

Vitl+yn  Vatl+yn = 2vn

fir n — oo. Unser Erfolg hing von der Verfiigbarkeit eines besonderen Tricks ab.
Weitere Beispiele dieses Typs sind in Ubungsaufgabe 4.3 zu lésen. Spiter werden wir
uns mit allgemeineren Methoden zur Bestimmung von Grenzwerten beschéftigen,
die uns einen systematischeren Zugang erlauben werden. A

VAFl- Vi =

— 0

Der folgende Satz besagt, dafl die Grenzwertoperation mit der Ordnungsrelation
»,<” vertraglich ist.

Satz 4.3 (Vertriglichkeit der Grenzwertoperation mit ,,<”) Sind (a,,), und
(bn)n zwei Folgen mit den Grenzwerten lim a,, = a und lim b, = b, dann gilt

an <b, (neN) S a<b.
Insbesondere folgt also aus b, > 0, dal b > 0.

Beweis:  Angenommen, es wire b < a. Setze € := aT_l’ > 0. Dann ist fiir ein N € IN und

allen> N
|anfa|§z-::a_

sowie |bnfb|§6:%,

und damit liegt fiir n > N der Wert a,, im Intervall [a — “T_b, a+ “T_b] und ferner der Wert
bn im Intervall [b— 3% b+ 2=2]. Hieraus folgt

a—>b

2a
b, < b =
<b+ 3

3

+é—a—a—_b<a
37 n s

L
3 3

a
3
im Widerspruch zur Voraussetzung. d

Wir merken an, dafl die Aussage des Satzes selbstverstidndlich auch dann noch gilt,
wenn die Bedingung a,, < b,, nur fiir fast alle n, d. h. fiir n > N giiltig ist. Anderer-
seits gilt aber

Bemerkung 4.6 (Unvertriiglichkeit der Grenzwertoperation mit ,,<”)
Man beachte, daf} i.a. keineswegs aus a, < b, die Beziehung lim a, < lim b,
n—oo

folgt. Zum Beispiel ist b, = % > 0, aber lim b, = 0.

n—oo
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Beispiel 4.9 Nun wollen wir einige weitere wichtige Grenzwerte bestimmen.
(a) lim n™z™ =0 falls |[z] <1 und m € IN.
n—oo

Die beiden Faktoren n™ — oo und 2™ — 0 wirken in verschiedene Richtung, und
wir haben zu zeigen, dafl der zweite Faktor sich durchsetzt.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei 0 < x < 1. Ist a,, := n"z", so folgt fiir
den Quotienten

n 1m n+1 1 m
a+1:(n+) r :(1—|——> €T — x.
Ay nmxn n

Sei nun 7 € (z,1) (z.B. r = £H1)1 Dann gibt es ein N € N derart, daf “2=2 <
r < 1 fiir alle n > N. Man sieht nun nacheinander, dafl

AN+1 <r AN 42 <2 AN+3 <
_— b i 9 _—

an an an

und schlieSlich durch Induktion fiir alle n > N

3

a _ an
o< N oder Ognmx"S—NT"ﬁO,
T

an
und mit dem Sandwichprinzip folgt die Behauptung aus Beispiel 4.5.

(b) lim ¥/n=1.

n—oo

Sei € > 0 vorgegeben. Dann ist 0 < Fls < 1, und somit wegen (a) (fir m = 1)

n
Iim —— =0
n—oo (1 + E)"

Daher gibt es ein N € IN derart, da} 1 < n < (14 ¢)” fiir alle n > N gilt. Da {/x
monoton wachsend ist, gilt auch

1<{Yn<l+e,
und die Behauptung folgt.
(c) lim ¢/n =1 fiira € R*.
Fiir alle n > max{a, é} gilt % < a < n, so dafl aus dem Wachstum von 3/ folgt

1
Vn

1«

<Va< Yn—1.

9Welches ¢ haben wir damit gewihlt?
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UBUNGSAUFGABEN

<& 4.1 Man priife die Beispiele 4.7 mit DERIVE. Hinweis: Obwohl DERIVE den expli-
ziten Ausdruck fiir die Summen, die im letzten Beispiel vorkommen, finden kann,
kann es jedoch nicht den Grenzwert finden. Dies liegt daran, dafl K automatisch als
eine beliebige reelle Zahl angenommen wird. Man versuche es mit einer geeigneten
Wahl des Definitionsbereichs fiir K. Das Kommando zur Anderung des Definitions-
bereichs heifit | Declare Variable Domain |

4.2 Man betrachte die folgenden reellen Folgen a.,,. Man bestimme, welche der Fol-
gen konvergent sind, und gegebenenfalls ihren Grenzwert lim a,.

1 oy
(a) ap =N + n—‘i‘2 ) (b) Ap = _TL3 )
B _ (n+13—(n—1)*
() an=n", () an= (n+1)2+(n—-1)2"
n k_ gk n k_ (n—1)k
(©) an= % (keN), () an= (7(z+j;)i)—1+((n_1)12—1 (k€ ).

4.3 Man bestimme den Grenzwert der folgenden Ausdriicke fiir n — oo.

(b) Vn(Vn+1-+vn),
() \/n++vn—+vn, (d) vVIn?2+2n+1-3n,

1 & ikm
() 5> k. (f) ’“;;lﬂ (m e N) .

4.4 Man bestimme die Grenzwerte

(a) nh—>Holo Ynn+1)2 - Yn2(n+1), (b) lim W(\?’/n—i— —/n) .

n—oo

4.5 Bestimme

lim n % ((nJrl)% fn%)

n—oo

4.6 Man gebe eine genaue Definition einer Teilfolge, indem man die charakterisie-
renden Eigenschaften der Auswahlfunktion k — nj beschreibe.

4.7 Man zeige, daB jede Teilfolge einer konvergenten Folge (ay,),, denselben Grenz-
wert besitzt.

4.8 Fiihre den Beweis von Satz 4.1 fiir a = 0 aus.
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4.9 Sei (a,)n eine Folge, die gegen a konvergiert. Zeige, dall dann auch die Folge

1
b, = — e ta,
—(ar+-tan)

gegen a konvergiert.

4.2 Fundamentale Konvergenzsitze fiir Folgen

Zur Anwendung der bisherigen Konvergenzkriterien ist immer die Kenntnis des
Grenzwerts erforderlich. Da die Grenzwertbestimmung andererseits sehr schwierig
sein kann, entwickeln wir in diesem Abschnitt Kriterien, mit denen die Konvergenz
einer Folge entschieden werden kann, ohne den Grenzwert zu kennen. Unser erstes
Kriterium ist ein Satz iiber monotone Folgen, der zeigt, daf} in diesem Fall auch die
Umkehrung von Satz 4.1 gilt.

In Analogie zu monotonen Funktionen definieren wir

Definition 4.4 (Monotone Folgen) Eine Folge (a,),cw heifit monoton, insbe-
sondere

wachsend an < Apy1
streng wachsend . an < Gpt1 . . .
fallend falls tn > aniy fiir jedes n € IN gilt.
streng fallend Qp > Gpt1

Ist die Folge (ay)n streng fallend oder streng wachsend, so heifit sie auch streng
monoton.

Satz 4.4 (Aus Beschrinktheit und Monotonie folgt Konvergenz) Ist (a,)y
eine wachsende nach oben beschrinkte Folge, so ist sie konvergent. Ebenso kon-
vergiert jede fallende nach unten beschrankte Folge.

Beweis:  Wir beweisen nur den ersten Teil der Aussage, da die zweite Aussage ana-
log dazu gezeigt werden kann. Da (an), nach oben beschrinkt ist, besitzt die Menge
{an € R |n € N} ein Supremum

a:=sup{an ER |[neN} eR.

Wir wollen zeigen, dafl die Folge (an). gegen a konvergiert. Nach Definition der kleinsten
oberen Schranke existiert fiir jedes vorgegebene € > 0 ein N derart, dal a —any < e. Da
(an)n wachsend ist, erhalten wir fiir n > N

an < an, d. h. lan —al=a—an <a—an < e,

und somit lim a, = a. a
n—oo

Wir kommen nun zu einem sehr interessanten und wichtigen Beispiel?".

20Die Konvergenz der in der folgenden DERIVE-Sitzung betrachteten Folge wird im Anschluf
unter Anwendung von Satz 4.4 bewiesen werden.
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Sitzung 4.3 Wir betrachten die Folge (an), mit a, := (1 + %)n Man gebe den
Ausdruck (1+1/n) "n ein. Zunéchst berechnen wir die ersten 9 Elemente dieser Folge,
indem wir auf VECTOR(#1,n,1,9) anwenden. DERIVEs Antwort ist

3: [2,2.25,2.37037,2.44140, 2.48832, 2.52162, 2.54649, 2.56578, 2.58117] .

Die Konvergenz ist offenbar nicht sehr schnell, so dafl wir lieber die Werte einer Teil-
folge bestimmen. Wir nehmen diejenigen n, die die Form n = 2* haben, indem wir

in #1 mit | Manage Substitute ‘ n durch 2F ersetzen. Mit [ Simplify | bekommen

WIr

172"
41 |:1+2_k::| 5

und VECTOR (#4,k,1,9) liefert

6: [2.25, 2.44140, 2.56578, 2.63792, 2.67699, 2.69734, 2.70772, 2.71298, 2.71563] .

Offenbar konvergiert selbst diese Teilfolge noch zu langsam (da noch nicht einmal
die ersten 4 Dezimalen klar zu sein scheinen), so dafl wir es mit der Teilfolge (aygr )&
versuchen. Nachdem wir erneut mit | Manage Substitute | 10" fiir n in Ausdruck
#1 eingesetzt haben, liefert eine Approximation von VECTOR(#7,k,1,9)

9: [2.59374,2.70481,2.71692,2.71814,1,1,1,1,1] .

Welch eine Uberraschung! Wer glaubt, dafi der Grenzwert unserer Folge wirklich
1 ist? Diese Berechnung ist ein typisches Beispiel einer katastrophalen Termaus-
l6schung®!, die auftreten kann, wenn man numerisch mit reeller Arithmetik mit fester
Stellenzahl arbeitet??. DERIVEs Standardgenauigkeit sind 6 Stellen. So fiihrt die

Berechnung (1+ )" = (1.0000000001)°"* zu 1, da die interne Darstellung der

Zahl 1.0000000001 bei 6-stelliger Genauigkeit 1 ist — es gibt keine bessere 6-stellige

Approximation! — und 19" ist in der Tat 1. Momentan mogen wir den Eindruck
. . . . . n . .
haben, dafl 2.71814 die bisher wohl beste Approximation von lim (1 + %) ist. Wir
n—0o0

werden spéter sehen, daf

1 n
lim (1 + ﬁ) =: e = 2.718281828459045235360287471352662497 ... ,

n—oo

und die Zahl e wird sich als sehr wichtig erweisen. In Beispiel 5.1 werden wir eine
wesentlich bessere Approximationsmdoglichkeit fiir e kennenlernen.

21Englisch: catastrophic cancellation

22Eine katastrophale Termausldschung ist beim numerischen Rechnen immer moglich, wihrend
sie bei der symbolischen Arbeit mit einem Computer Algebra System wie DERIVE nicht auftritt.
Verwenden wir anstatt , bekommen wir keine falschen Berechnungen.
Auf der anderen Seite brauchen rational exakte Berechnungen oft sehr viel Zeit oder aber der
Speicherplatz reicht nicht aus (s. Ubungsaufgabe 4.16), so daB es in vielen Fillen keine Alternative
zur reellen Gleitkommaarithmetik gibt. Wir kénnen aber DERIVEs Gleitkommagenauigkeit erh6hen,
um genauere Resultate zu erzielen, s. Ubungsaufgabe 4.17.
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Beispiel 4.10 (Konvergenz von (1 + %)n) Nun wollen wir beweisen, daf} die so-
eben betrachtete Folge tatséchlich konvergiert und erweitern das Problem auf die

Folge (e,(x))neN mit
en(x) := (1 + %)n

fiir ein beliebiges € R. Wir zeigen zunéchst, dafl die Folgenelemente fiir alle grofien
n monoton wachsen. Sei ndmlich n > —x. Dann erhalten wir

(10 55) S (e 2y = () (Y
()" ()™ - )

(= (- ) )
() () ) 2o

durch eine Anwendung der Bernoullischen Ungleichung (1.31). Dies impliziert ins-
besondere fiir # = 1 und # = —1, da$ die Folgen e, = e,(1) = (1+ )" sowie
fn = en(—=1) = (1 — )" fiir alle n € IN monoton wachsen. Wir halten fest, daf

daher die Folge

1 1 n+1 n+1 ( 1>n+1
p = —— = = =(1+= 4.3
g fn+1 (1 B L)’erl < n ) n ( )

€n+1 (x) —€n (x)

n+1
monoton fallend ist.
Wir zeigen nun zunéchst, daf e, (z) fiir alle € (—2,2), und damit insbesondere
fiir £ = 1 und = = —1, beschrénkt ist. Dies sieht man aus den Abschétzungen

len ()] :‘Z”:(Z o Si( )|ac|
k=0 k=0

I
/N
—

n-mn---n k!
k=0
n _ k
-y (-H (-2 A 2" (4.4)
n n n k!
k=0
= |a|* |$|2 |$\3 Bl
< T Sl + S Z
k=0

n+1

1 (1=l

_lad P (el el el o (%)
- + = +Z +to ot T
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die wir mit Hilfe der Binomialformel, der geometrischen Summenformel (s. Ubungs-
aufgabe 1.21), sowie der Ungleichung % < 5r, die fiir alle k > 4 giiltig ist (s. Ubungs-
aufgabe 1.20), bekommen. Diese Berechnung zeigt, daf e, (x) fiir alle z € (—2,2)

n+1
beschrinkt ist, da in diesem Fall (%) — 0 strebt fiir n — oo.

Als monotone®? beschriinkte Folge konvergiert also e, () fiir alle z € (—2,2).
Nachdem wir jetzt wissen, dafl e := lim (1 + %)n existiert, konnen wir die Be-

n—oo
schrianktheit und damit die Konvergenz von e, (x) nun sogar fiir alle z € IR nach-
weisen. Sei dazu m € IN eine natiirliche Zahl, die grofer oder gleich z ist?*. Dann

folgt
002 = (0 5) == ()7 ((3)) =

fiir die Teilfolge mit Indizes n = mj (j € IN). Bei einer monoton steigenden Fol-
ge garantiert selbstverstéindlich die Beschrénktheit einer Teilfolge bereits die Be-
schrinktheit der ganzen Folge (warum?), und wir sind fertig.

Wir kénnen nun noch eine Intervallschachtelung fiir die Zahl e := lim (1 + %)n

n—oo

angeben. Da e, = (1 + %)n monoton wichst, und ¢, = (1 + %)"H gemif (4.3)
monoton fillt, da ferner

1 n 1 n+1
en<1+—) §<1+—> =9n
n n
sowie

\" \" 1
lim e, = lim (1—|— —) = lim (1—|— —) - lim (1+ —) = lim g,
n—oo n—oo n n—oo n n—oo n n—oo

gilt, folgt nédmlich, dafl
1 n 1 n+1
() (+3)
n n

eine gegen e schrumpfende Intervallschachtelung ist. A

In = [envgn] -

Mit Hilfe der eben betrachteten Folgen gelingt es, eine erste Abschétzung fiir die
Fakultiitsfunktion zu finden, die auf STIRLING?® zuriickgeht. Eine genauere Version
der Stirlingschen Formel wird in § 11.4 behandelt werden.

23Daf nur fiir n > —x Monotonie vorliegt, schadet der Konvergenz natiirlich nicht.
24Hier verwenden wir die Archimedische Eigenschaft der reellen Zahlen, s. Ubungsaufgabe 1.32.
25JAMES STIRLING [1692-1770]
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Beispiel 4.11 (Stirlingsche Formel) Dazu betrachten wir fiir n € IN zunéchst

die Folge ¢, := ;. Wegen
Cnt1 (n+1)" emn! 1 m+1\" (1+21)"
= . = — = < ]_
Cn entl(n4+1)! nn e n e

ist ¢, monoton fallend, und somit gilt fiir alle n € IN die Beziehung ¢,, < ¢; oder

n

n"_ < L ynd schlieBlich

emn! — e

nl>e- (g)" (neN). (4.5)

Ebenso zeigt man, dal d,, := nc, wegen
dn+1 B 1 (n+1)n+1 (1+ %)’ﬂ‘i’l

=l >
&

d, e

n

monoton wéchst, und somit fiir alle n € IN die Beziehung d,, > d; oder

n!§6n~(ﬁ) (n e IN)
e
gilt. Damit haben wir fiir n! obere und untere Schranken gefunden, die gewhnlich
viel leichter zu berechnen sind:

e-(ﬂ) §n!§en~(ﬁ) melN). A (4.6)
e e
Satz 4.4 betont die Wichtigkeit monotoner Folgen. Wir zeigen als néchstes, dafl jede
Folge eine monotone Teilfolge enthélt.

Lemma 4.3 (Existenz monotoner Teilfolgen) Jede reelle Folge hat entweder
eine fallende oder eine wachsende Teilfolge.

Beweis:  Zum Beweis fiihren wir das Konzept einer Spitze ein. Wir sagen, dafl ein Index
n eine Spitze der Folge (an)new ist, wenn am < a, fiir alle m > n gilt%. Es konnen nun
zwei Moglichkeiten auftreten: Entweder es gibt endlich viele oder unendlich viele Spitzen.

Besitzt die Folge nun unendlich viele Spitzen n; < n2 < n3 < na < ..., so gilt nach
Definition an, > an, > Gny > any,... In diesem Fall ist (ank)k die gesuchte monotone
Folge, ndmlich fallend. Gibt es aber nur endlich viele Spitzen, so gibt es eine grofite Spitze
np. Sei nun n; > ng und somit keine Spitze. Dann existiert no > ni mit an, > an,-
Durch Wiederholung dieses Arguments finden wir eine Folge n1 < na < ng ... derart, daf§
Any < Gny < Any < Gny < ..., also eine (streng) wachsende Folge.

Somit haben wir in beiden moglichen Féllen eine monotone Folge konstruiert. O

Wir sind nun in der Lage, den wichtigen Satz von Bolzano?”-Weierstraf?® zu bewei-
sen.

26Man mache sich geometrisch anhand des Graphen einer Folge klar, was das bedeutet!
2"BERNHARD BOLZANO [1781-1848]
28K ARL WEIERSTRASS [1815-1897]
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Satz 4.5 (Satz von Bolzano-Weierstrafl) Jede beschriinkte Folge besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Beweis:  Eine beschriinkte Folge besitzt nach Lemma 4.3 eine monotone Teilfolge, die
geméif Satz 4.4 konvergiert. O

Schliellich beweisen wir nun das Cauchysche Konvergenzkriterium, welches eine
wesentliche Charakterisierung von Konvergenz liefert??. Dazu bendtigen wir den
Begriff der Cauchyfolge.

Definition 4.5 (Cauchyfolge) Eine reelle Folge heifit Cauchyfolge, wenn zu je-
dem € > 0 ein Index N € IN existiert, so daf fiir alle m,n > N gilt

lap, —am| <e. A
Es gilt

Satz 4.6 (Cauchysches Konvergenzkriterium) Eine reelle Folge (a,,),, konver-
giert genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis: ~ Wir nehmen zuniichst an, daf§ die Folge (a,). gegen a konvergiert. Dann exi-
stiert zu jedem &€ > 0 ein Index N € IN, so daf fiir alle n > N gilt

€
lan —a| < 3

Fiir m > N und n > N folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung, daf3
lan = am| = |(an —a) + (@ — am)| < |an —al +|a —am| <€,

und somit ist (ay), eine Cauchyfolge.

Sei nun eine Cauchyfolge (an)n gegeben. Dann miissen wir die Existenz einer Zahl a € R
nachweisen, fiir die a,, — a gilt.

Dazu verwenden wir den Satz von Bolzano-Weierstrafl. Um dieses Ergebnis zu benutzen,
miissen wir zunéichst nachweisen, daf jede Cauchyfolge (a.)n beschriankt ist.

Wir wéhlen € := 1 in der Definition der Cauchyfolge. Dann kénnen wir einen Index
N € N finden, so daf§ |an — am| < 1 fiir alle m,n > N. Daraus folgt mit Hilfe der
Dreiecksungleichung

‘anl = |a’" — am + am' S |an - aml + ‘aml S 1 + |am| .
Wahlt man speziell m := N, so erhalten wir fiir n > N
jan] < 1+ Jan] -

Bezeichnet man die gréfite der N + 1 Zahlen |ay| (n = 0,..., N) mit b, dann folgt

b falls n=0,...,N—1
|“”<{1+b falls n > N }<1+b'

Wihlen wir nun A := 1+ b, so sehen wir, daf (an)» beschrinkt ist.

29Bei manchen Autoren wird auch der Inhalt von Satz 4.6 zur Definition der Vollstindigkeit des
reellen Zahlensystems verwendet.
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Nach Satz 4.5 existiert also eine konvergente Teilfolge von (ay)n. Diese Teilfolge konver-

giere gegen a, d.h.
lim an, =acR. (4.7)
k— o0

Gemifl der Definition einer Cauchyfolge gilt, daf fiir alle € > 0 eine Zahl N € IN existiert,

so daf3

€

2

fiir alle m,n > N. Weiterhin existiert nach (4.7) ein Index K, so daf}

|an - am' <

£
2

‘ank - a| <
fiir alle k > K. Wir definieren N := max{N,nx}. Dann gilt fiir alle n > N, daf

3
Jan =l < lay = an, |+ fan, —a| < 5+ 5 =<

<
2

Dies beweist, da} lim a, = a. O
n—oo

Diesen Satz werden wir spéter hdufig benutzen, gibt er uns doch Gelegenheit, die

Konvergenz einer beliebigen Folge direkt durch eine Abschétzung der Koeffizienten
(ohne Kenntnis des Grenzwerts) nachzuweisen.

UBUNGSAUFGABEN

4.10 Beweise, daf eine fallende nach unten beschrénkte Folge (a, ), reeller Zahlen
konvergiert.

4.11 Zeige, daB8 die Folge a,, := {/n fiir n > 3 fallend ist. Hinweis: Verwende, daf
(1 + %)n wéchst.

4.12 Berechne

. 1 . n

(a)  Jim (b)  Jim, -

<& 4.13 Man betrachte die Folge (F,,)new, der sogenannten Fibonacci-Zahlen®®, die
rekursiv durch

0 fallsn =0
F, = 1 fallsn =1
Fn—l + Fn_g falls n Z 2

definiert sind. Die Fibonacci-Zahlen wachsen sehr schnell. Berechne mit DERIVE
iterativ die ersten 50 Fibonacci-Zahlen. Zeige, dafl auf der anderen Seite

fim Dot L (1+\/5) — 1.6180...,

neoss F, 2

d. h., die Quotienten aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen streben gegen eine feste
Zahl.

30LEONARDO VON PIsA, genannt FIBONACCI [1465-1526].
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4.14 Zeige, daf die folgenden Folgen konvergieren und bestimme ihren Grenzwert.
@ an=(1+35) (1+(3)°) 1+ B)Y) - (1+ D))

0) bui= (1) (1= ) (1= ) - (1= %),

Hinweise:
(a) Man multipliziere a,, mit dem Ausdruck (1 — %) = 2.
(b) Man suche nach kiirzbaren Faktoren in b,,.

& 4.15 Zeige, dafi die folgenden Folgen konvergieren und bestimme ihren Grenzwert
mit DERIVE.

(a) (Geschachtelte Wurzeln)
co =1, cpy1 := /1 + ¢,, numerisch
co =, Cpt1 =1+ cn, symbolisch.

(b) (Kettenbruch)
do =1, dpy1 = ﬁ, numerisch

do =z, dpy1 = 1-&#’ symbolisch.

Des weiteren berechne man ci,co,...,c5 und dy,ds,...,dyo in den symbolisch zu
Iosenden Féllen. Erkennst du das Muster? Wie sieht dy1 aus?

¢ 4.16 Vereinfache den Ausdruck (1+ )" fiirn = 10,100 und 1000 mit

und vergleiche die Rechenzeiten.

< 4.17 Benutze eine Genauigkeit von 10,15 und 25 Dezimalen, um Approximationen
fiir lim (1 + %)n zu erhalten, die eine héhere Genauigkeit haben als die in DERIVE-

n—oo

Sitzung 4.3.

4.18 Zeige: Sind k,n € IN, dann gilt fiir alle k > en die Ungleichung

1_1
kL= nk

Hinweis: Benutze Gleichung (4.5).

4.19 Zeige die Konvergenz von e, (x) fiir alle x € R durch eine Anpassung des
gegebenen Beweises unter Benutzung des Resultats aus Ubungsaufgabe 4.18.

4.20 Berechne

(a) lim (1 _ %)n und (b) lim (1 _ (%)2>n .



4.3 Reihen 101

4.3 Reihen

In diesem Abschnitt werden wir iiber solche Folgen reden, welche aufeinanderfol-
gende Terme einer anderen Folge summieren.

Wir alle benutzen solche Reihen in vielen Situationen, oft jedoch, ohne uns dariiber
bewuflt zu sein, z. B. bei der Division. Betrachte das folgende Beispiel.

Beispiel 4.12 (Eine Reihe als Ergebnis des Divisionsalgorithmus) Berech-
nen wir die Dezimaldarstellung des Bruchs 19—0 mit Hilfe des Divisionsalgorithmus,
dann erhalten wir

10.000... : 9 = 1.11...
- 9.
1.0
— .9
.10
— .09
.01
woraus die Darstellung
10 1 1 =1
—=140140014+00014 - =14+4—4+—+4---=Y — 4,
5 +0.1+0.01 4 0.001 + + 170+ 100t ka (4.8)

folgt. A

Tatséchlich ist bei der Benutzung des Dezimalsystems eine Summe der Form

o] ax B
ZW (ak—O,l,...,9)
k=0

ganz natiirlich, da sie wie in dem obigen Beispiel eine reelle Zahl darstellt.

Es ist flir uns nicht ganz einfach, die Schwierigkeiten der alten griechischen Ma-
thematiker mit derartigen Beispielen nachzuvollziehen. Sie gaben die folgende als
Geschichte verkleidete Beschreibung der obigen Summe (4.8).

Beispiel 4.13 (Achilles und die Schildkrdte) Achilles soll ein Wettrennen mit
einer Schildkrote bestreiten. Da Achilles zehnmal schneller als die Schildkrote ist,
ist es nur fair, dafl die Schildkréte einen Vorsprung von 1 Stadium erhélt. Die Frage
ist nun, ob es Achilles moglich ist, die Schildkréte zu iiberholen. Der Wettkampf
beginnt. Nachdem Achilles das erste Stadium gerannt ist, erreicht er den Punkt, an
dem die Schildkrote startete. Bezeichnen wir diesen Punkt mit P;. Jedoch ist die
Schildkréte in der Zwischenzeit um den zehnten Teil eines Stadiums, d.h. 0.1 St,
weitergelaufen und an dem Punkt P, angekommen. Als néichstes rennt Achilles bis
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zum Punkt P>, und wenn er dort ankommt, ist die Schildkrdte bereits wiederum
einen zehnten Teil, d.h. 0.01 St, weiter, beim Punkt P;. Offensichtlich wiederholt
sich dieser Vorgang immer so weiter. Wie soll es also fiir Achilles mdoglich sein, die
Schildkréte zu iiberholen?

Andererseits wufiten die Griechen natiirlich, daf§ Achilles die Schildkréte iiber-
holen wird. Wir wissen iiberdies genau, wo dies geschehen wird. Man beachte, dafl
die Entfernung zwischen P; und Achilles’ Startpunkt P, 1 St ist, die Entfernung
zwischen P, und Py ist 0.1 St grofer, die Entfernung zwischen P5 und P, ist weitere
0.01 St grofler, und so weiter. Somit wird Achilles die Schildkréte bei dem Grenz-
punkt P, der Folge (Py, P1, Ps,...) iberholen. Die vom Startpunkt P, zuriickge-
legte Distanz (vgl. Abbildung 4.2) berechnet sich somit durch

10
1St—|—0.1St+0.018t+0.0018t+---:KSt.

Die alten Griechen konnten nicht akzeptieren, dafl eine Folge von Punkten einer
Geraden gegen einen Punkt der Geraden konvergieren kann. Entscheidender jedoch
ist die Tatsache, daf} sie das Problem nicht von einem dynamischen Standpunkt aus
betrachteten. Betrachtet man néamlich die Zeitabschnitte, die Achilles rennen muf,
um die Distanz zwischen Py und Py, zuriickzulegen, so beobachtet man, dafl die-
se immer kleiner werden, und zwar so stark, dafl sogar ihre Summe noch konvergiert.

Y
A
Achilles
Poofmmrmrr e ‘ Schildkréte
Pyt o : |
| |
| |
Py :
|
|
|
|
|
|
|
1 -
Py T

Abbildung 4.2 Der Wettlauf zwischen Achilles und der Schildkréte

In Abbildung 4.2 haben wir das Problem dynamisch aufgefaflt und die Zeit-Weg-
Graphen sowohl fiir Achilles als auch fiir die Schildkrote dargestellt. Da wir an-
nehmen, daf} sich beide mit einer konstanten Geschwindigkeit bewegen, sind beide
Zeit-Wege-Graphen linear. Die Tatsache, dafl die Geschwindigkeiten unterschiedlich
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sind, driickt sich in unterschiedlichen Steigungen aus. Somit ist der Zeitpunkt 7',
an dem Achilles die Schildkrote iiberholen wird, gegeben als die Zeitkoordinate des
Schnittpunktes der beiden Graphen, und der zugehorige y-Wert ist der Grenzpunkt
P... Der Weg, den die alte Geschichte beschreibt, ist hier dargestellt durch die ge-
strichelten Streckenstiicke und wird nie beendet werden. Wir bemerken, dafl die alte
Geschichte niemals die Zeit nach dem Uberholen betrachtet und uns somit nichts
dariiber erzdhlen kann. A

o0
In unserem Beispiel haben wir eine Reihe der Art > ax betrachtet, deren erzeu-
k=0
gende Folge ay, eine Nullfolge bildet. Wie wir sehen werden, ist dies eine notwendige
Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe. Andererseits ist diese Bedingung nicht

hinreichend, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.14 (Harmonische Reihe) Wir betrachten die Reihe

>t

welche man die harmonische Reihe nennt. Wir werden zeigen, daf3 die Partialsum-
men

(4.9)

wIH

zn:l 1+ +1+ +1
k_ 3 n

nicht beschrénkt sind, so daf die Reihe (4.9) nicht konvergiert. Tatséchlich betrach-
ten wir die speziellen Partialsummen®! mit n := 2V fiir ein N € N. Fiir diese
erhalten wir

R
23 2N

= 14= +(1+1)+(1+1+1+1)+~-+< S +-~+¥L>
374)"\5767"8 oN-1 41 2N1 42 2N
1
8

> 1+1—|— 1—|—1 + 1+ +1+1 4+ 1+1+ +1
- 2 4 4 8 8 8 2N 2N 2N
——
2 Terme 4 Summanden 2N-1 Summanden
= 1+1+1+ +1*1+N
N 2 2 2 2
| S —

N Summanden

Somit sind die betrachteten Partialsummen unbeschriankt, und aus Satz 4.1 folgt,
daB die harmonische Reihe (4.9) nicht konvergiert.

31Diese bilden eine Teilfolge der Folge der Partialsummen der Reihe.
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Definition 4.6 (Konvergenz einer Reihe) Wir definieren eine unendliche Rei-
he32

oo n

E ar = lim E ag
n—oo

k=0 k=0

als den Grenzwert ihrer Partialsummen, sofern dieser existiert. In diesem Falle sagen
wir, dafl die Reihe konvergiert. A

Wir beweisen nun die oben erwdhnte notwendige Bedingung fiir die Konvergenz
einer Reihe.

o0

Lemma 4.4 Konvergiert die Reihe Y ag, so muf} die erzeugende Folge a; notwen-
k=0

digerweise eine Nullfolge sein.

Beweis: ~ Wir benutzen das Cauchykriterium. Sei € > 0 vorgegeben. Nach Satz 4.6 exi-
stiert dann ein N € IN, so daf

n

>

k=m+1

|Sn_sm‘: <e

fiir alle m,n > N. Wir wihlen m := n — 1 und erhalten speziell
lan| < e
fiir alle n > N + 1. Da € beliebig war, gilt |a,| — 0. O

Beispiel 4.15 (Die geometrische Reihe) Eine besonders wichtige Reihe ist die
geometrische Reihe

oo
E ark:a—i—ar—l—arQ—l—ar?’—i—-n,
k=0

deren Partialsumme
2 3 n
Sp,=a-+ar+ar”+ar”+---+ar

bereits in Ubungsaufgabe 1.21 betrachtet worden war. Ziehen wir von dieser Glei-
chung die mit r multiplizierte ab

Sn, = a 4+ ar + ar? + ar® + -+ + ar
—75, = - (ar 4+ ar®* + ar® + - + e + ar"th
1-7)s, = a - art!

erhalten wir fiir r # 1

1— 7”"+1
sp(l—=7)=a—ar"* oder Sy = Q————

32Englisch: infinite series
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Da fiir |r| < 1 die Beziehung lim r™ = 0 gilt, kénnen wir wiederum schlieflen, dafl
n—oo

in diesem Fall
o0
5 . 1 —pntt a
Z ar® = lim a = .
n—oo 1—7 1—r
k=0

Als spezielles Beispiel einer geometrischen Reihe betrachten wir noch einmal den

Fall von Achilles und der Schildkréte, wobei ¢ = 1 km und r = % sind, und finden,

daB die zuriickgelegte Distanz bis zum Uberholungspunkt gegeben ist durch die

Reihe
%) k
1 1 1
E (1km) [ — :—1km:—0km7
10 1 9

k=0 ~ 10

man vergleiche (4.8).
Die geometrische Reihe wird fiir uns im folgenden Abschnitt sehr niitzlich sein
als Vergleichsreihe, um festzustellen, ob andere Reihen konvergieren.

Beispiel 4.16 (Partielle Summation) Ein weiteres Beispiel fiir eine Reihe, bei
der wir eine explizite Formel fiir die Partialsummen bestimmen kénnen, ist

)3 PLENE R N S B
kzlk(k;+1)_1-2 2.3 3.4 4.5 7

Hier benutzen wir die Partialbruchzerlegung und erhalten

Sn=Y =Y (e | =Y Y (4.10)
D RS TR L Vi =y R Dy Dy

Die letzte Differenz ausgeschrieben

n
Xt =1+ 3 + 35+ 1+ + %
k=1
n
1 _ 1 1 1 1 1
PRz Sl CRE N I +on t n_+1)
— 1

zeigt, dafl sich fast alle Terme gegenseitig wegheben, und fiihrt zu dem Ergebnis

Offensichtlich gilt also

i;—lims = lim (1-— ! =1
2 et (1) -

Eine Summe, die sich wie (4.10) zusammenziehen ldfit, nennt man auch Teleskop-
summe.
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4.21 (Linearitit der Reihenkonvergenz) Man zeige: Sind A := > aj und
k=0

B := " by, zwei konvergente Reihen, die gegen A bzw. B konvergieren, so konver-

k=0
0

giert die Reihe Y (aj + by) gegen A + B. Ferner konvergiert fiir jede Zahl ¢ € R
k=0

o0
die Reihe Y cay gegen c A.
k=0

< 4.22 Zeige, daB die folgenden Reihen konvergieren, und bestimme ihre Grenzwerte.

= 1 =~ 1
- - b - -
(&) ;k(k+1)(k+2)’ (®) ;41&‘71’
© > o @ > : .
— k2 —25 — E(k+1)(k+2)(k+3)
<& 4.23 Berechne, wie viele Terme der Reihe % addiert werden miissen, damit die
k=1

Partialsumme gréfer als 7 (bzw. 5) ist.

o0
4.24 Verwende das Cauchykriterium, um die Divergenz von % nachzuweisen.
- k=1
Zeige, daB3 andererseits kzl (7k) konvergiert.

4.25 Berechne eine Zahl a < 2.8 derart, dafl Y ; < a fiir alle n € IN (man
k=0
vergleiche (4.4)).

<& 4.26 (Zahldarstellung mit verschiedenen Basen) Genauso, wie man reelle
und insbesondere rationale Zahlen x durch Dezimalentwicklungen darstellen kann,
kann man die Basis 10 durch eine andere positive natiirliche Zahl n € IN ersetzen
und erhélt Darstellungen der Form (m € Z)

o0
ak
rT=m+ E —
n
k=1

wobei die Koeffizienten a, = 0,1,...,n—1 (k € IN) aus dem Ziffernbereich der Basis
n entnommen werden.

DERIVE kann mit verschiedenen Basen rechnen. Um die Ein- bzw. Ausgabebasis
zu veréindern, verwendet man das | Options Radix | Menii.

Man transformiere die dezimal dargestellten Briiche 1/2, 1/3, 1/7, 1/10 in ihre
Darstellungen bzgl. der Basen 2,3,10 und 16. Man beachte, dafl bei Darstellungen
mit Basen n > 10 die Buchstaben A < 10, B < 11, ... verwendet werden.
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Welcher Bruch hat bzgl. der Basen 2, 3,10 und 16 die Darstellung
0.10 := 0.101010101010... ?

4.27 Versuche, die folgenden Reihen Y ay, bzgl. ihrer Konvergenzgeschwindigkeit
k=1
zu ordnen. Begriinde deine Wahl.
1 1
(a) akzﬁ(mE]N,mZQ), (b) Wk = 7%
1
(¢) ap=2"(xe(0,1), (d) W =77 -

4.4 Konvergenzkriterien fiir Reihen

o0
Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, konvergieren nicht alle Reihen > ay,

k=0
die von einer Nullfolge (ay ) abstammen. Die Folge (ay ) mufl entweder eine spezielle
Struktur oder eine bestimmte Konvergenzgeschwindigkeit aufweisen.

Vom ersten Typ ist das folgende Kriterium, das auf LEIBN1z3® zuriickgeht.

Satz 4.7 (Leibnizkriterium) Ist die erzeugende Folge (aj); eine fallende Null-

folge positiver Zahlen, so konvergiert die alternierende Reihe s := Y (—1)Fa;. Wei-

k=0
terhin gilt fiir den Fehler |s — s,,| die Ungleichung
s = sul =D (=DFar = > (~DFap| = | Y (D ar| < any1,
k=0 k=0 k=n-+1

d. h., der Fehler ist immer kleiner als der Betrag des ersten weggelassenen Summan-
den.

Beweis:  Wir bezeichnen die Partialsumme mit s, := Y (—1)*ax. Da die Koeffizienten

k=0

ar, nichtnegativ sind, schlielen wir, daf§ alle Elemente der Folge mit geradem Index nicht-
negativ sind, (—=1)*™aam, > 0 (m € INp), und alle mit ungeradem Index nichtpositiv sind,
(—=1)*"tas,_1 <0 (m € N). Wir beweisen, dal unter diesen Umstéinden die Folge der
Intervalle (m € IN)

(Il = [81,80],12 = [83,82],14 = [85,84], . .,Im = [Szm+1,82m], . )

eine schrumpfende Intervallschachtelung bildet, und somit gegen ihre reprisentierende re-
elle Zahl konvergiert, siche Abbildung 4.3. Wir erhalten

2m+1 2m—1
k k
S2m+41 — S2m—1 = E (—1) ap — E (—1) ar = a2m — a2m+1 > 0,
k=0 k=0

33GorTFRIED WILHELM LEIBNIZ [1646-1716]
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weil (ax )k fallend ist, und somit wichst (S2m—1)m. Weiterhin gilt

2m—+2 2m
k k
Som42 — Som = E (—1)*ar — E (=1)%ar = agm42 —azm <0,
k=0 k=0

und somit fillt (s2m)m. Diese Eigenschaften zeigen, daBl (I, )m tatséichlich eine Intervall-
schachtelung bildet, und es bleibt zu zeigen, da8 |I,,| — 0. Dies folgt jedoch aus der
Gleichung

2m 2m+1
§ k E k 2m+1
‘[m| = S2m — S2m+1 = (—1) ar — (_1) agp = _(_1) a2m+1 = Q2m—-1 — 0.
k=0 k=0
f ——H f —— f f x
S1 83 S5 s S4  S2 50

Abbildung 4.3 Konvergenz einer alternierenden Reihe mit fallenden Gliedern

Es bleibt die Aussage iiber den Fehler zu zeigen. Ist m gerade, dann liegt s € [S2m—1, S2m],
und es folgt
§ — S2m—1 < S2m — S2m—1 = G2m

und damit die Behauptung. Der Fall, daffi m ungerade ist, wird ebenso behandelt. O
Beispiel 4.17 (Alternierende harmonische Reihe) Wir betrachten die Reihe

> (—1)kHT 11 1
A= =14 4.
; k 27371

Offensichtlich ist die Reihe alternierend und hat betragsmifig fallende Glieder und
konvergiert somit wegen Satz 4.7. Andererseits haben wir jedoch noch keine Methode
zur Hand, um den Grenzwert zu bestimmen.

FEin weiteres Beispiel vom selben Typ ist die Reihe

= (—1)k 11 1
B;: :]_—— ———:l:"'.
kZ:O2k+1 37577

Spéter werden wir sehen, dal A =1n2 und B = T ist. A

ISE

Definition 4.7 Eine Reihe > ay, heifit absolut konvergent, falls die Reihe ) |ag]
konvergiert. A

Es ist eine wichtige Tatsache, dafl die Konvergenz einer Reihe, deren Terme nicht
notwendigerweise dasselbe Vorzeichen haben, aus der Konvergenz der entsprechen-
den Betragsreihe folgt.
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Satz 4.8 (Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz) Konvergiert die Rei-
he > |ak|, so konvergiert auch die Reihe 3 ay.

Beweis:  Mit der Dreiecksungleichung folgt
‘Sn - sm' = |am+l + Am+2 +--+ an' S |am+l| + |am+2‘ +-- |an| 5 (411)

wenn n > m ist. Weil E |ak| konvergiert, existiert zu gegebenem & > 0 eine Zahl N € N,
derart, da$ fiir n > m > N die rechte Seite der Ungleichung (4.11) kleiner gleich £ gemacht
werden kann. Somit ist die linke Seite kleiner gleich €, und mit dem Cauchykriterium folgt,
dafB die Reihe ) a) konvergiert. O

Hier sind zwei Beispiele fiir Konvergenz und absolute Konvergenz.

o0
Beispiel 4.18 Die Reihe >’ (;}C)k ist konvergent, da sie absolut konvergiert. An-
k=1
o0
dererseits ist die Reihe # konvergent, obwohl sie nicht absolut konvergiert.
k=1
Somit zeigt die alternierende harmonische Reihe, daf3 die Umkehrung von Satz 4.8
nicht gilt.

Definition 4.8 Konvergente Reihen, die nicht absolut konvergieren, heiflen bedingt
konvergent. A\

Wir wenden uns nun weiteren Konvergenzkriterien fiir Reihen zu, welche alle Kri-
terien fiir absolute Konvergenz darstellen und die Konvergenzgeschwindigkeit mit
der anderer Reihen vergleichen. Das einfachste Kriterium dieser Art ist das folgende
Vergleichskriterium, das wir wegen seiner Bedeutung als Satz angeben.

Satz 4.9 (Majoranten- und Minorantenkriterium) Angenommen, es gibt ein
N € N derart, daf§ fiir alle K > N gilt 0 < ap < bg. Dann folgt die Konvergenz
o0 o0

der Reihe > ay aus der Konvergenz der Reihe Y b und die Divergenz der Reihe
k=0 k=0

> by aus der Divergenz der Reihe ) ag.
k=0 k=0

Beweis: Man betrachte die Partialsummen s, = ag +a1 +---+an, und S,, = bg + b1 +

-+ ++b,,. Dann gilt offensichtlich s,, < S,,. Konvergiert nun die Reihe Y by, so ist die Folge
k=0
der Partialsummen (Sp). beschriankt, und somit ist die Folge (sn)» fiir n > N monoton

und beschrénkt und konvergiert geméf Satz 4.4. Ist andererseits . aj divergent, so ist
k=0
wegen der Monotonie die Folge der Partialsummen (s,), gemifl Satz 4.4 unbeschrinkt.

Damit ist auch (S, ), unbeschrinkt und folglich divergent. O

o0
Aus naheliegenden Griinden nennen wir eine konvergente Vergleichsreihe Y by eine
k=0

o0

Majorante und eine divergente Vergleichsreihe > aj eine Minorante. Natiirlich gilt
k=0

der Satz auch, falls die Summation bei einem von Null verschiedenen Index beginnt.
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Das folgende Kriterium ist eines der wichtigsten Konvergenzkriterien fiir Reihen,
weil es so einfach zu iiberpriifen ist. Es vergleicht die Konvergenzgeschwindigkeit
einer Reihe mit der einer geometrischen Reihe.

Ak+1

Satz 4.10 (Quotientenkriterium) Sei Y a; eine Reihe, fiir die3* A\:= lim

k—o0

existiert. Dann gilt:

A<l konvergiert die Reihe absolut
Fiir A>1 divergiert die Reihe
A=1 liefert das Kriterium keine Information

Beweis:  Offenbar ist A > 0. Ist A < 1, so existiert eine positive Zahl r < 1 mit A < r,
so daf fiir alle n > N gilt

An41 S r
Gn
Dann hat man (mit Induktion)
lant1] < rlanl, laniel < lan], ..., lanie] < r*lan].

Daraus folgt, daB die Reihe Y |ay| die geometrischen Reihe |an| > r* als Majorante hat,
und wegen r < 1 folgt Konvergenz.
Falls A > 1 ist, existiert eine positive Zahl r > 1, so dafl man fiir alle n > N

An+1
an

>r

erhilt. Dadurch gilt |an1x| > ¥ |ax|, und somit folgt wegen > 1, daB klirn lak| # 0, und
die Reihe konvergiert nicht.

oo}
Fiir den letzten Fall betrachte man die Reihen mit positiven Koeffizienten 1%2 und
k=1

Z 1. Beispiel 4.16 zeigt, dafl die erste Reihe beschriankt ist
k=1

n n n n—1

1 1 1 1

— =1 — <1 —_ =1 — < 2.
ZH = +ZH 2 = +ZH Wk —1) +ZH RED) S

Daher folgt die Konvergenz aus Satz 4.4.35 Der Wert der Reihe wird in Ubungsaufga-
be 12.33 berechnet werden. Die zweite Folge ist offensichtlich divergent. In beiden Féllen
gilt jedoch

. Ak+1

lim —— =1.
kig; ag U

Beispiel 4.19 Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

S Y e
,;“’“_,; 2K

34Das Symbol )\ ist der griechische Buchstabe ,,lambda”.
35Man kann natiirlich auch das Majorantenkriterium heranziehen.
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Das Quotientenkriterium liefert

(<k+ 1>!)2 2K)! (k +1)2 1

k41
ag

lim

k—o0

= lim —
hooo (2k+2)1 (k)2 koo (2k+2)(2k+1) 4

Daraus folgern wir, dafl die Reihe absolut konvergiert. Da Konvergenz aus absoluter
Konvergenz folgt, konvergiert die gegebene Reihe.

Beispiel 4.20 Ob die Reihe

> > 28 (k +1)!
D =)
e £=2-5-8---(3k — 1)

konvergiert oder nicht, kann ebenfalls mit Hilfe des Quotientenkriteriums entschie-
den werden. Durch Vereinfachung erhélt man

agtr 2k 4+2)! (2:5-8---(3k—1))  2(k+2)

ay (2-5-8---(3k+2)) 2k (k + 11) O 3k+2°
Dieser Term konvergiert fiir k& — oo gegen 2/3. Somit konvergiert die Reihe.

Beispiel 4.21 Die Reihe

— 1
> = (@>0 (4.12)
k=1
kann allerdings nicht mit Hilfe des Quotientenkriteriums getestet werden. Es gilt:
(k)T NN
kh—{gokTikllnc}o 1 =1

Das ist natiirlich nicht iiberraschend: Das Quotientenkriterium iiberpriift ja ledig-
lich, ob eine geometrische Vergleichsreihe existiert. Fiir Reihen, die langsamer als
geometrische Reihen konvergieren, ist es nicht geeignet.

Eine Methode, mit der man die Konvergenz der Reihe (4.12) iiberpriifen kann,
wird in Ubungsaufgabe 4.33 behandelt. Wir kommen ferner in § 11.5 auf dieses
Problem zuriick.

Sitzung 4.4 Auf einfache Weise kénnen wir das Quotientenkriterium mit DERIVE
verwenden. Die DERIVE Funktion

QUOTIENTENKRITERIUM(a,k) :=IF (ABS(LIM(LIM(a,k,k+1)/a,k,inf))<1,
"SUM(a(k) ,k,0,inf) konvergiert absolut",
IF (ABS(LIM(LIM(a,k,k+1)/a,k,inf))>1,
"SUM(a(k) ,k,0,inf) divergiert",
"Quotientenkriterium versagt"
) s
"Berechnung zu schwierig"

)

QK (a,k) :=QUOTIENTENKRITERIUM(a,k)
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liefert eine Anwendung des Quotientenkriteriums.® Bei dieser Definition verwenden

wir die DERIVE Funktion IF(condition,first,second,third), die Fallunterschei-
dungen ermoglicht. Ist die Bedingung condition wahr, wird der Ausdruck first aus-
gewertet; ist die Bedingung falsch, so wird der Wert des Ausdrucks second zuriickge-
geben; kann schliellich DERIVE nicht entscheiden, ob die Bedingung wahr oder falsch
ist, gibt es den Ausdruck third aus. Laft man das vierte Argument weg, so wird
der ganze IF Ausdruck als Ergebnis zuriickgegeben, wenn DERIVE die Richtigkeit
der Bedingung nicht feststellen kann.

In unserem Fall werden geschachtelte IF Anweisungen verwendet, um alle drei Falle
des Quotientenkriteriums abzudecken.

Wir testen die Funktion mit folgenden Beispielen:

Reihe DEeRIVE Eingabe = DERIVE Ausgabe
Zxk QK (x"k,k) "Berechnung zu schwierig"
k=0
1
Z w2 QK(1/k"2,k) "Quotientenkriterium versagt"
k=0
(kh? . i .
Z(%)' QK(k!"2/(2k)!,k) "SUM(a(k),k,0,inf) konvergiert absolut"
k=0 ’
— k!
Z TE QK(k!/k"k,k) "SUM(a(k) ,k,0,inf) konvergiert absolut"
k=0

oo
Legt man beim Beispiel Y z* mit | Declare Variable | als Definitionsbereich fiir
k=0

A1
ag

<1

entscheiden und gibt "SUM(a(k) ,k,0,inf) konvergiert absolut" aus. Ein anderer
Definitionsbereich fiihrt dann gegebenenfalls zu einem anderen Ergebnis.

die Variable x das Intervall (—1, 1) fest, so kann DERIVE die Bedingung klirn

Ein weiteres wichtiges Konvergenzkriterium, das die Konvergenzgeschwindigkeit ei-
ner Reihe mit der der geometrischen Reihe vergleicht, ist das Wurzelkriterium.

Satz 4.11 (Wurzelkriterium) Sei > ay eine Reihe, fiir die A := klim ¥/ |ax| exi-
— 00
stiert. Dann gilt:

A< konvergiert die Reihe absolut
Fiir A>1 divergiert die Reihe
A=1 liefert das Kriterium keine Information

Beweis:  Wieder gilt A > 0. Falls A < 1 ist, dann existiert eine positive Zahl r < 1 mit
A < r, so daf} fiir alle k > N gilt

N ag| < r bzw. lag| < 7F .

36Der Ausdruck LIM(a,k,k+1), der bei der Funktion QUOTIENTENKRITERIUM Verwendung findet,
berechnet ap4; und wird in DERIVE-Sitzung 6.3 erkliart werden. Der Funktionsname QK dient als
Abkiirzung.
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Folglich kann die Reihe Y |ay| mit der geometrischen Reihe > r* verglichen werden, die
wegen r < 1 konvergiert.
Falls A > 1 ist, dann existiert eine positive Zahl r > 1, so da man fiir alle £ > N erhélt

Y |ag| > r oder lag| > 7* .

Dadurch gilt |ax| > 1 fiir alle K > N, und somit ist klim ay # 0, und die Reihe konvergiert

nicht.
Dieselben Beispiele wie in Satz 4.10 beweisen den letzten Fall. Dabei ist fiir ar =

hm ML o1 4
oo VB2 T e

gemif Beispiel 4.9 (b). O

1
=

Am Ende dieses Abschnitts beschéftigen wir uns mit der Umordnung von Reihen.
Bei endlichen Summen darf man geméf (1.20)—(1.21) beliebig umordnen. Gilt dies
bei unendlichen Reihen auch? Zunichst definieren wir genau, was wir mit einer
beliebigen Umordnung meinen.

Definition 4.9 (Umordnung einer Reihe) Sei A := Y a; eine beliebige Rei-
k=0

he. Fiir jede bijektive Abbildung®” o : Ny — INg heifit die Reihe Ao (k) €ine
k=0
Umordnung von A. A

Eine Umordnung einer Reihe ist also die Summation derselben Zahlenfolge in einer
anderen Reihenfolge.

Der folgende Satz gibt als hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz einer um-
geordneten Reihe gegen denselben Grenzwert die absolute Konvergenz der Reihe.
Ein nachfolgendes Beispiel zeigt, dafl man auf diese Bedingung i. a. nicht verzichten
kann.

o0
Satz 4.12 (Umordnungssatz) Ist eine Reihe Y aj absolut konvergent, so ist
k=0
o0
auch jede umgeordnete Reihe ) a, () wieder absolut konvergent mit gleicher Sum-
k=0

me.

Beweis:  Sei A = lim Y ax, und 0 : No — INg bijektiv. Wir miissen zeigen, daf}

n—0oo . _q

lim > as) = A gilt. Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der absoluten Konvergenz

m—0o0 p

gibt es dann ein N € N derart, daB>®

oo oo
Dok <Yl <5
k=N k=N

37Das Symbol o ist der griechische Buchstabe ,,sigma”.
38Man mache sich klar, warum man die Dreiecksungleichung auch auf unendliche Summen an-
wenden kann!
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Wegen der Bijektivitéit von o gilt insbesondere o(IN) = IN, und somit gibt es eine natiirliche

Zahl M > N mit
{0,1,2,...,N =1} C {0(0),0(1),...,0(M)} .
Sei nun m > M. Dann gilt

m m N-1 N-1
Z Qo (k) — A = Z Qo (k) — Z ar + ar — A
k=0 k=0 =0 k=0
< D sl Z ar| <5t
k=M+1 k=

da die Summe der Betréige der ax eine Cauchyfolge ist. Dies beweist die Konvergenz der
umgeordenten Reihe gegen A. Eine einfache Abianderung des Beweisgangs liefert die abso-
lute Konvergenz dieser Reihe, und wir sind fertig. g

Beispiel 4.22 (Umordnung bei bedingt konvergenten Reihen) Die alternie-
rende harmonische Reihe A := Z S 1 A . + 5= 7 :I: - war ein Beispiel

einer bedingt konvergenten Relhe Eine leichte Abanderung der Beweisanordnung
fir die Divergenz der harmonischen Reihe ergibt, dafl auch die Antelle der positiven
Summanden A, = Z 55 sowie der negativen Summanden A_ = Z T 11 Jeweils

k=1 k=0
bestimmt gegen 400 bzw. —oo streben. Fiir beliebig vorgegebenes a € R koénnen

wir nun die alternierende harmonische Reihe so umordnen, dal die umgeordnete
Reihe den Grenzwert a besitzt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir

an, a sei positiv. Dann summieren wir solange positive Terme % + i + ..., bisa
iiberschritten wurde, danach solange negative Terme —1 — % — ..., bis a wieder un-

terschritten wurde. Dieses Verfahren wiederholen wir nun induktiv, was wegen der
Divergenz von A, sowie A_ moglich ist, und erzeugen somit eine gegen a schrump-
fende Intervallschachtelung.

UBUNGSAUFGABEN

<& 4.28 Benutze die DERIVE Funktion QUOTIENTENKRITERIUM, um alle Reihen dieses
Abschnitts auf Konvergenz zu untersuchen.

4.29 Gib je ein Beispiel einer konvergenten und einer divergenten Reihe, bei denen

jeweils lim 4L pjcht existiert.
k—oo @k

4.30 Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz oder Divergenz mit einem
Kriterium deiner Wahl.

1\ k-2 © N\ F = kk
(a) kzo<§> ; (b) k20<5> ; (c) ];O(k!)? ’
o e k
ka l<xz<1), (e) Z2k, (f) Z(k_QH)
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<& 4.31 Definiere eine DERIVE Funktion WURZELKRITERIUM, die analog zu QUOTIENTEN-
KRITERIUM fiir eine erzeugende Folge das Wurzelkriterium tiberpriift. Teste die Funk-
tion mit allen Beispielreihen dieses Abschnitts. Welche der beiden Funktionen ist in
der Praxis erfolgreicher?

4.32 (Verdichtungssatz) Sei (ay, )y eine fallende Nullfolge und m eine natiirliche
Zahl m > 2. Dann haben die Reihen Y a;, und 5. m*a,,» dasselbe Konvergenzver-
halten, d. h. entweder beide konvergieren oder beide divergieren.

4.33 Verwende das Resultat aus Ubungsaufgabe 4.32 fiir m = 2, um die Konvergenz
der Reihe (4.12) zu untersuchen.

4.34 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Sind die Reihen Y aj sowie Y b}
k=0 k=0

o0
beide konvergent, so konvergiert die Reihe Y ayby absolut, und es gilt

oo 2 oo oo

k=1
Hinweis: Verwende die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung aus Ubungsaufgabe 1.19.

4.35 Fiir welche Wahl von a und 3 konvergiert die Reihe®®
1 1 1 1
- Z Z _ ol ?
a+ 26+ 3o+ 4ﬁ+ got
Wann konvergiert sie absolut?

* 4.36 Sei a;, > 0 und > aj konvergent. Dann gilt nach Lemma 4.4 ap — 0 fiir
k — oo. Ist nun aj ferner monoton fallend, so gilt sogar kay, — 0 fiir k — oo.
Hinweise: Schreibe k = n + p, wobei n,p groBe positive Zahlen sind. Betrachte
kar = (n + p)anyp. Zeige, dal

kax = panip +nansy < (an +ang1+ o+ Gpypo1) +nangp
oo
< (Z aj) + Napin.
j=n

Nun mache die rechte Seite der Ungleichung < €, indem du n und p geeignet wéhlst.
Gehe sicher, dafl du p und n in der richtigen Reihenfolge wéhlst.

4.37 Betrachte eine konvergente Reihe Y ay, und sei R, = > ay (n > 0). Es
k=n

existiere eine Konstante M > 0 und r (0 < r < 1), so dafB |ax| < M r*. Zeige, daB

dann |R,| < M % Hinweis: Durch formales Vorgehen erhdlt man

39Das Symbol 3 ist der griechische Buchstabe , beta ”.
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[Ra| <> lax| <MY ok, (4.13)
k=n k=n

Nun vervollstéiindige das Problem. Gehe sicher, dafi du jede Ungleichung in (4.13)
begriinden kannst.

<& 4.38 Jede der folgenden Reihen ist konvergent und habe den Grenzwert s. Wie grof3

muB man n wéhlen, damit s, = . a; die Zahl s mit einem Fehler von weniger
k=0,1
als 1/100 approximiert?

@ Y gt w¥e(z) X (e)

4.39 Gib eine Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe an, die bestimmt
gegen +oo divergiert.

4.40 (Konvergenzkriterium von Raabe’) Gibt es zu einer Folge (a,), ein
N € N, so daB fiir alle n > N eine der Beziehungen

anJrl

<1-— é mit einer Konstanten 3 > 1 bzw.
an n

gilt, dann konvergiert die Reihe ) ay, absolut bzw. sie divergiert. Teste das Kriteri-
o0

um mit den Reihen Y 7= (o > 0).
k=1

<& 4.41 Schreibe mit Hilfe der IF Prozedur eine Funktion SYMMETRIE(f,x), die
e die Antwort "ungerade" gibt, wenn f ungerade bzgl. x ist,
e die Antwort "gerade" gibt, wenn f gerade bzgl. x ist, und

e die Antwort "Symmetrie unbekannt", wenn keine der beiden Symmetrien fiir
f bzgl. x festgestellt werden kann.

Man bestimme mit dieser Funktion die Symmetrie einiger Beispielfunktionen.

<& 4.42 Man verwende die IF Funktion, um die Fakultédt geméf ihrer Definition

Jl — 0 falls k =0
T k(BE=1)! falls k e N

zu definieren und vergleiche die Ergebnisse mit der eingebauten Fakultdtsfunktion.

<& 4.43 Verwende IF zur Definition einer DERIVE Funktion IST_PRIM(x), die "JA"
ausgibt, falls x eine Primzahl ist und "NEIN", falls nicht. Hinweis: Man benutze
NEXT_PRIME, s. Ubungsaufgabe 13.6.

40 Joser LupwiG RAABE [1801-1858]
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4.44 Sei (ay), eine Folge reeller Zahlen mit |a,| < M fiir alle n > 1. Man zeige:

(a) Fiir jedes * € R mit |z| < 1 konvergiert die Reihe f(x) = Y. apz*.
k=1

(b) Istay #0, so gilt f(x) # 0 fiir alle x € R mit 0 < |z| < %

< 4.45 Verwende IF zur Definition einer DERIVE Funktion FIBONACCI(k), die die
Fibonacci-Zahlen aus Ubungsaufgabe 4.13 berechnet. Berechne die 5., 10., 15. und
20. Fibonacci-Zahl und beobachte den Zeitaufwand. Erkléire!

< 4.46 Verwende IF zur Definition einer DERIVE Funktion BINOMIAL(n,k), die den

Binomialkoeftizienten (Z) berechnet, und teste sie.
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5 Die elementaren transzendenten
Funktionen

5.1 Potenzreihen

Wir haben im letzten Abschnitt Reihen betrachtet. Besonders wichtig bei den dor-

tigen Betrachtungen erwies sich die geometrische Reihe > z* als Vergleichsreihe.
k=0
Diese Reihe gehort zum Typus der Potenzreihen, Reihen mit einer ganz besonde-

ren Struktur, die vor allem deshalb von besonderer Bedeutung sind, weil sie auf
natiirliche Weise Verallgemeinerungen von Polynomen darstellen.

Definition 5.1 (Potenzreihen) Ist (ax)rem, eine Folge reeller Zahlen ay, so heifit
eine Reihe der Form

o0 n
E_ o k
S o= i S
k=0 k=0
Potenzreihe'. Wir nennen die Zahl a; den k. Koeffizienten der Potenzreihe. A

Potenzreihen entstehen also durch Grenzwertbildung aus Polynomen. Gibt es eine
Menge D C IR von z-Werten, fiir die eine Potenzreihe konvergiert, stellt eine solche
Reihe eine Funktion f : D — IR dar. In Kapitel 12 werden wir Potenzreihen ganz
allgemein behandeln. In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst drei spezielle Potenz-
reihen untersuchen, und es wird sich herausstellen, daf3 diese Reihen Darstellungen
einer allgemeinen Exponentialfunktion — die wir in Beispiel 3.12 angekiindigt hatten
— sowie der uns aus der elementaren Trigonometrie bekannten Funktionen Sinus und
Kosinus sind.

Wiéhrend man allerdings in der elementaren Trigonometrie hauptséchlich geome-
trisch argumentiert — z. B. beim Beweis der Additionstheoreme — werden wir im
Sinne einer algorithmischen Theorie ausschliellich auf Sachverhalte zuriickgreifen,
die wir hier aus den Eigenschaften der reellen Zahlen entwickelt haben oder ent-
wickeln werden, um die Eigenschaften dieser Funktionen zu bestimmen.

UBUNGSAUFGABEN

5.1 Sind f(z) = Y arz® und g(z) = Y bra* zwei Potenzreihen und C' € R, so
k=0 k=0
gilt

f@)+g@) =) (ar+b)2" mnd  Cf(x)=> Capz®.
— k=0

k=0

1 Englisch: power series
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Ferner gilt:

o oo 1 o0 o0
T - E akzk = g ak:L']Hl sowie — - E akxk = E a;ﬂkil .
T
k=0 k=0 k=1 k=0

o0
5.2 Zeige: Treten bei einer konvergenten Potenzreihe f(z) = Y. apz® nur gerade

(ungerade) Potenzen auf, so ist f gerade (ungerade). Hat auf der anderen Seite eine
o0

gerade (ungerade) Funktion f eine Potenzreihenentwicklung f(z) = Y. apx*, so
k=0

treten nur gerade (ungerade) Potenzen auf. Der gerade bzw. ungerade Anteil einer
o0

Potenzreihe f(x) = Y. axz" ist durch
k=0

oo o0
E a,2k1'2k bzw. E a2k+11'2k+1
k=0 k=0

gegeben.

5.2 Die Exponential-, Sinus- und Kosinusreihe

Satz 5.1 (Die Exponential-, Sinus- und Kosinusreihe) Die Reihen

expx = Z R (5.1)
k=0
- N ) A
sinx = Z — , (5.2)
P (2k+1)!
[eS) 1 k
CosS T = Z ((2143! zF (5.3)
k=0

heiflen die Exponential-, Sinus- bzw. Kosinusreihe. Sie konvergieren fiir alle z € R
absolut. Durch sie werden somit Funktionen exp, sin und cos erklirt, die auf der
ganzen reellen Achse definiert sind.

Beweis:  Bezeichnen wir die Reihenglieder der Exponential-, Sinus- bzw. Kosinusreihe
mit ax, b bzw. ci, so ergibt sich fiir jedes x € IR

lim |28t 7‘%“_1 x—k = lim _|m| =
und ebenso
bry1 o z? . Ck+1 | 7’
e |~ @hy2)@kes) 0 sowie o |~ @iy 0

und die Behauptung folgt sofort aus dem Quotientenkriterium (Satz 4.10). g
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Beispiel 5.1 (Reihendarstellung fiir e) Der Wert der n. Partialsumme der Ex-
ponentialreihe war uns bereits in der Ungleichungskette 4.4 begegnet. Damals be-
nutzten wir die Ungleichung

T\" — AR 1 E—1\ aF Kok
%@:@ﬁQZZ%@ngeﬁﬁ“O‘H)ESQE’

welche fiir > 0 gilt. Aus dieser folgt

(1 + %) <expz, (5.4)

da ja alle Koeffizienten der Exponentialreihe positiv sind. Wir wollen uns im Moment
generell auf den Fall z € R beschrinken. Aus (5.4) folgt dann durch Grenziiber-
gang zunéchst

lim (1 + %)n <expz. (5.5)

n—oo

Wir wollen jetzt zeigen, daB in (5.5) sogar die Gleichheit gilt. Sei m € IN irgendeine
feste natiirliche Zahl. Fiir alle n > m folgt dann die Ungleichung

i<1_;>'“<1—k;1>2’:<§:<1—i)-~-<1—k;1>ﬁ=en(:c),

k=0 k=0

da alle auftretenden Koeflizienten positiv sind, und somit fiir n — oo

mo_k

x . T\
ZHSJL“;O(”E) :
k=0

Diese Ungleichung gilt nun fiir alle m € IN, und lassen wir schliefilich auch noch m
gegen unendlich streben, bekommen wir das gewiinschte Resultat

expx < lim <1+£) ,
n

n—oo

das zusammen mit (5.5) die Beziehung

lim (1 + %)n =expx (5.6)

n—oo

liefert. Insbesondere gilt fiir x = 1
— 1
e:explzzy. (5.7)
k=0

In Ubungsaufgabe 5.8 soll gezeigt werden, daB8 (5.6) sogar fiir alle z € R gilt. A
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Sitzung 5.1 Die vorliegende Reihendarstellung fiir die Zahl e konvergiert bedeu-
tend besser als die definierende Folge e,. Dies liegt am schnellen Wachstum der
Fakultétsfunktion. Aus den Abschétzungen (4.6) fiir die Fakultdt ersieht man, daf3
k! shnlich schnell wie (k/e)* anwichst.

Wir berechnen die ersten 10 Partialsummen der Reihe (5.7) durch von
VECTOR (SUM(1/k!,k,0,n),n,1,10), und bekommen

[2,2.5,2.66666,2.70833,2.71666, 2.71805,2.71825,2.71827,2.71828,2.71828] .
Also hat bereits die 9. Partialsumme eine sechsstellige Genauigkeit.

Die Reihenentwicklung (5.7) kann ferner dazu benutzt werden, die Irrationalitédt von

e nachzuweisen?.

Satz 5.2 Die Zahl e ist irrational.

Beweis:  Wir fithren wieder einen Widerspruchsbeweis durch und nehmen also an, e sei
rational. Da e > 0, gibt es dann zwei natiirliche Zahlen p und ¢ > 2 mit e = %. Daraus

folgt aber, dal ¢le = q!% = p(¢g — 1)! € N und ferner die folgende Summe natiirlicher
Zahlen

a q
1
q E i E glg—1)---(k+1)eN
k=0 k=0

auch eine natiirliche Zahl ist, so daf} schliellich
=1 1 1 1
| — =gl — —q! — =qgle — ¢! _
q.zk!fq.zk! q.zk!fq.e q.zk!ez.
k=q+1 k=0 k=0 k=0

Andererseits konnen wir diesen Reihenrest folgendermaflen mit Hilfe einer geometrischen
Reihe (grob!) abschitzen:

1 1 1 1
0<g! —~ = ¢ + + 4o
k;ﬁl k! (@g+1! " (¢+2)!  (¢+3)!
q! 1 1
< 1+ + + .-
- (q+1)!( q+2 (qg+2)? )
_ 1 1 q+2 q+2
- } — = = —
2
L4211,
q ¢@?+2¢+1 " q 2

Da es keine ganze Zahl zwischen 0 und 1 gibt, haben wir einen Widerspruch, welcher unsere
Behauptung beweist. O

Wir machen uns nun daran zu zeigen, dafl die Exponentialfunktion wirklich die fiir
rationale Exponenten bereits in § 3.7 eingefithrte Potenzfunktion fortsetzt und ihren
Namen somit zu Recht trégt.

2Man kann sogar beweisen, daf3 e transzendent, d. h. nicht algebraisch, ist, m.a. W.: e ist Losung
keiner algebraischen Gleichung. Ein Beweis fiir diesen Sachverhalt liegt allerdings auflerhalb des
Rahmens dieses Buchs.
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Dazu miissen wir u.a. die Potenzregeln (3.30)—(3.31) nachweisen. Der folgende
Satz zeigt zunichst, wie absolut konvergente Reihen multipliziert werden kénnen.
Diese Anordnung eines Produkts absolut konvergenter Reihen wird das Cauchy-
Produkt genannt.

Satz 5.3 (Cauchy-Produkt) Seien zwei Reihen

i ar und i b;
k=0 Jj=0

gegeben, die beide absolut konvergieren. Dann ist auch die Reihe
oo
> cn
n=0

mit den Koeflizienten

n
Cp 1= E apbn_k .
k=0

wieder eine absolut konvergente Reihe, und es gilt

S = (Z%) N
n—=0 k=0 j=0

Beweis:  Die Multiplikation zweier absolut konvergenter Reihen kénnen wir — durch
Ersetzung der Summationsvariablen j durch die neue Variable n := j 4+ k& — zunéchst
formal schreiben als

(Z ak> . <Z bj) = Z Zakbj = Z Zakbn_k = Z (Z akbn_k> .
k=0 §=0 §=0 k=0 n=0 k=0 n=0 \k=0
Die letzte Gleichheit gilt hierbei deshalb, weil aus der Definition von n = j + k und den
Laufbereichen fiir j und k folgt, dafl k£ immer zwischen 0 und n liegt. Abbildung 5.1 gibt
eine visuelle Darstellung der vorgenommenen Umordnung.

Daf diese formalen Umformungen zuléssig sind, liegt an der absoluten Konvergenz und

wird nun gezeigt. Sei eine beliebig angeordnete Reihe Y p; der Produkte axb; (k,j € No)
1=0

gegeben. Dann gibt es offenbar fiir jede Partialsumme _ |p;| ein n € IN derart, da§
1=0

> Ipil < (laol + laa] + -+ + lanl) - ([bo] + [br] + -+ + [ba])
=0

da fiir geniigend grofles n auf der rechten Seite alle Terme der linken Seite vorkommen.
Dann gilt aber erst recht
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glpzl < (ilau) ~ (im)

k=0 §=0

fiir alle m € IN, und hieraus folgt aus dem Majorantenkriterium (Satz 4.9) die absolute
Konvergenz der gegebenen Produktreihe. Ihr Grenzwert hingt also gemafl Satz 4.12 von
der Anordnung nicht ab. Um ihn zu bestimmen, wihlen wir die Anordnung

aobo + (aob1 4+ a1br + a1bo) + - - + (aobn + a1bn + - - - + @nbp + Anbn_1 + - + anbo)

+--=(ao+ar+---+an) (bo+bi+---+bn) — (iak> : (i@) .

k=0

Also konvergiert eine beliebig angeordnete Produktreihe, insbesondere die Anordnung als

Cauchy-Produkt, gegen (Z ap | - D2 bj). O
k=0 =0

Abbildung 5.1 Darstellung der Umordnung beim Cauchy-Produkt

Bemerkung 5.1 Wir bemerken, dafl der Beweis zeigt, dafl unter den gegebenen
Voraussetzungen die rein algebraische Umordnungsregel (1.21) auch fiir unendliche
Summen gilt. A

Mit Hilfe des Cauchy-Produkts folgen die Additionstheoreme fiir die Exponential-,
Sinus- und Kosinusfunktion.
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Korollar 5.1 (Funktionalgleichungen der Exponential-, Sinus- und Kosi-
nusfunktion) Fiir die Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion gelten folgende
Additionstheoreme:

exp (x +y) =expzx-expy, (5.8)
sin (z +y) = cosxsiny + sinz cosy , (5.9)
cos (x +y) = cosxcosy —sinzsiny . (5.10)

Beweis:  Anwendung des Cauchy-Produkts auf die Exponentialreihe liefert fiir die Ko-
effizienten der Produktfunktion exp x - expy

7Zk' (n—k ._n'z( )k"’“ (x_;'y)n

mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes. Offenbar ist dies der allgemeine Koeffizient der
Exponentialreihe an der Stelle z + y, und somit gilt (5.8).

Als Vorbereitung fiir den Beweis der Additionstheoreme der Sinus- bzw. Kosinus-Funk-
tion zerlegen wir das Polynom (a:+y)2"+1 unter Zuhilfenahme der Binomialformel in seinen
(beziiglich der Variablen x) geraden und ungeraden Anteil

2n+1 9 1
(@ 4y = Z( nl—i— )xly2n+l—l
1=0
"~ /2n + 1 on+1 _
_ Z( nQ—IL— ) 2ky2n+1 2k+z<2211) 2k+1y2n 2k:7 (5.11)
k=0

wobel wir beim ersten (geraden) Anteil die Variablensubstitution ! = 2k, und beim zweiten
(ungeraden) Anteil die Variablensubstitution [ = 2k + 1 vorgenommen haben.

Wir bekommen somit mit den tiblichen — wegen der absoluten Konvergenz erlaubten —
Umordnungen

. = (—1)" n
sin(z+y) = Z%(m—!—y)? +1
n=0
(E) - (=" 2n 4+ 1\ 2k 2n+1-2k - 2n + 1\ 2k+1 2n—2k
T Zn+) kz_;( 2k ) v +;(2k+1)x Y

- (-1 (27’L+1)x2k 2n+1-2k
— 2n DI\ 2 Y

HMSE

[e3) n

Z )" (2n+1>x2k+1 2n—2k
2n+1 2k +1 Y

ZZ . Qk 2]+1 Z:Z:: 2k+17(12);) x2k+1y2]

= COSCL’Slny-f—SlIlIECOSy.

Das Kosinus-Additionstheorem (5.10) wird auf die gleiche Weise bewiesen. o
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UBUNGSAUFGABEN

5.3 Zeige, dafl die Sinus- bzw. Kosinusreihe fiir alle x € R absolut konvergiert.

5.4 Fiihre den Beweis des Kosinus-Additionstheorems (5.10) aus.

5.5 Die Reihe ). E/% konvergiert nach dem Leibnizkriterium. Zeige, dafi das
k=0
Cauchy-Produkt dieser Reihe mit sich selbst divergiert. Hinweis: Fiir die Koeffizi-

enten ¢, des Cauchy-Produkts gilt |c,| > 1 (n € IN).

5.6 Zeige mit Hilfe des Cauchy-Produkts der geometrischen Reihe Y 2% = -1
k=0
(Jz| < 1) die Beziehung

ZkJrl (1_%)2 (2| < 1).

5.7 (Doppelrelhen) Sei eine Doppelfolge aji (j,k € INg) gegeben. Streben die

Partialsummen Z Z a;i fiir m,n — oo gegen s, so sagen wir, die Doppelreihe

7=0 k=0
o0 o0
> a, konvergiert gegen s. Konvergiert die Doppelreihe ) a,j, und konvergiert
§,k=0 4,k=0
o0 oo o0
ferner jede Zeilenreihe Y aji (j € INg), so konvergiert auch Y (Z ajk>, und es
k=0 =0 \k=0
gilt

J:k=0

(Dies ist eine Reihenform der algebraischen Umordnungsregel (1.20) ).

5.3 Eigenschaften der Exponentialfunktion

In diesem Abschnitt begriinden wir, daf§ wir die Funktion expz mit Recht eine
Exponentialfunktion genannt haben. Sie stimmt némlich fiir rationale Exponenten
x € @Q mit e® {iberein. Man beachte, dafl der Ausdruck e® bislang nur fiir rationale
x erkldrt war, s. Beispiel 3.12.

Satz 5.4 (exp x als Exponentialfunktion) Fiir alle z € R und r € Q gilt
(a) exp0=1, (b) expzx >0,

(c) exp(—x)= pel (d) expr=ce".
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Beweis:  Einsetzen von z = 0 in die Reihendefinition (5.1) von expz ergibt (a). Alle
anderen Aussagen folgen dann direkt aus dem Additionstheorem (5.8).

(b) Ersetzen wir x und y in (5.8) durch %, bekommen wir expz = (exp %)2 > 0.

(c) Dies folgt fiir y = —z in (5.8).

(d) Die Aussage gilt fiir 7 = 0 nach (a) und fiir r = 1 nach Definition von e. Wir zeigen
(d) zunéchst fiir r € IN mittels Induktion. Aus der rekursiven Definition der Potenz und
der Induktionsvoraussetzung expr = e” (IV) folgt

v 5.7 58
et =e" e (:) expr-e (:) expr-expl = exp(r+1).

—
=

Fiir negative r € Z folgt die Behauptung dann aus (c) mittels der Definition 1.4. Sei nun
r € @ mit einer Darstellung r = %, wobei p € Z und g € IN. Gemé&B der Definition von

P/ (s. Beispiel 3.12) bekommen wir dann

q
5.
(expr)q: eXP]—? IeXpB-eXpB---expB (:) exp ]_?_f_g_i'__i_g :expp:el’
q q q q q g q

q Faktoren g Summanden

p
mit dem eben Bewiesenen, und somit expr =ea =e". O

Der Inhalt dieses Satzes zeigt, dafl exp : IR — IR eine Fortsetzung der Exponential-
funktion e* : Q — IR ist. Daher ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 5.2 Fiir alle x € R bedeute e” := expz. A

Abbildung 5.2 Eine graphische Darstellung der Exponentialfunktion exp x

Geméaf der Definition als Reihe lassen sich die Werte von exp z desto besser berech-
nen, je kleiner |z| ist. Fiir || < 1 ist die Konvergenz, wie wir in DERIVE-Sitzung 5.1
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sahen, ausgezeichnet. Man wird dann expz fiir grofie |z| mittels des Additions-
theorems der Exponentialfunktion aus betragsmifig kleinen xz-Werten berechnen.
Eine graphische Darstellung der Exponentialfunktion ist in Abbildung 5.2 gegeben.
Weitere Eigenschaften der Exponentialfunktion sowie eine Definition von a” fiir
beliebiges a € R werden in den niichsten Kapiteln erortert.

Sitzung 5.2 DERIVE kennt die Exponentialfunktion. Zum Beispiel wird der Aus-

druck LIM((1+x/n) "n,n,inf) mit | Simplify | zu
2: é*

vereinfacht in Ubereinstimmung mit (5.6). Zur Eingabe von expx verwendet man
EXP(x) , welches ebenfalls zu é* vereinfacht wird. Die Zahl e wird von DERIVE also
durch das Symbol é dargestellt und kann durch die Tastenkombination <ALT>E oder
durch #e eingegeben werden. Die Eingabe des Produkts EXP(x) EXP(y) wird zu

6 : él-‘ry

vereinfacht, weil bei der voreingestellten Vereinfachung automatisch Exponenten zu-
sammenfaft werden. Man kann diese Einstellung mit dem [ Manage Exponential |
Kommando abindern. Wihlt man die Richtung, wird der Ausdruck #6

durch | Simplify | wieder in

7 eve?

umgewandelt.

Approximiert man #e mit einer 60-stelligen Genauigkeit, bekommt man den Zahlen-
wert

9: 2.71828182845904523536028747135266249775724709369995957496696... .

UBUNGSAUFGABEN

5.8 Zeige, daB die Beziehung (5.6) auch fiir x < 0 giiltig ist. Hinweis: Man benutze
Satz 5.4.

¢ 5.9 Stelle die ersten 10 Partialsummen der Exponentialreihe graphisch dar. Uber-
lagere den Graphen der Exponentialfunktion, und beobachte die Konvergenz. Wo
konvergiert die Exponentialreihe besonders schlecht?

¢ 5.10 Uberlagere den Graphen der Exponentialfunktion den Graphen der Funktio-
nen e,(z) = (1+ %)n fiir einige n € IN und beobachte die Konvergenz. Wihle
verschiedene Skalierungen. Welche qualitativen Aussagen kann man allgemein tiber
die Graphen von e, (z) fiir groffe n € IN machen? Wie sehen sie bei DERIVE aus?

<& 5.11 Berechne mit DERIVE die Partialsummen der Exponentialreihe fiir x = —10,
bis (mit einer Genauigkeit von 3 Dezimalen) Konvergenz eintritt. Was beobachtet
man?
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<& 5.12 Wie klein muf |z| sein, damit die 5. Partialsumme s5(z) der Exponentialreihe
den Wert e® mit einer Genauigkeit von mindestens € := 10™° approximiert, d. h.
dafl sie um héchstens € vom wahren Wert abweicht:

le® — s5(x)| <e?

Hinweis: Verwende | soLve | im | Options Precision Approximate | Modus, um
die zu losenden Gleichungen numerisch zu Iésen.

<& 5.13 Berechne e mit DERIVE mit der Standardgenauigkeit von 6 Dezimalen. Ap-
proximiere dann die 100-ste (1000-ste) Potenz dieser Ndherung und vergleiche das
Ergebnis mit einer Nédherung von exp 100 (exp 1000). Erklére!

5.4 [Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns damit zu zeigen, dafl die als Reihen defi-
nierten Funktionen sinx und cosz die uns aus der Elementargeometrie bekannten
Sinus- bzw. Kosinusfunktionen darstellen. Wieder folgen die wesentlichen Eigen-
schaften aus den Additionstheoremen.

Satz 5.5 (Algebraische Eigenschaften der Sinus- und Kosinusfunktion)
Die Funktionen sin xz und cos z haben folgende Eigenschaften:
(a) sin0=0, (b) cosO=1,
(¢) sin ist ungerade , (d) cos ist gerade .
Fiir alle x € R gilt die Beziehung
(e) sin®z +cos’z=1.
Beweis:  Die Eigenschaften (a), (b), (c) und (d) folgen sofort aus den Reihendarstellun-

gen (5.2) und (5.3). Die trigonometrische Formulierung des Satzes von Pythagoras (e) folgt
aus

b 5.10 , (d
1 i—l cos0 = cos (z — ) (:) cosz cos (—z) — sinz sin (—x) (C; ) cos’x +sin’z. O

In der elementaren Trigonometrie werden gewohnlich noch zwei weitere Funktionen
betrachtet: die Tangens- und die Kotangensfunktion. Wir definieren diese Funktio-
nen mit Hilfe der Sinus- und Kosinusfunktion.

Definition 5.3 (Tangens- und Kotangensfunktion) Fiir alle z € R sei

sin

(a) tanx:= , sofern cosz #0, und
COS &
cos T

(b) cotzx := , sofern sinz #0. A

sinx
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Um den Definitionsbereich der Tangens- und Kotangensfunktion zu bestimmen,
miissen wir also wissen, wo die Nullstellen der Sinus- bzw. Kosinusfunktion liegen.
Die Existenz von Nullstellen der Sinus- und Kosinusfunktion werden wir im néchsten
Kapitel nachweisen koénnen.

Definition 5.4 Die kleinste positive Nullstelle der Kosinusfunktion bezeichnen wir

. 3 T
mit® 3.
Auf diese Weise wird die Kreiszahl 7 von der Geometrie unabhéngig definiert.
Die geometrischen Eigenschaften des Flicheninhalts und des Umfangs eines Kreises
konnen dann an spéterer Stelle gefolgert werden.

Im Augenblick postulieren wir die Existenz der Nullstelle 5 der Kosinusfunktion,

woraus sich weitere Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen ableiten lassen.

Satz 5.6 (Analytische Eigenschaften der Sinus- und Kosinusfunktion) Gilt
fiir einen Punkt 5 € R die Beziehung cos § = 0, dann gilt auch

(a) sinm=0, (b) cosm=—-1,

(¢) sin(z+27) =sinzx, (d) cos(x+2m) =cosx .

Beweis:  Wegen sin® Z = 1 — cos® Z = 1 folgen aus (5.9) bzw. (5.10) durch Einsetzen

vonr=y=7%

. . T™. 7 _ _ 2T 2T _
sinm = 2 cos 5 sin 5 0, bzw. COS T = COS 5 sin 5 1,
also (a) und (b). Daraus folgt weiter
. (5.10) . .
sin (z + 2m) — sin (z + ) cos ™ + cos (z + ) sin
(a),(b) . (5.10) . . (a),b)
s —sin (x+m7) =" —sinzcosw —coszsinm =— sinz,
also (c), und (d) wird ebenso bewiesen. O

Definition 5.5 (Periodische Funktionen) Eine Funktion f : IR — IR der reellen
Achse heif3it periodisch mit der Periode xg, falls fiir alle € IR die Beziehung

f(z+z0) = f(2)
erfillt ist. A

Der Eigenschaften (c) bzw. (d) wegen sind sinz bzw. cosz also periodisch mit der
Periode 27. Folglich reicht eine Kenntnis der Werte der Sinus- und Kosinusfunktion
im Intervall [0,27] vollig aus, um die Funktionswerte in ganz IR zu kennen. Die
Graphen der trigonometrischen Funktionen sind in Abbildung 5.3 dargestellt.

3Das Symbol 7 ist der griechische Buchstabe ,,pi”.
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Aus der 27-Periodizitdt der Sinusfunktion und sin0 = 0 sowie sinwm = 0 folgt
nun, daf sin (k7) = 0 fiir alle k € Z. Ebenso folgt cos (—%) = cos (5) =0, da cos
gerade ist, und die 27-Periodizitét liefert die Nullstellen cos (3 + k) =0 (k € Z).
Im néchsten Kapitel werden wir sehen, dafl weitere Nullstellen der Sinus- und Kosi-
nusfunktion nicht existieren. Daher wissen wir nun, fiir welche € R die Tangens-
und Kotangensfunktion definiert sind.

Yy Yy
A .
1 sin & CoST
-3 —2 -1 4 -4 -3 -2 2 3 4
> > T
—4 1 2 3 -1 1
—1 -1
Yy Yy
A A
2 2
1 tanx 1 cotx
—4 3 —4 —1 2 3
73 _2 1 1 2 s ¥ 3 o 1 s F
-1 -1
-2 -2

Abbildung 5.3 Die trigonometrischen Funktionen

Aus der Definition der Tangens- und Kotangensfunktion erhélt man zusammen
mit den Additionstheoremen der Sinus- und Kosinusfunktion folgende Eigenschaf-
ten, deren Beweis im Rahmen von Ubungsaufgabe 5.15 durchgefiihrt werden soll.

Satz 5.7 (Eigenschaften der Tangens- und Kotangensfunktion) Fiir die
Tangens- und Kotangensfunktion gelten die Beziehungen

(a) tan0=0, (b) cotgzo,

(¢c) die Tangens- und Kotangensfunktion sind ungerade,
(d) die Tangens- und Kotangensfunktion haben die Periode T,

tanx + tany cotzcoty — 1

—_— f) cot(z+y) =
1 —tanztany (®) (@+y) cotx + coty

() tan(+y) =
Sitzung 5.3 Man kann umfangreiche Transformationen fiir trigonometrische Funk-
tionen mit DERIVE durchfiihren. In der hoheren Mathematik arbeitet man iiblicher-
weise nicht mit Winkelgraden*. Will man dennoch trigonometrische Funktionen in

4Englisch: degree
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Winkelgraden auswerten, kann man die Konstante deg verwenden. Eine Vereinfa-

chung des Ausdrucks SIN(30 deg)® ergibt z. B.

1
2: -
2

Die Kreiszahl 7 gibt man entweder durch pi oder mit der Tastenkombination <ALT>P
ein. Eine imation von m mit 60-stelliger Genauigkeit ergibt

4: 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494.... ,

wéhrend der Ausdruck COS(pi) zu —1 vereinfacht wird.

Wir wollen nun die Additionstheoreme der Sinus- und Kosinusfunktion mit DE-
RIVE behandeln. Man gebe den Ausdruck SIN(x+y) ein und wihle im
| Manage Trigonometry | Menii die Richtung. [ Simplify | liefert dann

8:  COS (z)SIN (y) + SIN (z) COS (y) .

Auf die gleiche Weise wird COS(x+y) zu
10 : COS (z) COS (y) — SIN (z) SIN (y)

vereinfacht. Wahlt man nun andererseits die Richtung, liefert eine Ver-
einfachung des Produkts SIN(x) COS(y)

SIN (x +y) , SIN (z—vy)
2 + 2 '

12 :

Ein typisches Beispiel fiir die Richtung ist das Zusammenfassen von
Potenzausdriicken wie sin™ x und cos” x bei festem m € IN zu Ausdriicken, die
Winkelvielfache enthalten. Zum Beispiel wird SIN“5(x) in®

SIN (5z) 5 SIN (3z) n 5 SIN ()

14: 16 16 )

umgewandelt. Andererseits werden mit | Manage Trigonometry Expand | Winkel-
vielfache eliminiert, und eine Vereinfachung von SIN(5 x) ergibt

16 : 16 SIN () COS (z)* — 12 SIN (z) COS () + SIN (z) .

Gibt man man hier sogar noch die Priferenz der Sinusfunktion gegeniiber der Kosi-
nusfunktion mit Hilfe von | Manage Trigonometry Expand | Toward vor,
bekommt man den weiter vereinfachten Ausdruck

18: 16 SIN ()° — 20 SIN (z)® + 5 SIN (z) .

5Man kann diese Konstante auch mit der ° Taste eingeben.
SDERIVE unterstiitzt diese Art der Eingabe der Potenz einer Funktion. Man beachte, dafl der
Exponent —1 (bei DERIVE) also niemals die Umkehrfunktion bezeichnet.
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Wendet man dieselbe Einstellung auf SIN(10 x) an, erhilt man
COS (z) (512 SIN (x)° —1024 SIN (z)” 4672 SIN ()° —160 SIN (z)*+10 SIN (z)) .

Wir verwenden jetzt bei | Manage Trigonometry | noch einmal die Rich-
tung, um eine explizite Formel fiir

1 n
3 + kz: cos (kx)
=1

zu bekommen. Mit dieser Einstellung ergibt eine Vereinfachung des Summenaus-
drucks 1/2+SUM(C0S(k x),k,1,n)

SIN (z (n+1))
28IN (%)

Fiir einen Beweis dieser Beziehung s. Ubungsaufgabe 5.22. Wir werden in § 5.5 auf
diese Summe zuriickkommen und einen alternativen Beweis fiir diese Umformung
liefern.

UBUNGSAUFGABEN

<& 5.14 Stelle die ersten fiinf Partialsummen der Sinusreihe (Kosinusreihe) (d. h. bis
zur zehnten x-Potenz) graphisch dar. Uberlagere den Graph der Sinusfunktion (Ko-
sinusfunktion), und beobachte die Konvergenz. Was kann man iiber die Nullstellen
der Sinusfunktion (Kosinusfunktion) aussagen? Wo liegt insbesondere die erste po-
sitive Nullstelle der Sinusfunktion (Kosinusfunktion) ungeféihr?

5.15 Beweise die Eigenschaften der Tangens- und Kotangensfunktion aus Satz 5.7.

5.16 Zeige
(a) sinz+siny=2sin x—;—y cos xgy , (b) sinx—siny=2cos x—2|—y Sin% ,
(¢) cosxz+cosy=2cos x—;—y cos x;y , (d) cosx—cosy = —2sin Tty sin%.

< 5.17 Benutze geeignete Einstellungen von ‘ Manage Trigonometry ‘, um die Aus-
driicke tan (2x) bzw. tan § in die dquivalenten Terme

2sinx cosx . 1—cosz
PO B sowie _
2cos’x —1 sinx

umzuformen.

<& 5.18 Expandiere die Ausdriicke sin (nx) und cos (nx) fiir n := 2,3,4,5 mit DERIVE
und rechne von Hand nach.

<© 5.19 Fasse die Ausdriicke sin™ x und cos™ x fiir n := 2, 3,4, 5 mit DERIVE zusammen
und rechne von Hand nach.
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* 5.20 Beweise durch Induktion, daf fiir alle n € IN die Beziehungen

(a) sin (nz)= (T) sinz cos" !z — (g) sin® xcos"73m+<§) sin® x cos" P xF- - -,

(b) cos (nx) = (g) cos" x — (g) cos" 2 zsin’® x + (Z) cos" tsintx -
gelten.

5.21 Beweise die Halbwinkelformeln fiir die Sinus- und Kosinusfunktion

T 1+ cosx T 1—cosx
cos2 1/ 5 , sm2 1/ 5

Welches ist das korrekte Vorzeichen? Was kann mit den DERIVE Funktionen
C0S1(x) :=IF(x=pi,-1,SQRT((1+C0S1(2x))/2))
SIN1(x):=IF(x=pi,0,SQRT((1-C0S1(2x))/2))

TAN1 (%) :=SIN1(x)/C0S1(x)

berechnet werden? Berechne die exakten Werte von tan (w/4), tan (7/8), tan (7/16)
und sin (7/64). Approximiere diese, und vergleiche die Resultate mit den direkten
Approximationen. Schreibe entsprechende Funktionen, um die trigonometrischen
Funktionen an Halbwinkelwerten von /3 zu berechnen. Berechne damit cos (7/12)
und sin (7/24).

Bei der Einstellung | Manage Trigonometry Expand | wendet DERIVE die Halb-
winkelformeln an.” Berechne die obigen Werte direkt mit DERIVE.

<& 5.22 Benutze DERIVE, um eine explizite Formel (d. h. eine Formel, die kein Summen-
oder Produktzeichen — und natiirlich keine Piinktchen — enthélt) fiir die Summen
(neNN)

(a) Z sin (kx) , (b) Z cos (kx) ,
k=0 k=0

anzugeben, und beweise diese durch Induktion. Hinweis: Man benutze geeignete
FEinstellungen von | Manage Trigonometry |, um mdoglichst einfache Resultate zu
erhalten.

*x 5.23 Welche Perioden hat die Dirichlet-Funktion

1 falls x rational

(3.33) DIRICHLET (z) = { 0 falls x irrational

¢ 5.24 Man berechne sinz aus der Gleichung sin'® x + cos'® z = %

Tab Version 2.54
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5.5 Die komplexe Exponentialfunktion

Grenzwerte und Konvergenz komplexer Folgen werden genauso wie Grenzwerte und
Konvergenz reeller Folgen mit Hilfe der komplexen Betragsfunktion definiert.

Definition 5.6 (Konvergenz und Grenzwert) Eine Folge (c,,),, komplexer Zah-
len ¢,, € C heiit konvergent, wenn es eine Zahl ¢ € C gibt derart, daf fiir jedes ¢ > 0
ein Index N € NN existiert, so daf fiir alle Indizes n > N die Ungleichung

len, — ¢l <e

erfiillt ist, andernfalls heiflt die Folge divergent. Die Zahl c¢ heiit Grenzwert oder
Limes der Folge (¢p,)n, und wir schreiben

nli_)ngo Cn=c¢C oder auch tpn—c¢ (n—o0). A

Somit iibertragen sich alle Sétze, die sich nicht auf die Anordnungseigenschaften
der reellen Zahlen beziehen, auf komplexe Folgen. Den wichtigen Satz von Bolzano-
Weierstral und das Cauchysche Konvergenzkriterium hatten wir jedoch unter Zu-
hilfenahme monotoner Folgen bewiesen, eine typisch reelle Argumentation.

Andererseits siecht man mit der Dreiecksungleichung leicht ein, daf§ eine komplexe
Folge (¢n)n = (an + ibyn)n (an,b, € R) genau dann konvergiert, wenn die Folgen
(an)n und (b,), der Real- bzw. Imaginirteile konvergieren, da

lan, — a| + |bn, — b|
V2
(s. Ubungsaufgabe 5.25 oder auch Ubungsaufgabe 2.4), und dafl

<|(an —a) +i(by = b)| = |cp, — (a +ib)| < |an, — a| + [by — b

lim ¢, = lim a, +¢- lim b, . (5.12)

n—oo n—oo n—oo

Somit gelten der Satz von Bolzano-Weierstrafl und das Cauchysche Konvergenzkrite-
rium auch fiir komplexe Folgen. Auch die Definition der Konvergenz einer komplexen
Reihe ist eine direkte Ubertragung der Definition aus dem Reellen.

Definition 5.7 (Konvergenz einer komplexen Reihe) Wir definieren eine un-
endliche Reihe komplexer Zahlen ¢j € C (k € INy)

o0 n

E cp = lim E CL
n—oo

k=0 k=0

als den Grenzwert der Partialsummen, sofern dieser existiert. In diesem Falle sagen
wir, daf die Reihe konvergiert. Die Reihe heifit absolut konvergent, sofern die Reihe
o0

der Betrdge > |cx| konvergiert. A
k=0
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oo o
Ist ¢ = ag + ibg (ag, b € R), so konvergiert > ¢ genau dann, wenn »_ aj sowie
k=0 k=0

o0
by, konvergieren, und es gilt
k=0
o] o] o0
Dok =) anti-) b
k=0 =0 k=0

Wie im Reellen sind absolut konvergente Reihen auch konvergent, und ferner sind
auch alle aus dem Majorantenkriterium folgenden Reihenkriterien wie das Quotien-
tenkriterium oder das Wurzelkriterium fiir komplexe Reihen giiltig.

Da die Konvergenz der in § 5.2 eingefithrten Reihendarstellungen aus dem Quo-
tientenkriterium folgte, ist insbesondere folgende Verallgemeinerung sinnvoll.

Definition 5.8 (Komplexe Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion) Die
Reihen

CXpz = i i sin z := i 7(_1)k 22kl sowie  cosz = i (_1)kz2k
e T 2k + 1) T (2k)!

heiflen die komplexe Exponential-, Sinus- bzw. Kosinusreihe. Sie konvergieren fiir
alle z € € absolut. Durch sie werden somit in ganz € Funktionen exp, sin und cos
erklirt, die die komplexe Exponentialfunktion, Sinusfunktion bzw. Kosinusfunktion
heiflen. Fiir exp z schreiben wir auch e*. A

Auf diese Weise haben wir die reelle Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion nach
C fortgesetzt, und es wird sich herausstellen, dafl sich die komplexe Exponential-
funktion fiir rein imaginéires Argument durch die reellen trigonometrischen Funk-
tionen darstellen liBt. Uber den Umweg durch das Komplexe werden wir also in die
Lage versetzt, einen vollig neuen und vielleicht unerwarteten Zusammenhang zwi-
schen der Exponentialfunktion und den trigonometrischen Funktionen herzustellen,
welcher die Ergebnisse aus § 5.3-5.4 in ein ganz anderes Licht riickt.

Da der Satz iiber das Cauchy-Produkt ebenfalls im Komplexen gilt, gilt zunéichst
das Additionstheorem (5.8) auch fiir alle z,y € C, d.h.

et =e*e”  (z2,weC), insbesondere efeF =1,
und mit Induktion folgt
et = (ez) (neZ). (5.13)

Aus (5.12) folgt nun fiir die Exponentialreihe an der Stelle iz wegen i? = —1 durch
Aufspaltung in geraden und ungeraden Anteil®

81st speziell z = x € IR, so entspricht diese Aufspaltung auch der Zerlegung in Real- und
Imaginérteil.



136 5 Die elementaren transzendenten Funktionen

o N2 o (2) ~ (i2)7!
=) _Z( I 2k+1
k=0 =0 il
o0 > S2k+1
= kz_:o( 2k—|—1) =cosz+i-sinz.

Hierbei entstehen also gerade die Reihen der Kosinus- sowie Sinusfunktion, und wir
haben die Eulersche® Identitit.

Satz 5.8 (Eulersche Identitit) Fiir alle z € C gilt die Beziehung
e =cosz +isinz, (5.14)

cos z ist also der gerade und i sin z der ungerade Anteil von e%*. Fiir z = 2 € R liegt
eine Zerlegung in Real- und Imaginérteil vor

cosxz = Re (e”) und sinxz = Im (e”) .

Beispiel 5.2 (Komplexe Darstellung der Sinus- und Kosinusfunktion) Die
Eulersche Identitéat kann nun wiederum zur Darstellung der Sinus- und Kosinusfunk-
tion verwendet werden. Dazu wenden wir sie zunichst auf das Argument —iz an

und erhalten
e~ % — cos (—z)+isin (—2z) =cosz —isinz,

da cos gerade und sin ungerade ist. Hieraus folgen die Darstellungen (als gerader
bzw. ungerader Anteil)

cosz = % (e + e %) sowie sinz = % (e —e ™) .

Ist ferner z = = € R, so folgt fiir das Konjugierte von e*®
—izT

e =cosz —isinz =e

Beispiel 5.3 (Komplexe Form der Additionstheoreme) Es ist nun ein Leich-
tes zu sehen, dafl auch die Additionstheoreme der Sinus- und Kosinusfunktion eine
direkte Folge des Additionstheorems der Exponentialfunktion sind, da ja (z,w € C)

') — cos (2 4+ w) +isin (z 4+ w)
und auf der anderen Seite

e e = (cosz+isinz) - (cosw + isinw)

= coszcosw — sin zsinw + 4 (cos z sinw + sin z cos w) .

9LEONHARD EULER [1707-1783]
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Beispiel 5.4 (Pythagoreische Identitét) Der trigonometrische Satz des Pytha-
goras ist nun nichts anderes als die komplexe Faktorisierung (2 € C)

cos? z +sin® z = (cosz +isinz)(cosz —isinz) = e - e =’ = 1.

Beispiel 5.5 (Eine Beziehung zwischen den wichtigsten Zahlen der Ma-
thematik) Setzen wir in die Eulersche Identitét den Wert z = 7 ein, so erhalten
wir die Gleichung

em+1=0,
welche eine Beziehung zwischen den Zahlen 0, 1,4, e und 7 herstellt.

Beispiel 5.6 (Formel von Moivre) In Ubungsaufgabe 5.20 sollten fiir n € IN
Summendarstellungen von sin (nz) sowie cos(nz) durch Induktion bewiesen werden.
Mit der komplexen Exponentialfunktion sind diese Darstellungen in der Formel von
Moivre!® enthalten, die wir aus der Eulerschen Identitéit zusammen mit (5.13) an
der Stelle iz erhalten
e = cos (nz) 4 isin (nz) = (cos z + isinz)" .
Entwickeln wir jetzt ndmlich die Potenzen mit dem Binomischen Lehrsatz und neh-
men wir eine Zerlegung in geraden und ungeraden Anteil vor, so folgt
n
cos (nz) +isin (nz) = (cosz +isinz)" = Z (Z)zk sin® z cos" 7 2
k=0

n/2 n;l
= Z (;ﬁ)(fl)k sin?* z cos" 2 2 + i Z <2k7:_ 1 ) (—1)F sin? 1 zcos 21 5
k=0

Getrennte Betrachtung des geraden bzw. ungeraden Anteils liefert die gewiinschten
Beziehungen.

Beispiel 5.7 (Trigonometrische Summen) In DERIVE-Sitzung 5.3 lieferte uns

DERIVE eine geschlossene Formel fiir 3+ Y cos(kz). Diese folgt mit der Moivreschen

k=1
Formel aus
Z cos (kz) +1 Z sin (kz) = Z (cos (kz) + isin (kz)) = Z et = Z (eiz)k
k=0 k=1 k=0 k=0 k=0
1—gi(n+1)z (1 fei(”ﬂ)z) e~ % o~ _pil2nt1)3

e

_ iz iz
e 2 —e€ez2

¥l

1—e* (1 — eiz)e’i

_ cosZ—isinZ—cos ((2n+1)F) —isin ((2n+1)%)
—2isin§
1 sin((2n+1)2 cos £—cos ((2n+1)2
= -+ ((. )2)—1—2' 2 .(( )2), (5.15)
2 sin 2 2sin 2

2 2

10 ABRAHAM DE MOIVRE [1667-1754]
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n .
da (e”) * nichts anderes als die Partialsumme einer geometrischen Reihe ist. Ge-

k=0
trennte Betrachtung des geraden und ungeraden Anteils liefert geschlossene Formeln
n

fiir . cos (kz) sowie »_ sin (kz). A
k=0 k=0

Sitzung 5.4 DERIVE vereinfacht den Ausdruck EXP(ix) mit zZu
2: COS (z) + ¢ SIN (x) ,

produziert also die Eulersche Identitét (5.14). Der Ausdruck

3: ) EXP(ike)
k=0

wird vereinfacht zu

SIN (z (n+ 1)) L1 +£<COT (z) 1 Cos (= (n+%))> 7

2 2 SIN (z) 2SIN £

2 5IN £ 2

welches eine andere Form von (5.15) darstellt.

Y

A

T

P=(cosz,sinz)=e

Abbildung 5.4 Kosinus und Sinus als Projektionen der Einheitskreislinie

Beispiel 5.8 (Kosinus und Sinus als Projektionen eines Punkts der Ein-
heitskreislinie) Sei nun z = z € R. Dann folgt
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P12
T T, —1iT __
| =1,

‘e = ¢ e”—ee

und folglich |e”| = 1. Dies zeigt, daB der Punkt e’® = cosxz + isinz auf der
Einheitskreislinie'! der Gaufischen Zahlenebene liegt.

Hiermit haben wir also die elementargeometrische Deutung der Kosinus- und
Sinusfunktion wiedergefunden. Erst spiter werden wir allerdings beweisen konnen,
daf} das Argument x den im Bogenmaf} gemessenen Winkel des erzeugenden Dreiecks
APB, s. Abbildung 5.4, d.h. die Linge des im Gegenuhrzeigersinn durchlaufenen
Kreisbogens von 1 bis ¢ darstellt.

Noch fehlt uns die Moglichkeit zu entscheiden, ob auch umgekehrt zu jedem z € C
mit [z] = 1 ein # € R mit 2z = €@ existiert!?. Derartige Fragestellungen werden wir
im néchsten Kapitel untersuchen, und die eben gestellte Frage wird dann positiv
beantwortet werden. A

Schliellich wollen wir eine wichtige Eigenschaft der komplexen Exponentialfunktion
festhalten.

Korollar 5.2 (Nullstellenfreiheit der komplexen Exponentialfunktion) Fiir
alle z € C gilt e* # 0.
Beweis:  Fiir alle z =z + iy € C (z,y € R) haben wir die Darstellung

z — eac-Hy — 69:

e e =¢€” (cosy +isiny) ,

aus der sofort folgt

le*| = Yi=1le"l=¢">0. -
UBUNGSAUFGABEN
5.25 Fiir jede komplexe Zahl z := x + iy (x,y € R) gilt
|z + |y
Sl LA ST
5B S E
mit Gleichheit genau dann, wenn |z| = |y| gilt.

5.26 Gib Darstellungen fiir tanx und cot x mit Hilfe der komplexen Exponential-
funktion an.

<& 5.27 Bestimme geschlossene Formeln fiir Z kcos (kx) sowie Z ksin (kx) mit

Hilfe von DERIVE. Hinweis: Man verwende d1e komp]exe Exponentlalfunkmon Sollte
DERIVE den komplexen Ausdruck nicht vereinfachen, ersetze man die imaginére
Einheit durch eine Variable i, vereinfache dann, und substituiere schliefilich wieder
die imaginédre Einheit zuriick.

* 5.28 Finde geschlossene Formeln fiir > cos (kx + y) sowie Y sin (kz + y).
k=0 k=0

M Englisch: unit circle
12Dies wird aus der elementargeometrischen Deutung natiirlich klar!
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5.6 Die hyperbolischen Funktionen

Die hyperbolischen Funktionen spielen in Anwendungen eine bedeutende Rolle. Die
hyperbolische Kosinusfunktion coshx (,,cosinus hyperbolicus”) und die hyperboli-
sche Sinusfunktion sinhx (,sinus hyperbolicus”) sind der gerade bzw. ungerade
Anteil der Exponentialfunktion

et +e % eT — e

coshx := — und sinh x := 5

Betrachtet man komplexe Argumente, lassen sich die hyperbolischen Funktionen in
direkte Beziehung zu den trigonometrischen Funktionen setzen

T __ ,—iT ix —ix
sinh (iz) = € T° s und cosh (iz) = %

5 = cosz, (5.16)

oder auch (man ersetze nun x durch x/7)
sinhz = dsin (%) = isin (—ix) = —isin (iz) und
coshx = cos (%) = cos (—ix) = cos (iz) , (5.17)
da cos gerade und sin ungerade ist.
Wie bei den trigonometrischen Funktionen definiert man nun die hyperbolische

Tangensfunktion tanh z (,,tangens hyperbolicus”) und die hyperbolische Kotangens-
funktion coth z (,,cotangens hyperbolicus”) durch
sinh x 1

und cothx := .
cosh x tanh x

tanh x :=

Sitzung 5.5 DERIVE kennt die hyperbolischen Funktionen unter Benutzung unserer
Notation und wandelt sie in Exponentialausdriicke um. Man stelle die hyperbolischen
Funktionen graphisch dar! Vereinfacht man z. B. TANH x, erhilt man

e —1

wihrend TANH (7x) in
4: i TAN (z)
umgewandelt wird.

Beispiel 5.9 (Reihendarstellungen der hyperbolischen Funktionen) Als ge-
rader bzw. ungerader Anteil der Exponentialfunktion haben sinh z und coshz die
Reihendarstellungen

o0 o0

1 1
sinh x := . —— sowie coshz := —— g%k
S ot S o
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Beispiel 5.10 (Additionstheoreme der hyperbolischen Funktionen) Aus
den trigonometrischen Additionstheoremen folgt geméf (5.16)—(5.17)

sinh (x+y) = —isin(iz+iy) = —i(sin (ix) cos (iy) + cos (ix) sin (zy))
= sinh x cosh y — cosh x sinh y
sowie

cosh (z+y) = cos(iz +iy) = cos (iz) cos (iy) — sin (ix) sin (iy)

= coshzcoshy + sinhzsinhy .

Beispiel 5.11 (Pythagoreische Identitit) Mit Hilfe von (5.17) (oder natiirlich
direkt aus der Definition!) bekommt man die Identitét

cosh? z — sinh® 2 = cos? (iz) + sin? (iz) = 1.

UBUNGSAUFGABEN

5.29 Zeige:

tanh z + tanh y 1+ cothz cothy
tanh = b th =— —*“%
(a) tanh(z +y) 1+ tanhxtanhy ’ (b)  coth(z +y) cothx + cothy ’

1 1
(c) sinhg =14/ 5 (coshz — 1), (d) coshg =1\/3 (coshz + 1),

(e) sinhz + sinhy = 2sinh (x+y)cosh (m—y) ,

(f) coshaz + coshy = 2cosh (x—"y) cosh (x;y> .
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6 Stetige Funktionen

6.1 Grenzwerte und Stetigkeit

Wir betrachten in diesem Abschnitt Grenzwerte von Funktionen. Es wird sich zei-
gen, dafl man dieses Konzept letztlich auf das Konzept der Grenzwerte von Folgen
zuriickfithren kann.

Definition 6.1 (Grenzwert und Stetigkeit) Seia < ¢ < b,! ferner I¢ := (a,b)\
{€} ein an der Stelle ¢ punktiertes Intervall und schliefllich f : I¢ — IR eine reelle
Funktion in I¢. Die Zahl? € R heiit Grenzwert oder Limes von f(z) fiir x gegen
¢, wenn es zu jeder vorgegebenen Zahl € > 0 eine Zahl® § > 0 gibt, so daf}

[f(z) —=nl<e
fiir alle z # £ mit
[z —¢] <9d.
Wir schreiben dafiir
lim f(z) =n oder f(z) =»n fir z—¢.

rz—E

Ist nun weiter f auch an der Stelle ¢ definiert, ist also? f : (a,b) — R, so heifit f
stetig® an der Stelle &, falls

£(6) = lim f(2)
gilt, andernfalls unstetig. Wir nennen f im offenen Intervall (a, b) stetig, wenn f an
jedem Punkt von (a,b) stetig ist. A

Man denke sich wiederum ¢ als eine gegebene (oder verlangte) Genauigkeit einer
Approximation des Werts 7 durch f(z). Genau wie bei der Folgenkonvergenz sieht
man, dafl es hochstens einen Grenzwert geben kann.

1Das Symbol € ist der griechische Buchstabe ,,xi”, das griechische z also. Damit dokumentieren
wir, da3 der Punkt £ auf der x-Achse liegt.

2Das Symbol 7 ist der griechische Buchstabe ,,eta”. Er liegt bei uns immer auf der y-Achse.

3Die Benutzung der beiden griechischen Buchstaben ,epsilon” (g) und ,delta” (&) zur Beschrei-
bung der Stetigkeit wurde von WEIERSTRASS eingefiihrt.

4Wir nennen die Funktion hier weiterhin f, auch wenn sie einen anderen Definitionsbereich hat.
Komplikationen hat man hierbei nicht zu erwarten.

5Englisch: continuous
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Eine graphische Darstellung dieser Definition ist gegeben in Abbildung 6.1. Sie
zeigt die bestmogliche Wahl fiir 6 bei gegebenem e¢.

Y

A

Abbildung 6.1 Beste Wahl von § bei gegebenem &

Beispiel 6.1 (Konstante Funktionen und Identitit) Jede konstante Funkti-
on f(z):=C (C € R) ist in ganz R stetig, da fiir alle x € R und jedes € > 0

[f(z) =Cl=0<e,

und somit fiir alle £ € R die Beziehung lim€ flx)=C = f(&) gilt.

Bei der identischen Funktion idg treffen wir fiir ¢ > 0 die Wahl 6 := . Sei nun
¢ € R. Dann ist fiir alle x mit |z — & < ¢

lidr (2) =&l = [z €[ <d=e¢,

und somit lim5 idg () =€ =idr(¢), und idR ist in ganz R stetig.

Beispiel 6.2 (Die Betragsfunktion) Die Betragsfunktion abs (z) := |z| stimmt
fiir jedes © > 0 mit der identischen Funktion iiberein und ist somit fiir jedes x > 0
stetig. Fiir alle z < 0 gilt abs () = —z, und wieder ist abs stetig. Wir zeigen,
dafl abs auch am Ursprung stetig ist. Fiir 0 := € und |z| < ¢ gilt ndmlich offenbar
labs (z)| = |z| < § = € und folglich ill% |z| = 0. Somit ist abs in ganz R stetig.



144 6 Stetige Funktionen

Beispiel 6.3 (Sprungstelle) Betrachten wir die Sprungfunktion, die wie folgt de-
finiert ist:

! falls x < &
f(z) '_{ 1 falls x > &

Diese entspricht DERIVEs Funktion SIGN(x-£), welche auch an der Stelle £ unde-

finiert ist. N#hert sich  dem Punkt & von links, was wir mit © — £~ (oder x 1 &)

andeuten, so sind die Werte von f(x) immer —1; nihert sich z jedoch von rechts,

was wir mit x — £ (oder z | £) andeuten, so sind die Werte von f(z) immer +1.

Somit existiert 1im5 f(x) nicht. Definiert man f nun auch an der Stelle £, sagen wir
r—

durch f(§) :=0, so ist f unstetig an der Stelle . Auf der anderen Seite ist f stetig
fiir alle reellen x # £, da f lokal konstant ist. A

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen Grenzwerten von Funktionen
und Folgenkonvergenz.

Satz 6.1 (Folgenkonvergenz und Folgenstetigkeit) Sei f : I¢ — R in einem
an der Stelle £ € R punktierten Intervall gegeben. Dann ist lirré_ f(x) = 1 genau

dann, wenn fiir jede gegen ¢ konvergierende Folge (z,), in I¢ liegender Punkte
lim f(z,) =7 ist.

Demnach ist f stetig an der Stelle £ € IR genau dann, wenn fiir jede gegen &
konvergierende Folge (z,,), in I¢ liegender Punkte f(¢) = lim f(x,) ist.

Beweis:  Habe zunéchst f an der Stelle & einen Grenzwert 7. Dann gibt es zu vorgege-
benem ¢ > 0 ein ¢ > 0 derart, daB |f(z) —n| < e, wenn |z — | < §. Konvergiert nun (z,)n
gegen &, so gilt fiir alle n > N die Beziehung |z — z,| < ¢ und folglich |f(z,) —n| < e,
d.h. f(zn) konvergiert gegen 7.

Sei nun andererseits fiir jede gegen ¢ konvergierende Folge (zy), in I ¢ liegender Punkte
lim f(zn) = 7. Angenommen, f konvergiere nun nicht gegen 7 fiir x — £. Dann gibt es
ginoz > 0 derart, daB fiir alle § > 0 im Intervall [£ — §, £ + §] eine Zahl z mit |f(z) —n| > ¢
existiert. Wir koénnen also zu jeder Zahl n € IN ein z, € [{ — L,¢ + 1] auswihlen, fiir
das |f(zn) — n| > € gilt. Nach Wahl von z,, konvergiert z,, — £ fiir n — oo. Andererseits
konvergiert wegen |f(z,) —n| > € die Folge f(z,) offenbar nicht gegen 7, im Widerspruch
zur Voraussetzung. Also war unsere Annahme falsch, und lirré flx)=n. O

Eine direkte Folge aus diesem Satz ist

Korollar 6.1 (Vertauschung von Grenzprozessen mit stetigen Funktio-
nen) Ist f : I — IR eine in einem offenen Intervall I stetige Funktion und (),
eine Folge in I liegender Punkte. Konvergiert (x,,), gegen einen Punkt £ € I, dann
konvergiert (f(xy))n, und es gilt

lim f(za) = f( lim a,) . o

n—oo n—o0
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Mit Hilfe der Folgenkonvergenz lassen sich nun auch die Grenzwertregeln von Folgen
auf Grenzwerte von Funktionen iibertragen, und wir erhalten

Korollar 6.2 (Grenzwertregeln) Existieren die Grenzwerte lirrz f(z) =m und

lirré g(x) = 12, dann gilt
(a) lirré (Cf(z)) =Cm fir alle Konstanten C € R ,

(b) lim (f(z) £ g(x)) =m +n2,

(¢) lim (f(z)g(x)) =mn2 ,

r—a

mmm(MQ:ﬂfmsm¢u

z—g \9(2) 2

(e) (Sandwichprinzip) Gilt 71 = 12 sowie f(x) < h(z) < g(x) in einem an der
Stelle £ punktierten Intervall, so gilt auch lin% h(z)=m .

(f) (Vertriglichkeit mit ,,<”) Gilt f(z) < g(x) in einem an der Stelle £
punktierten Intervall, so gilt auch n; < n,.

Beweis:  Die Aussagen folgen direkt aus Satz 6.1 und den entsprechenden Regeln fiir
Folgen (Satz 4.2). Zum Beispiel gilt

im : _ 7
e—£ g(x) n—oo g(zn) lim g(zx) 72

n—oo

@) o ) 2Ty

wenn z, — £ konvergiert. Die Vertraglichkeit der Grenzwertoperation mit ,,<” folgt aus
Satz 4.3. O

Das Analogon zu Korollar 6.2 fiir stetige Funktionen ist das

Korollar 6.3 (Algebraische Regeln fiir stetige Funktionen) Sind f und g an
der Stelle £ bzw. im offenen Intervall I stetig, so sind auch Cf (C € R), f+g, f-g
sowie f/g an der Stelle £ bzw. in I stetig. Die letzte Aussage gilt nur dann, wenn

g(§) # 0 ist.

Eine weitere wichtige Vererbungslinie von Stetigkeit ist die Komposition.

Satz 6.2 (Stetigkeit der Komposition) Seien h an der Stelle £ und G an der
Stelle h(&) stetig. Dann ist die Komposition f = G o h an der Stelle £ stetig.
Insbesondere: Ist h : I — IR im offenen Intervall I und G : h(I) — R im Bild
von h stetig, so ist G o h stetig in I.

Beweis:  Sei (zn)n eine gegen £ konvergierende Folge. Dann konvergiert wegen der Ste-
tigkeit von h an der Stelle £ die Folge h(z,) gegen h(§). Daher konvergiert — wegen der
Stetigkeit von G an der Stelle h(¢) — die Folge f(z,) = G(h(z,)) gegen f(&) = G(h(E)),
welches nach dem Folgenkriterium die Stetigkeit von f an der Stelle & nach sich zieht. O
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Sitzung 6.1 DERIVE kennt die oben angefiihrten Grenzwertregeln und auch einige
weitere Regeln, und kann daher viele Grenzwerte berechnen. Dazu benutzen wir das
Kommando | Calculus Limit | und geben nacheinander den Grenzwertausdruck,
die Variable sowie den Grenzpunkt ein. Als Alternative dazu konnen wir auch die
DEeRIVE Funktion LIM(f,x,a) benutzen, um den Grenzwert von f fir z — a zu
bestimmen. Wir testen LIM mit folgenden Beispielen:

Grenzwert , DERIVE Eingabe Ausgabe
lim, % LIM((4 x°2-1)/(4 x"2+8 x+3),%,-1/2) —1,
zlin_13|4a:—l| LIM(|4x-1],x,-3) 13,

lim 1( L _ 1) LIM(1/x (1/(x+4)-1/4),x,0) -
s—0x \z+4 4 T 16 °
lin})xsin; LIM(x SIN(1/x),x,0) 0.

Wir wollen nun zeigen, dafi DERIVE den letzten Grenzwert richtig berechnet hat.

Beispiel 6.4 (Anwendung des Sandwichprinzips auf eine oszillierende
Funktion) Das angegebene Beispiel der Funktion® f(z) := xsinl fiir z gegen
Null kann durch eine Anwendung des Sandwichprinzips behandelt werden. Wegen
sin? x 4 cos?x = 1 gilt fiir alle z € R die Beziehung sin? 2z = 1 — cos®>z < 1, und
folglich

[sinz| <1, (6.1)
so daB |f(z)| < |z| oder
—|z| < f(z) <|af .

Aus dem Sandwichprinzip folgt nun, da§ f(z) — 0 fiir z — 0, siehe Abbildung 6.2.
Setzt man f fort auf ganz R durch die Festsetzung

rsin 1 falls  # 0
f(x){ 0 falls z =0

dann wird f dadurch zu einer an der Stelle 0 stetigen Funktion. Wegen der Stetigkeit
der Identitét folgt mit einer iterativen Anwendung von Satz 6.2 die Stetigkeit von
f fiir alle x # 0, sofern nur die Sinusfunktion in ganz R stetig ist. Dies werden wir
in Satz 6.3 zeigen. Also ist f auf ganz R stetig.

Beispiel 6.5 (Eine weitere oszillierende Funktion) Wir betrachten nun

2

x):=x°sin — .
g(z) .

In diesem Fall finden wir die Abschiitzung —2? < g(x) < 22, haben also die untere
bzw. obere Funktion —z2 bzw. z2. Wir folgern daraus, daf} ebenfalls lirr%) g(x) =0
ist, siehe Abbildung 6.3. B

6Man beachte, da der natiirliche Definitionsbereich von f die Menge IR \ {0} ist.
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Abbildung 6.3 Ein zweites, ,glatteres” Beispiel: 2° sin 1

Beispiel 6.6 (Stetigkeit rationaler Funktionen) Rationale Funktionen r(z) =

p(z)

B2 sind stetig an allen Stellen € IR, an denen der Nenner g(z) # 0 nicht ver-

q(z)

schwindet. Dies folgt induktiv durch eine Anwendung der Regeln von Korollar 6.3
aus der Stetigkeit der konstanten Funktionen und der Identitit gem#f Beispiel 6.17.
Als Beispiel fiir die Grenzwertberechnung betrachten wir

"Dies liefert uns u. a. zusammen mit dem Korollar 6.1 iiber die Vertauschung stetiger Funktionen
mit dem Grenzprozefl n — oo wieder die Regel von Bemerkung 4.5, die in Beispiel 4.7 behandelt

worden war.
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: 2
246 Im(z*+6) 46 5
1m = - — =—,
z—2 T+ 2 11m2(x—|—2) 242 2

da der Grenzwert des Nenners verschieden von Null ist. Andererseits konnen ratio-
nale Funktionen auch an Stellen, an denen der Nenner verschwindet, Grenzwerte
besitzen. Zum Beispiel hat

z?—4

1m
T—2 I — 2

einen verschwindenden Nenner. Fiir x # 2 hat der Quotient aber den Wert z + 2
und folglich den Grenzwert

2 _

4
lim =lim(z+2)=4. A
r—2 I — T—2
Wir berechnen nun einige wichtige Grenzwerte der Exponential-, Sinus- und Kosi-
nusfunktion mit Hilfe ihrer definierenden Reihendarstellungen und folgern, daf3 diese
Funktionen in ganz R stetig sind.

Satz 6.3 (Grenzwerte und Stetigkeit der Exponential-, Sinus- und Kosi-
nusfunktion) Es gelten die folgenden Grenzwertbeziehungen.

(a) lirr%)e“"zl, (b) lirr%)sinx:O, (c) lirr%)cosle,
.oet—1 . sinz . cosx—1 1
@l ——=1. @ lmy===1. O Iy—F—=-3.

Die Funktionen e*, sinx sowie cos z sind in ganz R stetig.
)

Beweis:  Fiir die Betrachtung der Grenzwerte fiir z — 0 geniigt es, |z| < 1 anzunehmen.
Fiir solche z-Werte erhalten wir mit Hilfe der Reihendarstellung der Exponentialfunktion

2
x .T3

l‘4
e =1 =|z+ S+ 5r+ 7+

1 1 1
. <lal- (14 g+ g+ 5 +) == Dlal.

34l

Hieraus folgt (a). Ebenso gilt fiir |z| <1

- |z 1
e < S Lo,

daher
e’ —1

xT

e —(1+x)
x

—1‘: < (e —2)|z|,

und wir haben (d). Die Aussagen fiir die Sinus- und Kosinusfunktion werden analog be-
wiesen, s. Ubungsaufgabe 6.5.

Nun zu den Aussagen iiber die Stetigkeit. Wegen (a) ist e® also stetig an der Stelle 0.
Nun folgt aus dem Additionstheorem der Exponentialfunktion fiir beliebiges £ € IR

lim e® = lim e* % = lim ¢® % lim €* = ¢° ,
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da lim e* ¢ = 1 gemiB (a). Folglich ist e in ganz IR stetig. Die Stetigkeit von sinz

r—E&
und cos z folgt entsprechend aus (b) und (c) und den Additionstheoremen der Sinus- und
Kosinusfunktion. O

Am Ende dieses Abschnitts werden wir noch ein hiufig benutztes Lemma beweisen.

Lemma 6.1 (Lokale Vorzeichentreue stetiger Funktionen) Sei f : I — R
eine auf einem offenen Intervall definierte Funktion und £ € I. Ist nun f stetig an
der Stelle € und gilt f(£) > 0, dann gibt es ein ganzes £ umfassendes Intervall J C I,
in dem f positiv ist.

Beweis:  Sei f(¢) =n > 0. Wir wihlen ¢ := 2. Wegen der Stetigkeit von f an der Stelle

]
a2
¢ existiert ein § > 0, so daB fiir alle € J := [ — §,& + 0] die Beziehung |f(z) —n| < 2
folgt und somit

f@) =n—(n—f@)zn—n—f@|zn-1=
UBUNGSAUFGABEN 0

<& 6.1 Berechne die folgenden Grenzwerte, sofern sie existieren. Stelle die Funktionen
graphisch mit DERIVE dar und iiberpriife die Ergebnisse mit DERIVE.

>0.

N3

sin x () 1 Tz +1
’ R R — R

li 441222 -4 b) 1l
(8) lim (o%+122°~4) , (b) lim ——

. r—3 . 3_ &2 i ME—1/2

(d) i{l}ima (e) 71«13}3 (42° 52" +18) , () lﬂﬁ’
3_9r—1 in (2 "=yt

(@ o2l gy gy SRC0) (i) lim ——,

r——1 T + 1 z—0 SInx =y Ty

- Y /3 1/3

() lim 2=YT () tim [LVEZE ) gy 0D e

z—4 4 —x z—0 €T 70 *

<& 6.2 Benutze DERIVE, um die folgenden Grenzwerte zu bestimmen und die Funk-
tionen graphisch darzustellen.

(a) Jim =—>= (b) Jim ——o—— . () lim ————
. sin (mx) . sin? (3z) . sin(z+h)—sinx
(d) lim —"—, (e) lim —73—, () Jim . ’
=y 31 h) —
(g) lim S ) (h) lim z , (i) lim cos (z + h) —cosz ’
a—y sin (z — y) o1z — 1 pam h
t in 7 4
() lim ZERT g g ST gy gy |(VEERT o)
z—01 —cosx z—0 4 720 23

6.3 Priife die mit DERIVE gefundenen Grenzwerte der vorangegangenen Ubungs-
aufgabe schriftlich nach.
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6.4 Zeige, dafi neben (6.1) auch die Beziehung | cos z| < 1 fiir alle z € R gilt. Gelten
die Beziehungen auch fiir x € C?

6.5 Berechne die Grenzwerte (b), (c), (e) und (f) aus Satz 6.3.

6.6 Zeige: Sind f : I — IR und g : I — R in einem offenen Intervall I stetige
Funktionen, so sind auch |f| sowie max (f, g) und min (f, g), welche durch

max (f,9)(x) := max{f(z),g(x)} ~ bzw.  min (f,g)(z):=min{f(z),g(x)}
erklédrt sind, in I stetig.

* 6.7 Zeige mit Hilfe der e—0—Definition der Stetigkeit, daf die Funktionen f(x) = ™
und f(x) = {/x auf ihrer Definitionsmenge stetig sind.

< 6.8 Sei
—2sinx firz < -3
f(z) =4 Asinx+ B fir -5 <z <3
CcoS ¥ fﬁrmZ%

Wiéhle die Zahlen A, B € R derart, daB3 f stetig ist auf R, und erzeuge eine graphi-
sche Darstellung von f.

6.9 In der Aussage von Korollar 6.1 folgt aus der Konvergenz von f(x,,) fiir eine
in I stetige Funktion f : I — IR nicht die Konvergenz der Folge (x,),. Gib ein
Beispiel.

* 6.10 In § 3.5 war die Einsetzungsmethode zur Bestimmung der Partialbruchzerle-
gung einer rationalen Funktion behandelt worden. Man zeige die Korrektheit dieser
Vorgehensweise durch eine Stetigkeitsbetrachtung.

6.2 Einseitige Grenzwerte

Die Sprungfunktion aus Beispiel 6.3 ist an der Stelle £ unstetig. Ndhert man sich
aber der Stelle ¢ ausschliellich von links bzw. rechts, dann gibt es jeweils einen
Grenzwert. Diese Situation wird nun genauer untersucht.

Definition 6.2 (Einseitige Grenzwerte und Stetigkeit) Sei a < { < b, ferner
I = (a,&) und Ii := (&, b) und schlieBlich f : I* = R bzw. I Ii — R eine reelle
Funktion. Die Zahl € R heift linksseitiger bzw. rechtsseitiger Grenzwert von f(x)
fiir z gegen &, wenn es zu jeder vorgegebenen Zahl € > 0 eine Zahl § > 0 gibt, so
dafl

[f(x)—nl<e,

fiir alle x € IE bzw. x € Ii mit
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lv =&l <.
Wir schreiben dafiir

lim f(z)=n bzw. lim f(z)=n.

r—E— r—E&t

Ist f auch an der Stelle & definiert, ist also f : (a,&] — R bzw. f : [£,b) — R, so
heifit f linksseitig bzw. rechtsseitig stetig an der Stelle £, falls

f€) = lim f(z)  baw.  f(§)= lim f(z)

T—E— z—Et
gilt. A
Der Beweis des folgenden Lemmas ist sehr einfach und bleibt als Ubungsaufgabe.

Lemma 6.2 Die Funktion f : I — R sei definiert in einem offenen Intervall
um den Punkt £. Dann existiert lirré f(z) genau dann, wenn sowohl der linksseitige

als auch der rechtsseitige Grenzwert dieser Funktion an der Stelle £ existieren und
gleich sind. Insbesondere: f ist stetig an der Stelle £ genau dann, wenn linksseitiger
und rechtsseitiger Grenzwert fiir z — £ existieren und

lim f(z) = f(¢) = lim f(x). 0

r—E— r—&t
Eine Funktion f : (a,b) — IR ist also genau dann an der Stelle £ € (a,b) unstetig,
falls die einseitigen Grenzwerte lim f(z) und lirn+ f(z)
r—E~ r—E
(a) existieren und iibereinstimmen, aber von f(§) verschieden sind, oder
(b) existieren und verschieden sind, oder

(c¢) wenigstens einer von ihnen nicht existiert.

Definition 6.3 (Sprungstelle) Existieren fiir eine an der Stelle £ € (a,b) un-
stetige Funktion f : (a,b) — R die beiden einseitigen Grenzwerte lim f(z) und
r—E~
lim+ f(x), tritt also einer der Fille (a) oder (b) ein, so sprechen wir von einer
r—E
Sprungstelle von f. Die Differenz lim+ f(z) = lim f(z) nennen wir den Sprung
rz—E r—E~

von f an der Stelle €.

Beispiel 6.7 (Stufenfunktion) Wir betrachten die Stufenfunktion, welche mit
Hilfe der Vorzeichenfunktion definiert werden kann als

1 0 falls z < 0
STEP (z) = 3 (1+sign(z)) =4 &+ fallsz=0
1 falls z > 0
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Die Stufenfunktion hat den Wert Null fiir alle negativen Werte von x und den Wert
1 fiir alle positiven Werte. Daher ist

lim STEP (z) =1 und lim STEP (z) =0.

rz—0+ z—0—

Wegen der Konvention sign(0) = 0 ist STEP (0) = 5, und somit ist STEP an der
Stelle 0 weder links- noch rechtsseitig stetig.

Y

N

SIS

~[ > T
Abbildung 6.4 Die Heaviside-Funktion

Andererseits ist die Funktion H, definiert durch®

| STEP (x) falls x # 0
H(z) = { 1 fallsz =0’
rechtsseitig stetig bei 0, denn lir{)l+ H(z) = 1 = H(0), siche Abbildung 6.4. Man

beachte, dafl bei der Abbildung ein gefiillter kleiner Kreis bedeutet, daf§ der Wert
angenommen wird, wohingegen ein nicht ausgefiillter kleiner Kreis bedeutet, dafl
der Wert nicht angenommen wird.

Y

A

Abbildung 6.5 Die Indikatorfunktion eines abgeschlossenen Intervalls [a, b]

Beispiel 6.8 (Die Indikatorfunktion) Sei eine Teilmenge M C IR gegeben. Dann
heifit die Funktion® y,,

(2) = 1 falls x € M
Xor 10 sonst

8 H ist bekannt als die Heaviside-Funktion (OLIVER HEAVISIDE [1850-1925]).
9Der Buchstabe  ist das griechische ,,chi”, siche auch (6.2).
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die Indikatorfunktion'® der Menge M. Die Indikatorfunktion von M = Q z.B. ist
die Dirichlet-Funktion (3.33).

Fiir ein abgeschlossenes Intervall M = I = [a, ], s. Abbildung 6.5, ist x, stetig in
ganz R, auler an den Endpunkten a und b. Fiir  # a,b kann offensichtlich x, (z)
dargestellt werden durch

CHI (a,z,b) = x, (z) = %(sign(m —a) —sign(z — b)) . (6.2)

Sitzung 6.2 DERIVE kann mit rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwerten umge-
hen. Verwendet man das | Calculus Limit | Menii, dann wird bei der Frage nach
dem Grenzpunkt auch nach der Grenzwertrichtung Both Left Right gefragt. Oder
man verwendet die Funktion LIM(f,x,a,direction), wobei der Wert von direction
0 sein sollte fiir einen beidseitigen, negativ fiir einen linksseitigen bzw. positiv fiir
einen rechtsseitigen Grenzwert. Daher ergibt die Anwendung von auf
den Ausdruck LIM(SIGN(x),x,0,1) den Wert 1, wihrend LIM(SIGN(x),x,0,-1) zu
—1 vereinfacht wird.

Y
5 1
°
4 -
°
3 4
°
2 T OO
°
1 Qm——0
[ ]
t t t t t t z
-1 T 1 2 3 4 5

Abbildung 6.6 Eine Treppenfunktion mit 5 Stufen

DERIVE kennt die Funktionen CHI(a,x,b) und STEP(x). Der Ausdruck CHI(a,x,b)

wird mit | Simplify | vereinfacht zu

SIGN (z —a) SIGN (z —b)
2 2 ’
10Manchmal wird diese Funktion auch als charakteristische Funktion bezeichnet.
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in Ubereinstimmung mit (6.2). Ersetzt man mit | Manage Substitute | die Variable
a durch den Wert 1/2 und die Variable b durch den Wert 3, so erhélt man mit | Plot
wiederum die Abbildung 6.5.

Erstellen wir nun die Treppenfunktion aus Abbildung 6.6 mit DERIVE. Offenbar ha-
ben wir die Darstellung SUM(STEP (x-k) ,k,0,4), welche mit vereinfacht
wird zu

SIGN (z —1) SIGN (z—2) SIGN (z—3) SIGN(z—4) SIGN (z) 5
+ + + + +

2 2 2 2 2 27

Eine graphische Darstellung mit zusammen mit geeignet eingestellter Ska-

lierung durch erzeugt Abbildung 6.6

Obwohl wir mit Hilfe der vorgestellten DERIVE Funktionen SIGN, STEP und CHI
Funktionen definieren kénnen, die verschiedenen Formeln in verschiedenen Interval-
len entsprechen, ist es oft bequemer, diese Formeln direkt zu gebrauchen. Dies kann
man mit der IF Funktion erreichen.

So kénnen wir z.B. den Ausdruck IF(x<0,0,x~2) definieren, welcher fiir x # 0
offensichtlich mit der Funktion x~2 STEP(x) iibereinstimmt. Erzeuge nun fiir bei-
de Ausdriicke eine graphische Darstellung mit . Fiir welche z € R ist die
Funktion stetig?

Y
A
3T+ —
2 -4 ._O
1+ ——o
} } } f T
-2 -1 1 2 3
——0 1
——— + 9

Abbildung 6.7 Die Funktion des ganzzahligen Anteils

Beispiel 6.9 (Ein Beispiel mit unendlich vielen Spriingen) Betrachte die

Funktion des ganzzahligen Anteils'?

HSollte dies nicht der Fall sein, so muB man moglicherweise die Genauigkeit mit

[ Plot Options Accuracy | vergréflern.
T2Englisch: floor function
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FLOOR (z) = [z] :=max{n € Z |n <z} .

Die Funktion des ganzzahligen Anteils ist in Abbildung 6.7 dargestellt. Man beachte,
daB sie fiir ganzzahlige Werte k£ € IN immer den Wert k annimmt, d. h. den jeweils
groferen zweier benachbarter Werte. Wir werden diese Funktion noch im einzelnen
in der Ubungsaufgabe 6.13 betrachten.

Beispiel 6.10 (Eine Funktion, die an einer Stelle keine einseitigen Grenz-
werte besitzt) Wir betrachten die Funktion f(z) := sin 1, deren Graph in Ab-
bildung 6.8 dargestellt ist. Es ist leicht einzusehen, daf sin (1/x) fiir £ — 0 keine
einseitigen Grenzwerte hat. Wahlt man z. B. die Nullfolge x,, = % 4n1+1 (n € IN),
dann ist f(z,) = 1, wihrend fiir die Nullfolge y, = -=- (n € IN) die Funktionswerte
f(yn) = 0 sind. Daher kann nach dem Folgenkriterium der rechtsseitige Grenz-
wert fiir z — 07 nicht existieren. Genauso folgt die Nichtexistenz des linksseitigen

Grenzwerts fir z — 0~. A

\4
&

Abbildung 6.8 Eine Funktion, die an einer Stelle keine einseitigen Grenzwerte hat

Nach diesem Beispiel ist klar, dafl Funktionen i.a. keine einseitigen Grenzwerte
haben miissen. Bei monotonen Funktionen allerdings kann solch ein Fall nicht auf-
treten.

Satz 6.4 (Monotone Funktionen besitzen einseitige Grenzwerte) Eine in
einem offenen Intervall I = (a,b) monotone Funktion f : I — IR besitzt in jedem
Punkt von I einen links- und rechtsseitigen Grenzwert. Ist speziell f wachsend
(fallend), so sind

i f(z) =sup{f(x) |z <&} wnd - lim f(z)=inf{f(z) [2>E}

bzw.
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lim f(z) =inf{f(z) |z <&} und i, f(x) = sup{f(2) [z > &}

r—E&~
fur alle € € I.

Beweis:  Dies folgt sofort aus dem Folgenkriterium (Satz 6.1) und dem entsprechenden
Satz fiir monotone Folgen (Satz 4.4). Dazu brauchen wir nur zu zeigen, dal f in der
Umgebung eines jeden Punkts & € I beschrénkt ist. Ist nun z. B. f wachsend, dann gibt es
fiiralle £ € T eine > 0, s0daBl £+¢ € (€,b), und damit f(x) < f(E+e) fir alle x € (a,&+¢),
d.h. f ist beschrinkt in (§ — €, & 4 ¢). Entsprechendes gilt fiir fallende Funktionen. d

Der Satz hat folgende Konsequenz.

Korollar 6.4 Eine in einem offenen Intervall I monotone Funktion f : I — R

ist genau dann an der Stelle £ € I stetig, wenn die (immer vorhandenen) einseiti-

gen Grenzwerte lim f(x) und lim+ f(z) tibereinstimmen. Insbesondere hat f nur
r—E~ r—E

sprunghafte Unstetigkeitsstellen.

Nun werden wir noch Beispiele von Funktionen betrachten, deren Unstetigkeitsmen-
ge ,,sehr grof” ist.

Beispiel 6.11 (Dirichlet-Funktion) Die Dirichlet-Funktion

1 falls = rational

(3.33) f(z) := DIRICHLET (z) = XQ (z) = { 0 falls  irrational

ist fiir kein € R stetig. Denn ist « rational, so konvergiert die Folge irrationaler
Zahlen (zn =+ %) gegen = mit f(z,) = 0 und lim f(z,) =0# f(z) =1,
und f ist somit unstetig an der Stelle z. Ist x irrational, so kann man nicht ent-
scheiden, ob die Zahlen z,, rational oder irrational sind. Daher wihlen wir diesmal
eine andere Folge. Gemifl Ubungsaufgabe 1.33 liegt in jedem der Intervalle (z, z,,)
eine rationale Zahl y,. Aus dem Sandwichprinzip folgt, da ¥, — x, und wegen
f(yn) = 1ist also f wieder an der Stelle x unstetig.

Beispiel 6.12 (Ein merkwiirdiges Beispiel) Andern wir die Dirichlet-Funktion
auf die folgende Weise ab

falls x = § rational, gekiirzt

falls z irrational ’ (6.3)

1

=1 g
so erhalten wir eine Funktion, deren Unstetigkeitsstellen genau bei den rationa-
len Zahlen liegen, d. h. sowohl Stetigkeitsstellen als auch Unstetigkeitsstellen liegen
dicht. Ist ndmlich x rational, so folgt wie eben die Unstetigkeit von f an der Stelle
2. Wir wollen nun zeigen, dafl f andererseits an einer irrationalen Stelle z stetig ist.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei « > 0 und ferner € > 0 vorgegeben. Es
gibt nur endlich viele natiirliche Zahlen ¢ mit ¢ < %, und folglich auch nur endlich

P

viele positive rationale Zahlen q (p,q € IN) mit einem solchen ¢, die kleiner gleich

x + ¢ sind. Ist nun irgendeine gegen z konvergierende Folge (z,,), gegeben, dann
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liegen zunichst ab einem Index alle Folgenglieder im Intervall [x — &,z + €], sind

also insbesondere kleiner gleich x + . Da nur endlich viele dieser Folgenglieder eine
rationale Darstellung der Form % (p,q € N) mit g < é haben koénnen, gibt es ein

N € NN derart, daf fiir alle n > N die Zahlen x,, entweder irrational sind oder eine
Darstellung der Form § mit ¢ > % haben. In beiden Fillen haben wir aber (n > N)

=

el = s = 3

so dafl f also stetig an der Stelle z ist.
Man versuche sich, den Graph dieser Funktion vorzustellen!

falls z = g rational
falls z irrational =&

Sitzung 6.3 Es ist moglich, mit DERIVE beliebige oder willkiirliche Funktionen
zu behandeln. Zum Beispiel deklariert das Kommando F(x):= die Funktion f in
Abhingigkeit von einer Variablen, die hier mit x bezeichnet wurde, ordnet ihr jedoch
keinerlei Wert zu. Dasselbe Ergebnis kann iiber das | Declare Function | Menii er-
reicht werden, indem man f als Funktion der Variablen x ohne Wertangabe erklért.

Wir sprechen dann von einer willkiirlichen Funktion!?.

Ist nun f als eine willkiirliche Funktion erklidrt und vereinfachen wir den Ausdruck
lim f(z) mit | Simplify |, so erhalten wir f(a)! Dies bedeutet, da DERIVE davon

ausgeht, dal alle willkiirlich definierten Funktionen {iberall stetig sind! Trotz der
Existenz unstetiger Funktionen gibt es gute Griinde fiir dieses formale Vorgehen,
man sollte sich allerdings dieser Tatsache bewuflt sein.

Wir arbeiten nun mit deklarierten Funktionen. Der Ausdruck H(x) :=SIN(x) COS(x)
z.B. deklariert H als eine Funktion von einer Variablen mit dem Wert H(z) =
sinz cosx. Wenn wir spéter H(z) benutzen, so wird dies bei einer Vereinfachung
durch den definierten Wert sin z cos x ersetzt. Wir kénnen x aber auch durch jede

beliebige andere Variable ersetzen, so dafl H(a) z.B. mit | Simplify | vereinfacht
wird zu sin a cos a, dem Wert von H an der Stelle a.

Andererseits arbeitet man oft nicht mit Funktionen, sondern mit Variablen oder Aus-
driicken. Diese kénnen auch mit der ,,:=" Operation erklirt werden'#. Schreiben wir
z.B. h:=SIN(x) COS(x), so ist die Variable h deklariert und hat den Wert sin x cos x.
Man beachte, dal h in diesem Falle von DERIVE nicht mit einem Grof3buchstaben
angegeben wird. Hangen Variablen mit zugewiesenem Wert von anderen Variablen
ab, so kénnen wir mit ihnen genauso arbeiten, als wéren sie Funktionen mit zugewie-
senem Wert, nur mit dem Unterschied, dafl sie an die Variablen gebunden sind, die
in ihrer Definition verwendet wurden. Die oben erklidrte Variable h:=SIN(x) COS(x)
héngt von der Variablen x ab und nicht von irgendeinem anderen Symbol. Jedes
weitere Vorkommen von h wird durch den definierten Wert sin x cos x ersetzt. Was
konnen wir jedoch tun, um den Wert von h an der Stelle a zu erhalten? Die Ausweg
aus dieser Situation ist, daB wir, statt h(a), den Grenzwert lim h(z) berechnen. Ist h

stetig, so sind diese Ausdriicke gleich. LIM(h,x,a) vereinfacht sich mit | Simplify
zu sina cos a, dem Wert von h an der Stelle a.*®

13Man beachte, daf} eine deklarierte Funktion von DERIVE immer in GroSbuchstaben geschrieben
wird, ungeachtet der Tatsache, ob ihr ein Wert zugewiesen wurde oder nicht.

14Um eine Variable zu deklarieren, kann man alternativ auch das | Declare Variable | Menii be-
nutzen, welches nach der benétigten Information fragt.

15Diese Verfahrensweise wurde bei der Definition der DERIVE Funktion QUOTIENTENKRITERIUM in
DERIVE-Sitzung 4.4 bereits verwendet.
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UBUNGSAUFGABEN
6.11 Zeige: Fiir beliebige Mengen A, B C R gelten die Beziehungen
(a) Xans = Xa "X > (b) Xavs =Xa = XaXp» (c) Xavs =XatXp ~XaXsp -

6.12 Gib eine Funktion an, die genau an den Stellen x = 1,1/2,1/3, ... unstetig
und sonst in ganz R stetig ist.

< 6.13 Die Funktion des ganzzahligen Anteils [z] heiit in DERIVE FLOOR (x) 16. Stelle
die folgenden Funktionen f mit DERIVE graphisch dar, gib den groBtmoglichen
Definitionsbereich von f an und bestimme, wo f stetig bzw. links- oder rechtsseitig
stetig ist.

(a) f(z):= o (b) flz):= Y (c) f(x):=1+[z]+[2],
1 1
@ s@=[ul]. @@= 5]© =5
® S@= g W @=rkl© @)= Ve bl
Stelle die beiden Funktionen —[722] sowie 1 +%x2] graphisch dar und beweise bzw.

widerlege die sich aufdridngende Vermutung.
6.14 Zeige, daB die Funktion f : R — R, gegeben durch

f(x) = [o] + Vo =[],

stetig und wachsend ist.

< 6.15 Benutze DERIVE, um die folgenden einseitigen Grenzwerte zu finden:

. 1=z . 1=z . _
(a) 7'11>Hll* 1-— X ’ (b) 7'11>Hll+ 1— e ’ (C) IEE}+ \/m ]
(d) lim T, (€) Jim = (f) tim o sign (16— %)

6.16 Zeige: Eine auf [a, b] monotone Funktion besitzt abzéhlbar viele Unstetigkeits-
stellen.

* 6.17 Fiir welche x € R sind die folgenden Funktionen f stetig?

)

() flz)= 0 falls x rational
] =z falls x irrational

16Dies gilt ab der Version 2.09. Bei der Arbeit mit einer fritheren Version mufl man die Funktion
explizit definieren, z. B. durch

FLOOR(x) :=IF (0<=x AND x<1,0,IF(x>=1,FLOOR(x-1)+1,FLOOR(x+1)-1)).



6.3 Fundamentale Eigenschaften stetiger Funktionen 159

1 falls x = 2 rational, gekiirzt
= q q ’
(b)  f(=) { 1 falls x irrational ’
T falls x rational
() fla)= { 1—=2 falls x irrational '

P falls x = 2 rational, gekiirzt
fz) = LN
1 falls x irrational

<& 6.18 Benutze geschachtelte IF Ausdriicke, um die Treppenfunktion aus Abbil-
dung 6.6 in DERIVE zu definieren und erzeuge eine graphische Darstellung.

6.19 Untersuche die Funktion

tan(z)?

f@) = exp(tan(z)) — 1

auf Stetigkeit und bestimme an den kritischen Stellen links- und rechtsseitige Grenz-
werte.

6.3 Fundamentale Eigenschaften stetiger Funktionen

Bisher hatten wir uns bei der Betrachtung stetiger Funktionen auf offene Intervalle
I beschrénkt, da man auf diesen stetige Funktionen in natiirlicher Weise definieren
kann, weil dann zu jedem Punkt £ € I noch ein ganzes den Punkt ¢ enthaltendes
Intervall zu I gehort. Wir wollen nun aber stetige Funktionen auf abgeschlossenen
Intervallen betrachten und definieren dazu

Definition 6.4 (Stetigkeit in einem abgeschlossenen Intervall) Eine auf ei-
nem abgeschlossenen Intervall I = [a,b] erklirte Funktion f : I — R heifit dort
stetig, falls f in (a,b) stetig ist sowie rechtsseitig stetig an der Stelle a und linkssei-
tig stetig an der Stelle b. A

Definitionsgeméf ist die Stetigkeit an einer Stelle eine lokale Eigenschaft einer Funk-
tion. Liegt diese allerdings in einem abgeschlossenen Intervall vor, so kénnen wir dar-
aus auch globale Figenschaften ableiten. Dies wollen wir nun tun. Dazu brauchen
wir den Begriff einer beschrénkten Funktion.

Definition 6.5 (Beschrinkte Funktion) Eine auf einer Menge D C IR definierte
Funktion f: D — IR heiflt beschrdnkt in D, wenn es eine Konstante M gibt, so dafl

|f(z)| <M fir alle x € D .

Ist dies nicht der Fall, so sagen wir, f sei unbeschrankt in D. A

Mit anderen Worten: Wir nennen eine Funktion f : D — R beschrinkt, falls f(D)
beschrankt ist. Es gilt nun der
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Satz 6.5 (Stetigkeit impliziert Beschrinkheit) Eine auf einem abgeschlosse-
nen Intervall I = [a, b] stetige Funktion f : I — IR ist dort beschrénkt.

Beweis: Nehmen wir an, f sei unbeschrénkt. Dann gibe es zu jedem n € IN einen
Funktionswert y,, mit |y,| > n, der, sagen wir, an der Stelle z,, € [a, b] angenommen werde

|f (@n)| = lyn| = n .

Entweder ist nun das Vorzeichen unendlich vieler der Werte vy, positiv oder wir haben
unendlich viele negative y,. Es trete 0. B.d. A.!7 der erste Fall ein. Dann kénnen wir uns
durch die Auswahl einer Teilfolge auf den Fall beschrinken, da (y,) bestimmt gegen co
divergiert. Wegen der Beschrinktheit der Folge (z,), folgt mit dem Satz von Bolzano-
Weierstraf} die Existenz einer konvergenten Teilfolge, die wir der Einfachheit halber wieder
mit (z)n bezeichnen, sagen wir z,, — . Die Zahlen y,, := f(x,) divergieren dann immer
noch bestimmt gegen co. Wegen der Abgeschlossenheit des Intervalls [a, b] liegt andererseits
z nun wieder in [a, b] (s. Korollar 6.2 (f)). Wir haben daher mit der Stetigkeit von f an
der Stelle x
f(z) = lim f(z,)= lm y, =00
n—oo n—oo

im Widerspruch zur Existenz von f(z) = y € R. Damit war die Annahme der Unbe-
schrinktheit offenbar falsch. O

Es gilt sogar noch mehr, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 6.6 (Stetige Funktionen nehmen ihre Extremalwerte an) Eine auf ei-
nem abgeschlossenen Intervall I = [a, b] stetige Funktion f : I — IR nimmt dort ihr
Supremum und Infimum an, d.h. es gibt Stellen z1, 22 € [a,b] mit

f(z1) =sup{f(z) e R |z € [a,b]} =max{f(z) €R |z € [a,b]}
flze) =inf {f(z) e R |z € [a,b]} =min{f(z) eR |z € [a,b]} .

Beweis: ~ Wir beweisen die Aussage iiber das Maximum. Die Aussage iiber das Minimum
wird genauso bewiesen. Sei n :=sup{f(z) € R | z € [a,b]}. Dann gibt es fiir jedes n € N
einen Funktionswert y, > n — L, der, sagen wir, an der Stelle z,, € [a,b] angenommen
werde (s. Ubungsaufgabe 1.34)

1
nzf(l’n):ynzﬁ_g~

Mit dem Sandwichprinzip folgt hieraus lim y, = 7. Wegen des Satzes von Bolzano-

Weierstrafl gibt es dann eine konvergente Teilfolge von (zy)n, die wir der Einfachheit
halber wieder mit (z,). bezeichnen, sagen wir , — z, und y, := f(z,) konvergiert wei-
terhin gegen 7. Wegen der Abgeschlossenheit des Intervalls liegt andererseits  wieder in
[a,b]. Wir haben dann wegen der Stetigkeit von f an der Stelle x

f(z) = lim f(zn)= lim y, =70,

was zu zeigen war. O

17Diese Abkiirzung bedeutet: ,,ohne Beschrinkung der Allgemeinheit”. Englisch: without loss of
generality
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Bemerkung 6.1 Wir bemerken, dafl die Abgeschlossenheit des Intervalls fiir die
Aussage des Satzes wesentlich ist. Zum Beispiel nimmt die Einschrinkung der iden-
tischen Funktion auf (0,1) weder Supremum noch Infimum an.

Beispiel 6.13 (Unstetige Funktionen eines abgeschlossenen Intervalls) In
einigen Fillen kann dieses Ergebnis dazu benutzt werden, um zu zeigen, daf eine
Funktion auf einem Intervall unstetig ist. Betrachten wir zum Beispiel die Funktion
f, die auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 1] definiert ist durch

1 fals0 <z <1
rw={ 5 s

falls x =0

Da f auf [0, 1] unbeschriinkt ist, kann f dort auch nicht stetig sein.
Als weiteres Beispiel betrachten wir g : [0,1] — R, definiert durch

(2) == %bm(%) falls 0 <z <1
g\r) = 0 falls z = 0

Wir wissen, daf g in jedem Intervall (e, 1] stetig ist, sofern 0 < € < 1. Andererseits
ist g unbeschrénkt in [0, 1] (man zeige dies!) und mufl somit an der Stelle 0 unstetig
sein. A

Im niichsten Satz behandeln wir die sogenannte Zwischenwerteigenschaft'® stetiger
Funktionen. BoLZANO' war der erste, der erkannte, daf8 es sich bei dieser Eigen-
schaft keineswegs um eine Trivialitidt, sondern um eine zu beweisende Tatsache

handelt. Die Aussage ist ja z.B. falsch in Q: Die Quadratfunktion sqr Q nimmt ja

bekanntlich den Wert 2 nicht an!

Wir benutzen hier die wichtige Beweismethode der Konstruktion einer schrump-
fenden Intervallschachtelung durch Halbierung. Wir nennen dieses Verfahren die
Halbierungsmethode bzw. das Bisektionsverfahren.

Satz 6.7 (Zwischenwertsatz von BoLzaNO) Eine auf einem abgeschlossenen In-
tervall I = [a,b] stetige Funktion f : I — IR nimmt dort jeden Wert zwischen f(a)
und f(b) an.

Beweis:  O.B.d.A.sei f(a) < f(b), ferner sein € [f(a), f(b)]. Wir wihlen Iy = [ao, bo] :=
[a, b] als Startintervall einer Intervallschachtelung. Hier haben wir f(ao) < n < f(bo). Wir
betrachten nun den Mittelpunkt zwischen ap und bg. Es ist entweder f (%) < m,
f (@) > n oder f (@) = 7. Im letzten Fall sind wir fertig, denn wir haben dann
eine Stelle &, an der f(§) = n gilt, gefunden. Gilt aber die erste Beziehung, so definieren
wir I1 = [a1,b1] := [%,bo], andernfalls Iy = [a1,b1] := [ao, %] In beiden Fillen
gilt dann f(a1) < n < f(b1), und wir haben in diesem ersten Schritt die Intervalldnge
halbiert.

18Englisch: intermediate value property
I9BERNHARD BOLZANO [1781-1848] war Theologe und Hobby-Mathematiker.



162 6 Stetige Funktionen

Wir fiithren dieses Halbierungsverfahren nun induktiv fort, und entweder finden wir nach
endlich vielen Unterteilungen einen Intervallendpunkt &, fiir den f(§) = n gilt, oder wir
bekommen auf diese Weise eine Intervallschachtelung (lo, I1, I2, . ..), die wegen |I,,| = E’Q_—n“
gegen eine reelle Zahl £ schrumpft. Somit gilt lim a, = lim b, = £, und da fiir alle

n— oo n— oo

flan) <n < f(bn)
gilt, folgt wegen der Stetigkeit von f an der Stelle & nun schliefilich mit dem Sandwich-

n € Ny die Ungleichungskette

prinzip lim f(a,) = f(£) =7, und wir sind fertig. O
Ein spezieller Fall dieses Satzes ist der

Korollar 6.5 (Nullstellensatz) Eine auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b]
stetige Funktion f : [a,b] — R mit f(a) < 0 < f(b) bzw. f(b) < 0 < f(a) be-
sitzt eine Nullstelle in [a, b].

Bemerkung 6.2 Stetigkeit auf dem gesamten Intervall ist notwendig, damit der
Satz gilt. Ist f z. B. die Heaviside-Funktion

0 falls z < 0
H(z) = { 1 fallsz >0

dann gibt es auf [-1, 1] keine Stelle & mit f(£) = 3, obwohl f(0) =0 und f(1) =
gilt und f in (0, 1] stetig ist.

Beispiel 6.14 (Das Bisektionsverfahren) Der Beweis von Satz 6.7 liefert einen
algorithmischen Zugang fiir eine ndherungsweise Bestimmung einer Nullstelle einer
stetigen Funktion in einem abgeschlossenen Intervall [a,b], die an einem Endpunkt
negativ und an dem anderen Endpunkt positiv ist.

Angenommen, wir suchen nach dem Niherungswert fiir eine Nullstelle der Funkti-
on f(x) := x2—2 im Intervall [0, 2], d. h. eine Approximation von v/2. Das Bisektions-
verfahren liefert die folgende Intervallschachtelung I,, = [an, b,] (n = 1,2,...,21).

1.00000, 2.00000
1.37500, 1.50000 1.37500, 1.43750
1.40625, 1.42187 1.41406, 1.42187

[ ] = [1.00000, 1.50000]
[ ] = |
[ ] = ]
[1.41406, 1.41601] 111 = [1.41406, 1.41503] 112
[ ] [ |
[ ] [ ]
[ ] [ ]

1.25000, 1.50000
1.40625,1.43750
1.41406,1.41796

[ ]
[ ]
[ ]
[1.41406, 1.41455]
[ ]
[ ]
[ ]

1.41406,1.41430] T4 = [1.41418,1.41430 115
1.41418,1.41421] I7 = [1.41419,1.41421] Is
1.41421,1.41421] Tpy = [1.41421,1.41421

1.41418,1.41424
1.41420,1.41421
1.41421,1.41421

I
Somit kennen wir beim 19. Schritt v/2 mit einer 6-stelligen Genauigkeit
V2141421, A
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Sitzung 6.4 Man kann das Bisektionsverfahren mit DERIVE durch

BISEKTION_AUX(f,x,a,b):=
ITERATE (
IF(LIM(f,x, (ELEMENT(g_,1)+ELEMENT(g_,2))/2)=0,
[(ELEMENT (g_, 1) +ELEMENT (g_,2)) /2, (ELEMENT (g_, 1) +ELEMENT (g_,2)) /2],
IF(LIM(f,x, (ELEMENT(g_,1)+ELEMENT (g_,2))/2)*LIM(f,x,ELEMENT (g_,1))<0,
[ELEMENT(g_,1) , (ELEMENT (g_, 1) +ELEMENT (g_,2)) /2],
[(ELEMENT (g_,1)+ELEMENT(g_,2))/2,ELEMENT (g_,2)]
)
),g_,[a,b])

BISEKTION(f,x,a,b) :=IF(LIM(f,x,b)*LIM(f,x,a)<0,
ELEMENT (BISEKTION_AUX(f,x,a,b),1),
"Bisektionsverfahren nicht anwendbar",
"Randbedingung nicht verifizierbar"

)

implementieren.

Die wiederholte Anwendung einer Operation heiflt Iteration. Zur Durchfithrung von
Iterationen stellt DERIVE die Funktion ITERATES(f,x,x0,n) zur Verfiigung, mit der
man den Ausdruck f n-mal bzgl. der Variablen x auswerten kann. Dabei ist x0 der
Startwert der Iteration. Im Falle einer konvergierenden Iteration kann man das vierte
Argument n auch weglassen. Die Philosphie dabei ist, dafl es gewohnlich eine Iterati-
onstiefe gibt, ab der sich das Ergebnis bzgl. der eingestellten Genauigkeit nicht mehr
dndert. DERIVE beendet die Iteration dann, wenn ein Wert vorkommt, der im Verlauf
der Iteration schon einmal aufgetreten ist. DERIVEs symbolische Rechenfihigkeiten
sollten in diesem Falle nicht verwendet werden, da bei symbolischen Iterationen die
erwiahnte Bedingung fiir den Abbruch der Iteration fast nie erfiillt wird. Man soll-
te also immer und nicht in Verbindung mit Ausdriicken
dieser Art verwenden®’. Die Ausgabe des ITERATES Befehles ist der Vektor aller
berechneten Iterationen. Interessiert man sich nur fiir den letzten Wert, d.h. fiir
die vermutete Losung der Iteration, kann man die entsprechende Prozedur ITERATE
verwenden, deren Resultat der zuletzt berechnete Wert der Iteration ist.

In unserem Beispiel iteriert der Aufruf von ITERATE das Halbieren des Intervalls.
Die definierte Prozedur BISEKTION(f,x,a,b) berechnet nun eine Ndherung fiir eine
Stelle € € [a, b], fiir die f(&) = 0 gilt. Wir testen die Funktion fiir das oben angegebe-
ne Beispiel. Eine imation des Ausdrucks BISEKTION(x"2-2,x,0,2) ergibt
1.41421, wihrend sich die erste positive Nullstelle der Kosinusfunktion mit Hilfe des
Aufrufs BISEKTION(COS(x),x,0,2) zu 1.57080 ergibt.

Das letzte Beispiel zeigt, dafl wir es jetzt in der Hand haben, die Existenz einer
ersten positiven Nullstelle der Kosinusfunktion — welche wir in § 5.4 postuliert haben
— nachzuweisen.

Korollar 6.6 (Zur Definition von 7) Die Kosinusfunktion hat im Intervall [0, 2]
genau eine Nullstelle. Diese bezeichnen wir mit 3.

200der man arbeitet im | Options Precision Approximate | Modus.
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Beweis:  Die Reihe

oo

2k 2
_ k _
cosQ—E (-1) (2k)!_1—2+§:|:~--
k=0

ist eine alternierende Reihe abnehmender Terme (2% < (2k)! fir k& € IN), so daB das
Leibniz-Kriterium anwendbar ist, und wir bekommen die Fehlerabschétzung

2 1
2<1-24-=—-—=<0.
cos2 < +3 3

Wegen cos0 = 1 besitzt die Kosinusfunktion also auf Grund des Nullstellensatzes im
Intervall [0,2] eine Nullstelle. Es bleibt zu zeigen, dal es keine zwei Nullstellen in [0, 2]
gibt. Dies folgt aus der strengen Monotonie: Das Leibniz-Kriterium ist fiir € (0,2] auf
die Reihe

> 2k+1 3
k

. T T
Slnx—;(fl) mfiﬂ*gi

3 2
sinx>x—%=x<1—x—)>0.

anwendbar, und es folgt

6

Fiir 0 < 21 < 22 < 2 haben wir also (s. Ubungsaufgabe 5.16)

cosxa — cosx; = —2s8in T2 + 21 sin T2 <0,
2 2
und damit ist die Kosinusfunktion streng fallend in [0, 2]. O

Eine weitere Folge von Satz 6.7 ist

Korollar 6.7 Eine auf einem abgeschlossenen Intervall I = [a, b] stetige Funktion
f I — R nimmt dort jeden Wert zwischen ihrem Minimum und ihrem Maximum
an. Mit anderen Worten: f(I) ist ein Intervall, und zwar

fI) =[inf{f(z) eR |z € [a,b]} ,sup{f(z) e R | = € [a,b]}] . O

Wir betrachten nun eine weitere wichtige Begriffsbildung. Ist eine Funktion stetig
in einem Intervall I, so gibt es definitionsgemé&f zu jedem z € I und zu jedem € > 0
ein § > 0, das im allgemeinen von x sowie von € abhéngen wird, derart, dafi fiir alle
x,& € I mit |[x —&| <6 die Beziehung | f(z) — f(§)| < € folgt. Der Haken ist, daf§ die
Wahl von 6 von der Wahl des Punkts x abhéngt. Es ist eine besondere Situation,
wenn dies nicht der Fall ist.

Definition 6.6 (GleichmiBlige Stetigkeit) Eine Funktion f : I — R eines In-
tervalls I heiit gleichméBig stetig?' in I, wenn zu jedem £ > 0 ein § > 0 existiert,
derart, da$ fiir alle z,£ € I mit |z — &| < 0 die Beziehung |f(z) — f(&)| < e folgt.

21Englisch: uniformly continuous
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Beispiel 6.15 Natiirlich ist jede in einem Intervall gleichméfig stetige Funktion

erst recht stetig. Die Umkehrung ist aber i. a. nicht richtig. Betrachte z. B. die Funk-

tion f:(0,1) — R mit f(z) = 2. Die Funktion f ist stetig in (0,1). Wére f aber

gleichmifig stetig in (0, 1), so gébe es insbesondere zu € := 1 ein 6 > 0 derart, daf

|f(z)— f(&)| <1 fiir alle z,€ € (0,1) mit |[x —&| < § wire. Zu diesem ¢ gibt es aber
11

eine natiirliche Zahl n > 1 mit ’% — == % < 4, fiir die aber

(31
2n n

gilt, im Widerspruch zur Voraussetzung. A

Es ist nun eine wesentliche Eigenschaft von in abgeschlossenen Intervallen stetigen
Funktionen, sogar automatisch gleichméflig stetig zu sein.

Satz 6.8 (GleichmiBige Stetigkeit in abgeschlossenen Intervallen) Ist die
Funktion f: I — IR stetig in einem abgeschlossenen Intervall I = [a,b]. Dann ist f
sogar gleichméfig stetig in I.

Beweis:  Wir beweisen die Aussage durch Widerspruch. Wiire also f nicht gleichméifig
stetig in I, dann gébe es ein € > 0 derart, daf} fiir alle n € IN Punkte x,,, &, € I existierten,
fiir die einerseits

S

|Zn —&nl < —, (6.4)

und andererseits

|f(zn) = f(&n)l > €. (6.5)
Da (xn)n beschrinkt ist, gibt es dann nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine kon-
vergente Teilfolge (xn,),, sagen wir klirgo Zn, = x. Die entsprechende Teilfolge (&, )r hat

wegen (6.4) denselben Grenzwert klim &n, = x. Wegen der Abgeschlossenheit von I liegt
xz € I. Da f an der Stelle x stetig ist, folgt nun

T (f (eny) — f (€)= () — () =0,
im Widerspruch zu (6.5). O
UBUNGSAUFGABEN

* 6.20 Gib einen Beweis fiir Satz 6.5 mit Hilfe der Halbierungsmethode.

* 6.21 Gib einen Beweis fiir Satz 6.6 mit Hilfe der Halbierungsmethode.

* 6.22 Gib einen Beweis fiir Satz 6.7 mit der Methode aus Satz 6.6.

6.23 Bestimme, welche der folgenden Funktionen nach oben bzw. nach unten be-
schrankt sind, und welche ihr Maximum bzw. Minimum auf dem angegebenen In-
tervall I annehmen.

(a) fla)=2® (I=(-1,1)), (b) fl@)=2z (I=R),



166 6 Stetige Funktionen

© S = U=R), @) f@)=1mm (=(L1),
@ J@=lkl, (=[mn), (O f@)=ta"—— (=],
@ s@={7 fniii U=w,

W @={501 mese (=W

O DY o tionat gk (=01

6.24 Zeige, dafl die Funktion f : [0,2] — R definiert durch

Flz) = T falls0 < x <1
V=Y 142 falls1 <z <2

die Zwischenwerteigenschaft nicht erfiillt, und somit unstetig sein mufl. Zeige, daf3
andererseits g : [0,1] — R definiert durch

(@) == x falls x rational
g I O falls x irrational

die Zwischenwerteigenschaft erfiillt, aber nur an der Stelle % stetig ist.

* 6.25 Gib ein Beispiel einer unstetigen Funktion f : [—1,1] — R, die die Zwischen-
werteigenschaft in jedem abgeschlossenen Teilintervall von [—1,1] erfiillt.

< 6.26 Verwende die DERIVE Funktion BISEKTION(f,x,a,b) aus DERIVE-Sitzung 6.4
zur Nullstellenbestimmung der folgenden Funktionen im angegebenen Intervall.

(a) cosx—x  (re[0,1]), () ¥ +222 +102—-20 (z€[1,2]),

(¢c) tanz  (x€][0,2]), (d) 2* 522 —10z+1 (z€[-3,3]),
() e — g (ze0,1]), ) 2% -5 — 100 +1 (z€[=3,0),
(g) e  (z€]0,1]), (h) 2522 —~100+1  (z€]0,3]),
(i) sinz  (ze1,4]), G) sinz  (ze€[-4,4]),

(k) sinz  (z€[-4,5)]), (1) sinz  (ze€[-53.5]).

Kontrolliere die Ergebnisse mit Hilfe einer graphischen Darstellung.

<& 6.27 Erklire, warum die DERIVE Funktion BISEKTION(f,x,a,b) aus DERIVE-
Sitzung 6.4 beim Beispiel BISEKTION (x,x,-1,2) versagt, obwohl man die Nullstelle

in diesem Fall sogar mit blofem Auge erkennen kann. Wie kann man sich in solchen
Féllen behelfen?
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<& 6.28 Gib eine graphische sowie eine numerische Losung fiir die Gleichungen

(a) xz=e", (b) x=coshz—1.

6.29 Seien f und g stetig auf [a,b]. Weiterhin sei f(a) < g(a), jedoch f(b) > g(b).
Beweise, daf es einen Punkt ¢ € (a,b) gibt mit f(c) = g(c).

* 6.30 (Fixpunktsatz) Sei f stetig auf [a,b] mit f([a,b]) C [a,b]. Zeige, daB es
mindestens einen Punkt c € [a,b] gibt, an dem f(c) = ¢ gilt.

6.31 Zeige, dafl es fiir eine in einem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetige und
positive Funktion f eine Zahl o > 0 gibt, derart, daf} sogar f(x) > « gilt fiir alle
x € [a,b].

6.32 Hat eine in einem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetige Funktion f keine
Nullstelle in [a, b], so gibt es eine Zahl o > 0 derart, daf fiir alle x € [a,b] entweder
f(@) > a oder f(z) < —a gilt.

<& 6.33 Verwende die DERIVE Funktion ITERATE bzw. ITERATES, um die folgende
Iteration durchzufiihren. Sei eine Funktion f gegeben. Sie sei die Startfunktion fo(x)
einer Funktionenfolge (fy(x)),,, und ihr Wert am Ursprung sei der Anfangswert
Yo := fo(0) einer Zahlenfolge (yy)n. Dann hat die Funktion fy(x)—yo eine Nullstelle
fiir x = 0, und wir dividieren durch x und erhalten somit eine neue Funktion

_ fo(z) — f0(0)

x)i=——t—
fi(z) .
deren Grenzwert fiir x — 0 (sofern er existiert!) den neuen Wert y; := lir% fi(x)
T—
ergibt. Iterativ bestimmen wir dann
x) — fn(0 . .
B X

Wie sieht die Zahlenfolge y,, eines Polynoms aus? Wie die einer Potenzreihe? Gib ein
Beispiel einer Funktion, bei der einer der auftretenden Grenzwerte nicht existiert.

¢ 6.34 Bearbeite noch einmal Ubungsaufgabe 4.15, verwende diesmal aber ITERATE
bzw. ITERATES. Beachte, wie dies die Problemlosung vereinfacht!

< 6.35 Verwende die DERIVE Funktion ITERATES zur Definition einer DERIVE Funk-
tion PRIMZAHLLISTE (x,n), die die Liste der ersten n Primzahlen ausgibt, die auf die
natiirliche Zahl x folgen. Hinweis: Man benutze NEXT_PRIME, s. Ubungsaufgabe 13.6.

% 6.36 Man zeige, daB die Funktion f(x) = \/r auf R gleichméBig stetig ist, daf
aber die Funktion g(z) = 2? auf R := R™ U {0} diese Eigenschaft nicht besitzt.
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<& 6.37 Beim Bisektionsverfahren zur Nullstellenbestimmung wird das Intervall stur
halbiert, auch dann, wenn z. B. die Nullstelle ganz nahe bei einem der Randpunk-
te liegt. Entsprechend langsam konvergiert das Verfahren. Definiere eine DERIVE
Funktion SEKANTENMETHODE (f,x,a,b) zur Bestimmung einer Nullstelle £ von f im
Intervall [a,b], indem der Randpunkt des néchsten Intervalls als Schnittpunkt der
Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) des Graphen von f mit der x-Achse
gewéhlt wird, s. Abbildung 6.9. Teste die Funktion mit den Beispielen dieses Ab-
schnitts und vergleiche die Anzahl nétiger Iterationen mit dem Bisektionsverfahren.

Y

/S |

Iy
S
o

v
S

ao ai

Abbildung 6.9 Ein Sekantenverfahren zur Nullstellenbestimmung

6.4 Uneigentliche Grenzwerte und Grenzwerte fiir + — +oo

Wir haben an der graphischen Darstellung von rationalen Funktionen gesehen, dafl

die Werte der Funktion unbeschréankt sind, wenn x sich einer Polstelle der Funktion

néhert. Ist dies fiir eine Funktion f an einem Punkt £ der Fall, so folgt, dafl der

Grenzwert lin}5 f(z) nicht existiert. Andererseits haben rationale Funktionen an Pol-
xTr—

stellen trotzdem noch ein recht reguldres Verhalten: die Werte steigen (oder fallen)
gegen oo (—o0). Deshalb geben wir die folgende Definition?2.

Definition 6.7 (Uneigentliche Grenzwerte) Sei f : I — R in einem Intervall
I := (a,b) gegeben, und sei € € I. Existiert zu jedem M > 0 ein 6 > 0, so dafl

22Wir bemerken erneut, da wir oo nicht als Zahl betrachten, sondern als ein Symbol, mit dem
wir nicht wie mit einer Zahl rechnen kénnen. Zum Beispiel co — oo # 0 !
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flx)>M fir alle x € (§,£49), (6.6)

dann sagen wir, dal f an der Stelle £ den rechtsseitigen Grenzwert oo hat, und
wir schreiben lim+ f(x) = oo. Gilt jedoch stattdessen f(x) < —M, so sagen wir,
r—E

dal f an der Stelle ¢ den rechtsseitigen Grenzwert —oo hat, und wir schreiben

lir?+ flx) = —c0.
Wir erhalten die linksseitigen Grenzwerte lirgi f(z) = oo und lirgi f(z) = —o0,

wenn wir das Intervall (£,£+0) in Gleichung (6.6) durch (£ —4, §) ersetzen. Stimmen
linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert iiberein, so sagen wir auch, da f den
(uneigentlichen) Grenzwert co (bzw. —oo) hat, und wir schreiben dies als

lim f(z) = o0 .

r—&

Hat f an einer Stelle £ den (einseitigen) Grenzwert +oo, so nennen wir £ eine
Polstelle von f. A

Wir geben hier einige Beispiele dieses Typs.

Beispiel 6.16 (Rationale Funktionen) Betrachten wir zwei einfache rationale
Funktionen, damit wir den wesentlichen Unterschied ihres Verhaltens erkennen,
s. Abbildung 3.4 auf S. 60.

Die Funktion f(z) := I% ist unbeschriinkt fiir  gegen 0. Allerdings ist f auf R
positiv, so daf8 lim < = oo.
z—07%
Die Funktion g(z) := % dagegen zeigt eine anderes Verhalten. Zwar ist auch

g positiv fiir alle positiven Argumente, und somit ist der rechtsseitige Grenzwert

lim+ % = 00, jedoch ist g negativ fiir alle negativen Argumente, so dafl fiir den
x—0

linksseitigen Grenzwert gilt lim % = —00.

r—0~

Beispiel 6.17 (Eine trigonometrische Funktion) Es gibt aufier den rationalen
Funktionen noch andere Funktionen mit Polstellen. Ein Beispiel dafiir ist die Ko-
tangensfunktion cot . Sie ist bei allen ganzzahligen Vielfachen von 7 unbeschrankt,
siehe Abbildung 5.3 auf S. 130. Auf Grund der 7-Periodizitit von cot  brauchen wir
nur einen solchen Punkt betrachten, da bei allen weiteren das Verhalten dasselbe
ist. Wir wihlen den Ursprung. Man beachte, dafl cotx positiv ist fiir € (O, g),
so daf fiir den rechtsseitigen Grenzwert gilt lim cotx = oo. In dhnlicher Weise

z—0
ist cot z negativ fiir alle x € (—%, 0), so daf fiir den linksseitigen Grenzwert gilt
lim cotx = —o0.
z—0~
Beispiel 6.18 Nicht alle unbeschriankten Funktionen besitzen Polstellen. Zum Bei-
spiel ist die Funktion f : [0,1] — R, erkldrt durch

)

F) = 0 falls x rational
T) = falls z irrational

x
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sicher unbeschrénkt, da zu jedem x > 0 eine irrationale Zahl £ € (0,x) existiert,
deren Funktionswert dann gleich 1 > % ist, und fiir z — 07 folgt die Behauptung.
Die Stelle x = 0 ist aber keine Polstelle von f, da zu jedem x > 0 auch eine rationale
Zahl € € (0, x) existiert, deren Funktionswert Null ist, es strebt also f(z) nicht gegen

oo fiir x — 07.

Sitzung 6.5 DERIVE unterstiitzt uneigentliche Grenzwerte. Zusétzlich zu +oo gibt
es bei DERIVE ein weiteres Symbol: %, welches als Ergebnis einer Grenzwertope-
ration auftreten kann. Die Berechnungen LIM(1/x"2,%,0) und LIM(COT"2(x),x,0)
ergeben oo, wihrend LIM(1/x,x,0) mit den Wert 1 ergibt. Der Wert
% reprisentiert complexinfinity, welches das Streben gegen unendlich in alle Rich-

tungen der komplexen Ebene darstellt. DERIVEs Antwort ist also

e 0o oder —oo im Falle eines reellen (uneigentlichen) Grenzwerts.

e Kann die Frage, ob der Grenzwert oo oder —oo ist, nicht entschieden werden,

existiert aber der (uneigentliche) komplexe Grenzwert complexinfinity, wird

1
5 ausgegeben.

Eine andere offene Frage ist das Verhalten einer Funktion, wenn wir uns entweder
nach links auf dem Zahlenstrahl gegen —oo oder nach rechts auf dem Zahlenstrahl
gegen oo bewegen. Hierfiir geben wir die folgende Definition.

Definition 6.8 (Grenzwert fiir +00) Sei f : (a,00) — R gegeben. Dann heifit
1 Grenzwert von f(x) fiir  gegenoo, wenn es fiir jedes € > 0 eine Zahl M > 0 gibt,
so dafl

|f(1') - 77| S g,
fir alle x > M. Wir schreiben dies als
lim f(z)=n.

Fiir den Grenzwert bei —oo muf fiir f : (—o00,a) — R die Relation z < —M erfiillt
sein. A

Wir bemerken, daf§ die Grenzwertregeln (Korollar 6.2) genauso wie das Folgenkri-
terium (Satz 6.1) auch fir Grenzwerte © — oo gelten.

Beispiel 6.19 (Ein rationales Beispiel) Wir betrachten die Funktion f(z) =

%, sieche Abbildung 6.10. Da wir am Wert von f fiir grofie Werte von ||

interessiert sind, gibt uns die rechte Abbildung die bessere Information. Hier ist es
einfach, den Wert analytisch zu bestimmen:

1— 22 |

lim — =
z—oo 1+ 2 + 22

)

= lim T, 1,41

und T% offensichtlich fiir x — oo gegen Null streben. Ebenso folgt

—1.

da alle Terme

lim =z

1
T
0o 1+z+xz2 —
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0.5

2

Abbildung 6.10 Die Funktion mit unterschiedlicher Skalierung

T
1+z+ 22

Als eine Anwendung von Grenzwerten fiir £ — +o0o und des Nullstellensatzes zei-
gen wir einen Spezialfall des Fundamentalsatzes der Algebra, s. auch Ubungsaufga-
be 3.35. Zunéchst berechnen wir die Grenzwerte von Polynomen fiir x — +o0.

Satz 6.9 (Grenzwerte von Polynomen fiir ¢ — Fo00) Fiir ein Polynom
p(z) =" +ap_ 12" '+ Fax+ag

mit reellen Koeffizienten a € R (k=0,...,n—1) gilt

. . 00 falls n gerade
xlg{)lop(x) = und IEIPOO p(z) = { —00 falls n ungerade
Beweis:  Die Aussage stimmt offenbar, wenn alle Koeffizienten ay, =0 (k=0,...,n—1)

sind. Was wir also zu zeigen haben, ist, daf3 der fithrende Term z™ beim Wachstum von p
fiir x — 400 die Oberhand behélt. Dies ist natiirlich dann der Fall, wenn die Gesamtsumme
des Rests an—12" "4+ arz +ap fiir |#| > M betragsmiBig von |2™| deutlich iiberboten
wird. Dies erreichen wir durch die Wahl

M := max{1, 2nl|ao|, 2n|a1], ..., 2n|an-1|},

denn dann folgt fiir alle |z| > M zunichst die Beziehung |z| > 2n|ax| (k = 0,...,n—1),
daher |ax| < %7 und somit*?

n—1 n—1 n—1 k41 n—1 n n
x x x
>t < Y lacliet < 3 < 3 B - B
k=0 k=0 k=0 k=0
und damit z. B. fir x > M
n—1 n—1 x" x"
p(w)zx"—i—Zakkax"— Zakxk 2x"—7:7—>+oo
k=0 k=0
Entsprechend wird fiir  — —oco argumentiert. O

Als eine Folge haben wir den Nullstellensatz

23Man suche die Stelle der Ungleichungskette, wo die Bedingung |x| > 1 benutzt wird!
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Korollar 6.8 (Polynome ungeraden Grades haben eine reelle Nullstelle)
Ist n ungerade und sind die Koeffizienten ay, (k = 0,...,n) reell, so besitzt das Po-
lynom

Anx”™ + ap12" L+ arz + ag
mindestens eine reelle Nullstelle.

Beweis: Zunichst bemerken wir, daf3 wir mittels einer Division durch a, annehmen
kénnen, dafl das betrachtete Polynom die Form

p(x) == z™ + n_12” 4 arx + a0

hat. Da n ungerade ist, ist also nach Satz 6.9 lirf p(z) = £oo, und somit gibt es ein

Paar Zahlen z1 < x2, fiir die f(x1) < 0 bzw. f(x2) > 0 gilt. Die Behauptung folgt daher
wegen der Stetigkeit von p direkt aus dem Nullstellensatz fiir stetige Funktionen. d

Wir bemerken, dafl Polynome geraden Grades keine reellen Nullstellen haben miissen,
wie die Funktionen f,(z) := 2" + 1 belegen.
Wir wenden uns nun einigen speziellen Grenzwerten der Exponentialfunktion zu.

Satz 6.10 (Asymptotisches Verhalten der Exponentialfunktion) Die Expo-
nentialfunktion hat folgende Grenzwerte:

(a) lim e® =00, (b) lim e* =0, (¢) lim e ®=0,
Tr—00 r— —00 r— 00
eil)
(d) lim — =00 (meN), () lim z™e™® =0 (meN).
x—o0 M T—00
Beweis:  Wegen e” = 3 QZ—’? gilt fiir £ > 0 insbesondere €” > z, und somit gilt (a).
k=0
Aus e”® = 1/€” folgen (b) sowie (c). Aus der Reihenentwicklung folgt fiir > 0 sowie fiir
beliebiges m € IN auch die Beziehung e* > (m+1)" so daf
e x
£ o> __*
™~ (m+1)! e
und damit (d). Die Aussage (e) folgt wieder mit e™® = 1/e”. a

Bemerkung 6.3 Wir bemerken, dafl die Aussage (d) besagt, dafi die Exponential-
funktion schneller gegen oo wéchst als jedes Polynom.

Als Anwendung dieser Resultate geben wir ein weiteres wichtiges Beispiel einer in
ganz R stetigen Funktion.

Beispiel 6.20 Aus Satz 6.10 (c) folgt lirr%) e = 0, da ——% immer negativ ist und

mit z — 0 gegen —oo strebt. Somit ist die Funktion

flz) = { e falls x £ 0 (6.7)

0 sonst

in ganz R stetig, s. Abbildung 6.11.
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Y

Abbildung 6.11 Die Funktion e =7 (z # 0)

UBUNGSAUFGABEN

<& 6.38 Benutze DERIVE, um die folgenden Grenzwerte zu bestimmen:

(a) lim x—i—ﬁ)

r—00 €T

1
(d) lm zsin—/,
max

r——00

() 1 X COST
g Jm s,

141422 o141 4 a8
(b) lim 5 (¢) lim S —

T—00 T T—00 X

1 sinx

1. 2 N 2_ f 1
©) Jgomeinay, O g =

. x +sint . . 5
() fim — s O [ varsr—ao.

6.39 Rechne die Ergebnisse von DERIVE fiir die Probleme aus Ubungsaufgabe 6.38
mit der Hand nach.

6.40 Berechne den folgenden Grenzwert

anmn+...+a0

Mache dabei eine geeignete Fallunterscheidung.

6.41 Beweise, daf

() lim f(1/z) = lim_ f(@), (b) lim f(1/2)= lm_f(),
() lim f()= lim_f(-z).

6.42 Kann man die Funktion f : R\ {0} — R, die durch f(z) := e Tl gegeben
ist, stetig am Ursprung fortsetzen? Wenn ja, mit welchem Funktionswert?

* 6.43 (Asymptoten) Hat eine Funktion f fiir x — oo (bzw. ¥ — —00) einen
eigentlichen oder uneigentlichen Grenzwert, und gilt fiir zwei Zahlen m,b € R

/() @) _

11m == prnd
x—o00 Mx + b z——ocomx + b

1 bzw

)

so nennen wir die lineare Funktion mxz + b eine Asymptote von f fir x — oo
(bzw. x — —o0). Zeige: Unter den angegebenen Bedingungen gibt es hochstens
eine Asymptote fiir & — oo (bzw. x — —o0). Gib Formeln fiir die Steigung m der
Asymptote sowie ihren Achsenabschnitt b an.
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6.5 Umkehrfunktionen der elementaren Funktionen

Der Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen garantiert geméafi Korollar 6.7, dafl
Intervalle auf Intervalle abgebildet werden, und dies ergibt die Surjektivitat stetiger
Funktionen, wenn der Wertevorrat das dort angegebene Intervall ist. Es gilt sogar

Satz 6.11 (Stetigkeit der Umkehrfunktion) Sei f : I — IR eine streng mono-
tone stetige Funktion eines offenen Intervalls?* I. Dann ist J := f(I) ein offenes
Intervall, und f ist injektiv. Die Umkehrfunktion f~!' : J — I bildet das Inter-
vall J stetig und bijektiv auf I ab. Dabei ist J = (f(a), f(b)), falls f wichst, und
J = (f(), f(a)), falls f f&llt>.

Beweis:  Daf J das angegebene Intervall ist, ist der Inhalt von Korollar 6.7, und daf f*
existiert und bijektiv ist, folgt gem&B Satz 3.5. Es bleibt also lediglich die Stetigkeit von
7! zu zeigen. Sei nun ein n = f(£) € J gegeben. Um die Stetigkeit von f~* an der Stelle
1 zu zeigen, sei weiter ein beliebiges € > 0 gegeben. Da das Teilintervall I N (§ —€,£ + ¢€)
auf ein Intervall (g — 1,7+ d2) abgebildet wird, kénnen wir ¢ := min{d1, d2} wihlen, und
wir bekommen fiir alle y mit |y —n| < §

7 ) =l =1 ) — €l < e

was zu zeigen war. d

Beispiel 6.21 (Stetigkeit der Wurzelfunktionen) Als Anwendung betrach-
ten wir die Umkehrfunktion der Potenzfunktion f,(z) := 2", die Wurzelfunktion
[ Y(x) := {/x, die auch schon in Ubungsaufgabe 6.7 behandelt worden war. Fiir un-
gerades n nehmen wir (—oo, o0) als Definitionsbereich I,, von f und setzen I,, := R™"
fiir gerades n. Dann ist fiir alle n € IN das Monom f,, in ganz I,, streng wachsend
mit

(=00, 00) falls n ungerade

full) = J = { bl

sonst
und {/x ist somit auf J, stetig und streng wachsend. A

In geeigneten Intervallen haben auch die Exponentialfunktion, die trigonometri-
schen sowie die hyperbolischen Funktionen Umkehrfunktionen, denen wir uns nun
zuwenden.

Satz 6.12 (Die Logarithmusfunktion) Die Exponentialfunktion exp : R — R™
ist streng wachsend und bijektiv. Ihre stetige Umkehrfunktion In : R* — IR, deren
Graph in Abbildung 6.12 zu sehen ist, heifit der natiirliche Logarithmus?®.

24Es diirfen in diesem Satz durchaus eine oder beide Intervallgrenzen —oco bzw. co sein.
25Falls einer der Intervallendpunkte a = —oo oder b = oo ist, so mufl der entsprechende Funkti-
onswert, z. B. f(a), durch den entsprechenden Grenzwert lim f(x) ersetzt werden.
r——00

26Dije Abkiirzung In steht fiir ,logarithmus naturalis”. In vielen Lehrbiichern wird allerdings
stattdessen das Symbol log verwendet.
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Beweis: Fiira>0iste‘5=1+5+§+...>17sodaﬁfﬁrx1<x2:x1+5

€72 = "1TE = "1 . ¢f > "

d. h., die Exponentialfunktion ist streng wachsend und somit injektiv. Die Surjektivitéit
beziiglich des Wertevorrats R™, d. h. die Tatsache, da§ jeder Wert zwischen 0 und oo auch
angenommen wird, folgt aus dem Zwischenwertsatz zusammen mit den Grenzwertbezie-
hungen aus Satz 6.10

lim e =0 sowie lim e = oco.
Die Stetigkeit folgt aus Satz 6.11. g

Abbildung 6.12 Exponential- und Logarithmusfunktion

Wir kénnen nun auch die allgemeine Exponentialfunktion definieren.

Definition 6.9 (Die allgemeine Exponentialfunktion) Fiir ac R" und z€R
definieren wir

a® = ethe A

Fiir die allgemeine Exponentialfunktion gelten wieder die Funktionalgleichungen
(3.30)—(3.31).

Lemma 6.3 (Funktionalgleichungen der allgemeinen Exponentialfunk-
tion) Fiir die allgemeine Exponentialfunktion gelten die Funktionalgleichungen

a®* v = g®q¥ sowie (a®)¥ = a™ (a>0,z,ycR).
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Beweis:  Nach Definition gilt mit dem Additionstheorem von exp

z+y: :E+y)lna:ezlna+ylna:ea:1na.ea:1nb:azay'

a 6(

Wegen a® = e*'" % ist In (a®) = xIna und somit auch

(az)y — Y In(a®™) — ey Ina — a*¥ .

Sind nun p € Z und g € IN, so ist also o

P
aq

1
s — e%lna _ e%ln(ap) _ (eln(ap)) T _ g P 7
und folglich stellt die eben definierte allgemeine Exponentialfunktion die stetige
Fortsetzung der fiir rationale Exponenten gegebenen allgemeinen Exponentialfunk-
tion aus Beispiel 3.12 dar.

Definition 6.10 (Die allgemeine Logarithmusfunktion) Sei a > 0. Die steti-
ge Umkehrfunktion der allgemeinen Exponentialfunktion

. R—R"
a”® :

T +— a®

bezeichnen wir mit log, . Den Wert log,  nennen wir den Logarithmus von x zur
Basis a. Es gilt die Beziehung

log, z = E—z , (6.8)
die aus
(y=a" o y=e""" = (r=log,y < zlna = Iny)
folgt. A

Beispiel 6.22 (Funktionalgleichungen der Logarithmusfunktion) Aus den
Funktionalgleichungen der allgemeinen Exponentialfunktion

a® Y = a"a¥ sowie (a*)¥ = a™ (z,y € R)
folgen die Funktionalgleichungen der allgemeinen Logarithmusfunktion
log, (uv) = log, u + log, v sowie log,(u") = vlog, u (u,v € RY)
zusammen mit der Surjektivitit der Exponentialfunktion. A

Die Logarithmusfunktion wurde als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion defi-
niert. Wir geben nun eine Darstellung durch einen Grenzwert. In Beispiel 4.9 (c)
hatten wir gezeigt, dal lim {/a = 1 ist fiir alle @ € R™, und somit {/a — 1 — 0.

n—oo

Die folgende Aussage prézisiert diesen Sachverhalt.
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Korollar 6.9 (Die Logarithmusfunktion als Grenzwert) Fiir allea € R™ gilt
Ina= lim n({/a—1) . (6.9)

Beweis:  Sei a € RT. Dann gibt es genau ein # € R mit a = €*, némlich = Ina. Wir
haben dann

z/n
nlirr;on(%—l) :nlirlrolon({”/e_z—l) znllrlgon(ex/n—l) znli_)rrolox(ex/gnl):x:lna
nach Satz 6.3 (d). O

Sitzung 6.6 DERIVE kennt die allgemeine Exponential- und Logarithmusfunktion.
Wenn wir z. B. den Ausdruck a”x a”y vereinfachen, bekommen wir

2: a” v,
also (3.30). Diese Transformationsrichtung des Zusammenfassens der Exponenten ist
die Standardvorgabe in DERIVE. Benutzen wir aber | Manage Exponential Expand |,
wechselt DERIVE die Transformationsrichtung hin zur Ausmultiplikation von expo-
nentiellen Termen, und der Ausdruck #2 wird wieder zuriick in a®a? umgewandelt.
Mit dieser Einstellung wird auch a™® in 1/a” umgeformt. Bei jeder der beiden Ein-
stellungen wird aus a~0 mit | Simplify | 1. Die Vereinfachungsregel (3.31) schlief3-
lich wird nur ausgefiihrt, sofern die Variable a mit | Declare Variable Domain | als
Positive deklariert wurde.

Der allgemeine Logarithmus log, = entspricht der DERIVE Funktion L0G(x,a). Die
Vereinfachung von LOG(1,a) liefert 0, und LOG(x,a) wird gem&B Regel (6.8) in
LN(x)/LN(a) umgewandelt, intern arbeitet DERIVE also ausschliefSlich mit dem natiir-
lichen Logarithmus LN (x). Die Logarithmusregeln werden wiederum nur angewandt,
wenn die auftretenden Variablen als positiv deklariert sind. Erklart man x und y als
positive Variablen, dann wird mit der Einstellung | Manage Logarithm Expand | der
Ausdruck LN(x y) in LN(x)+LN(y) umgewandelt, wihrend die Einstellung
| Manage Logarithm Collect | diesen ProzeS umkehrt. Unabhingig von der Ein-
stellung von | Manage Logarithm | wird LN(x"y) in y LN(x) iibergefiihrt.

Ferner wird auch der der Grenzwertausdruck LIM(n(a~(1/n)-1),n,inf) zu LN(a)
vereinfacht.

Als n#chstes betrachten wir die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktio-
nen.

Satz 6.13 (Die inversen trigonometrischen Funktionen)

(a) Die Sinusfunktion ist im Intervall [—g, g] streng wachsend und bildet dieses
Intervall bijektiv auf [—1, 1] ab. Thre stetige Umkehrfunktion arcsin : [-1,1] —
[fg, g], deren Graph in Abbildung 6.13 zu sehen ist, heifit die inverse Sinus-
funktion oder Arkussinusfunktion®”.

2"Die Abkiirzung asin steht fiir ,,arcus sinus”. In den meisten amerikanischen Lehrbiichern wird
allerdings stattdessen die Bezeichnung sin~! verwendet. Entsprechendes gilt fiir die anderen Ar-
kusfunktionen. Unsere Bezeichnung hat auch den Vorteil, dal es keine Verwechslung mit Sirlm
geben kann wie bei sin~! 2. Wer diese Schreibweise gewshnt ist, sollte vorsichtig sein mit DERIVE.

DERIVE unterstiitzt die Eingabe SIN"2 x fiir sin? z, und vereinfacht auch SIN"(-1) x zu Siix!
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<
vl

arcsin x

sinx

|
N
w3

\
vol3

Abbildung 6.13 Die Arkussinusfunktion

(b) Die Kosinusfunktion ist im Intervall [0, 7] streng fallend und bildet dieses
Intervall bijektiv auf [—1, 1] ab. Thre stetige Umkehrfunktion arccos : [—1,1] —
[0, ] heifit die inverse Kosinusfunktion oder Arkuskosinusfunktion.

(c) Die Tangensfunktion ist im Intervall (—Z, Z) streng wachsend und bildet die-
ses Intervall bijektiv auf IR ab. Ihre stetige Umkehrfunktion arctan : R —
(—g, g) heifit die inverse Tangensfunktion oder Arkustangensfunktion, s. Ab-
bildung 6.14. Y

A

NE

|
vol3

Abbildung 6.14 Die Arkustangensfunktion

(d) Die Kotangensfunktion ist im Intervall (0, 7) streng fallend und bildet dieses
Intervall bijektiv auf IR ab. Ihre stetige Umkehrfunktion arccot : R — (0,7)
heifit die inverse Kotangensfunktion oder Arkuskotangensfunktion.
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Beweis:  In Korollar 6.6 bewiesen wir, daf die Kosinusfunktion in [0, 2], d. h. insbeson-
dere in [0, ﬂ streng fillt. Wegen
cosx = cos((x —7) +m) = cos(z — ) cosm —sin(x — ) sinw = — cos(z — ) = — cos(m — x)

ist die Kosinusfunktion dann auch in [g, TI'] streng fallend, und die Aussage (b) folgt aus
Satz 6.11.
In Korollar 6.6 bewiesen wir weiter, daf} die Sinusfunktion in [0, 2] positiv ist. Daher ist

sin 5 = y/1 — cos? § = 1, und folglich

sinz = sin ((:v — g) + g) (6.10)

= sin(x—E)cosz—f—cos(x—z)sinz—cos(m—z) —cos(z—x)
o 2 2 2 2 2) 2 ’

und es folgt aus (b), daf} die Sinusfunktion in [fg, %] streng wéchst, und damit (a). Ist nun
0<z1 <22 < %, S0 ist sinx; < sinx2 sowie cosx; > cosx2, und folglich tan z; < tan xa,
'3
wéchst sie sogar in (—%, %) Welil fiir z € (0, %) sowohl die Sinusfunktion als auch die
Kosinusfunktion positiv sind und ferner cos 5 = 0 ist, strebt

also wéchst die Tangensfunktion streng in [0 ) Da die Tangensfunktion ungerade ist,

1mn T

tanz = — 400

0s &
fir 1 7. Die Tangensfunktion ist ungerade, und damit lim tanz = —oo, und somit
z|—%

haben wir (c). Die Aussage (d) folgt aus (c) zusammen mit der Beziehung?®

cotx = cot ((mf z) +z)
a 2 2

cot(m—%)cot%—l 1 T
= = — :—tan(x——),
cot (x—%)—!—cotg cot (x—g) 2
wobei wir die Beziehung cot (w/2) = 0 (s. Satz 5.7) benutzt haben. O

Natiirlich kann man auch bzgl. anderer Intervalle Umkehrfunktionen fiir die trigono-
metrischen Funktionen finden. Die sich ergebenden Umkehrfunktionen unterschei-
den sich nur um konstante Vielfache von 27 bzw. 7. Die speziellen Umkehrfunktio-
nen, die wir angegeben haben, nennt man auch die Hauptwerte der trigonometri-
schen Umkehrfunktionen.

Eine Folge des Satzes ist

Korollar 6.10 (Nullstellen der Sinus- und Kosinusfunktion)

(a) Die Sinusfunktion hat aufler den Nullstellen kn (k € Z) keine weiteren reellen
Nullstellen.

(b) Die Kosinusfunktion hat aufier den Nullstellen 7 +kn (k€ Z) keine weiteren
reellen Nullstellen.

28Das Additionstheorem der Kotangensfunktion war in Satz 5.7 (f) behandelt worden.
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(c) Die Gleichung e = 1 hat genau die reellen Losungen z = 2k (k € Z).
Beweis:  Geméif Satz 6.13 (b) hat die Kosinusfunktion in [0, 7] genau eine Nullstelle Z,
und da die Kosinusfunktion gerade ist, hat sie in [—m,0] genau eine Nullstelle —Z. Wegen
der 27-Periodizitét gilt also die Aussage (b), und (a) folgt aus der Darstellung (6.10). Mit

P iz _;z

.oxr ez —e "2 e "'2 , ix 1

sinZ = €2 E ey
2 21 21

folgt (c) aus (a). O

Einige der Identitédten der trigonometrischen Funktionen fithren wie bei der Exponen-
tial- und Logarithmusfunktion zu Identitdten fiir die Arkusfunktionen. Wir notieren
die folgenden.

Satz 6.14 (Identititen der inversen trigonometrischen Funktionen) Fiir
alle x € [-1,1] gilt

(a) sin (arccosz) = cos (arcsinz) = /1 — 22,
(b) arcsinz + arccosx = 5
und fiir alle z € R\ {0}

1
(¢) tan (arccot z) = cot (arctanz) = — |
x

T
(d) arctanx + arccotx = 5

arctan% + 7 falls x < 0
arctan% falls x > 0

(e) arccota = {

Beweis:  Da sin (arcsinz) = « und cos (arccos ) = x gilt, erhalten wir mit dem trigono-
metrischen Satz des Pythagoras

cos® (arcsinz) = 1 — sin® (arcsinz) = 1 —

sowie
sin® (arccosz) = 1 — cos® (arccosz) = 1 — z” |
und damit ist (a) bis auf das Vorzeichen klar. Nach Definition ist jedoch

cos (arcsin ([—1,1])) = cos ([—g, g}) =1[0,1]
sowie
sin (arccos ([—1,1])) = sin ([0, 7]) = [0, 1] .

Weiter folgt aus dem Additionstheorem der Sinusfunktion

sin (arcsinx + arccosx) = sin (arcsinz) cos (arccosx) + sin (arccos x) cos (arcsin x)

g x2+(1—12):1,

und eine Anwendung der Arkussinusfunktion liefert (b). Den Beweis von (c¢)—(e) lassen wir
als Ubungsaufgabe 6.51. O
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Bemerkung 6.4 Die Eigenschaften (b) und (d) zeigen, wie sich die graphischen
Darstellungen der Arkuskosinus- bzw. Arkuskotangensfunktion direkt aus den Dar-
stellungen des Arkussinus bzw. Arkustangens ergeben. A

Als Folge der Surjektivitdt der Sinus- und Kosinusfunktion kénnen wir folgende
neue Begriffsbildung fiir komplexe Zahlen erkliren.

Definition 6.11 (Argument einer komplexen Zahl, Polarkoordinaten) Jede
komplexe Zahl z € C hat eine Darstellung der Form?’

9

z =re" =r(cosV + isinv)

mit r := |z| > 0. Die Zahl ¥ heifit das Argument von z und ist fiir z # 0 bis
auf Vielfache von 27 eindeutig bestimmt. Schrinkt man also das Argument z.B.
auf Werte in (—m, x| ein, so ist es eindeutig. Das Argument ¢ einer komplexen
Zahl z wird mit arg z notiert, und arg heifit die komplexe Argumentfunktion. Das
Wertepaar (|z|, arg z) nennt man die Polarkoordinaten von z.

Beweis:  Die jetzigen Betrachtungen stellen eine Fortsetzung des Beispiels 5.8 dar. Dort
zeigten wir, daf fiir alle ¥ € IR die Beziehung \e“9| = 1 gilt. Gibt es nun zu jeder Zahl
w € € mit |w| = 1 auch ein ¥ € R mit w = ?, dann hat fiir beliebiges z € C natiirlich
w = ﬁ den Betrag 1, und somit gilt mit der Eulerschen Identitét
z = |zlw = |z]e”™ = |z| (cos V¥ + isind) .
Sei nun w € € mit |w| = 1 gegeben. Dann ist Re w € [—1, 1], und es existiert also
9 arccos Re w € [0, 7] falls Imw > 0

1 —arccosRew € (—m,0) sonst

Im ersten Fall ist dann wegen |w| =1

119 P P
e = cosd+isind = cos (arccos Re w) + i sin (arccos Re w)

= Rew+iy1—-Re2w=Rew+ilmw=w,

und im zweiten Fall folgt entsprechend

e’ =@ =Rew —iy/1 —Re2w=Rew+ilmw=w .

DaB es nun zu jeder Zahl w € € mit |w| = 1 sogar genau ein ¥ € (—m, 7] mit w = e gibt,
folgt aber aus Korollar 6.10 (c), da w = e'”1 = ¢'”2 die Beziehung e'(?27%1) = 1 nach sich
zieht. O

Das Argument einer komplexen Zahl z gibt den im Bogenmafl und im Gegenuhr-
zeigersinn gemessenenen Winkel zwischen der positiven xz-Achse und dem Punkt z
der Gaufischen Zahlenebene an, s. Beispiel 5.8.

29Das Symbol ¥ ist der griechische Buchstabe ,,theta”.
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Sitzung 6.7 DERIVE kennt die inversen trigonometrischen Funktionen unter den
Bezeichnungen ASIN, ACOS, ATAN sowie ACOT. Der Ausdruck SIN(ACOS(x)) z. B. wird
umgewandelt in SQRT(1-x"2). Die komplexe Argumentfunktion wird in DERIVE
PHASE(z) genannt. So wird z. B. PHASE(1+1) zu 7/4 vereinfacht, wihrend der Aus-
druck PHASE(CONJ(z)) in

m  mSIGN (2)
2 2

umgewandelt wird. Diese Formel ist fiir reelle z richtig, und DERIVE setzt ja au-
tomatisch reelle Variablen voraus. Fiir komplexe z gilt immer argzZ = —argz. In

Ubungsaufgabe 6.58 werden wir weitere Regeln fiir die komplexe Argumentfunktion

behandeln. Fiir den Ausdruck PHASE (x+1y) bekommt man nach

TSIGNY _ ATAN ("’) :
2 Y

Man zeige die Giiltigkeit dieser Umformung!
Als letztes wenden wir uns nun den Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktio-

nen zu.
Y Y

w
N W

arcosh x

[

‘ > T ‘ > T

-5 -4 -3 =2 -1 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 6.15 Die inverse hyperbolische Kosinusfunktion

Satz 6.15 (Die inversen hyperbolischen Funktionen)

(a) Die hyperbolische Sinusfunktion ist streng wachsend und bijektiv. Thre stetige
Umkehrfunktion arsinh : IR — IR heifit die inverse hyperbolische Sinusfunkti-
on®°.

(b) Die hyperbolische Kosinusfunktion ist in IR* streng wachsend und bildet dieses
Intervall bijektiv auf (1, co) ab. Ihre stetige Umkehrfunktion arcosh : (1, 00) —
R heift die inverse hyperbolische Kosinusfunktion, s. Abbildung 6.15.

(c¢) Die hyperbolische Tangensfunktion ist streng wachsend und bildet R bijektiv
auf (—1,1) ab. Thre stetige Umkehrfunktion artanh : (—1,1) — R heifit die
inverse hyperbolische Tangensfunktion.

30Die Abkiirzung arsinh steht fiir ,,area sinus hyperbolici”.
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e® e T

Beweis:  Die hyperbolische Sinusfunktion sinh z = &- — %5 ist als Differenz einer streng

wachsenden und einer streng fallenden Funktion offenbar streng wachsend, und mit

T —x
. . . e e

lim sinhx = lim — —

r—too z—Foo 2 2

folgt (a) aus Satz 6.11. Wegen der Beziehung coshxz = /1 +sinh®z ist fiir positive
z zunichst sinh? z als das Produkt zweier positiver streng wachsender Funktionen und
schlieBllich auch cosh z ebenfalls streng wachsend, s. Abbildung 6.15. Aus

cosh0 =1 sowie lim coshz = lim % + 62 =00
folgt (b). Die Monotonie von tanh folgt aus
Y _ 7Y e _ e " o2 _ o2

e
tanhy — tanhz = - =2
ARy T = e T e et (e2* +1)(e2v + 1)’

und die Behauptung ergibt sich aus den Grenzwertbeziehungen

T —x —2x
. . e’ —e e
lim tanhz = lim — =

lim ———— =41. O
r—+oo z—+oo ¥ + e~ % z—+oo 1 + e—2z

Die inversen hyperbolischen Funktionen lassen sich alle durch die Logarithmusfunk-
tion darstellen.

Korollar 6.11 (Darstellungen der inversen hyperbolischen Funktionen)
Es gilt

(a) arsinhz =In (x + Va2 + 1) , (b) arcoshz =1In (a: + Va2 — 1) ,

1.1
(¢) artanhz = 5 In R

1—2

Beweis:  Sei y = arsinh x, also z = sinhy = % (ey + efy). Dann folgt fiir e¥ die quadra-
tische Gleichung
(e¥)? —2ze? —1=0

mit den beiden Loésungen e = x + /2?2 4+ 1. Da aber immer e¢” > 0 ist, kommt nur das
positive Vorzeichen in Betracht, und wir haben also

e =z+22+1 oder y:arsinhx:ln(x+\/x2+1) ,
also (a). Ahnliche Betrachtungen liefern (b) und (c), s. Ubungsaufgabe 6.60. O

Sitzung 6.8 DERIVE kennt die inversen hyperbolischen Funktionen unter den Be-
zeichnungen ASINH, ACOSH sowie ATANH, arbeitet intern aber nur mit der Logarith-
musfunktion, so daf} alle inversen hyperbolischen Funktionen gem&fl den Beziehungen
von Korollar 6.11 umgewandelt werden. Zum Beispiel wird ASINH(x) vereinfacht zu

LN( x2+1+x).
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UBUNGSAUFGABEN

6.44 Zeige, dafB die durch Definition 6.9 gegebene allgemeine Exponentialfunktion
die stetige Fortsetzung der fiir rationale Exponenten gegebenen Exponentialfunktion
aus Beispiel 3.12 darstellt.

6.45 Vereinfache die folgenden Ausdriicke, und gib an, fiir welche Variablenbereiche
sie giiltig sind. Teste die Ergebnisse mit DERIVE.

(@) (0)° (b) (o), © ().

(d) exp (In (1 +=x)), (e) ez T (f) In (1 —exp (2?)) .

6.46 Bestimme die reellen Losungen der Gleichungen
(a) e +e”—In(e?) =0, (b) e*+e =2,
(¢) w2 =2""3 fiiru,v € R, und speziell fiir u = 100,v = 10 .
6.47 (Einheitswurzeln) Zeige: Fiir jedes n € IN sind genau die Zahlen
zp = €2 (k=1,...,n)

die Losungen der Gleichung 2™ = 1. Diese Zahlen heilen die n. Einheitswurzeln3!.
Es gilt x;, = 2} und

zn:wk =0.
k=1

Gib eine geometrische Deutung dieser Beziehung!

6.48 Finde fiir alle n € IN die Losungen z € C der Gleichung
Z F=0.

k=0

Hinweis: Verwende Aufgabe 6.47.

6.49 Gib eine geometrische Deutung der Multiplikation zweier komplexer Zahlen
z1, 2o € C mit Hilfe ihrer Polarkoordinaten.

<& 6.50 (Tschebyscheff-Polynome) Zeige durch Induktion: Die Funktion T, (z) :=
cos(n arccos x) ist ein Polynom vom Grad n. T, heiit das n. Tschebyscheff-Polynom?3?.
Beim Beweis treten auf natiirliche Weise andere Polynome auf. Wie sind sie defi-
niert? Berechne die ersten 10 Tschebyscheff-Polynome mit DERIVE.

31Englisch: roots of unity
32Englisch: Chebyshev polynomials



6.5 Umkehrfunktionen der elementaren Funktionen 185

6.51 Zeige die in Satz 6.14 (c)—(e) postulierten Eigenschaften der inversen trigono-
metrischen Funktionen.

6.52 Beweise arctan x+arctan y = arctan (f_‘%) und gib eine entsprechende Sum-

menformel fiir die Arkuskotangensfunktion an.

< 6.53 Berechne

3 4
(a) arccos (tan %) , (b) cos (2 arccos g) , (c) sin (2 arcsin 3) ,
(d) arccot (sin g) , (e) cos (2 arcsin g) ,
.1 2 .2 1
(f)  cos | arcsin 3 + arccos 3/ (g) tan | arcsin 3 + arccos 3)

6.54 Die Funktion®? cis: R — {z € C | |z| = 1}, die durch
cis (z) := € = cosx +isinx

erkladrt ist, ist surjektiv. Ihre Einschradnkung cis

| ist bijektiv.
6.55 Ist |w| =1, so ist
1
agw = 5 arg(l +w) .

Deute dies geometrisch!

6.56 (Stetige Argumentfunktion) Zeige, daf fiir das Argument einer nichtne-
gativen und von Null verschiedenen komplexen Zahl z = x + iy (x,y € R) die
Beziehung

1 Y
= —arctan —————
7"+£C 2 x2+y2+x

1
argz = B arctan

gilt. Hinweis: Man verwende Aufgabe 6.55.

<& 6.57 Stelle mit DERIVE die Funktionen arcsin (sin ), arccos (cos x), arctan (tan x)
und arccot (cot x) graphisch dar und beweise die beobachteten Beziehungen.

6.58 Zeige: Fiir die komplexe Argumentfunktion gelten die folgenden Regeln mo-
dulo 27, d. h. bis auf Vielfache von 27 (z,w € C\ {0})

(a) argz=0 (2>0), (b) argz=7 (2<0),
(¢) arg(zw)=argz+argw, (d) argz=—argz,

1
(e) arg — = —argz, (f) arg(—z)=argz+m.

33Die Abkiirzung cis steht fiir cos +i sin.
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< 6.59 Wihrend DERIVE trigonometrische Ausdriicke ausgezeichnet umzuformen ver-
mag, ist es nicht so leicht, Ausdriicke, die inverse trigonometrische Funktionen ent-
halten, umzuformen. Ist man allerdings nur an Resultaten bis auf Vielfache von
m bzw. 2m — man sagt auch modulo m bzw. 2m — interessiert, so kann man die
Einstellung ‘ Manage Trigonometry Expand | und eine der DERIVE Funktionen

SIMPLIFY_MOD_PI(f) :=ATAN(TAN(f))
SIMPLIFY_MOD_2PI(f):=ASIN(SIN(£))

benutzen. Man erklire die Wirkungsweise dieser Funktionen und vereinfache

1 3 1 2
(a) arccos§+2arccos?, (b) arcsin§—|—2arctan7,
(c) 4arctan - — arctan — (d) 2arctan = + arctan = + 2arctan =
rctan — — arctan —— rctan — + arctan — rctan = .
c arctan ¢ — arctan 5o arctan ¢ + arctan = + 2 arctan o

6.60 Beweise Korollar 6.11 (b) und (c).

6.61 Zeige die Identitdt In (vV1+ 22 —z)+In(v/1+224+2)=0.

6.62 Beweise die folgenden Grenzwerteigenschaften der Logarithmusfunktion:

Inx . o _
(a) wl—>rnlx—1:1’ (b) xlirghx Inz=0 (a>0),
Inz
lim —= =0 (a>0), d) lim 2°=1.
(c) Jim —2 (a>0) (d) lim z

6.63 Zeige unter Benutzung der Logarithmusfunktion, daB fiir alle x € R die Be-
ziehung

lim (1 + g)n =¢e”
n

gilt.
6.64 In Ubungsaufgabe 3.6 war die implizite Funktion betrachtet worden, die durch
die Gleichungen

P —3y—x=0 sowie y(0)=0

gegeben ist. Mit Hilfe von DERIVE konnten die drei Zweige dieser Funktion durch
Auflosen nach y berechnet werden. Man bestétige DERIVEs Berechnungen.

6.65 Wie viele Losungen hat die Gleichung sinz = 1557

<& 6.66 Man stelle die Funktion f(x) := arcsin /1 — 22 graphisch dar und gebe eine
Darstellung ohne Quadratwurzeln.
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7 Das Riemann-Integral

7.1 Riemann-Integrierbarkeit

Die Analysis basiert auf dem Konzept des Grenzwerts und auf zwei bestimmten
Grenzwertoperationen: der Integration und der Differentiation. Es wird sich heraus-
stellen, dal die beiden Konzepte in gewisser Weise zueinander inverse Operationen
darstellen. Doch dazu spéter.

Das Konzept der Integration ist geschichtlich bedeutend &lter als das der Diffe-
rentiation. Es entspringt dem Wunsch, geometrischen Objekten, die komplizierter
sind als Rechteck oder Quader, einen Flichen- bzw. Rauminhalt zuzuordnen. Die
wesentlichen Ideen waren bereits DEMOKRIT! bekannt, der das Volumen von Kegeln
und Pyramiden bestimmte. ARCHIMEDES benutzte Demokrits Methode, um viele
andere Volumina und Flacheninhalte zu berechnen.

Vertraut mit Grenzwerten, haben wir natiirlich einen Vorteil gegeniiber Demo-
krit, und wir werden ihn zu nutzen wissen. Wir beschéftigen uns nun mit der folgen-
den konkreten Fragestellung, auf die viele andere Probleme zuriickgefiihrt werden
konnen. Gesucht ist der Fldcheninhalt A des ebenen Bereichs, der durch

e den Graphen einer positiven Funktion f (oben),

e die z-Achse (unten) und (7.1)
o die zwei vertikalen Geraden x = a und z = b (links und rechts)
Y Y
3 A
f(&s)t - ; ---
\\d f \\,/
Flache \\
& & €3] &4
! 4 > T >
a b a T T2 T3 b

Abbildung 7.1 Flicheninhalt und Riemann-Summe

berandet ist, s. Abbildung 7.1 links.
RIEMANN? gab zur Losung dieses Problems folgende allgemeine Definition.

!DEMOKRIT [5. Jahrhundert v. Chr.]
2BERNHARD RIEMANN [1826-1866]
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Definition 7.1 (Zerlegung eines Intervalls, Riemann-Integrierbarkeit) Sei
[a,b] ein abgeschlossenes Intervall. Eine Zerlegung P von [a,b] ist eine Menge von
Punkten zj, € [a,b] (k=0,...,n), fir die

a=To<T1 <x2< < Tp_1<Typ:=>b (7.2)

gilt. Insbesondere ist fiir jede Zerlegung von [a, b]

n

b—a:Z(xk —Zp_1) = ZA:ck , (7.3)
k=1

k=1

wobei wir mit Az die Linge des k. Teilintervalls bezeichnen. Das Maximum der
Léngen Az heifit die Feinheit der Zerlegung und wird abgekiirzt durch

= Axy, .
1P| max Ay,

,,,,,,

Ist nun f eine auf [a, b] beschrinkte Funktion, dann heifit f Riemann-integrierbar
(oder einfach integrierbar) iiber [a, b], wenn der Grenzwert

lim > f(&) Ay, (7.4)

existiert, wobei P alle Zerlegungen des Intervalls durchlduft und & € [zg_1, 2]
gilt. Ist f integrierbar iiber [a, b], dann heifit der Grenzwert (7.4) das (bestimmte)
(Riemann-)Integral von f iiber [a,b] oder von a nach b, und wir schreiben

b n
JECE 2 (60 B (7.5)

Die Funktion f heifit Integrand und die Punkte a und b werden Integrationsgrenzen
genannt. Das Symbol [ in (7.5) heiit das Integralzeichen®. Die Berechnung von
Integralen nennen wir Integration.

Eine Summe der Form

n

> f(&) Axy,

k=1

heifit Riemann-Summe von f, und sie stellt den Fliacheninhalt eines aus Rechtecken
bestehenden N#herungsbereichs dar, s. Abbildung 7.1 rechts.

3Das Integralzeichen wurde von Leibniz 1675 eingefiihrt. Es steht fiir ein ,langes S”, mit ,S”
fiir ,,Summe”.
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Beispiel 7.1 (Arithmetische Zerlegungen) Sind alle Lingen Axy, gleich, nen-
nen wir P eine arithmetische Zerlegung des Intervalls. Die gemeinsame Lénge ergibt
sich geméB (7.3) zu

und fiir die Stiitzstellen der Zerlegung gilt dann

bh—
T =29 +kAx=a+k a

(k=0,...,n). (7.6)

Bemerkung 7.1 Weifl man von einer Funktion f, dafi sie in [a, b] integrierbar ist, so
geniigt es, zur Berechnung des Integralwerts spezielle Riemann-Summen zu verwen-
b

den, man kann dann z. B. [ f(z) dz als Grenzwert arithmetischer Riemann-Summen
a

fiir n — oo berechnen. A

Wir werden uns nun Kriterien fiir die Integrierbarkeit erarbeiten, die die Berech-

nung von Riemann-Integralen durch Anwendung von Bemerkung 7.1 ermoglichen,

da eine direkte Anwendung der Definition 7.5 im allgemeinen viel zu umsténdlich
ist. Dazu definieren wir zunéchst

Yy Y
A Mok — — -

It e

AN

' > T >
a T2 z3 b a T T2 z3 b

Abbildung 7.2 Untere und obere Riemann-Summen

Definition 7.2 (Untere und obere Riemann-Summe) Sei [a,b] ein Intervall,
P eine Zerlegung® von [a,b], und f eine in [a,b] beschriinkte Funktion. Fiir & =
1,...,nseien my und M, das Infimum bzw. das Supremum® von f im k. Teilintervall
I, = [xk—1, k] von P

my = inf f(x) bzw. My, := sup f(x).

xE€l) xz€Ely

Dann sind die untere Riemann-Summe S,(f,P) und die obere Riemann-Summe
S*(f,P) definiert durch

4Mit P sei immer die Zerlegung (7.2) bezeichnet.

5Fiir sup {f(x) | z € M} schreiben wir auch sup f(z).
zeEM
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S« (f,P):= ka Axy, bzw. S*(f,P) := ZMk Axy, .
k=1 k=1

Diese Zerlegungen sind sehr wichtig, da jede Riemann-Summe einer beliebigen Zer-
legung P zwischen S, (f,P) und S*(f,P) liegt, wie folgendes Lemma zeigt, s. Ab-
bildung 7.2.

Lemma 7.1 Seien f, [a,b] und P wie in Definition 7.2, und sei
> f(&) Ay,
k=1
eine beliebige Riemann-Summe mit Punkten & € [zr_1, 2x]. Dann gilt
Su(£,P) <> (&) Awi < S*(f,P) . (7.7)
k=1

Insbesondere: Eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-
integrierbar iiber [a,b], wenn die Grenzwerte

b b
/f(:c)dz = lim S.(f,P) und /f(x)dx:: lim S*(f,P),

IPl|—0 IPl|—0

die wir das untere bzw. obere Riemann-Integral nennen, existieren und iibereinstim-
men. In diesem Fall gilt dann durch Grenziibergang

/if(x)dx:/bf(:v) dx:/b*f(ac) dz . (7.8)

Beweis:  Aus der Definition erhalten wir

und damit . . .
D omi Az <> F(€) Az <Y My Az,
k=1 k=1 k=1
also (7.7), und Gleichung (7.8) folgt dann aus dem Sandwichprinzip. O

Bemerkung 7.2 Das Ergebnis von Lemma 7.1 kann man auch wie folgt formulie-
ren: Die Funktion f ist iiber [a,b] genau dann integrierbar, wenn es zu jedem £ > 0
eine Zerlegung P von [a, b] gibt, so dal der Fehlerterm

E(f,P) = S*(f,P) — S.(f,P) <¢ (7.9)
ist. A
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Mit Hilfe des Lemmas haben wir uns von der Willkiirlichkeit der Zwischenpunkte
&k € [xp—1, zk] befreit.

Beispiel 7.2 (Eine nicht Riemann-integrierbare Funktion) Die Dirichlet-
Funktion

1 falls z rational

(3.33) f(z) := DIRICHLET (z) = { 0 falls x irrational

auf dem Intervall [0,1] zeigt, dafl nicht alle beschrinkten Funktionen Riemann-
integrierbar sind. Fiir jede Zerlegung P von [0, 1] ist ndmlich

mi = inf  f(z)=0 sowie M= sup f(z)=1,
z€[TK—1,2k] TE[TR—1,Tk]

da in jedem Intervall [zj_1, 2] sowohl rationale als auch irrationale Punkte enthal-
ten sind. Folglich gilt fiir das untere bzw. obere Integral

lim S, = lim my Az, =0
A, S P) = i Z RO
bzw.
lim S*(f,P) = lim M, Az, = lim Axp,=1.
IP||—0 (,P) HPH*Okzl (IPll— Z

Aber auch die untere und obere Riemann-Summe werden hauptséchlich in der Theo-
rie (S#tze, Beweise etc.) verwendet und sind nicht von praktischem Interesse, da sie
die Berechnung des Infimums my, und des Supremums M}, in jedem Teilintervall I}
erfordern. Fiir die wichtige Klasse der monotonen Funktionen ist die Berechnung
jedoch trivial.

Satz 7.1 (Monotone Funktionen) Jede monotone Funktion f:[a,b] — R ist in
[a, b] integrierbar.

Beweis:  Sei 0.B.d.A. f monoton wachsend. Zunichst gilt dann fiir alle z € [a,b] die
Beziehung f(z) < f(b), also ist f beschrinkt. Sei € > 0 vorgegeben. Ist nun eine Zerlegung
P mit Axr = xr — xr—1 < € gegeben, so ist wegen des Wachstums von f

mg = inf ]f(x) = f(zK-1) und My= sup f(z)=f(zr), (7.10)

T€[T)_1,Tp z€[Tg_1,2k]

und daher gilt fiir den Fehlerterm

B(/,P) Zf o Aerf(xk DAz =3 () = flar)) Ao

n

62 (f(xk) - f(ﬂjk—l)) =e(f(b

k=1

IN

|
~
—
S
=
=

welcher also fiir e — 0 gegen 0 strebt. d
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Beispiel 7.3 (Linke und rechte arithmetische Riemann-Summen) Der Satz
samt seinem Beweis zeigt also erstens, dafl monotone Funktionen immer integrierbar
sind, und zweitens, dafl es zur Bestimmung ihres Integralwerts geniigt, spezielle
konvergente Unter- oder Obersummen zu betrachten. Wir kénnen uns z.B. auf
arithmetische Zerlegungen einschranken. Wahlen wir nun & € I als linken bzw.
rechten Endpunkt von I, so stellen die entsprechenden Riemann-Summen

n

LINKS (f, [a, b], Zf(a+ 2= “> b-a (7.11)

bzw.

> b-a (7.12)

n

RECHTS (f, [a, b], Zf(

b
geméf (7.10) untere und obere Schranken fiir [ f(x)dx dar. Fiir gegebenes f und

[a,b] hingen diese besonderen Riemann-Summen nur von n ab und lassen sich in
manchen Féllen einfach bestimmen.

Wir betrachten z. B. die Funktion f(z) = 22 im Intervall [0, 1]. Die zwei Riemann-
Summen (7.11) und (7.12) ergeben sich dann gemé$ (1.11) zu

LINKS (22 Z( _1> %:ngz _%,

k=1

bzw.

n

rponrs (o, = > (£) 7o Ly e,

3 2
—\n n° = 6n
Fiir n — oo haben die beiden Riemann-Summen denselben Grenzwert % — den Wert,
des Integrals von 22 von 0 bis 1. Nehmen wir bei derselben Funktion ein beliebiges
Intervall [a, b], so werden zwar die Rechnungen nicht grundsétzlich schwieriger, aber
doch viel umfangreicher, so dal wir dies lieber DERIVE {iberlassen.

Sitzung 7.1 Wir kénnen DERIVE benutzen, um die arithmetischen Riemann-Summen
(7.11) und (7.12) zu berechnen. Die DERIVE Funktionen

LINKS(f,x,a,b,n) :=(b-a)*SUM(LIM(f,x,a+(k_-1)*(b-a)/n) ,k_,1,n)/n

RECHTS(f,x,a,b,n) :=(b-a)*SUM(LIM(f,x,a+k_x*(b-a)/n)),k_,1,n)/n

berechnen diese Riemann-Summen fiir einen Ausdruck f der Variablen x beziiglich
des Intervalls [a,b] bei einer Zerlegung in n gleich grofle Intervalle. Die gegebenen
Prozeduren kénnen mit Erfolg z. B. auf folgende Beispielfunktionen f angewendet
werden:
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DERIVE Eingabe DERIVE Ausgabe®

(b—a) (a2(2n2+3n+1) +2ab(n®—1)+b*(2n? 73n+1)>

LINK ~2,x,a,b, s
S(x~2,x,a,b,n) o2

(a(n F1) 4 b(n — 1)) (b—a) (aQ(n 1) 4 b2 — 1))
LINKS(x"3,%,a,b,n) e :

e (b—a) (&* — &)

n(éa/n _éb/n) )
(a—b) COS(a(5+1)—2) (b_a)cos(%“(z;l))

2nSIN (2% — 2) 2nSIN (2% — )

2n 2n n 2n

LINKS(EXP(x),x,a,b,n)

LINKS(SIN(x),x,a,b,n)

)

(b—a) SIN (a (ﬁJr 1) 7%) (a—b) SIN (%+ b(227:;1))
2nSIN (2 — ) 2nSIN (& — )

2n 2n 2n

LINKS(CO0S(x),x,a,b,n)

Die Prozedur RECHTS liefert #hnliche Resultate. Man kann nun auf all diese Aus-
driicke die eingebaute Grenzwertfunktion anwenden und erhilt dann fiir n — oo

f(z) DERIVE Eingabe DERIVE Ausgabe nach

3
x LIM(LINKS(x"2,x%x,a,b,n),n,inf)

a
R
a
T
~AQ
e

> LIM(LINKS(x"3,x,a,b,n) ,n,inf)

| S w|
IS

e’ LIM(LINKS (EXP(x),x,a,b,n),n,inf)
sinz LIM(LINKS(SIN(x),x,a,b,n),n,inf) COS (a) — COS (b),
cosx LIM(LINKS(COS(x),x,a,b,n),n,inf) SIN (b) — SIN (a)

und die gleichen Resultate ganz entsprechend fiir die Prozedur RECHTS.

Man sieht, dafl es bei der Integration von e* (bzw. sinz, cos z) auf die Bestimmung
eines Grenzwerts der Form
lim n (1 - ec/") =—c bzw. lim nsin < = ¢ (7.13)
n—oo n—oo n
ankommt, und zwar fiir alle Werte ¢ und b. Die Grenzwerte (7.13) hatten wir in
Satz 6.3 behandelt. Der schwierigere Teil der Berechnung besteht allerdings darin,
fir die auftretenden Summen explizite Formeln zu finden. Die interessante Frage,
welcher Art diese Summenformeln bei den obigen Beispielen sind, ist der Inhalt von
Ubungsaufgabe 7.5.
Es zeigt sich allerdings, dafl wir mit regelméfigen arithmetischen Zerlegungen
lingst nicht fiir alle monotonen Funktionen die Integralwerte bestimmen kénnen.
Wir wollen uns jetzt etwas Neues einfallen lassen, um noch weitere Funktionen

6Bei den ersten beiden Ausdriicken verwende man .
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behandeln zu kénnen. Einflu haben wir auf die Wahl der Punkte &, und wahlt
man z. B. den jeweiligen Mittelpunkt

LT — Tp—1
&k = 5 )

kann man die Formel fiir die entsprechende Riemann-Summe MITTEL (f, z,a, b, n)
ebenfalls sofort hinschreiben. Es ergeben sich aber ganz analoge Resultate wie bei
LINKS und RECHTS und somit lassen sich keine neuen Funktionen behandeln.”

Einfluf haben wir aber auch auf die Wahl der Zerlegung. Um eine méglichst einfa-
che Formel zu bekommen, sollte die Zerlegung allerdings so regelméfig wir moglich
sein. Bei den bisher betrachteten arithmetisch regelméfiigen Zerlegungen waren im-
mer die Absténde, d.h. die Differenzen aufeinanderfolgender Punkte x;_1 und xj
gleich. Wir setzen nun stattdessen die Quotienten aufeinanderfolgender Punkte xj_1
und z als gleich voraus und bekommen eine regelméfliige geometrische Zerlegung.
Hierbei miissen wir allerdings annehmen, dafl die Intervallendpunkte a und b gleiches
Vorzeichen haben, z. B. beide positiv sind. Dann ergibt sich aus

Lk
:C’
LTk—1
daB3
b_xn @ Tp m om_,
=" = . T ,
a Zo Tp—1 Tpn-2 1 To

also ¢ = (%)Un, und folglich

k/n

T = L | 2. a—cka—<b> a

e = . L2 2 L= — (2 )
Th—1 Th—2 T1 X a

Die entsprechenden linken und rechten Riemann-Summen sind also gegeben durch

LINKS_GEOM (f, [a,b],n) = Z F(@nor) (2 — zpe1)
k=1
G OROMNE

RECHTS_GEOM (f, [a,b],n) =

bzw.

7 Allerdings wird der Fehlerterm i. a. kleiner.
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Sitzung 7.2 Die zugehorigen DERIVE Funktionen

LINKS_GEOM(f,x,a,b,n):=
SUM(LIM(£,x,a(b/a)~((k_-1)/n)) (a(b/a)" (k_/n)-a(b/a)~ ((k_-1)/n)) ,k_,1,n)

RECHTS_GEOM(f,x,a,b,n):=
SUM(LIM(f,x,a(b/a)"(k_/n)) (a(b/a)"~(k_/n)-a(b/a) "~ ((k_-1)/n)),k_,1,n)

sind schnell aufgeschrieben. Mit ihnen kénnen wir nun z. B. die folgenden Beispiele
behandeln.

DERIVE Eingabe DERIVE Ausgabe®

am/n (bl/n _ al/n) (aam _ bbm)

LINKS_GEOM(x"m,x,a,b,n) L/ gl i/ pmn

bl/n
LINKS_GEOM(1/x,x,a,b,n) n—m0m-"n,
al/n
LINKS_GEOM(LN(x),x,a,b,n)
na*’™ (aLN (a) — bLN (b)) 4+ b/ ((a +b(n —1))LN (b) — (a(n +1) — b) LN (a))

n(bl/nial/n) ’

wenn wir vorher die Zahlen a und b mit | Declare Variable Domain | als Positive
deklarieren. Das heifit, diese Methode liefert z. B. durch Grenziibergang n — oo ohne
Miihe das Integral der allgemeinen Potenzfunktion ™ (m € R) fiir einen beliebigen

Exponenten:
f(z) DERIVE Eingabe DERIVE Ausgabe
m R . bo™ —aa™
x LIM(LINKS_GEOM(x"m,x,a,b,n),n,inf) _
m+1
1/z  LIM(LINKS_GEOM(1/x,x,a,b,n),n,inf)  —LN {%} ,

Inz  LIM(LINKS_GEOM(LN(x),x,a,b,n),n,inf) —aLN (a)+bLN (b)+a—b.

Wieder lassen sich die berechneten Summen und Grenzwerte genauer analysieren,
und der wichtige Grenzwert (6.9) ist entscheidend bei der Integration von 1/z, s.
Ubungsaufgabe 7.7.

Nun haben wir zunéchst gentigend viele konkrete Beispielfunktionen behandelt. Als
néchstes geben wir eine weitere wichtige Beispielklasse integrierbarer Funktionen:
die stetigen Funktionen.

Satz 7.2 (Stetige Funktionen) Jede in [a, b] stetige Funktion f ist in [a, ] inte-
grierbar.

8Der erste Ausdruck wurde mit [ Manage Exponential Expand | faktorisiert.
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Beweis:  Eine in einem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetige Funktion ist gemif Satz 6.8
dort sogar gleichméBig stetig. Daher gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 derart, daf fiir alle
&1,&2 € [a,b] mit |&2 — &| < 6 fiir die entsprechenden Funktionswerte die Beziehung
[f(&2) — f(&1)| < € gilt. Ist nun eine Zerlegung P mit Az = x — xp—1 < § gegeben, so
folgt daher fiir alle k = 1, ..., n die Beziehung M} —mj < £, und somit fiir den Fehlerterm

Xn: MiAxy, — Zn: miAzy
k=1 k=1
n

Z (Mk—mk)Aack gazAmk =eb—-a),
k=1

k=1

S*(f,'P) —S*(f,'P)

welcher also fiir £ — 0 gegen 0 strebt. g

Wir kénnen in Satz 7.2 zulassen, dafl f eine endliche Menge von Unstetigkeiten
besitzt.

Definition 7.3 (Stiickweise Stetigkeit) Eine beschrinkte Funktion f heifit
stiickweise stetig? im Intervall [a,b], wenn man das Intervall derart in endlich viele
Teilintervalle

a=xg<x1<---<xp=">
zerlegen kann, dal f fir k = 1,...,n in jedem offenen Teilintervall (xx_1,xy) stetig
ist. A
Fiir stiickweise stetige Funktionen gilt

Korollar 7.1 Ist f in [a, b] stiickweise stetig, dann ist f iiber [a, b] integrierbar.

Den einfachen Beweis stellen wir als Ubungsaufgabe 7.11. O

Sitzung 7.3 Wir werden in Kapitel 11 weitere Methoden behandeln, die uns das
Integrieren wesentlich erleichtern werden. Vorab allerdings weisen wir darauf hin,
daB DERIVE recht gut integrieren kann'C.

Will man mit DERIVE das Integral

(7.5) [ f(a)da

a

berechnen, so vereinfacht man den Ausdruck INT(f,x,a,b) oder man verwendet
das | Calculus Integrate | Menii, bei dem DERIVE die benétigte Information dann
abfragt: den Integranden f, die Integrationsvariable x sowie die Integrationsgrenzen
a und b.

Zum Beispiel ergibt eine Vereinfachung von INT(EXP(x) SIN(x),x,a,b)

9Englisch: piecewise continuous

10Computeralgebrasysteme haben es da — wie beim Faktorisieren von Polynomen — leichter
als wir: Sie konnen auf Algorithmen zuriickgreifen, die ungemein kompliziert sein kénnen. Zum
Integrieren gibt es einen auf Risch zuriickgehenden Algorithmus, s. z. B. [DST].
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« [COS(a) SIN(a)\ ., (SIN(b) COS (b)
€ 2 2 te 2 2 :

und INT(x"5 SIN(2x),x,0,pi) liefert

771(27r4 — 1072 +15)
4 )

Ergebnisse, welche wir mit unseren bisherigen Mitteln noch nicht berechnen kénnen.

Wir werden nun weitere Eigenschaften des Riemann-Integrals untersuchen. Dazu
verwenden wir die folgende

Definition 7.4 Sei P eine Zerlegung von [a, b] mit den Zerlegungspunkten
a=20 <1 <2< < Zp_1<Tp,=2>b

und Q eine endliche Menge von Punkten aus [a,b], die die obigen n 4+ 1 Punkte
enthilt. Dann ist Q ebenfalls eine Zerlegung von [a, b] und heifit feiner als P. A

Die folgenden Eigenschaften sind direkte Folgerungen aus dieser Definition.

Lemma 7.2 Seien P und Q Zerlegungen von [a,b], Q sei feiner als P und f sei
beschrankt. Dann gilt:

(a) 1Pl =112l ,
(b) Su(f,P) < 8.(f, Q) < §*(f,Q) < §*(f,P) . O

Die folgenden Eigenschaften des Integrals folgen direkt aus den Eigenschaften von
Grenzwerten.

Satz 7.3 (Eigenschaften des Integrals) Die Funktionen f und g seien iiber [a, b]
integrierbar und « sei eine Konstante. Dann gilt:

(a) Die Funktion «f ist iiber [a,b] integrierbar, und es gilt

b b

/af(x)dx:a/f(x)dx.

(b) Die Funktion f + g ist iiber [a, b] integrierbar und es gilt

b

/(f(x)Jrg(x)) d:c:/bf(x)dwr/bg(x)dx.

a

(¢) Ist a < ¢ < d <b, dann ist f integrierbar iiber [c, d].
(d) Fiir alle ¢ € [a, b] gilt
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/bf(x) dx/cf(:c) dz+/bf(x) dz (7.14)

s. Abbildung 7.3.
Y

A

v

J f(z)dz [ fz)dz
a C
} > T
a c b
Abbildung 7.3 Additivitdt des Integrals
(e) Gilt
f(x) <g(z) firalle a<z<b, (7.15)
dann gilt auch
b b
/f(x) dz < /g(;v) dx . (7.16)

Beweis:  (a) Fiir den Grenzwert der Riemann-Summen der Funktion af gilt

n

b
lim Zaf({k)Aa:k:a lim Zf(fk)Aa:k:a/f(a:)da:,
k=1

IPll—0 £~ IPI—0

da f iiber [a, b] integrierbar ist.
(b) Entsprechend gilt

n

Jim ( FlE) + g@k)) Ay

IPll—0
k=1

IPl|—0 IPl—

/bf(ac)dx+/bg(x)dx,

lim > f(6) Aap + Tim " g(&) Ay
k=1 k=1
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da f und g integrierbar sind.
(c) Sei [c, d] ein Teilintervall von [a, b]. Dann ist fiir jede Zerlegung P von [a, b] die (vielleicht
feinere) Zerlegung P := P U {c} U {d} die Vereinigung

P ="Pla,qg UPre,aq) U P4

wobei P, ) jeweils eine Zerlegung des Intervalls [x,y] bezeichne. Die untere Riemann-
Summe S, (f,P) hat daher die Darstellung

Su(f,P) = 5u(f, Pla,d]) * Xia,e) + Sx(f, Ple,a)) = Xie,a) + S« (s Prap)) - Xid,b)

und Entsprechendes gilt fiir die obere Riemann-Summe S*(f,P). Der Néherungsfehler
(7.9) ist deshalb die Summe der drei Fehler

E(f,P) = E(f,Pl,q) + E(f,Pie,a) + E(f, Pla,v)) (7.17)

die den drei Teilintervallen [a, ¢], [¢, d] und [d, b] entsprechen. Die Integrabilitit von f iiber
[a, b] bedeutet nun, dafl der Grenzwert der linken Seite von (7.17) fiir ||P|| — 0 Null ist. In
diesem Fall streben die drei Terme auf der rechten Seite folglich ebenfalls gegen Null, da
sie nichtnegativ sind. Insbesondere gilt

E(f7p[c,d]) :07

im
IP(e, ayll—0

woraus die Integrierbarkeit von f iiber [c, d] folgt.
(d) Der Beweis ist analog zum Beweis von (c).

(e) Gilt (7.15), dann gelten fiir jede Zerlegung P von [a, b] die Beziehungen
S.(f,P) < 5.(g9,P) sowie S*(f,P) < S"(g9,P)

und damit
lim S.(f,P)< lim S.(g,P sowie lim S*(f,P) < lim S*(g,P),
[IP{l—0 () IPlIl—0 (9, P) IPlIl—0 () IPIl—0 (9. 7)
was (7.16) beweist. O

Bemerkung 7.3 (Linearitit) Eigenschaften (a) und (b) sagen aus, daf§ die In-
tegration eine lineare Operation ist. Die Linearitdt wurde von der Linearitéit der
Grenzwertbildung vererbt.

Bemerkung 7.4 Eigenschaft (c) besagt, dafl sich die Integrierbarkeit auf kleinere
Intervalle vererbt.

Bemerkung 7.5 (Linearitéit bzgl. der Vereinigung von Intervallen) Eigen-
schaft (d) besagt, daf das Integral als Funktion von Intervallen additiv ist.!!

M Man beachte, da8 [a,c] und [c,b] den Endpunkt ¢ gemeinsam haben. Obwohl so der Punkt ¢
»doppelt gezdhlt” wird, so ist sein Beitrag zum Integral wegen (7.19) gleich Null. Es ist eine tieflie-
gende Fragestellung, ,,wieviele” Punkte es sein diirfen, damit der Integralwert unbeeinfluit bleibt.
Derartige Fragen werden in der Mafitheorie gelost und fithren zum Lebesgueschen Integralbegriff,
HENRI LEBESGUE [1875-1941].
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Bemerkung 7.6 Wenn (7.14) fiir alle ¢ (nicht nur fiir ¢ € [a, ]) gelten soll, so muf3
man Integrale von ¢ nach b mit b < ¢ wie folgt definieren:

b c
/f(t) dt = — / Ft)dt (7.18)
c b
Insbesondere folgt aus (7.18) dann fiir jedes x € [a, b] die Giiltigkeit von
/f(t) dt=0. (7.19)
Bemerkung 7.7 (Monotonie) Eigenschaft (e) ist eine Monotonieeigenschaft. Kurz:

Man darf Ungleichungen integrieren. Gilt insbesondere

m< f(x) <M firallea<z<b,

b b b
/mdxg/f(z)de/Mdz,

woraus man die Beziehung

dann folgt aus (e)

m(b—a)ﬁ/f(w)dxﬁM(b—a) (7.20)

erhilt, s. Abbildung 7.4.
Y

A

4 f

>

a b
Abbildung 7.4 Das Integral als Mittelwert

Wir wollen hieraus einige weitere wichtige Eigenschaften von Integralen folgern.



7.1 Riemann-Integrierbarkeit 201

Korollar 7.2 (Dreiecksungleichung fiir Integrale) Ist f : [a,b] — R integrier-
bar in [a, b], dann gilt

/bf(x)dx S/b|f(x)|dx.

Ist insbesondere |f(x)| < M fiir = € [a, b], so folgt weiter

b b
[ t@ds| < [If@)lde <2 0-a). (7.21)

Beweis: Dies folgt aus Satz 7.3 (e) mit Hilfe der Ungleichungen —f <|f| sowie f<|f|. O

Die Monotonieeigenschaft des Integrals fiihrt uns zu einer neuen Deutung des Inte-
grals sowie zum Mittelwertsatz der Integralrechnung'?. Dazu folgende

Definition 7.5 (Gewichtete Mittelwerte) Es seien die Zahlen'® fi, fo,..., fn
gegeben, und A1, Ao, ..., A\, seien Zahlen, die den Beziehungen

M >0 (k=1,...,n) und Y Ay =1
k=1
geniigen. Dann heif3t
Z e [ (7.22)
k=1

der gewichtete Mittelwert der Zahlen fj mit den Gewichten Ay (k=1,...,n). Den
gewohnlichen arithmetischen Mittelwert

>
k=1

erhélt man aus (7.22) mit gleichen Gewichten A\, = 1/n (k=1,...,n). A

S|

Wir untersuchen nun die Mittelwert-Eigenschaften von Riemann-Summen und In-
tegralen. Sei f iiber I = [a, b] integrierbar. Fiir jede Zerlegung P von I sei

S(P) =S f(&) A
k=1

eine Riemann-Summe. Dividieren wir nun diese Gleichung durch (b—a), so erhalten
wir mit (7.3)

12Englisch: Integral Mean Value Theorem
13Sie kénnen durchaus auch komplex sein.
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zn: nAij
A

Die rechte Seite ist ein gewichteter Mittelwert der Werte von f an den Stellen &
mit den Gewichten

A
A = T (k=1,...,n).

i Az,
j=1

Im Grenzfall, fiir ||P|| — 0, definieren wir den Integralmittelwert von f in I = [a, b]

algt?
/ fa

MITTELWERT (f,1) := “—— (7.23)

Beispiel 7.4 Das Integral von sinz iiber [0, 7] hat gemil DERIVE-Sitzung 7.1 den
Wert,

/sinxdxzcosO—cos7r=2 . (7.24)
0

Der Integralmittelwert von sinz im Intervall [0, 7] ist deshalb

MITTELWERT (sinz, [0, 7]) = — ~ 0.63662. .. .

RN

A

pyL S —— o

Abbildung 7.5 Der Integralmittelwert von sinz

In Abbildung 7.5 haben wir den Graphen der Sinusfunktion und den Graphen der
Konstanten 2/m dargestellt. Aus der Definition (7.23) folgt, dafl das Integral (7.24),
also die Flache zwischen dem Graphen der Sinusfunktion und der z-Achse im Inter-
vall [0, 7], dem Flécheninhalt des von den Koordinatenachsen und den schraffierten
Strecken erzeugten Rechtecks entspricht.

14Besteht das Intervall I aus einem einzelnen Punkt I = [a,a], definieren wir den
MITTELWERT (f, ) als f(a).
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Wir erhalten nun den
Satz 7.4 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei f in I = [a, ] stetig. Dann
gibt es einen Punkt £ in I, so dafl
b
[ f@yde= 100
gilt.
Beweis:  Aus (7.20) folgt
m < MITTELWERT (f, 1) < M,

wobei m und M das Minimum bzw. das Maximum von f in [ sind. Da f stetig ist, nimmt
die Funktion geméf Korollar 6.7 jeden Wert zwischen m und M an. d

Die Stelle £, an der f seinen Integralmittelwert in /I annimmt, ist einer der z-
Werte der Schnittpunkte des Graphen von f mit der horizontalen Geraden y =
MITTELWERT (f,I). Im allgemeinen ist £ nicht eindeutig bestimmt, s. Abbildung
7.5. Hier gibt es in [0, 7] zwei Stellen £, an denen der Integralmittelwert von sin
angenommen wird (man berechne sie!).

Beispiel 7.5 Es gilt gemafl DERIVE-Sitzung 7.1

Daher ergibt sich fiir den Integralmittelwert von z? in [1, 3]:

3
[ 2?dx 13
MITTELWERT (2°, [1,3]) = 13 —=-

Der Integralmittelwert wird an der Stelle & = 4/ ? angenommen.

Am Ende dieses Abschnitts behandeln wir noch eine Erweiterung des Mittelwert-
satzes der Integralrechnung.

Satz 7.5 (Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei f in [a,d]
stetig und p eine in [a, b] integrierbare Funktion, die keine negativen Werte annimmt.
Dann gibt es einen Punkt £ € [a, b], so dafl

b

JECIOENG /b p(z) da

a

gilt.
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Beweis:  Der Beweis ergibt sich durch Integration der Ungleichungskette

min f(z)p(z) < f(z) p(x) < max f(z)p(z)

z€[a,b] z€[a,b]
wie bei Satz 7.4. Das Produkt fp ist immer integrierbar, s. Ubungsaufgabe 7.17. O
UBUNGSAUFGABEN

7.1 Man beweise fiir eine beliebige Zerlegung P eines endlichen Intervalls [a, b]:
(a) Aus ||P|| — 0 folgt fiir die Anzahl der Teilintervalle n — oc.
(b) n — oo impliziert nicht generell ||P|| — 0.

7.2 Man finde zu zwei gegebenen Zerlegungen P und Q von [a,b] eine Zerlegung
R mit einer minimalen Anzahl von Punkten, die sowohl feiner als P als auch feiner
als Q ist.

7.3 Beweise Lemma 7.2.

7.4 Seia < c<b, P, eine beliebige Zerlegung von |[a, c|] und P, eine beliebige
Zerlegung von [c, b]. Dann ist

P i=Pla,qg UPey (7.25)
eine Zerlegung von [a,b] mit der Feinheit

1Pl = max {[|Pra,cll, [ Pre.ll} -

Fiigt man umgekehrt bei der Zerlegung P von [a,b] zu den Zerlegungspunkten von
P einen Punkt ¢ hinzu, dann erhilt man eine Zerlegung'® P von [a,b], die (7.25)
geniigt, wobei nun Py, ¢ und P,y Zerlegungen von [a, c] bzw. [c,b] sind.

7.5 Bestétige durch Nachrechnen die Resultate aus DERIVE-Sitzung 7.1 und zeige,
auf welche Summenformeln und Grenzwerte es ankommt.

7.6 Bestatige die Formel
b

1 1 1
2 a b

fiir 0 < a < b durch Riemannsche Summen und Wahl der Zwischenpunkte

fk- = m S [mk—laxk] .

7.7 Bestitige durch Nachrechnen die Resultate aus DERIVE-Sitzung 7.2 und zeige,
auf welche Summenformeln und Grenzwerte es ankommt.

15Ist der Punkt c¢ ein Pur}}(t der Zerlegung 73, dann sind die Zerlegungen P und P identisch.
Andernfalls ist P feiner als P.
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7.8 Man gebe einen Beweis von Korollar 7.2 mit Hilfe von Riemann-Summen.

7.9 Sei f in [a,b] monoton und sei P die arithmetische Zerlegung von [a,b] in n
Teilintervalle. Dann gilt fiir den Naherungsfehler (7.9) die Ungleichung

(b-a)

E(f,P) <

7.10 Ist die Funktion
2 sin £ falls x # 0
s ={ T #

0 sonst
iiber [0, 1] integrierbar?
7.11 Beweise Korollar 7.1.

7.12 Man bestimme den Integralmittelwert von sin x in [, 27| sowie in [—7, 7] und
vergleiche das Ergebnis mit Beispiel 7.4. Warum gibt es kein Intervall I, in dem der
Integralmittelwert von sin x grofler als 1 ist?

* 7.13 Zeige, daf die Funktion

falls x = g rational, gekiirzt

(63) ro={ g

falls x irrational

im Gegensatz zur Dirichlet-Funktion iiber [0,1] integrierbar ist. Berechne ihren In-
tegralwert. Hinweis: Man verwende dhnliche Argumente wie in Beispiel 6.12.

<& 7.14 Man definiere eine DERIVE-Funktion MITTELWERT (£ ,x,a,b), die den Integral-
mittelwert der Funktion f bzgl. der Variablen x im Intervall I = [a,b] berechnet.
Man berechne damit den Integralmittelwert von

(a) sin*z (k=1,...,10) fir I=[0,n],
(b) costx (k=1,...,10) fir I=10,7],
(¢) 2% (k=1,...,10) fiir I=10,1],

1

5 (k=1,...,10) fir I=[12].
Uberpriife durch eine Grenzwertbetrachtung mit DERIVE, daf unsere Definition des
Integralmittelwerts fiir b = a verniinftig ist. Unter welcher Bedingung an f ist der

Integralmittelwert stetig an der Stelle b = a?

<& 7.15 Man verwende die Funktion LINKS aus DERIVE-Sitzung 7.1, um die Integrale
b b
Jxe® dx sowie [ x?e® dx zu bestimmen. Hinweis: Man verwende | Expand |.

a a
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<& 7.16 Die DERIVE-Funktion
INTEGRAL_MWS_GRAPH(f,x,a,b):=[[f], [MITTELWERT (f,x,a,b)*CHI(a,x,b)]]

(s. Ubungsaufgabe 7.14) eignet sich zur graphischen Darstellung des Mittelwertsat-
zes der Integralrechnung. Man wende sie auf die Funktionen aus Ubungsaufgabe 7.14
fir k=1,...,3 an und stelle die Ergebnisse graphisch dar.

* 7.17 Man zeige: Ist f in [a,b] integrierbar, so ist auch die Funktion |f| in [a,b]
integrierbar. Ist umgekehrt |f| integrierbar, so braucht f nicht integrierbar zu sein.
Sind f und g in [a, b] integrierbar, so sind auch die Funktionen f-g, /g (falls1/g
beschrénkt ist), max{f, g} und min{f, g} in [a,b] integrierbar. Hinweis: Man zeige

2 2

zuerst die Integrierbarkeit von f? und dann die von f - g = W,

7.18 Ist f stetig in [a,b] und f(z) > 0 (x € [a,b]), dann gilt

b
/f(x)da::O —  f=0,dh f(z)=0 (z€ab).

b
Ist f also an einer Stelle ¢ € [a,b] positiv, so ist [ f(z)dz > 0.

7.2 Integrale und Flicheninhalt

Fiir eine positive Funktion f stellt das Riemann-Integral eine Definition des Fléchen-
inhalts (7.1) dar. Die Definition des Riemann-Integrals setzt die Positivitédt von f
jedoch nicht voraus. Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, welche geometrische
Bedeutung das Riemann-Integral fiir stetige Integranden im allgemeinen hat.

Beispiel 7.6 (Das Integral einer negativen Funktion) Fiir f < 01in [a, b] folgt
aus der Linearitdt des Integrals, dafl

/bf(w)dﬂU:—/b(—f)(w)dw: —/bf(w‘)ldx-

b
Ist f also negativ in [a,b], dann ist [ f(z)dz das Negative des Flicheninhaltes des
Gebiets, das von ‘

e dem Graphen von y = f(x) (unten),
e der z-Achse (oben) und
e den beiden senkrechten Geraden x = a und z = b (links und rechts)

begrenzt wird.
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Beispiel 7.7 Der Flidcheninhalt zwischen dem Graphen der Funktion

2

f(z) ::%—23:4—1

und der z-Achse im Intervall [0, 5] ergibt sich also unter Verwendung des Ergebnisses
aus DERIVE-Sitzung 7.1 zu

2-v2 242 5
8V2 5
fayde— [ f@yde+ [ =242
0 2-v2 242
da die Nullstellen von f bei 2 & /2 liegen, s. Abbildung 7.6. A
Yy
A
positiv
POS.\ 2-v2 2+V2
t t t > T
5
negativ

Abbildung 7.6 Der Flicheninhalt bei Vorzeichenwechsel

Auch wenn die Funktion f sowohl positive als auch negative Werte in [a, b] annimmt,
kann man das Integral iiber [a,b] somit noch mit Flicheninhalten in Verbindung
bringen.

Korollar 7.3 (Das Integral als Flicheninhalt) Die Funktion f sei im Intervall
[a, b] stetig und habe Nullstellen genau an den Stellen
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a< 1 <x9< < Tp_1<b. (7.26)
Zu den Punkten (7.26) nehmen wir die beiden Endpunkte
To = a, Ty :=0b
hinzu, falls sie nicht bereits dazugehoren, wodurch [a, b] in n Teilintervalle
I, = [xk—1, zk] (k=1,...,n)

unterteilt wird mit [a,b] = [} U I, U --- U I, und zwar derart, daf f in jedem
Teilintervall I, konstantes Vorzeichen besitzt. Fiir £ = 1,...,n sei R; das Gebiet,
das von dem Graphen von f, der z-Achse sowie den beiden senkrechten Geraden
T = x—1 und x = z begrenzt wird. Dann ist

b n Tk
a/f(x)dx:;”/l f(x)dzx

die Summe der Fliacheninhalte Ry derjenigen Intervalle Iy, in denen f positiv ist,
abziiglich der Summe der Flidcheninhalte Ry, wo f negativ ist.

Beweis:  Wir miissen zeigen, dafl f tatsichlich in jedem der Teilintervalle I} konstantes
Vorzeichen hat. Dann folgt die Aussage des Korollars durch Induktion. Hétte aber f in I
einen Vorzeichenwechsel, dann hitte es wegen der Stetigkeit nach dem Zwischenwertsatz
(Satz 6.7) im offenen Intervall (xy_1,z)) eine Nullstelle, im Widerspruch zur Vorausset-
zung, daB (7.26) eine Liste aller Nullstellen von f in [a, b] sei. O

Beispiel 7.8 (Sinus und Kosinus von 0 bis 27) Wir betrachten das Integral
von sinz iiber [0, 27]. Der Integrand ist zwischen 0 und 7 positiv und von 7 bis 27
negativ. Wegen der Symmetrieeigenschaften der Sinusfunktion heben die ,negati-
ven” Flicheninhalte die ,,positiven” gerade auf, und es gilt'®

2
/ sinzdr =0.
0
Genauso bekommt man
2
/ cosxdxr =0
0

und allgemeiner fiir eine ganze Zahl n € Z

2m 2m
/sin (nx)dz =0 sowie /cos (nx)dez=0. (7.27)
0 0

16Wir kénnen natiirlich auch das Ergebnis aus DERIVE-Sitzung 7.1 anwenden.
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Die beiden letzten Gleichungen folgen durch Zerlegung des Intervalls [0,27] in n
Teilintervalle gleicher Lange, wobei sich in jedem die ,,positiven” und die ,,negativen”
Flécheninhalte gerade auftheben. Wir illustrieren (7.27) fiir n = 3 in Abbildung 7.7,

wo das Integral
27

/sin (3z) dx

0
die Summe der Flidcheninhalte oberhalb der z-Achse abziiglich der Summe der

Flacheninhalte unterhalb der xz-Achse ist.
Yy

14
pos. A ﬁ)\
2m
L T

neg.

2m
Abbildung 7.7 Flicheninhalte zur Darstellung von / sin (3z) dx

0

Beispiel 7.9 (Produkte von Sinus und Kosinus) Aus den trigonometrischen
Identitéten

sin ((m 4+ n)x) sin (ma) cos (nx) + cos (mx) sin (nz) ,
sin ((m —n)x) = sin (maz) cos (nx) — cos (mz) sin (nz) |
cos ((m+n)x) = cos(ma) cos (nx) — sin (mx) sin (nx) ,
cos ((m—n)x) = cos(mx) cos (nx) + sin (mx) sin (nx)
folgt durch Addition und Subtraktion die Giiltigkeit von

2sin (mx) sin (nz) = cos ((m —n)x) —cos ((m+n)x) ,
2cos (mz) cos (nz) = cos ((m—n)x)+cos (m+n)x) ,
2sin (mx) cos (nx) = sin ((m 4 n)x) +sin ((m—n)x) .

Aus diesen Gleichungen folgt mit (7.27) fiir beliebige ganze Zahlen m,n € Z weiter

2 T falls m =n # 0
/sin (mz) sin (nz)dx = -7 falls m = —n # 0 (7.28)
5 0 sonst

o ™ falls m =n #0

™ falls m = -—n #0
/cos (mx) cos (nx)dr = 9 falls m — :7&0 (7.29)
0

0 sonst
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sowie
27
/sin (mx) cos (nx)de =0. (7.30)
0

27
Im Fall m = £n haben wir cos0 = 1 und f 1dx = 27 verwendet.
0

UBUNGSAUFGABEN

7.19 Man verwende elementare Tatsachen iiber den Flédcheninhalt von Dreiecken
und Trapezen zur Berechnung der folgenden Integrale:

1

(a) [ xdx, (b) [ xdx, (c) /|:c\ dx |

-1

(d) [ (z+]z])de, (¢)

(J2| - 2) dx, () /m.

—1

/1 /1
0 ~1
1 4 2
/1 {
. 27
7.20 Man zeige durch geometrische Uberlegungen, dafl [ sin? z dz = 7. Hinweis:

0
sin? z+cos?2 z=1.

7.21 Man zeige mit elementaren Tatsachen iiber den Fldcheninhalt von Rechtecken
die Giiltigkeit von

b
/signxdac = |b| — |a

fiir alle a,b € R.

7.22 (Die Fliche zwischen zwei Graphen) Mit Integralen kann man allgemei-
nere Flédcheninhalte als in (7.1) berechnen. Seien f und g Funktionen im Intervall
[a,b] mit

f(z) <g(z) firalle a<xz<hb. (7.31)
Man betrachte das Gebiet R, das durch'”

e den Graphen von y = g(z) (oben),
e den Graphen von y = f(x) (unten) und
e die beiden senkrechten Geraden x = a und x = b (links und rechts),

7Mit f(z) = 0 sehen wir, da8 das Gebiet (7.1) ein Spezialfall ist.
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begrenzt wird, s. Abbildung 7.8.

A

gesuchter

Flachen-

v
8

inhalt

Abbildung 7.8 Die Fliche zwischen zwei Graphen

Man beweise: Der Flicheninhalt A(R) von R ist das Integral der Differenz g — f,

Man beachte, daB der Integrand g — f wegen (7.31) nichtnegativ ist.
Man berechne den Flidcheninhalt zwischen den Graphen von

(
(

a) sinx und cosx im Intervall [0, 7/2],

)
b) Inz und x — 1 im Intervall [1,2],
(c) coshz und sinhz im Intervall [0, ],
(d) cosz und 1 — 2?/2 im Intervall [0, 7/2].

Ferner bestimme man den Flicheninhalt, der von den Graphen von 2? —1 und z+5
begrenzt wird.

<& 7.23 Man verwende DERIVE zur Bestimmung der Integrale (7.28)—(7.30). Man be-
nutze die Beziehungen

sin (2km) =0 und cos (2km) =1 (keZ).
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7.24 Man erklire den folgenden Sachverhalt geometrisch: Ist f : [0,a] — R ste-
tig und streng wachsend mit f(0) = 0, so gilt (Existenz von f~! ist unter den
angegebenen Bedingungen gewéhrleistet)

a f(a)

[t@dar [ 1w =as@.
0 0

In Ubungsaufgabe 11.29 werden wir dies auch rechnerisch nachweisen kénnen.

7.3 Das unbestimmte Integral

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir ein Intervall [a, b] festgehalten und
betrachteten das Integral'®
b
[,

welches als Ergebnis eine reelle Zahl liefert. Ist nun eine Funktion f in [a,b] inte-
grierbar, so existiert geméf Satz 7.3 (d) auch das Integral

P(z) = / (1) dt (7.32)

fiir alle « € [a,b], m.a.W. wird mit dieser Definition eine Funktion F' : [a,b] — R
erkldart. Man nennt F' eine Integralfunktion von f. Ersetzen wir nun den Punkt a
in der Definition (7.32) von F' durch einen anderen Punkt ¢, bekommen wir wieder
eine Integralfunktion

Fl(x)]f(t) dt]f(t) dtjf(t) dt = F(z) — C

C
mit C = [ f(t)dt, d.h. die beiden Integralfunktionen F' und F; unterscheiden sich

a
lediglich um eine Konstante

F(z) = Fy(z) + C C = /f(t) dt

18Wir verwenden hier fiir die Integrationsvariable ein anderes Symbol, was den Wert des Integrals
natiirlich in keiner Weise beeinflufit. Wie eine Summationsvariable ist eine Integrationsvariable
beim bestimmten Integral nur ein Hilfssymbol.
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Definition 7.6 (Unbestimmtes Integral) Sei f integrierbar in [a, b]. Dann nen-
nen wir fiir jede Zahl « € [a, b] die Funktion

F(x) = /f(t) dt
ein unbestimmtes Integral von f. Manchmal wird auch die Schreibweise

Flz) = / f@)dz+C (7.33)

fiir das unbestimmte Integral benutzt, um einerseits auszudriicken, dafl es nur bis auf
eine Konstante C' eindeutig bestimmt ist. Die Konstante wird als Integrationskon-
stante bezeichnet. Andererseits lassen wir in (7.33) die Integrationsgrenzen weg, und
die Integrationsvariable bekommt nun doch eine Bedeutung: Sie stellt die Variable
der Integralfunktion F dar.'® Alternativ kann man auch die sauberere Bezeichnung
F(z)= [* f(t)dt verwenden.

Sitzung 7.4 Um mit DERIVE ein unbestimmtes Integral des Ausdrucks f bzgl. der
Variablen x zu finden, verwendet man INT(£,x)2° oder das [ Calculus Integrate |
Menii, bei dem man DERIVEs Nachfrage nach den Integrationsgrenzen einfach un-
beantwortet 148t.

Zum Beispiel erhalten wir folgende Resultate

DERIVE Eingabe DERIVE Ausgabe DERIVE Ausgabe nach

2 z°
INT(x72,%) /x dx B
INT(SIN(x),x) /SIN () dz —COS (z) ,
1
INT(1/x,x%) /—dm LN (z),
T
n+1l
INT(x"n,x) /x" dx LA .
n+1
DERIVE gibt fiir f z™ dz also eine andere Integrationskonstante als iiblich.?! Das liegt
daran, dafl die iibliche Formel fiir n = —1 falsch ist. DERIVEs Formel hat die folgen-
de Stetigkeitseigenschaft: Fiir n — —1 bekommt man dieselbe Formel wie fiir f % dx:
DEeRIVE Eingabe DERIVE Ausgabe DERIVE Ausgabe nach

LIM(INT(x"n,x),n,-1) lim /m" dz LN (z) .

n——1

9Dies ist eigentlich eine recht unsaubere Notation, die sich aber reger Beliebtheit erfreut. Auch
in DERIVE kann das unbestimmte Integral auf die angegebene Art angesprochen werden.

20Gibt man allerdings INT(f,x) ohne Spezifikation von f ein, wird f als bzgl. x konstant aufgefaf3t
und das Ergebnis fz ausgegeben.

21Dje in Lehrbiichern iibliche Fassung ist f "™ dx =

In+1
n+1°
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DERIVE versucht bei der Anwendung von [ Simplify |?? auf ein bestimmtes Inte-
gral, eine Formel fiir die Integralfunktion zu finden. Wie wir spéiter sehen werden,

ist dies nicht immer mdoglich. Findet DERIVE kein unbestimmtes Integral, so gibt es
wieder die Eingabe aus, z. B. bei

DERIVE Eingabe = DERIVE Ausgabe DERIVE Ausgabe nach

INT(SIN(x)/x,%) /SINT(QT)dx /SIN (@) 4

T

Hat man eine unbestimmte Integralfunktion F' von f gefunden, so wird die Berech-
nung bestimmter Integrale ein Kinderspiel.

Satz 7.6 Sei f integrierbar im Intervall [¢,d] und sei F' ein unbestimmtes Integral
von f. Dann gilt fiir alle a,b € [c, d]

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a) . (7.34)
Beweis:  Das unbestimmte Integral F' ist definitionsgemifl gegeben durch
Fo) = [0

fiir ein geeignetes a. Damit haben wir

b b a b a
/f(t) a (T /f(t) dt +/f(t) e /f(t) dt—/f(t)dt —F(b) — F(a) . O

Bemerkung 7.8 Das Muster F(b)—F(a) fiir bestimmte Integrale sollte aufmerksa-
men Leserinnen und Lesern bereits bei den Beispielen aus den DERIVE-Sitzungen 7.1
und 7.2 aufgefallen sein.

Bemerkung 7.9 Satz 7.6 liefert die Begriindung, warum wir uns darauf einlassen,
dafl das unbestimmte Integral nur bis auf eine Konstante bestimmt ist: Bei der
Berechnung bestimmter Integrale fallt die Integrationskonstante ohnehin weg. A

Fiir die Auswertung unbestimmter Integrale geméafl Satz 7.6 fiithren wir folgende
Notation ein:

22Ebenso bei oder .
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Beispiel 7.10 Zum Beispiel haben wir geméf8 DERIVE-Sitzung 7.4

b

b 3
/xde:x— =
3

a

(5"~ o)

W =

sowie
s
s

sin xdr = —cos x
0
0

= —cosm — (—cos0) =2.

Wir haben bereits gesehen, daf§ auch unstetige Funktionen integrierbar sein kénnen.
Andererseits stellt sich heraus, dafl unbestimmte Integralfunktionen immer stetig
sind: Integration verbessert die ,,Glattheit” einer Funktion.

Satz 7.7 (Stetigkeit des unbestimmten Integrals) Sei f integrierbar in [a, b]
und sei F' ein unbestimmtes Integral von f. Dann ist F' stetig in [a, b].

Beweis:  Die Funktion f ist integrierbar und somit definitionsgeméf beschrénkt, z. B.
lf@) <M (z€[ab]).

Sei z € [a,b] und € > 0 gegeben. Aus der Dreiecksungleichung fiir Integrale (7.21) folgt
nun fiir alle £ mit | —z| < :=¢/M

3
F(6) — F(a)| = /f(x)dx < Ml¢—al<Mé=c,

und folglich ist F' stetig an der Stelle x. d

Am Ende dieses Abschnitts wollen wir auflisten, welche unbestimmten Integrale wir
inzwischen kennengelernt haben. Integrationskonstanten lassen wir weg.

Satz 7.8 (Eine Integralliste)

(1) /dezo, (2) /adxzax (e eR),

. zotl — 1 1
(3) /x dz o (a#-1), (4) /Edasflnx (x >0),
(5) /ezdxfez, (6) /hlzdx:xln:c—z,
(7) /sinxdx: —cosz (8) /coszdx:sinx,
9) /sinhxd:v:coshx7 (10) /coshzdx:sinhx.
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Beweis:  Es bleiben nur die Aussagen iiber die hyperbolischen Funktionen zu beweisen,
welche aus der Linearitét des Integrals und ihrer Definition durch die Exponentialfunktion
folgen, z. B.

/coshxdxz%(/efdx—i—/e_xdx) = % (ew—/exdm> =

Dabei haben wir beim Integral fefzdx die Integrationsgrenzen gemifB Regel (7.18) ver-
tauscht! o

(ear — e_m) =sinhx .

N =

Bemerkung 7.10 Bei der Formel (4)
1
/—d:c:lnx—i—C, (7.35)
x

gibt es eine kleine Schwierigkeit: Wiahrend die rechte Seite nur fiir positive x sinnvoll
ist, ist der Integrand 1/z auch fiir negative z definiert (sowie stetig und somit
integrierbar). Mit (7.18) bekommen wir fiir z < 0

1
/Emzmem+c. (7.36)
In vielen Mathematikbiichern steht die Formel
1
/szmm+c, (7.37)

die die Formeln (7.35) und (7.36) zu kombinieren scheint. Gleichung (7.37) ist aber
falsch im komplexen und zumindest fragwiirdig im reellen Fall. Da ein unbestimm-
tes Integral definitionsgeméf} ein bestimmtes Integral {iber einem variablen Intervall
darstellt und die Funktion 1/z in keinem Intervall integrierbar ist, das den Ur-
sprung enthélt, kann die Formel (7.37) nicht die beiden Formeln (7.35) und (7.36)
mit derselben Integrationskonstanten zusammenfassen! Daher miissen wir ohnehin
die beiden Félle z > 0 und = < 0 getrennt behandeln, und Gleichung (7.37) ist
iiberfliissig. Aus diesem Grund verwendet DERIVE Formel (7.37) nicht.

UBUNGSAUFGABEN

7.25 Bestétige den Grenzwert
2"t — 1
lim =Ilnx
n——1 n+1
aus DERIVE-Sitzung 7.4.

7.26 Man beweise fiir n # —1 die Integralformel

(x 4+ a)"t!

I (7.38)

/(m+a)”dm=

unter Benutzung der Binomialformel.
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7.27 Zeige: Sei f : [a,b] — R integrierbar iiber [a, b]. Dann gibt es zu einem beliebig
vorgegebenen Punkt Py = (zg, o) (2o € [a,b]) genau ein unbestimmtes Integral F
derart, da3 der Graph von F den Punkt P, enthalt

F(.’L'0> =Y -
Fiir F gilt die Formel

ﬂm=m+/ﬂwm.

<& 7.28 Benutze DERIVE, um fiir folgende Beispielfunktionen f das unbestimmte In-
tegral [ f(x)dz zu bestimmen, dessen Graph durch den Punkt P geht.

@ f@)=e P=(-10), () f@)=cosz, P=(r/2-2),
© J@=1, P=(10), (@) f@)=tanz, P=(072),
© J@=e P=0.-D, 0 f@)=1 P=0a/2).

7.29 Bestimme ein unbestimmtes Integral fiir die Funktion sign x.

* 7.30 Zeige, daB fiir eine Integralfunktion F einer stetigen Funktion f : [a,b] — R
und alle x € (a,b) der Grenzwert

lim F(z+h)— F(x)
h—0 h

existiert. Folgere, daf fiir stetige Integranden f die Integralmittelwertfunktion
MITTELWERT (f, [z,€]) an der Stelle ¢ = x stetig ist, vgl. Ubungsaufgabe 7.14.
Hinweis: Wende den Mittelwertsatz der Integralrechnung an.
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8 Numerische Integration

8.1 Wozu numerische Integration?
Wir wollen in diesem Kapitel das Problem betrachten, das bestimmte Integral

5) | f)dr

fiir gegebenes f, a und b zu approximieren. Kennt man ein unbestimmtes Integral
F von f, so kann man das Integral mit der Formel

(7.34)

8 — o

f(z)dz = F(b) - F(a)

berechnen. In vielen Féllen kénnen wir auf diese Weise das Integralproblem exakt
16sen. Wenn wir auch spéter weitere Techniken zum Auffinden von Integralfunktio-
nen kennenlernen werden, so stellt sich jedoch heraus, daf§ es nicht in allen Féllen
eine elementar darstellbare Integralfunktion gibt, s. § 11.2.

Weiterhin kann es vorkommen, dafl der Integrand f nicht durch eine Formel,
sondern nur durch Werte an endlich vielen Stellen & (k=1,...,n)

f(fl)a f(§2)a o f(gn)

gegeben ist, die beobachtet oder gemessen wurden®.

In diesen Fillen verwenden wir passende Kombinationen von Riemann-Summen,
um das bestimmte Integral anzunéhern. Eine Methode ist das Trapezverfahren, das
in § 8.2 vorgestellt wird. Eine weitere Methode stellt die Simpsonsche Formel aus
§ 8.3 dar.

Bei beiden Methoden verwenden wir arithmetische Zerlegungen von [a, b], haben
also die Zerlegungspunkte

(7.6) xkzzxo—&—kAx:a—i—k‘b_a

und die Teilintervalle

b—a’a+kb—a

I = [xp—1, 2] = [a+ (k= 1) (k=1,...,n). (8.1)

IDies tritt hiufig in Ingenieur- und Naturwissenschaften auf. Hier erhilt man Funktionen oft
durch empirische Ergebnisse, z. B. durch Messungen auf der Basis von Laborexperimenten.
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8.2 Das Trapezverfahren

Es seien n+ 1 Werte von f an den Zerlegungspunkten (7.6) gegeben. Wir schreiben
fio = flzy)

fiir diese Werte und betrachten in jedem Teilintervall (8.1) diejenige Gerade, die
durch die beiden Punkte

L = (wp-1, fr-1)  und Ry = (zx, fi) (82)
des Graphen von f geht, s. Abbildung 8.1.
Y Y L
4 e Meﬁwerte 4 P 3\
\\ e AN \\ N\
N B ’ \b\ N B R3

a x1 T2 z3 b a x1 T2 z3 b

Abbildung 8.1 Approximation des Flicheninhalts durch Trapeze

Die Fliche unter dieser Geraden in I ist die Flidche des Trapezes® mit der Hohe
Az (auf der x-Achse) und den Seitenlingen fr_1 und fi. Fiir den Flicheninhalt Ay
des Trapezes ergibt sich

2 n

Ist n groBl, dann erwartet man, dafl Aj eine gute Néherung fiir den Fléchenin-
halt zwischen dem Graphen von f und der z-Achse in I} ist.> Summieren wir die
Flacheninhalte Ay iiber alle Teilintervalle auf, so erhalten wir folgende Néherung
fiir das Integral (7.5):4

Ay = Jee1+frb—a

b n
[1@)dem Y Ac= o+ 2fi 426+ 2fma 2o + ) 50
a k=1

Dies ist die sog. Trapezregel. Wir benutzen fiir die rechte Seite die Abkiirzung

b—a
o (8.3)

TRAPEZ (f,[a,b],n) := (fo+2f1+2fo+ - +2fn—o+2fn_1+ fn) —

2Falls fr_1 und f; positiv sind.

3Uber die Giite des Trapezverfahrens werden wir in Satz 11.9 mehr erfahren.

4Das Zeichen ~ bedeutet ,ungefihr gleich”. Uber die Giite dieser ungefihren Gleichheit sagt
das Zeichen nichts aus.
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Sitzung 8.1 Die folgende DERIVE-Funktion berechnet die Trapezsumme (8.3).

TRAPEZ(f,x,a,b,n) :=(b-a)*(
LIM(f,x,a)
+2xSUM(LIM(f,x,a+k_x(b-a)/n),k_,1,n-1)
+LIM(f,x,b)
)/ (2%n)

Wir kénnen nun z. B. die Trapezformel zur Approximation der Zahl 7 verwenden. Da
eine Kreisscheibe mit Radius 1 den Flicheninhalt 7 hat,® folgt aus der Kreisgleichung

7r=4/lmczm. (8.4)

Verwendet man die Trapezformel mit n = 2* (k=2,...,7), so bekommt man die
folgende Wertetabelle:

n ‘ 4 8 16 32 64 128

4 TRAPEZ (v/1 — 22,2,0,1,n) . 2.99570 3.08981 3.12325 3.13510 3.13929 3.14078 ’

wéhrend eine 6-stellige Naherung von 7 durch 3.14159 gegeben ist. Bei dem gegebe-
nen Beispiel ist das Verfahren besonders schlecht und einer Handberechnung nicht
zugéngig. Dies liegt an der Tatsache, dafl die Einheitskreislinie an der Stelle x = 1
eine senkrechte Tangente hat. Man mache sich geometrisch klar, warum in diesem
Fall das Trapezverfahren besonders schlechte Ergebnisse liefert!

Berechnet man dagegen einen Niherungswert fiir das Integral

™

/sin zdz (8.5)

0

welches gemafl DERIVE-Sitzung 7.1 den exakten Wert 2 besitzt, so zeigt sich, dafl die
Methode viel besser ist. Mit 6-stelliger Genauigkeit bekommen wir:

n ‘ 4 8 16 32 64 128

TRAPEZ (sinz,z,0,7,n) ‘ 1.89611 1.97423 1.99357 1.99839 1.99959 1.99989

Natiirlich liefert die Trapezregel fiir lineare Funktionen exakte Resultate. Wie genau
die Trapezregel bei einem allgemeinen quadratischen Polynom ist, kann man mit
dem Fehlerterm TRAPEZ(u x~2+v x+w,X,a,b,n)-INT(u x"2+v x+w,x,a,b) bestim-

men, der mittels zu

u(b —a)?
6n2

vereinfacht wird.

5Noch kénnen wir dies nicht beweisen. Wir wissen dies allerdings aus der Elementargeometrie.
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Beispiel 8.1 (Stirlingsche Formel) Wir berechnen fiir das Integral

/ Inxdz
1

mit der Trapezregel einen Ndherungswert bei einer Zerlegung in n — 1 Teilintervalle
und erhalten

n—1

1 1 1
TRAPEZ (Inz,[1,n],n—1) = 5 Inl+ Z Ink + 3 Inn=Inn!— 5 Inn . (8.6)
k=2

Andererseits hat das Integral nach DERIVE-Sitzung 7.2 den exakten Wert

n

/lnxdx:nlnn—n+1,
1

so daf}

1
Inn! ~ (n+2> Inn—n+1,

woraus wir den Néherungswert fiir n!
n n
n! =evn (—) (8.7)
e

erhalten, vgl. (4.6), s. auch Ubungsaufgabe 8.4. In Ubungsaufgabe 11.25 werden wir
eine weitere Verbesserung dieser Formel erhalten.

UBUNGSAUFGABEN

8.1 Man zeige, daf3 die Trapezsumme (8.3) der Mittelwert der linken Riemann-
Summe (7.11) und der rechten Riemann-Summe (7.12) ist, also

= % (LINKS(f, [a,b],n) + RECHTS(f, [a, b],n))

gilt. Stellt diese Formel eine effiziente Methode zur Berechnung der Trapezsumme
dar?

TRAPEZ(f,[a,b],n)

<& 8.2 Die Funktion f sei unbekannt, aber man habe die folgenden 21 Werte empirisch

erhalten:

z |0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

y|0.09 006 0.17 034 061 0.83 1.07 1.22 1.45 1.72

z|1 1.1 12 13 14 15 16 17 18 19 2

y| 1.8 202 226 236 247 254 262 272 274 273 2707



222 8 Numerische Integration

Man stelle die Daten graphisch mit DERIVE dar, schitze den Fldacheninhalt zwischen
der Datenkurve und der x-Achse und approximiere

/Qf(x) dx
0

durch Anwendung der Trapezregel.

<& 8.3 Man berechne fiir das Integral
1
/ (32* = 72° + 52% + 122 + 8) da
0

Néherungswerte mit der Trapezmethode fiir n = 10, 100, 1000 bei einer 10-stelligen
Genauigkeit und vergleiche die Resultate mit dem korrekten Ergebnis.

Y
A
Inx
Inb +
Inc |
Ina +
-

Abbildung 8.2 Zur Konkavitit der Logarithmusfunktion

* 8.4 Benutzt man die Konkavitit der Logarithmusfunktion, d. h. die Eigenschaft,
daf fiiralle0 <a<c<b

Inb—1
Inc>Ina+ %(c—a)

gilt (Beweis!), s. Abbildung 8.2, folgt aus der Herleitung in Beispiel 8.1 statt (8.7)
die Beziehung

1
Inn! < <n—|—§> Inn—n+1. (8.8)

Man zeige hiermit, daf3 die Ungleichungskette
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. n!
0<s:=lim —— <e

ne i (nfe)"

gilt (sofern der Grenzwert s existiert). Man berechne den auftretenden Grenzwert
mit DERIVE. (Wir werden in Ubungsaufgabe 11.25 sehen, daff s = /27 ist.)

<& 8.5 Man schreibe eine DERIVE Funktion TRAPEZ_GRAPH(f,x,a,b,n),die eine gra-
phische Darstellung des Trapezverfahrens fiir die Funktion f im Intervall [a,b] bei
einer Zerlegung in n gleich grofe Teilintervalle erzeugt. Wende die Funktion zur
Darstellung des Trapezverfahrens fiir sinx in [0,7] (n = 5) und fiir e* in [—4,2]
(n=16) an.

<& 8.6 Man rechne Beispiel 8.1 mit DERIVE nach.

8.3 Die Simpsonsche Formel

Beim Trapezverfahren wird der Integrand f in jedem Teilintervall [x_1, zx] durch
diejenige lineare Funktion angenéhert, deren Graph durch die Punkte

(8.2) Ly = (-'L'k—hf(xk—l)) und R, = (ack,f(xk))

des Graphen von f geht. Fiir die Simpsonsche Formel approximiert man f dagegen
in jedem Teilintervall durch eine quadratische Funktion

q(r) =ar® +bx+c,
s. Abbildung 8.3.

- — ~¢ MeBwerte 4
. N

s N \
\ , \ \
\ » \

N s \ N s

Abbildung 8.3 Das Simpsonverfahren

Da eine quadratische Funktion durch drei Punkte eindeutig bestimmt ist, nehmen
wir die beiden Punkte (8.2) und zusétzlich denjenigen Punkt, der dem Mittelpunkt
von xp_1 und xj entspricht. Der Graph der quadratischen Funktion ¢ ist die (ein-
deutige) Parabel, die durch die drei Punkte

L= (2p, f(zp_1)), M := (””’“*12”’“,]" (;I)) und R := (x5, f(z1)) (8.9)
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des Graphen von f geht. Unsere Losung hat drei Schritte:

Schritt 1. Bestimmung des quadratischen Polynoms ¢, das durch die drei Punkte
(8.9) gegeben ist.

Schritt 2. Integration von ¢ iiber [xg_1,xg].

Schritt 3. Berechnung der Summe iiber alle Teilintervalle.

Das Ergebnis der Schritte 1 und 2 hingt von den drei Funktionswerten

Flzeor) f(%) und  f(zp) (8.10)

ab. Um die Berechnungen zu vereinfachen, zentrieren wir (fiir den Moment) das
Teilintervall [xg_1, 2], indem wir den Mittelpunkt mit dem Ursprung z = 0 iden-
tifizieren und die Endpunkte zj_; und zp mit x = —h und = = h bezeichnen,
wobei

_b-a

h=—- (8.11)

die halbe Lénge des urspriinglichen Teilintervalls ist. Fiir die drei Funktionswerte
(8.10) schreiben wir

yori= floien) = F(=h) o yoi=f (52) = £(0) und yy = fla) = f(B) -

Das quadratische Polynom ¢, dessen Graph durch

L= (_h;y71>a M = (an()) und R:= (h7y1)

geht, wird durch Losung der drei linearen Gleichungen

ah® —bh+c¢ = y_, (¢ geht durch L),
c = Yo (¢ geht durch M) ,
ah> +bh+c = 1y (¢ geht durch R)

bestimmt. Dieses lineare Gleichungssystem hat die Losung

Y1 — Y-
b="—-"—
2h

Damit ist der 1. Schritt beendet. Wir integrieren ¢ nun von —h bis h

1
=513 (Y—1 — 290 + 1), c=1o - (8.12)

h

h
3 2 9h3
/(amQ—l—bx—!—c)dx:ax——i—bas——l—ca: =a— +2ch
3 77 4T3
Zh

und ersetzen a und ¢ geméf (8.12). Dies liefert

3

2h
(y,1—2y0+y1)7+2y0h: (y—1+4yo+y1) - (8.13)

w|

h
1
2 —_—
/(ax +bz+c) dx—2h2
~h



8.3 Die Simpsonsche Formel 225

Wir beginnen nun mit dem 3. Schritt, also der Addition der Beitréige (8.13) aller
n Teilintervalle. Fiir jedes Teilintervall hat man drei Werte (8.10), verteilt auf die
2n + 1 dquidistanten Punkte

h—
Ty, =a+kh=a+k ¢
2n

(k=0,1,...,2n),

wobei ungerade k-Werte den Mittelpunkten der n Teilintervalle entsprechen. Wir
ordnen diese Werte fy, f1, ... , fon so in Dreiergruppen an, daf} sie den Teilinter-
vallen entsprechen

{fo, fi, fo}s {fo, f3, fa}, - s {fon—a, fon—3, fon—2}, {fon—2, fon—1, fon} ,

und summieren gemé$ (8.13). Dies ergibt schlielich

g (fo+4fi+2fo+4fs+2fa+ - +2fon—o+4fon—1+ fon), (8.14)

die sog. Simpsonsche® Formel (Simpsonsche Regel) zur Berechnung einer Nihe-
rungslosung fiir das Integral (7.5). Damit wir die Methode mit anderen Methoden
wie z. B. der Trapezregel vergleichen kénnen, schreiben wir obige Summe mit n + 1
Werten” fo, ..., f, unter Beriicksichtigung von (8.11)

Fiir die Giiltigkeit von (8.15) muBl n gerade gewihlt sein (da wir 2n in (8.14) durch
n ersetzt haben).

Sitzung 8.2 Die folgende DERIVE-Funktion berechnet die Simpson-Summe (8.15).

SIMPSON(f,x,a,b,n) :=(b-a)*(
LIM(f,x,a)
+2*%SUM(LIM(f,x,a+2xk_x*(b-a)/n) ,k_,1,((n/2)-1))
+4xSUM(LIM(f,x,a+(2%k_-1)*(b-a)/n) ,k_,1,n/2)
+LIM(f,x,b)
)/ (3%n)

Wir berechnen damit wieder einen Niherungswert fiir das Integral
1

(8.4) =4[ V1-22dx
0

und erhalten fiir n = 2% (k= 2,...,7) die Ergebnisse

n ‘ 4 8 16 32 64 128

4 SIMPSON (v/1 — x2,2,0,1,n) ‘ 3.08359 3.12118 3.13439 3.13905 3.14069 3.14127

6THOMAS SIMPSON [1710-1761]
"Formal: Wir ersetzen n durch n/2.
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Diese Werte streben etwas schneller als beim Trapezverfahren gegen 7 ~ 3.14159...,
s. DERIVE-Sitzung 8.1, aber auch die Simpsonmethode ist bei diesem Beispiel be-
sonders schlecht wegen der senkrechten Tangente des Integranden am Randpunkt
rz =1

Als néichstes wollen wir wieder (8.5) approximieren. Mit 6-stelliger Genauigkeit be-
kommen wir nun

n ’ 4 8 16 32 64 128

SIMPSUN(sinx,x,O,W,n)‘2.00455 2.00026 2 2 2 2

und rechnet man sogar mit einer 10-stelligen Genauigkeit, so liefert die Simpsonfor-
mel die Tabelle:

n | 4 8 16 32

SIMPSON (sinz,z,0,7,n ) ’ 2004559754 2.000269169 2.000016591 2.000001033

Daf} die Simpsonformel bei diesem Beispiel so gut ist, ist kein Zufall. Der Graph der
Sinusfunktion weicht im Intervall [0, 7] von einer (nach unten gerichteten) Parabel
kaum ab, und da bei der Simpsonformel der Graph durch parabolische Kurvenstiicke
approximiert wird, ist der Fehler sehr klein. In der Tat liefert die Simpsonformel auf
Grund ihrer Herleitung fiir quadratische Polynome immer den genauen Integralwert
— unabhéngig von n. Daf} dies auch noch fiir kubische Polynome zutriftt, 148t sich
mit DERIVE leicht zeigen. Die Differenz zwischen dem Integralwert

b
/ (ux4 + vz +wa® +yr + z) dx

eines beliebigen Polynoms uz* +vz® +wa’ 4+ yx + 2z vierten Grades (u, v, w,y,z € R)
und dem N&herungswert, den die Simpsonformel liefert, ergibt sich durch Faktori-
sierung des Ausdrucks

SIMPSON (ux~4+vx~3+wx"2+yx+z,Xx,a,b,n) ~INT (ux"4+vx~3+wx"2+yx+z,x,a,b)

mit dem Ergebnis
2u(b — a)®
15n*
Der Fehler der Methode fillt mit wachsendem n wie 1/n*.

UBUNGSAUFGABEN

<& 8.7 Berechne einen Naherungswert von m mit der Simpsonmethode geméaf

V2/2

T=3_8 /\/1—x2—
0

A~ =
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s. Abbildung 8.4.

/8

1/4

N

Abbildung 8.4 Zur Approximation von 7w mit Hilfe der Simpsonformel

2
< 8.8 Man berechne fiir [ f(x) dx einen Ndherungswert mit der Simpsonschen Formel
0

unter Verwendung der Daten aus Ubungsaufgabe 8.2.

<& 8.9 Wende auf das Beispiel von Ubungsaufgabe 8.3 mit einer 20-stelligen Genauig-
keit die Simpsonsche Formel an.

<& 8.10 Man approximiere n! durch Anwendung der Simpsonschen Formel auf die
n+1

+
Inz dx wie in Beispiel 8.1 und vergleiche die Giite
2

der beiden Approximationen von n! mit DERIVE. Wie in Ubungsaufgabe 8.4 schétze
— 1 n!
man den Grenzwert s = nler;o NACDR ab.
< 8.11 Wendet man in DERIVE auf ein bestimmtes Integral den Befehl an,
so integriert DERIVE numerisch unter Verwendung einer Simpsonartigen Methode.
Man bestimme die folgenden Integrale sowohl exakt als auch numerisch mit DERIVE
und erldutere die Ergebnisse.

Integralsumme® f Inxdx +
1

(a) jmazx, (b) ]sinxdx, () ]%dm,
0 0 1

T

1 1/1
(d) /sinldx, (e) /SHMC dx , () / /\/902 +y2dy | dx.
T
0 0o \o

T
0

8Warum betrachten wir gerade diese Summe?
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9 Differentiation

9.1 Das Tangentenproblem

Eine der wichtigsten Fragen der Analysis ist es, zu einem gegebenen Punkt des Gra-
phen einer reellen Funktion die Tangente zu bestimmen. Diese Frage, die sich oft in
Anwendungsfiillen stellt und deren Tragweite wir bald zu schétzen lernen werden,
untersuchen wir in diesem Kapitel. Zunéchst betrachten wir folgendes Beispiel.

Qt+----
R e e
o

Abbildung 9.1 Ein Auto startet, fihrt und hélt

Beispiel 9.1 (Die Geschwindigkeit) Angenommen, man fihrt mit einem Auto
von einer Ampel zur nichsten. Am Anfang — zum Zeitpunkt ¢ = 0 — beschleunigt
man das Auto von der Startgeschwindigkeit v(0) := 0 auf eine Geschwindigkeit
v(a) := 50 km/h. Zwischen den Zeitpunkten ¢ = ¢ und ¢t = b fahre man mit einer
konstanten Geschwindigkeit. Am Ende der Fahrt bremst man das Auto wieder auf
die Geschwindigkeit v(c) := 0 ab. Die Fahrt wird ungefihr wie in Abbildung 9.1
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aussehen. Dort ist die Wegfunktion s(t) dargestellt, die die Wegstrecke s angibt,
welche zum Zeitpunkt ¢ zuriickgelegt wurde. Die Durchschnittsgeschwindigkeit der
Fahrt ist der Quotient ,,Gesamtweg durch Gesamtzeit”, d.h. % = % Wie
kann man aber die Momentangeschwindigkeit!, also die Geschwindigkeit zu einem
bestimmten Zeitpunkt der Fahrt berechnen? Der Tatsache, dafl zwischen den Zeit-
punkten ¢t = a und ¢t = b die Momentangeschwindigkeit konstant ist, entspricht
die Konstanz der Steigung in Abbildung 9.1 zwischen den Zeitpunkten a und b.
Vor dem Zeitpunkt a beschleunigt der Wagen, seine Geschwindigkeit und die Stei-
gung des Graphen wachsen, wiahrend nach dem Zeitpunkt b die Geschwindigkeit
des Autos und die Steigung des Graphen wieder abnehmen. Es wird sich in der Tat
herausstellen, daf3 die Steigung des Graphen und die Geschwindigkeit des Autos
iibereinstimmen. A

fE+Az) T

Abbildung 9.2 Eine Tangente an eine Parabel

Wir betrachten nun die Definition einer Tangente im allgemeinen Fall. Kénnen wir
die lokale Steigung der Tangente an einer bestimmten Stelle eines Graphen bestim-
men, dann kénnen wir auch leicht die Tangentengleichung mit Hilfe der Punkt-
Steigungs-Form einer Geradengleichung angeben. Daher hat der Begriff der lokalen

1Diese wird vom Tachometer angegeben.
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Steigung die hochste Prioritét.

Beispiel 9.2 (Die Tangente als Grenzfall von Sekanten) Wir wollen uns die
Situation anhand von Abbildung 9.2 genauer ansehen. Angenommen, wir wollen die
Tangente an die Parabel P — dem Graphen der Funktion f(z) = 2% — im Punkt
P = (&, f(€) = £€2) bestimmen. Wir haben in Abbildung 9.2 Sekanten eingezeichnet,
die die Parabel P im Punkt P und jeweils einem weiteren Punkt @ schneiden. Je
néher nun @) an P heranriickt, desto besser scheint sich die Sekante einer Grenzge-
raden zu ndhern. Es liegt also auf der Hand, die Tangente durch diesen Grenzprozef3
zu definieren.
Die Steigung der Sekanten ist offensichtlich durch die Formel
Af  fla)—f&) a?-¢

Az r—& x—¢

gegeben, wobei x und ¢ die z-Koordinaten der Schnittpunkte @ bzw. P sind. Wir
haben die Tangente als Grenzfall der Sekanten definiert, wenn @ gegen P strebt.
Entsprechend berechnet sich die Steigung der Tangente gemé&f

e S 1@ =€

r—& :L'ff r—& T —

= lim (24 €) = 2€.

Wir haben also gezeigt, dafl die Tangentensteigung in P = (&, f(§)) den Wert 2¢
hat. Da wir fiir alle £ € R eine Antwort erhalten haben, haben wir offensichtlich
eine neue Funktion R — IR konstruiert. Diese Funktion heifit die Ableitung® von
f. Fiir die Ableitung einer Funktion f schreibt man f’ oder auch % Die letztere
Schreibweise erinnert daran, daf§ die Ableitung der Grenzwert von % ist, wenn Az
gegen Null strebt, s. Abbildung 9.2. Mit ihr werden wir uns im néchsten Abschnitt
néher beschéftigen.

Da die Steigung der Tangente am Punkt P = (&, f(£)) den Wert m = 2¢ hat,
folgt die Tangentengleichung aus der Punkt-Steigungs-Form der Geradengleichung,

und wir erhalten mit (3.8)

y— &2

m =2 = x:§

die Tangentengleichung
y=&+2(x—¢&) =26

Sitzung 9.1 Man stelle mit DERIVE den Graphen der Funktion y = z? sowie die
Geradenschar VECTOR(2 k x-k"2,k,-4,4,1/2) bei einer geeigneten Skalierung gra-
phisch dar und beobachte die Tangenteneigenschaft der Geraden. Man verwende die
Funktion ZWEIPUNKTEFORM, die in der DERIVE-Sitzung 3.1 definiert wurde, um die
Folge der Sekanten durch die Punkte VECTOR([1/2+1/k, (1/2+1/k)~2],k,1,5) und
durch P :=(1/2,1/4) darzustellen.

2Englisch: derivative
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Beispiel 9.3 (Die Geschwindigkeit als Ableitung) Wir kénnen nun das Bei-
spiel 9.1 fortsetzen. Die Geschwindigkeit ist allgemein ein Maf fiir das Verhé&ltnis
zwischen der Anderung des Weges und der Anderung der Zeit und entspricht somit
dem Quotienten Az(tt).

Wir kénnen somit die Momentangeschwindigkeit v(to) zu einem bestimmten Zeit-
punkt ¢ := ty als den Grenzwert

im s(t) — s(to) ~ im As(t)

t—to t—1o t—to At

definieren, der nichts anderes als die Ableitung von s(t) zum Zeitpunkt ¢q ist. Diese
Uberlegungen fiihren zu der Beziehung

o(t) = 5 (1) (9.1)

zwischen einer beliebigen Wegfunktion s(¢) und der entsprechenden Geschwindig-
keitsfunktion v(t). Mit * wird die Ableitung bzgl. der Zeitvariablen ¢ bezeichnet.

UBUNGSAUFGABEN

9.1 Zeige, daf8 die Ableitung f' der Funktion f(x) = ax?® (a € R) die Funktion
f'(z) = 2ax ist.

9.2 Wie lautet die geometrische Bedingung fiir den Graphen der Wegfunktion s(t),
wenn zu einem bestimmten Zeitpunkt t die Geschwindigkeit Null ist? Wann tritt
dies in Beispiel 9.1 auf?

9.3 Man berechne die Ableitung der Funktion f(x) = z* (k=3,...,6).

9.2 Die Ableitung

Die Ausfithrungen des vorhergehenden Abschnitts fiihren zu folgender

Definition 9.1 (Differenzierbarkeit, Ableitung) Sei f : I — IR eine reelle
Funktion eines Intervalls I. Dann heifit f differenzierbar an der Stelle £ € I, falls
der Grenzwert
df d - f(@) - f(€ - fE+Ax) - f(€
7€)=Ly = Ly = i OOy JEXEDZTE)

o dx r—& T — 5 Az—0 Ax

existiert. Ist f in allen Punkten x € I differenzierbar, so heifit f differenzierbar in
I, und die Funktion f’: I — R heifit Ableitung von f.

Bemerkung 9.1 (Differentiale) Die verwendeten Symbole dx und df werden Dif-
ferentiale genannt. % heifit daher auch Differentialquotient. Wie die Differenzen Ax
und Af(z), die den Abstéinden in z- bzw. y-Richtung zwischen den beiden Punkten
(z, f(z)) und (x+ Az, f(z+ Ax)) entsprechen, entsprechen die Differentiale dz und

df (x) den a- und y-Abstéinden der zugehorigen Tangente, s. Abbildung 9.3.
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Bemerkung 9.2 (Differentialoperator) Bei der Notation % f steht im Vorder-
grund, daf} die Differentiation aus der Funktion f eine neue Funktion erzeugt. Das
Symbol % wird Differentialoperator genannt.

Bemerkung 9.3 Um als Variable fiir die Ableitung f’ nicht das Symbol £, sondern
wieder das Symbol x zu verwenden, tauschen wir hdufig die Symbole und schreiben
f'(w) = lim i) - A

)

A

Abbildung 9.3 Zur Definition der Differentiale

Wir zeigen zunéichst, dafl eine Funktion nicht iiberall differenzierbar sein muf.

Beispiel 9.4 (Eine Funktion, die an einer Stelle nicht differenzierbar ist)
Man betrachte Abbildung 3.1 auf Seite 46 und versuche zu erraten, an welchen Stel-
len die Betragsfunktion f(z) := |z| differenzierbar ist.

Sei > 0. Dann existieren die Ableitungen

N (o o Co B S - R
f(x)_él—w f—x _él—w f—iﬁ _ﬁl—wf—l'

=1.

Wir haben hier die Tatsache verwendet, dafi es fiir > 0 geniigt, beim Grenziiber-
gang & — x nur £ > 0 zu betrachten. Fiir z < 0 erhalten wir entsprechend
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=-1.
E—x 6—.’1} E—x f—.’l; E—x f—.’I}

Es stellt sich jedoch heraus, dal f fiir £ = 0 nicht differenzierbar ist. Dies liegt
daran, daf} der linksseitige Grenzwert

o FO=FO) =l
e—0— &£—0 e—0— £—0
ergibt, wiahrend fiir den rechtsseitigen Limes
JO-FO) -l
€50+ g -0 £—0+ g -0
gilt. Der Grenzwert %in%) % kann also nicht existieren. Geometrisch entspricht dies

der Tatsache, daf} die Betragsfunktion an der Stelle + = 0 einen Knick und keine
Tangente hat. A

Nach diesem Beispiel liegt es nahe, auch einseitige Ableitungen zu betrachten, die
Halbtangenten des Graphen entsprechen.

Definition 9.2 Sei f : I — IR eine reelle Funktion in einem Intervall I, und fiir
eine Stelle x € I existiere einer der Grenzwerte

" (2) ;= lim 7f(§) — /@) oder ' () := lim 7‘“5) — @) .

(@) = Jim RS Fiw) 1= lim LS

Dann heif3t f linksseitig bzw. rechtssseitig differenzierbar an der Stelle x. Offensicht-
lich ist eine Funktion f genau dann an einer Stelle x differenzierbar, wenn sie sowohl
rechts- als auch linksseitig differenzierbar ist und die beiden einseitigen Ableitungen
iibereinstimmen.

Sitzung 9.2 Wir wollen mit DERIVE die Ableitung des Monoms f(z) := z" (n € N)
bestimmen. Dazu verwenden wir zuerst den | Options Input Word | Befehl (um die
zweibuchstabige Variable xi eingeben zu kénnen) und vereinfachen den Ausdruck
LIM((xi"n-x"n)/(xi-x),xi,x) zu

2: na" "t
Wir kénnen aber auch direkt zuriickgreifen auf DERIVEs Fahigkeiten, Funktionen zu
differenzieren. Die DERIVE Prozedur DIF (f,x)bestimmt die Ableitung des Ausdrucks
f beziiglich der Variablen z. Zum Beispiel liefert DIF (x"n,x) zunéchst

d

DERIVE benutzt also die Operatornotation fiir den Differentialquotienten. Verein-
facht man nun diesen Ausdruck, ergibt sich wieder

1
5: nx"

Man kann auch mit dem | Calculus Differentiate | Menii differenzieren.
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Beispiel 9.5 (Potenzen) Wir berechnen nun die Ableitung des Monoms f(x) :=
2™ (n € N). Gemé$ (3.16) haben wir

n—1
Jjn — gn _ o1 I o B -
rev ik AR SRR D DL 9.2)
k=0
und damit
f’(x) = 5hm — = ghm (xnfl 4 gxnfz F... +£n71) — gt ’
—r T — —x

da es beim Grenziibergang ¢ — = genau n Summanden mit dem Wert "1 gibt.
In Ubungsaufgabe 9.5 soll dasselbe Resultat mit der Binomialformel hergeleitet
werden.
Man beachte insbesondere, daf fiir die Gerade f(x) = x die Tangentensteigung in
jedem Punkt den konstanten Wert 1 hat. Dies hatten wir schon in § 3.2 beobachtet.
Die Formel f/(x) = na"~! gilt auch fiir n = 0, d.h. fiir die konstante Funktion
f(x) = 1. Wir erhalten hier ndmlich

JO-f@) _ 1-1_

= 0
E—x 5_33 §~>z§—$

fir alle z € IR, der geometrischen Tatsache entsprechend, dafl die konstante Funk-
tion f(x) =1 iiberall eine horizontale Tangente besitzt. A

Wir haben also

Satz 9.1 (Ableitung der Potenzen) Das Monom f(z) = 2™ (n € Np) hat die
Ableitung f’(z) = na"~ L.

Es wird sich zeigen, daf} es geniigt, die Ableitungen der Monome zu kennen, um die
Ableitung beliebiger rationaler Funktion berechnen zu kénnen. Zu diesem Zweck
leiten wir in § 9.3 geeignete Regeln her.

Wir betrachten nun als weitere Beispiele die wichtigsten elementaren transzen-
denten Funktionen.

Satz 9.2 (Ableitung der Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion) Die
Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion sind in ganz IR differenzierbar, und fiir
ihre Ableitungen gilt:

’ ’

(a) (em)/ =", (b) (sinz) =cosx, (¢) (cosz) = —sinz .

Beweis:  Die Resultate folgen — wie schon die Berechnung der Integralfunktionen, s.
(7.13) — aus den Additionstheoremen und den Grenzwerten, die wir in Satz 6.3 bestimmt
hatten. Wir haben
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N ) €z+Az —e” . - eAz -1 "
() = lim ——— =¢€" lim =e",
Az—0 Ax Az—0 Ax
R . sin(z + Az) —sinz . sinzcos Az + coszsin Az — sinx
(sinz) = lim = lim
Az—0 Ax Az—0 Az
. . cosAz—1 . sinAz
= sinz lim ——— 4 cosz lim =cosz,
Az—0 Ax Az—0
/ . cos(z+ Az) —cosz . cosxcos Ar — sinx sin Az — cos T
(cosz) = lim = lim
Az—0 Ax Az—0 Az
. cosAz—1 . . sinAz .
= cosx lim ——— —sinz lim = —sinx . O
Az—0 Az Az—0 Az

Weitere Beispiele differenzierbarer Funktionen und ihrer Ableitungen wollen wir
an dieser Stelle nicht geben. Wir werden spéter sehen, daff wir alle Funktionen,
die sich durch algebraische Operationen aus den bereits betrachteten bilden lassen,
differenzieren konnen.

Zum Schluf} dieses Abschnitts bringen wir jedoch die Differenzierbarkeit mit der
Stetigkeit in Verbindung. Geometrisch betrachtet scheint es offensichtlich, dafl die
Existenz einer Tangente an einer Stelle eines Graphen die Stetigkeit an dieser Stelle
bedingt. Dies ist tatséchlich immer richtig.

Satz 9.3 (Aus der Differenzierbarkeit folgt die Stetigkeit) Sei f : I — R
an einer Stelle x € [ differenzierbar. Dann ist f in x stetig. Insbesondere ist die
Funktion f in ganz I stetig, wenn sie dort differenzierbar ist.

Beweis:  Ist f an der Stelle x € I differenzierbar, so existiert der Grenzwert

i 16 = £@)

Jim == =a€cR. (9.3)

Durch Umformung von Gleichung (9.3) erhilt man

lim (£(6) - /(@) = alim(€ ~2) =0,

§—w E—a
d. h.
lim £(6) = /().
Damit ist f stetig an der Stelle x. O
UBUNGSAUFGABEN
9.4 Ist eine Funktion f : I — R in einem symmetrischen Intervall I := [—a, d]

differenzierbar, dann ist die Ableitung f’

(a) gerade, wenn f ungerade ist, und (b) ungerade, wenn f gerade ist.

9.5 Man berechne die Ableitung des Monoms f(x) = 2™ (m € N) mit Hilfe der
Binomialformel. Hinweis: Verwende die Darstellung £ := z + Ax.
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<& 9.6 Definiere die DERIVE-Funktionen DIFF1(f,x) und DIFF2(f,x), die die Ablei-
tung gemaf der Definitionen

DIFF1 (f,) = lim L&) = /(@)

Ti—T xi— X

und

DIFF2 (f,1) == lim fla+ dZ — f(2)

berechnen. Man berechne mit Hilfe dieser Funktionen die Ableitungen einiger Funk-
tionen. Verwende nun die in DERIVE vorhandene Prozedur zur Berechnung derselben
Ableitungen und vergleiche die erhaltenen Rechenzeiten der drei Methoden.?

0 9.7 Ist die Funktion f : I — IR an einer Stelle x € I differenzierbar, dann ist die
Funktion g : I — IR mit

. 7“5):5@) falls £ # x
9(8) = ff’(x) falls ¢ = x

stetig an der Stelle £ = x. Ist f dariiberhinaus in I \ {z} stetig, dann ist g in ganz
I stetig.

< 9.8 Man zeige, daf3 die DERIVE Funktion
TANGENTE(f,x,x0) :=LIM(f,x,x0)+(x-x0) LIM(DIF (f,x),x,x0)

die rechte Seite der expliziten Tangentengleichung an den Graphen von f bzgl. der
Variablen x im Punkt (xo, f(xo)) angibt. Verwende diese Funktion zur Berechnung
der Tangenten der Funktionen

(a) fz)=a", (b) f(x)zsin¥, () flz)=e

an den Stellen x := —4,—3,...,3,4 und stelle die Graphen von f sowie die entspre-
chenden Tangenten mit DERIVE dar.

< 9.9 Erklire eine DERIVE Funktion SEKANTE (f,x,x1,x2), die die rechte Seite der
Funktionsgleichung der Sekante von f bzgl. der Variablen x durch die Punkte
(z1, f(x1)) und (x4, f(x2)) berechnet.

< 9.10 Man differenziere SIGN(x) mit DERIVE. Stimmt das Ergebnis™

3Unsere Definitionen stellen keine Methode zur Differentiation dar, die mit der in DERIVE imple-
mentierten Prozedur konkurrieren kénnte, da es meist einfacher ist, Funktionen zu differenzieren
als Grenzwerte zu bilden. DERIVE verwendet deshalb zur Berechnung der Ableitungen dieselben
Regeln, die wir in § 9.3 herleiten werden, und nicht die Definition der Ableitung. Dagegen werden
bei der LIM Prozedur Ableitungen verwendet, z. B. die Regel von de I’'Hospital, die wir in § 10.4
entwickeln werden.

4Man sollte sich bei der Arbeit mit einem symbolischen Algebra-System wie DERIVE an derartige
Beispiele erinnern. Unser Beispiel zeigt, dafl immer der Benutzer das System fithren mufl und
sich nicht von diesem fiihren lassen darf. Es kann einen sonst in die Irre fithren, da die meisten
implementierten Operationen nur unter der Annahme, daf§ die betrachteten Funktionen stetig oder
sogar differenzierbar sind, korrekt sind. Ist dies nicht der Fall, mufl der Benutzer darauf achten,
dafl die Ergebnisse von DERIVE auch richtig sind.
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< 9.11 Sei P eine beliebige Parabel und Graph der Funktion f(x)=axz?+bx+c. Sei
ferner ein beliebiger Bogen der Parabel mit Endpunkten Py, P, gegeben, s. Abbil-
dung 9.4. Zeige:

(a) Die Sekante S := PP, ist parallel zur Tangente T von P an demjenigen
Punkt der Parabel, dessen x-Koordinate der arithmetische Mittelwert der x-
Koordinaten von P, und P5 ist.

(b) Der Flédcheninhalt A zwischen T', S und den vertikalen Geraden durch Py und
P, wird von P im Verhéltnis von 2 zu 1 geteilt.

Zeige ferner, dafl die Aussage (b) auch fiir ein beliebiges Polynom dritten Grades
richtig bleibt, zeige aber durch ein Beispiel, wieviel komplizierter die geometrische
Situation in diesem Fall sein kann. Hinweis: O. B.d. A. kann man P, und P, sym-
metrisch zur y-Achse wihlen (warum?).

Y

Abbildung 9.4 Das Verhiltnis der von einer Parabel erzeugten Flicheninhalte

<& 9.12 Berechne mit DERIVE die Ableitung der Betragsfunktion. Fiir welche x € IR
ist DERIVEs Antwort korrekt?°

5Man beachte, da8 nach der Philosophie von DERIVE der Wert SIGN(0) nicht definiert ist und
deshalb nicht vereinfacht wird.
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< 9.13 Deklariere zwei Funktionen DIFF_LINKS (f ,x,x0) und DIFF_RECHTS (f,x,x0),
die die links- bzw. die rechtsseitige Ableitung von f bzgl. der Variablen x an der
Stelle x¢ berechnen. Berechne mit diesen Funktionen die links- und rechtsseitige
Ableitung der Betrags- und der Vorzeichenfunktion in xg = 0.

9.14 Bestimme die Ableitung von f,(x) := |z™ 4 1|, wo sie existiert, und stelle die
Funktionen f, fiirn:=1,...,5 mit DERIVE graphisch dar.
9.15 Man bestimme die Ableitung von

(a) f(x)=coshzx, (b) f(xz) =sinhz (c) f(x)=e"=cosx+isinz.

* 9.16 Bestimme die Ableitungen der Logarithmus- sowie der inversen Sinus- und
Kosinusfunktion.

*x 9.17 Zeige, daB die Funktion f : IR — R mit

22 sin L falls © # 0
flz) = { 0 sonst

in ganz R differenzierbar ist, dafl aber die Ableitung am Ursprung nicht stetig ist.

9.3 Ableitungsregeln

Wir kénnen natiirlich Definition 9.1 verwenden, um die Ableitung einer Funktion
f zu berechnen. Es ist jedoch wesentlich bequemer, die spezielle Form von f und
einige Regeln, die fiir die Ableitungsprozedur gelten, auszunutzen. Da uns dies die
Verwendung von bereits bekannten Ergebnissen erlaubt, vereinfacht diese Methode
die Praxis der Differentiation erheblich.

Als ein erstes Ergebnis dieser Art erhalten wir aus der Kenntnis der Ableitungen
von f und g die Ableitung der Summe f + g.

Satz 9.4 (Linearitit der Differentiation) Mit f und g ist auch f 4 ¢ an der
Stelle z differenzierbar, und es gilt

(f+9) ()= f'(z)+4'(z).
Fiir ¢ € R gilt dariiberhinaus

(cf) (@) =c- f'(z).

Beweis:  Dies folgt unmittelbar aus der Lineraritétseigenschaft der Grenzwertoperation,
da

(f(€) +9(8) = (f(=) + g(x))

(F+9)@) = lm =
— lim f(g) — f(:L‘) =+ lim 9(5) —g(ZL‘) — f/(l‘) —|—g/(x)

E—x — T E—x — T
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und
(Cf)l(m) = lim 4@0(5) —c/(@) =c- lim 7f(£) mAC))

!
=cC- T
gilt. d
Auf Grund der Linearitdt der Ableitung kénnen wir nun leicht die Ableitung eines
beliebigen Polynoms berechnen. Polynome sind Linearkombinationen von Monomen

und die Ableitungen von Monomen kennen wir ja, so dafl wir durch Induktion
bekommen:

Korollar 9.1 (Ableitung von Polynomen) Das Polynom
p(z) =ap+ a1z + -+ apz” = Zakxk
k=0
hat die Ableitung

n
p'(x) = ay +2a02 + - - + naya" "t = Z kapx® 1. 0
k=1

Nachdem wir festgestellt haben, dafl die Ableitung einer Summe einfach die Summe
der Ableitungen ist, stellt sich die Frage, ob man die Ableitungen von Produkten
und Quotienten ebenso einfach berechnen kann. Dies ist in der Tat moglich.

Satz 9.5 (Produkt- und Quotientenregel) Die Funktionen u und v seien an
der Stelle z differenzierbar. Dann ist auch das Produkt u - v an der Stelle = diffe-
renzierbar, und es gilt

(u-v)(x) = (z)v(z) + V' (z)u(z) . (9.4)
Gilt dariiberhinaus v'(z) # 0, dann sind 1/v und u/v an der Stelle x differenzierbar,
und es gilt
1\’ v'(x)
(5) @ o
sowie

(E)/ (z) = ' (z)v(z) — v (z)u(x) . (9.6)

Beweis:  Auch diese Regeln sind einfache Folgerungen aus der Definition der Ableitung
zusammen mit der Linearitédt der Grenzwertbildung. Wir haben

woo(@) - fim MO ~u@(a)

E—x f*.’r
o wlO() — u(@)e(©) + u@)o(€) — u(@)o()
E—x §fm
L MO —u@) 66 = o)
= Jim TR lim 0(6) + u(a) Jim T

= o/ (x)v(x) + v (@)u(z) .
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Hier haben wir verwendet, dafl v auf Grund von Satz 9.3 an der Stelle x stetig ist und
dehalb 5lim v(§) = v(z) gilt. Auf dhnliche Weise erhalten wir

(2) = T L Loy, e v

T e w@ R en T o )

auf Grund der Stetigkeit von v und schlielich
u)’ o (u 1y’ o) u'(z) wla 1 /: u'(z) B u(z)v'(x) _ ' (z)v(z) = (z)u(z)
(v) () ( v) () v(x) ul )<U(:c)> v(x) (v(x))? (v(z))? ’

wobei wir die beiden ersten Regeln verwendet haben (wo?). O

Die Regeln (9.4)—(9.6) heien Produktregel®, Reziprokenregel bzw. Quotientenregel.
In ihrer Kurzform (ohne Argument) sind sie einfacher zu behalten:

/
, , , 1 v u\’ wv—vu
(u-v) =dv+d'u, - =—= und —) = —
v v v v

Mit der Quotientenregel konnen wir nun alle rationalen Funktionen differenzieren.
Eine rationale Funktion r(x) = % ist ja der Quotient zweier Polynome p und g,
fiir welche wir die Ableitungen schon berechnen kénnen. Wir geben einige Beispiele

zur Berechnung von Ableitungen rationaler Funktionen.

Beispiel 9.6 (Quotientenregel) Wir wollen f(z) = m

Dazu setzen wir u(x) := 1+2 und v(z) := —6+52+22%—23. Mit der Quotientenregel
erhalten wir
' (z)v(z) — v (2)u(x) (=6 + bz + 222 — 23) — (1 + 2)(5 + 4o — 32?)

fla) = (v(x))? - (=6 + bx + 222 — 23)2

differenzieren.

Beispiel 9.7 (Produktregel) Auch wenn wir im Prinzip alle Polynomausdriicke
mit der allgemeinen Formel aus Korollar 9.1 ableiten kénnen, ist dies nicht immer
bequem. Um z. B. die Ableitung von f(z) = (1+x+22)(1—2z+22) mit der allgemei-
nen Formel zu berechnen, miissen wir das Polynom f zuerst ausmultiplizieren. Wir
erhalten so f(r) = (1+ 2+ 2?)(1 — 2 +2?) = 1 + 22 + z* und damit die Ableitung
f(z) = 2z + 423

Auf der anderen Seite 148t die spezielle Form von f die Anwendung der Produkt-
regel zu. Auf diese Weise erhalten wir sofort das Ergebnis

fllz)y=0+22)1 -z +2?) + (-1 +22)(1 +z+2%),

das nun allerdings nicht ausmultipliziert ist.

6Englisch: product rule
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Beispiel 9.8 (Reziprokenregel) Wir betrachten nun die Monome mit negativem
Exponenten. Sei m € N, z # 0 und f(z) = =™ = 5. Wir konnen dann f(z) =
ﬁ mit v(xz) = ™ schreiben. Fir v ist Satz 9.1 anwendbar, d.h. es gilt v'(z) =

mz™~!. Durch Anwendung der Reziprokenregel erhalten wir

1 v'(x) ma™=1

rw)= (1) = = M

Schreiben wir n fiir —m, sehen wir, dal dies die alte Potenzregel ist — jetzt fiir
Potenzen mit negativem ganzen Exponenten n € Z. Dieses Ergebnis, zusammen
mit Satz 9.1, ist Inhalt von

Satz 9.6 (Ableitung von Potenzen mit ganzzahligem Exponenten) Sei
n € Z. Die Potenzfunktion f(x) = 2™ hat die Ableitung f/'(z) = na""!, wobei
fiir n < 0 die Bedingung x # 0 gelten mufl. a

Nun kénnen wir auch die restlichen trigonometrischen Funktionen differenzieren.

Satz 9.7 (Ableitung der Tangens- und Kotangensfunktion) Die Tangens-
und die Kotangensfunktion sind in ganz R bis auf die Polstellen differenzierbar,
und fiir ihre Ableitungen gilt:

’ 1 / 1
a tanz) =1+ tan’z = b cotz) = —(1+cot’z) = — .
(1) (1ana) L) (o) = )=
Beweis:  Wir haben
, . / 2 (a2
(tanz) = (smx) _ cos"x — (—sin x) 14 tan’s— 1 7
Ccos T cos? x cos? x
/ . 2 2
, — — 1
(cotz) = (C(.)S{E) _ ot 2((:os z) _ (1t cot? ) = ——— 0
sinx sin® sin® x

Sitzung 9.3 Geben wir DIF(f,x) ein, antwortet DERIVE

d
1: —

dxf ;
und mit erhalten wir
2: 0.

Dies gilt, da wir f nicht deklariert haben. Daher wird f als Konstante betrachtet und
ist damit von x unabhingig, und die Ableitung von f ist also 0. Mit der Zuweisung
f:=x"5 ergibt die Vereinfachung von #1

4: szt
Wir konnen jedoch auch willkiirliche Funktionen mit DERIVE differenzieren. Man

deklariere die willkiirlichen Funktionen F(z), G(x) und H(z). Dann fithrt der Aus-
druck DIF(F(x)G(x),x) zu der Ausgabe
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d
50 Lree .
und ergibt
9 G LF@) + Fa) L)
' dx dx ’

also die Produktregel! Auf dhnliche Weise kann man die Quotientenregel erzeugen
oder auch weitere Regeln wie die Vereinfachung des Ausdrucks DIF(F(x)~5,x) zu

1 5F(:c)4%F(x) .

Man beweise dieses Ergebnis durch Anwendung der Produktregel! Auch die Ab-
leitung des dreifachen Produkts DIF(F(x)G(x)H(x),x) kann vereinfacht werden.

erzeugt das symmetrische Ergebnis

13: H(z)G(x)—F(z) + H(m)F(x)—wG(x) +G(z)F(z)—H(z) .

UBUNGSAUFGABEN

9.18 Man beweise die Regel fiir die Ableitung des Monoms f(x) = ™ (m € IN),
also Satz 9.1, mittels Induktion unter Verwendung der Ableitung von u(x) = x und
der Produktregel.

9.19 Bestimme die Ableitung von f(z) := z(x — 1)(z — 2)(z + 1)(x + 2) sowie ihre

Nulistellen. Warum wurden diese Zahlen in Ubungsaufgabe 3.14 erwédhnt?

9.20 Man bestimme die Ableitung von

() f)= 5o ) f) = s (0) f@) =
(d) f(x)=tanhz, (e) f(x)=cothzx, (f) f(x)=2z"e" (neN),
(g) f(z) =sin’z, (h) f(z) = cos’x, (i) fz)=tan’z,

1

j )=zt + 23— 222 — 62 — T)= .
0 Sy =2+’ =276 -4, () @)= miDe)

09.21 Zeige, daB f(x) = (1 + z)" (n € N) die Ableitung f’(z) = n(1+ x)"~! hat.
Hinweis: Man verwende die Binomialformel.

<& 9.22 Versuche, mit Hilfe von DERIVE die allgemeine Formel fiir die Ableitung ei-
nes Produkts fi(z)fa(x)--- fn(z) von n Funktionen zu erraten, und beweise das
Resultat mittels Induktion.

<& 9.23 Man bestimme die Ableitung von f(x) := ‘f_r—i an den Stellen, an denen sie

existiert und stelle die Graphen von f und f’ mit DERIVE dar.



9.4 Hohere Ableitungen 243

9.24 Man kann die Produktregel in die Form
d(uv) dv du
=u—+v—
dx dz dx
bringen, oder — indem man die Gleichung mit dx multipliziert — als formale Glei-
chung

d(uv) = udv + vdu

fiir die zugehorigen Differentiale schreiben. Man versuche, diese Situation anhand
von Abbildung 9.5 geometrisch zu deuten. Wie lautet die entsprechende Form der
Quotientenregel und wie 148t sie sich geometrisch deuten?

dv u dv |
| ___________g i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
v uv L vdu
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
U du

Abbildung 9.5 Tllustration der Produktregel

9.4 Hohere Ableitungen

Durch die Konstruktion der Ableitung f’ einer Funktion f haben wir eine neue
Funktion erzeugt. Wir kénnen dieselbe Prozedur auf f’ anwenden und erhalten
dadurch die Ableitung von f’; die wir die zweite Ableitung von f nennen. Wir
schreiben hierfiir

@) = (f)(z) .
So ist z. B. fiir f(z) = 2® die erste Ableitung f/(z) = 5z* und die zweite Ableitung
f"(x) = 2023. Man kann die Definition natiirlich nur anwenden, wenn der entspre-

chende Grenzwert existiert. Die Ableitungen héherer Ordnung erkliren wir rekursiv
durch
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Definition 9.3 Sei n € IN eine natiirliche Zahl, f : I — R und x € I. Existieren
die entsprechenden Grenzwerte, so nennen wir

— de d" f(l') — { fl(x) falls n =1

F™ (@) g () = o (f@=) (2) sonst &1

die n. Ableitung von f an der Stelle z. Man beachte, daB f(1) die gewohnliche
Ableitung ist und £ = f” gilt. Existiert £ (z) fiir alle € I, sagen wir, f sei
n-mal differenzierbar in I.

Wir wollen die n. Ableitung mit DERIVE implementieren.

Sitzung 9.4 In DERIVE kann man Funktionen rekursiv definieren. Dadurch kénnen
wir obige Definition fast direkt iibernehmen. Man beachte, dafl wir zwischen zwei
Fillen unterscheiden miissen, da nach Gleichung (9.7) fiir n = 1 eine andere definie-
rende Formel gilt als im Fall n > 1. Dies ist fiir rekursive Funktionen typisch und
kann mit der IF Prozedur behandelt werden. In unserem Fall beinhaltet n = 1 die
Abbruchbedingung des rekursiven Aufrufs. Die DERIVE Funktion

DIFF(f,x,n) :=IF(n=1, DIF(f,x), DIF(DIFF(f,x,n-1),x))

berechnet die n. Ableitung von f bzgl. der Variablen x und entspricht direkt der Defi-
nition (9.7). Die Funktion ruft im Fall n = 1 die eingebaute Ableitung DIF(f,x) auf.
Gilt fiir das dritte Argument aber n # 1, so wird die zweite Alternative verwendet,
und die eingebaute Ableitung des Ausdrucks DIFF(f,x,n-1) wird berechnet. Das
bedeutet, dal die Funktion DIFF ein zweites Mal aufgerufen wird. Dieser Aufruf ruft
wiederum selbst die Funktion DIFF auf, wobei n — 1 durch n — 2 ersetzt ist, usw., bis
DIFF schliellich fiir n = 1 aufgerufen wird und die Prozedur abbricht. Um nachzu-
vollziehen, was geschieht, beschreiben wir DERIVEs Schritte interner Vereinfachung
bei der Auswertung des Funktionsaufrufs DIFF(x"5,x,3).

DIFF(x"5,x,3)

DIF (DIFF(x"5,%,2),x)

DIF (DIF(DIFF(x"5,x,1),x),x)
DIF(DIF(DIF(x"5,x),x),x)
DIF(DIF(5x74,x),x)
DIF(20x"3,x)

60x"2

Im ersten Schritt wird der Aufruf durch die zweite Alternative der DIFF Funktion
ersetzt. Im néchsten Schritt geschieht dasselbe mit dem innersten Funktionsaufruf
DIFF(x"~5,x,2). Der nichste Aufruf von DIFF fiithrt zur terminierenden Alternative.
Schliellich wird die eingebaute Ableitungsfunktion dreimal ausgewertet, und das
letzte Ergebnis ist auf dem Bildschirm zu sehen.

In DERIVE ist die Berechnung der n. Ableitung aber auch eingebaut. Man benutze
dazu die Funktion DIF(f,x,n) oder das \ Calculus Differentiate | Menii unter
Angabe der Ableitungsordnung.

DERIVE kann mit hoheren Ableitungen auch symbolisch arbeiten. Deklariert man
z. B. willkiirliche Funktionen F(z) und G(z), dann vereinfacht sich der Ausdruck
DIF(F(x)G(x),x,2) zu
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4: Gla) [%] " P(a) +2 {%G(x)} %F(m) ¥ F(z) [%r G(z) .

Versuche dasselbe mit hoheren Ableitungen. Wie wird die allgemeine Formel fiir
(f9)™ (z) aussehen? Die Antwort findet sich in Ubungsaufgabe 9.27.

Wir behandeln ein Beispiel fiir das Auftreten hoherer Ableitungen.

Beispiel 9.9 (Die Beschleunigung als zweite Ableitung) Wir setzen Beispiel
9.3 fort. Dort haben wir gezeigt, dafi die Momentangeschwindigkeit v(¢) die Ablei-
tung der Wegfunktion s(t) ist, s. Gleichung (9.1). Erneutes Betrachten von Abbil-
dung 9.1 auf S. 228 zeigt uns, dafl in unserer Beispielfahrt der Graph der Geschwin-
digkeitsfunktion v(t) wie in Abbildung 9.6 dargestellt aussieht.

Y

A

v(t)

Abbildung 9.6 Die Momentangeschwindigkeit bei unserer Autofahrt

Zwischen t = 0 und t = a steigt die Geschwindigkeit an, zwischen t = a und t = b
bleibt sie konstant, wihrend sie zwischen ¢ = b und ¢ = ¢ wieder auf 0 abfillt. Was
hat die Momentanbeschleunigung a(t) des Autos mit der Geschwindigkeit zu tun?
Wir sagen, dafl das Auto zum Zeitpunkt ¢ beschleunigt, wenn die Momentange-
schwindigkeit wichst. Je schneller die Geschwindigkeit ansteigt, d. h. je groer die
Steigung des Graphen von v(t) ist, desto grofler ist die Beschleunigung. Dies fiihrt
zur Definition der Beschleunigung als Ableitung der Geschwindigkeitsfunktion

a(t) = (t) = 5 (¢)

In unserem Beispiel ist die Beschleunigung zwischen t = a und ¢t = b gleich Null,
da sich die Geschwindigkeit nicht &ndert. Zwischen ¢t = b und ¢t = ¢ haben wir eine
negative Beschleunigung, die das Auto abbremst. A

Beispiel 9.10 Als weiteres Beispiel betrachten wir die Funktion

{ % falls z > 0

T fallsz <0

l1—x

flz) =
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Wir zeigen, dafl f in ganz R differenzierbar ist und die Ableitung

1 falls x > 0
/ _ (14x)2
fila) = { ﬁ falls z < 0 (9-8)

hat. Man stelle f und seine Ableitung f’ mit DERIVE graphisch dar, um einen
Einblick in die Situation zu erhalten, s. Ubungsaufgabe 9.28. Man beachte, daf
man Formel (9.8) leicht fiir > 0 und = < 0 mit der Quotientenregel beweisen
kann. Die Tatsache, dafl die Formel auch fiir z = 0 gilt, mufl getrennt bewiesen
werden. Man erinnere sich an die Betragsfunktion, fiir die die Ableitung an der
Stelle = 0 nicht existiert. Fiir die einseitigen Ableitungen bekommen wir

fO-fO) _ 1

= iy L0 = i e
und

! [N B f(E)_f(())_ -

f+(0)= glir(r)gr E—0  es0+1+E

Da diese iibereinstimmen, gilt f/(0) = 1. Auf &hnliche Weise kann man die zweite
Ableitung von f berechnen. Mit der Quotientenregel erhalten wir

) = { e fallsz >0

ﬁ falls x < 0

Wie man leicht sieht, ist f’ in z = 0 nicht differenzierbar, und damit f zwar einmal,
aber nicht zweimal differenzierbar an der Stelle z = 0, s. Ubungsaufgabe 9.28.

UBUNGSAUFGABEN

< 9.25 Man berechne die folgenden Ableitungen mit der DERIVE Funktion DIFF sowie
der eingebauten Ableitungsfunktion DIF und vergleiche die Rechenzeiten:

(a) (sinz)09 (b) (tanz)@ .

<& 9.26 Was geschieht, wenn man die DERIVE Funktion DIFF(f,x,n) mit n ¢ IN
aufruft, z. B. fiir negative, rationale bzw. symbolische n?

9.27 Man zeige die Leibnizsche Regel oder verallgemeinerte Produktregel fiir die
n. Ableitung (n € IN)

(w-0)™=%" (Z)uac)v(nfk) ,

k=0

<& 9.28 Definiere die Funktion f aus Beispiel 9.10 mit DERIVE und berechne die ersten
beiden Ableitungen von f. Zeige mit den DERIVE Funktionen DIFF_LINKS(f,x,x0)
und DIFF_RECHTS (f,x,x0) aus Ubungsaufgabe 9.13, daf f in x = 0 differenzier-
bar ist. Stelle f, f' und f"” graphisch dar und gib eine geometrische Deutung des
Sachverhalts, daf3 f an der Stelle 0 nicht zweimal differenzierbar ist.
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< 9.29 Bestimme die gerade Funktion f, die fiir x > 0 den Wert f(x) := 2 hat, und
differenziere f. Deklariere die Funktion mit DERIVE und stelle f, f' und f"” mit
DERIVE graphisch dar.

© 9.30 Mache dasselbe wie in Ubungsaufgabe 9.29 fiir f(x) := s
< 9.31 Man schreibe eine rekursive Funktion DIFFERENZ (f ,x,h,n), die

1. den Differenzenquotienten M

firn =1 und
2. den Differenzenquotienten von DIFFERENZ (f ,x,h,n-1) fiirn € N,n > 1
berechnet. Man berechne
(a) DIFFERENZ(x°m,x,h,k) fir k = 1,2,3,

(b) den Grenzwert fiir h — 0 dieser Resultate,

(¢) sowie DIFFERENZ(A(n) ,n,1,k), k =1,...,4 fiir eine willkiirliche Funktion A.

9.32 Man bestimme fiir symbolisches n die n. Ableitung der Funktion e** (a €R).

9.5 Lokale Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Da die Ableitung einer Funktion f an der Stelle z der Steigung der Tangente an den
Graphen von f im Punkt P := («, f(x)) entspricht, bedeutet die spezielle Situation

fl(@) =0,

daB der Graph von f eine horizontale Tangente in P besitzt.
Dieser wichtige Fall tritt immer dann auf, wenn eine differenzierbare Funktion
einen lokalen Extremwert besitzt.

Definition 9.4 (Lokales Extremum) Sei f : I — R eine reelle Funktion in ei-
nem Intervall I. Eine Stelle z € I (oder auch der Punkt (z, f(x)) des Graphen von
f) heiit lokales Maximum von f, wenn die Ungleichung

f(&) < f(z)

fiir alle € € J eines offenen Intervalls J C I um z gilt. Entsprechend heifit x lokales
Minimum von f, wenn die Ungleichung

f(&) = f(z)

fir alle £ € J gilt. Tritt einer dieser beiden Félle auf, so heifit x lokales Extremum
von f. A
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Lokale Extrema sind deshalb so wichtig, da sie uns auch zu den globalen Extrema
differenzierbarer Funktionen fithren werden. Der folgende Satz verbindet lokale Ex-
trema von f mit den Punkten des Graphen von f, die eine horizontale Tangente
besitzen.

Satz 9.8 (Bedingung fiir ein lokales Extremum) Sei f: 1 — R in einem in-
neren Punkt z € I differenzierbar und habe an dieser Stelle ein lokales Extremum.
Dann gilt f/(z) = 0.

Beweis:  Nach Voraussetzung besitzt f ein lokales Extremum in z. Angenommen, es
handelt sich um ein lokales Maximum. Dann gibt es nach Definition des lokalen Maximums
ein offenes Intervall J C I, das x enthilt, mit

f(&) < flx)

fiir alle £ € J \ {z}. Fiir diese & erhalten wir also

f() — f(z) <0 falls £ > x
E—x >0 falls £ < x

Da f an der Stelle x differenzierbar ist, besitzt der Differenzenquotient einen Grenzwert
fir £ — z. Auf Grund der abgeleiteten Ungleichungen mufl dieser Grenzwert sowohl < 0
als auch > 0 sein. Damit erhalten wir

fl(l'): lim f(S)_f(I) =0.

E—x 6—37

Entsprechend wird der Fall eines Minimums behandelt. O

Sitzung 9.5 Stelle die Funktion f(x) := 3z* — 82> +62% —2 graphisch dar. Wo kann
man lokale Extrema feststellen und wo liegen Punkte mit horizontaler Tangente?

Wir analysieren nun die Ableitung. Mit vereinfacht sich die Ableitung
von f zu

4: 12z(x — 1) .

An dieser Darstellung der Ableitung von f kann man sofort ablesen, da8 f'(z) = 0
genau fiir x = 0 und = = 1 gilt. Am Graph sieht man aber, dafl nur an der Stelle
x = 0 ein lokales Extremum, ndmlich ein lokales Minimum, liegt.

Dieses Beispiel zeigt, dafl Satz 9.8 nicht umkehrbar ist.

Wir benétigen also eine weitere Bedingung, die uns zusammen mit der Bedingung
fiir eine horizontale Tangente — f’(z) = 0 — die Entscheidung erméglicht, ob ein
Extremum vorliegt und welcher Art es ist. Die Betrachtung des Graphen von f(x) :=
3zt — 823 + 622 — 2 zeigt, daB f fiir < 0 fillt und fiir x > 0 wichst. Dies
ist tatséichlich der Fall und kann auch mit Hilfe der Ableitung bewiesen werden.
Globale Resultate wie dieses stellen wir jedoch bis § 10.1 zuriick. Im Augenblick
wollen wir uns mit der folgenden lokalen Version zufrieden geben.
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Satz 9.9 (Kriterium fiir lokale Monotonie) Sei f : I — IR im Intervall I stetig
und in einer Umgebung eines inneren Punkts a € I stetig differenzierbar. Gilt
f'(a) >0 (f'(a) < 0), dann gibt es ein offenes Intervall J C I, das a enthilt, in dem
f streng monoton wichst (fallt).

Beweis:  Sei f’(a) > 0 an der Stelle a € I. Dann ist wegen der Stetigkeit der Ableitung
f'(z) > 0 fiir alle x einer Umgebung von a. Weiter ist gem#fi Ubungsaufgabe 9.7 die
Funktion g : I — R mit

o 7f(5):£(z) falls € # x
9(8) = { F) falls € = x

stetig in I und g(x) > 0 nach Voraussetzung. Also gibt es nach Lemma 6.1 ein offenes
Intervall J C I, das z enthilt, mit g(¢) > 0 fiir alle £ € J. Daraus folgt mit der Definition
von g

fir £ € J oder dquivalent

>0 falls £ > x
f(f)_f(x){<0 fallsx > ¢ 7

d.h. f wéchst monoton in J. Die zweite Aussage wird entsprechend bewiesen. d

Beispiel 9.11 Fiir die Funktion f(z) := 32*—82%+62%—2 aus DERIVE-Sitzung 9.5
gilt f'(z) = 12z(z — 1)2. Also sind die Bedingungen f’(z) < 0 fiir z < 0 und
f'(z) > 0 fiir € (0,1) und « > 1 erfiillt. Nach dem Satz fillt f lokal fiir alle z < 0
und wéchst lokal fiir alle z € (0,1) und = > 1.

UBUNGSAUFGABEN

9.33 Man bestimme die Stellen £ mit f'(¢) = 0 und die Intervalle, in denen f lokal
monoton wéchst bzw. fillt fiir die folgenden Funktionen:

(a) f(x)=2(1-2?), () J@)=1"05 .
© f@) =1 @ @) =2

Stelle die Funktionen mit DERIVE graphisch dar und iiberpriife die Ergebnisse.

9.6 Die Kettenregel und implizite Differentiation

In Ubungsaufgabe 9.21 hatten wir die Ableitung von f(z) = (14 z)" (n € IN) be-
rechnet, die sich zu f’(z) = n(1+x)"~! ergab. Der Beweis erwies sich als nichttrivial,
da wir die Binomialformel zweimal anwenden muften.
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Auf der anderen Seite 148t das Resultat jedoch vermuten, dafl die Regel fiir Mo-
nome anwendbar ist. Wir werden nun beweisen, daf dies in der Tat der Fall ist. Wir
beobachten, dafl die gegebene Funktion f eine spezielle Form hat (die weder eine
Summe, ein Quotient noch ein Produkt ist, so dafl die entsprechenden Ableitungs-
regeln nicht anwendbar sind). Die Funktion f ist die Komposition der Funktion
h(z) :== 14 2 mit der Monomfunktion G(y) = y", also

f(@) = (1 +2)" = G(h(z)) .

Die Funktion A heifit innere Funktion und G dufere Funktion der zusammengesetz-
ten Funktion G o h.

Der niichste Satz sagt uns, wie man die Ableitung zusammengesetzter Funktionen
berechnen kann.

Satz 9.10 (Kettenregel”) Sei h an der Stelle x und G and der Stelle h(x) diffe-
renzierbar. Dann ist die Komposition f = G o h an der Stelle z differenzierbar mit
der Ableitung

f'(@) = G'(h(z)) - h'(z) .

Beweis:  Wir nehmen zuerst h'(z) # 0 an. Dann gilt h(¢) — h(z) # 0 fiir £ nahe genug
bei x, und wir erhalten

(o) (o) = Jim EHE) = SO
o GO = G(h@)) | hO) — ha) _ | G = Ghla)
BLTRO R e or AT RO ) |

Sei nun y := h(z) und 1 := h(£). Da h nach Voraussetzung an der Stelle = differenzierbar
und damit nach Satz 9.3 dort stetig ist, erhalten wir glim h(€) = h(z), d.h. n — y falls

f'(x)

¢ — x, und folglich

G ~Gh(x) _ . GO)=CW) _ e i
ELTRO k@) e n—y W =GRED,

was den Beweis fiir diesen Fall beendet. Sei nun h'(x) = 0. Aus der Differenzierbarkeit von
G an der Stelle h(z) folgt, daBl der Differenzenquotient in der Nihe von h(x) beschrinkt
ist, d. h. fiir ein M € R gilt

bzw.

Damit erhalten wir

(6@)) @)

"Englisch: chain rule

|f'(z)| =
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Da der Differenzenquotient von h fiir ¢ — z gegen Null strebt, ist also f'(z) = 0. O

Die Kettenregel stellt die wichtigste Ableitungsregel dar.® Im vorgestellten Fall heifit
die Funktion A’ innere Ableitung und G’(h) heiit duBere Ableitung. Also ist die
Ableitung einer zusammengesetzten Funktion das Produkt aus innerer und duflerer
Ableitung.

Im Zusammenhang mit der Kettenregel ist es vorteilhaft, die Ableitung wieder
als Differentialquotient zu schreiben. Die Kettenregel lautet dann

d(G(h)), . dG dh, . dG(h) dh
S = G = 5P| g
oder kiirzer — wenn wir die Variable = weglassen —
dG(h)  dG dh
o dhdp (9.9)
Hierbei bedeutet F'(h) , dafl die Funktion F' an der Stelle h = h(z) ausgewer-

h=h(z
tet werden soll.

Man kann die Kettenregel also als Kiirzungsregel fiir Differentialquotienten in-
terpretieren. Dies ist nicht weiter erstaunlich, da wir das Ergebnis ja durch Kiirzen
der entsprechenden Differenzenquotienten bewiesen haben. In der Form von Glei-
chung (9.9) ist die Kettenregel am leichtesten zu behalten. Es folgen nun einige
Beispiele fiir ihre Anwendung.

Beispiel 9.12 (Kettenregel) Zuniichst betrachten wir noch einmal das Beispiel
fl@)=(1+z)" (n € N). Esist f = G oh mit h(z) := 1+ z sowie G(y) = y" und
damit mit der Kettenregel

F'(@) = /() W) = n(h(@))" - W(x) = n(@ + 2"

diesmal ohne Benutzung der Binomialformel. Als weiteres Beispiel wollen wir die
Ableitung von f(x) = (%J_F—I) bestimmen. Mit h(z) := 122 und G(y) := y" ist

f =G oh, und die Kettenregel ergibt

@) = G’<h<x>>~h'<x>=n(h<x>)”*.( 2

1—2x)?
_o (YT 2 (it
B 1—x (1-z)2 (1—x)tl

Man sieht, daf§ es sehr schwierig gewesen wire, die Ableitung von f ohne die Ket-
tenregel zu bestimmen, obwohl die gegebene Funktion fiir n € Z rational ist. Da
der Exponent n jedoch symbolisch gegeben ist, miifite man bei Anwendung der
Quotientenregel sowohl Nenner als auch Z#hler mit Hilfe der Binomialformel aus-
multiplizieren. A

8 Aus ihr folgen z. B. die Produkt- und Quotientenregel, s. Ubungsaufgabe 9.42.
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Wir betrachten ein weiteres Beispiel fiir den Gebrauch der Kettenregel.

Beispiel 9.13 (Implizite Ableitung) Wir wollen die Ableitung der Wurzelfunk-
tion f(z) = v/ (x > 0) bestimmen. Der direkte Weg unter Verwendung der Defini-
tion der Ableitung fiihrt zum Ausdruck
— — 1 1
t—x - -z E—x  E+T o VE+ VT 2z
Auf der anderen Seite erhalten wir aus der Definition der Wurzelfunktion als Um-
kehrfunktion der Quadratfunktion die Beziehung

(f(x))2 =zx.

Wenn wir nun annehmen, dafl f im Punkt x differenzierbar ist, dann kénnen wir
beide Seiten dieser Gleichung differenzieren® und erhalten

2f(x)f'(z)=1. (9.10)

Wir haben hier auf der linken Seite die Kettenregel zur Bestimmung des Diffe-
rentialquotienten angewendet. Lost man (9.10) nach f/(x) auf, so erhélt man die
Formel

, 1 1

f(z) = TGN (9.11)
Das ist tatséichlich die Ableitung der Wurzelfunktion. Man erinnere sich jedoch dar-
an, dafl wir die Existenz der Ableitung annehmen mufiten. Existiert die Ableitung,
dann muf} sie Gleichung (9.11) geniigen. Im niichsten Satz werden wir zeigen, daf
die Ableitung der Umkehrfunktion tatséichlich unter bestimmten Voraussetzungen
generell existiert. In diesen Féllen funktioniert die Methode der impliziten Diffe-
rentiation, die wir in unserem Beispiel angewendet haben. Héufig kann man eine
Ableitung am einfachsten durch implizite Differentiation bestimmen.

Satz 9.11 (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei f: I — R in einem Intervall
I stetig und dort entweder streng monoton wachsend oder fallend. Die Umkehrfunk-
tion!? o = =1 sei im Punkt y = f(x) differenzierbar und habe dort die Ableitung
¢©'(y) # 0. Dann ist f an der Stelle x differenzierbar und hat die Ableitung

) = 1 __
f=) = Wl P @)

9Die Ableitung einer Funktion ist eindeutig bestimmt. Deshalb miissen die Ableitungen der
rechten und der linken Seite einer Gleichung iibereinstimmen.
10Das Symbol ¢ ist der griechische Buchstabe ,,phi”.
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Beweis:  Sei f(§) = n. Wir erhalten dann fiir den Differenzenquotienten

fO-f= _ _m—y 1 1
-z p(n) —ply) el ©'(n)’
falls £ — =, wodurch das Ergebnis bewiesen ist. O

Abbildung 9.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Bemerkung 9.4 Verwendet man in Satz 9.11 Differentialquotienten, so liest sich
dieser als weitere Umformungsregel fiir Quotienten:

a4 _1
dz i—;

Die geometrische Deutung der Umkehrfunktion und der Steigung beleuchten eben-
falls den Inhalt des Satzes, s. Abbildung 9.7.

Wir kénnen nun die Ableitung von Potenzen mit rationalen Exponenten angeben.

Beispiel 9.14 (Ableitung von Potenzen mit rationalen Exponenten) Wir
wollen die Ableitung der Potenzfunktion

f(x) = Var = zh =g

mit rationalem Exponenten o = % (p € Z, q € N) fiir € RT bestimmen.

~
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Als erstes versuchen wir, Satz 9.11 direkt anzuwenden. Man sieht zwar leicht, daf3
f stetig ist und auf R streng monoton wiichst, jedoch kann Satz 9.11 deswegen
nicht angewendet werden, da wir die Ableitung der Umkehrfunktion von f nicht
kennen.

Daher bestimmen wir zuerst die Ableitung der einfacheren Funktion h(z) = ¢«
(hier ist die Umkehrfunktion sogar fiir negative € R definiert, falls ¢ ungerade ist,
s. § 3.7). Die Bedingungen von Satz 9.11 sind also erfiillt. Die Umkehrfunktion von
h ist o(y) = y? mit ¢'(y) = qy9=1, so dal man durch Anwendung von Satz 9.11

S 1 _1yE 1,
M@= G0y T @ a e a

erhilt. Da f(z) = G(h(x)) mit G(y) = y? gilt, fihrt eine Anwendung der Kettenre-

gel zu

F(@) = G (b)) W (@) = p(h()) tat =2 (2d)" T ei T = anf = aen
q q ’

unter Verwendung der Potenzregel (Satz 9.6) fiir Potenzen mit ganzzahligen Expo-
nenten.

Das gleiche Ergebnis erhélt man jedoch viel einfacher durch implizite Differentia-
tion. Nach Definition von f gilt

so daB man durch implizite Differentiation

a(5@)" @) = por?

bekommt. Lost man nach f auf, ergibt sich

Pt Pt

p
fla)=" —a’ =
q(fx)=t arms
Unser Beispiel zeigt, dal man die Ableitungsregel fiir Potenzen auf rationale Expo-

nenten erweitern kann.

Satz 9.12 (Ableitung von Potenzen mit rationalen Exponenten) Die Ablei-
tung der Funktion f(z) = ¥/2? = 2 (p € Z,q € N) fiir x € R" ist f/(z) = qu\/x—p =

az® L

Sitzung 9.6 DERIVE kann die Kettenregel als formale Regel teilweise anwenden.
Deklariert man die willkiirlichen Funktionen H(z) und G(h), dann wird der Aus-
druck DIF(G(H(x)),x) nicht mit Hilfe der Kettenregel vereinfacht, sondern bleibt
unverédndert:

d
4: G(H(@).
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Dafl DERIVE die Kettenregel im allgemeinen nicht symbolisch anwenden kann, liegt
daran, daf eine passende Darstellung fiir G'(h(z)), d.h. fiir die Auswertung der
Ableitung G’ an der Stelle h(z), fehlt. Wird jedoch die &uere Funktion G(h) spe-
zifiziert, gibt DERIVE die formale Antwort mit der Kettenregel. Ist z. B. G(h) :=h"n,

dann vereinfacht DERIVE den Ausdruck #4 mit | Simplify | zu

d
6: H(z)" " {—H } :
nH(@)"" [ H()
Die Deklaration G(h) :=SQRT(1+h) fiihrt nach Vereinfachung von #4 zur Ableitungs-
regel
d
—H
9: _dr & .
2\/H(z)+1

Man kann auch implizit differenzieren. Wir wiederholen Beispiel 9.13. Nachdem F'
als willkiirliche Funktion von x deklariert wurde, konnen wir die Gleichung F(x) ~2=x
eingeben. Ableitung der Gleichung ergibt

12: —(F(z)* = z)

13: 2F(z)—F(z)=1.

Wir kénnen nun die gesamte Gleichung durch 2F(x) teilen und erhalten durch An-

wendung von | Simplify

14 : iF(;lc) = %(m) )

wie vorher.

Satz 9.13 (Ableitung der inversen transzendenten Funktionen) Die inver-
sen transzendenten Funktionen sind in ihren Definitionsbereichen differenzierbar
und fiir ihre Ableitungen gilt:

(a) (na) =~

’ 1 ! 1
b) (arcsinz) = —— , c arccos r) = ————,
b)) (aresine) = =0 () (arccosa) ==Tq=25
' 1 ' 1

(d) (arctanz) = T2 (e) (arccotz) = Ty



256 9 Differentiation

Beweis:  Wir haben

’ 1 1 1
(nz) = ———=——=",
(er) SR
y=Ina
’ 1 1 1
(arcsinz) = _ . _ 7
(sin y)l cos (arcsin x) V1—22
y=arcsinx
’ 1 1 1
(arccosz) = - _ 7
(cosy)’ — sin (arccos x) Vi—z2
Yy=arccos T
’ 1 1 1
(arctanz) = = . — 7
(tan y)’ (1+ tan?) (arctanz) 1+ 22
y=arctan x
’ 1 1 1
(arccotz) = _ ; _ .
(coty)’ (1 + cot?) (arccot x) 1+ O

y=arccot x©
Wir konnen nun also folgende Liste aufstellen:

Satz 9.14 (Eine Ableitungsliste)

/

1) (%) =az*! (a€R), (2) (a®) =lna-a® (a>0),
(3) (sin x)/ =cosz , (4)  (cos sr:), = —sinz,
/ 1 / 1
=1 2 = = — 1 2 = —

(5) (tanz) + tan® x I (6) (cotwx) (14 cot”x) R
(7) (sinh x)/ = coshz , (8) (cosh sr:), =sinhz ,

’ 1 / 1
(9) (arcsinz) = Vi (10) (arccosz) = =t

’ 1 ! 1
(11) (arctanz) = 112 (12) (arccotz) = i

’ ]_ / ].

13) (1 =, 14) (arsinh =
(13) (nz) =~ (14) (arsinhz) T

’ 1 / 1
(15) (arcoshz) = ——, (16) (artanhz) =

Vaz -1 1—22°
Beweis:  Die Aussagen iiber die hyperbolischen Funktionen sind Bestandteil von Ubungs-
aufgabe 9.15 und diejenigen iiber die inversen hyperbolischen Funktionen von Ubungsauf-
gabe 9.40. Es bleibt, die Giiltigkeit von (1) fiir beliebiges o € IR sowie von (2) fiir a > 0 zu
zeigen. Mit der Kettenregel folgt aus der Definition der allgemeinen Exponentialfunktion

’ 4 «
ay' alnz _ alnz a—1
(%) = (e =—-e =ax
x
sowie ,
z\' zlna _ T O
(a®) = (e ) =Ina-a”.

Alles in allem liefert uns die Gesamtheit der behandelten Ableitungsregeln den
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Satz 9.15 (Existenz der Ableitung) Jede aus den behandelten elementaren
Funktionen durch eine endliche Anzahl algebraischer Operationen (Addition, Sub-
traktion, Multiplikation, Division sowie Komposition) erzeugte Funktion ist in ihrem
Definitionsbereich differenzierbar und die Ableitung 143t sich ebenfalls algebraisch
durch elementare Funktionen darstellen. a

Damit ist — im Gegensatz zu der Situation bei der Integration — das Differenzieren
vollstdndig algorithmisch geltst.
Man kann auch Ableitungen symbolischer Ordnung betrachten.

Beispiel 9.15 (Ableitungen symbolischer Ordnung) Wir wollen die n. Ablei-
tung der Funktion f(x) := ﬁ bestimmen, und zwar fiir symbolisches n. Die ersten
Ableitungen ergeben sich mit der Kettenregel zu

fl@)=fO%) = (Q-2)7"
fll@)=fM@) = (@1-2)7"
fl@)=fO@) = 20-2)7°

@)= fP@) = 2-3(1-a)"

)

n—

und wir vermuten, daB f(")(z) = n!(1 — 2)~"! ist. Dies stimmt fiir n = 0, und

stimmt es fiir ein n € IN, so folgt

/

P @) = (f0@) = -2 =@+ -2,

und der Induktionsbeweis ist komplett.
Man beachte, dafl wir der Bequemlichkeit halber die Konvention der nullten Ab-
leitung f(©) := f fiir f eingefiihrt haben.

UBUNGSAUFGABEN
9.34 Berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen.

(a) Vb+x—Vb—=x, (b) V1 — a2, (¢) Vi4z,
(d) Vcoshz (e) =%, (f) esin®
(g) (1 + %)n (neN), (h) cos (narcsinz) (n € IN) .

< 9.35 Man berechne die Steigung der Tangente an der oberen Hélfte der Einheits-
kreislinie durch implizite Differentiation der Gleichung

2+ (f(m))Q =1

und zeige, dafi man die Tangentengleichung im Punkt (xo,yo) von f in der Form
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zxo +yyo =1
schreiben kann.
9.36 In Ubungsaufgabe 3.48 wurde die implizite Funktion x +— y(x)
(z? +9%)% = 9(2® — ¢?)
graphisch dargestellt. Man bestimme die (lokale) Ableitung y'(x) durch implizite
Differentiation, zeige, daB P := (1/5,1) ein Punkt des Graphen ist und berechne y’

an der Stelle P. Man stelle die implizite Funktion sowie die Tangente in P graphisch
dar.

9.37 Man beweise die folgende rekursive Version der Kettenregel. Ist f die Kom-
position von n Funktionen g (k=1,...,n)

f(@) = gn (gn-1(--- (01 (2)))) ,
dann gilt fiir die Ableitung die Formel
f/(.’IJ) _ dgn dgn—l %

B dgn—l dgn—Q dx
entsprechend (9.9), wobei wir die Argumente weggelassen haben.
<& 9.38 Berechne mit DERIVE die Ableitung von (f(x)g(z)) fiir differenzierbare
Funktionen f und g.

9.39 Berechne die Ableitung von |f(x)| und vergleiche das Ergebnis mit dem von
DERIVE.

9.40 Zeige:
. ’ ]_ / ].
(a) (arsinhz) = ———, (b) (arcoshz) = ——,
x2+1 x?—1
| + log,a 4
(¢) (artanhz) = T2 (d) (log,a) = o (aeR™).

* 9.41 Bestimme die n. Ableitung fiir symbolisches n bei
(a) fz) = —n(1—2), (b) fz) =arctanz, (¢ f(x)=(1+2) (a € R),
(d) f(x)=arcsinzx , (e) f(z)=sinz, (f) f(z)=coszx,

(g) f(x)=a"(a>0), (h) f(z)==zsinz, (i) f(z) =2%sinz .

9.42 Folgere die Produkt- und Quotientenregel aus der Kettenregel. Hinweis: Ver-
wende die Logarithmusfunktion. Fiir welche z ist diese Herleitung unbrauchbar?

9.43 (Logarithmische Ableitung) Unter der logarithmischen Ableitung einer
in einem Intervall I differenzierbaren Funktion f, die dort den Wert Null nicht
annimmt, versteht man die Ableitung von In f, also nach der Kettenregel f'/f.
Zeige durch logarithmisches Ableiten erneut das Resultat aus Ubungsaufgabe 9.22
fiir die Ableitung eines Produkts f1(x) fo(x) - fu(x).
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10 Globale Eigenschaften
differenzierbarer Funktionen

10.1 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

In diesem Abschnitt stellen wir einige technische Sétze vor, die globale Aussagen
ermoglichen. Die wichtigste Beweistechnik ist die Anwendung des Satzes vom Ma-
ximum fiir stetige Funktionen (Satz 6.6).

Mit diesem technischen Riistzeug konnen wir dann die angekiindigten Monoto-
niekriterien sowie die wichtige Regel von de I'Hospital zur Bestimmung von Grenz-
werten in § 10.4 beweisen.

Die Aussagen dieses Abschnitts sind vom geometrischen Standpunkt her offen-
sichtlich, bediirfen aber dennoch eines Beweises.

Unseren ersten Schritt stellt ein Ergebnis von ROLLE! dar.

Satz 10.1 (Satz von Rolle) Die Funktion f sei im abgeschlossenen Intervall [a, b]
stetig, im offenen Intervall (a, b) differenzierbar, und es gelte f(a) = f(b). Dann gibt
es mindestens ein § € (a,b) mit f/'(§) = 0.

Beweis:  Ist f konstant, dann ist der Satz offensichtlich wahr. Andernfalls gibt es eine
Zahl ¢ € (a,b) mit f(c) > f(a) oder f(c) < f(a). Im ersten Fall verwenden wir die
Tatsache, dafl die stetige Funktion f ihr globales Maximum in [a,b] nach Satz 6.6 an
einem inneren Punkt ¢ € (a,b) annimmt. Mit dem lokalen Ergebnis aus Satz 9.8 folgt, dafl
dort f'(€) = 0 gilt. Der zweite Fall wird durch eine #hnliche Argumentation mit Hilfe des
globalen Minimums gezeigt. O

3 \/b "

Abbildung 10.1 Geometrische Deutung des Satzes von Rolle und des Mittelwertsatzes

Es gibt eine geometrische Deutung des Satzes von Rolle. Der Satz sagt aus, dafl
es fiir jede differenzierbare Funktion f eines abgeschlossenen Intervalls, die an den
Intervallgrenzen jeweils denselben Wert besitzt, einen inneren Punkt des Intervalls
gibt, an dem der Graph von f eine horizontale Tangente besitzt, s. Abbildung 10.1
links.

IMICHAEL ROLLE [1652-1719]
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Ebenso ist es geometrisch klar, dafl es zwischen zwei Punkten A und B des Gra-
phen einer differenzierbaren Funktion einen Punkt geben sollte, an dem die Funktion
dieselbe Steigung hat wie die Sekante durch A und B, s. Abbildung 10.1 rechts. Dies
ist tatsichlich der Fall und Inhalt des Mittelwertsatzes?.

Satz 10.2 (Mittelwertsatz) Die Funktion f sei stetig im abgeschlossenen Inter-
vall [a, b] und im offenen Intervall (a, b) differenzierbar. Dann gibt es mindestens ein
¢ € (a,b) mit

f0) = fla) _ o

S e

Beweis:  Sei h(z) := f(z) — {921 (4 _q). Dann gilt &' (z) = f'(z) — LE=LD Also
gilt h(a) = f(a), h(b) = f(b) — (f(b) — f(a)) = f(a), und nach dem Satz von Rolle gibt es
eine Stelle £ € (a,b) mit h'(&) = f'(£) — % = 0, woraus der Satz folgt. O

Als erste Anwendung wollen wir zeigen, dafl man eine Funktion aus ihrer Ableitung
rekonstruieren kann. Dazu zunéchst die folgende

Definition 10.1 (Stammfunktion) Sei f : ] — R auf dem Intervall I gegeben.
Gilt fiir eine Funktion F : I — R die Beziechung® F’ = f in I, so heifit F' Stamm-
funktion* von f.

Korollar 10.1 (Eindeutigkeit der Stammfunktion) Es gelte f/(z) = ¢'(x) fiir
zwei reelle Funktion f : [a,b] — R und g : [a,b] — IR und fiir alle z € (a,b). Dann
unterscheiden sich f und g nur um eine Konstante.

Beweis:  Sei h(z) := f(z)—g(z). Dann gilt nach Voraussetzung h'(z) = f'(z)—g¢'(z) =0
fiir alle « € (a,b). Wir wenden nun den Mittelwertsatz auf h und das Intervall [a, ] (bzw.
[z,a]) an, wobei z ein beliebiger Punkt in (a, b) sei, und erhalten

h(z) — h(a) = h'(§)(z — a)
fiir ein £ € (a,z). Da h'(£) = 0 ist, haben wir also h(z) = h(a). Dies gilt nun fiir alle
z € (a,b), so daB h(z) = h(a) in (a,b) gilt und damit f(z) — g(z) = h(a) = const. ist, d. h.
f und g unterscheiden sich nur um eine Konstante. O
Der Inhalt des Satzes kann auch so ausgedriickt werden: Jede Stammfunktion ist
bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

Fiir einige Anwendungen ist eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes niitzlich,
die wir nun beweisen wollen.

Satz 10.3 (Mittelwertsatz von Cauchy) Die Funktionen f und g seien stetig
im abgeschlossenen Intervall [a, b] und im offenen Intervall (a, b) differenzierbar. Hat
¢’ keine Nullstelle in (a,b), dann gibt es mindestens ein £ € (a,b) mit

f) — fla) _ f'(€)
g(b) —gla) g€~

2Englisch: Mean Value Theorem

3Ist I abgeschlossen, so ist die Differenzierbarkeit am Rand als einseitige Differenzierbarkeit
aufzufassen.

4Englisch: antiderivative
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Beweis:  Aus dem Mittelwertsatz und der Tatsache, da8 ¢’ nicht verschwindet, folgt
g(b) — g(a) # 0. Durch Anwendung des Satzes von Rolle auf die Funktion

_ _f) = f(a) _
() = £(o) = s () —gta) (10.1)
erhalten wir das Ergebnis, s. Ubungsaufgabe 10.2. g
UBUNGSAUFGABEN

010.1 Ist f : [a,b] — R stetig in [a,b], differenzierbar in (a,b) und gilt fiir alle

£ € (a,0)
m< [ <M
mit Konstanten m, M € R, dann gelten fiir alle z,£ € [a,b] die Ungleichungen
1O 1@
N

10.2 Zeige, daB die Funktion h aus Gleichung (10.1) die Voraussetzungen des Satzes
von Rolle erfiillt.

<M.

10.3 Gib eine geometrische Deutung des Mittelwertsatzes von Cauchy.

10.4 Fiir f(x) := /(z — 1)2 gilt f(0) = f(2) = 1. Gibt es eine Zahl £ € (0,2) mit
fr(§) =07

10.5 Ist f differenzierbar in (a,b) mit genau n Nullstellen in (a,b), so hat f' min-
destens n — 1 Nullstellen in (a,b).

10.6 Gelten fiir eine Funktion f : R — IR die Beziehungen

F=f o wmd o f0)=1,
so ist f(x) = e*. Hinweis: Betrachte die Funktion e * f.

010.7 (Beweis von Identititen durch Ableiten) Eine gebrduchliche Methode
zum Beweis einer Identitdt in der Variablen x besteht darin zu zeigen, dafl die
Ableitungen der beiden Seiten der betreffenden Gleichung bzgl. der Variablen x
iibereinstimmen und daf} die Gleichung an einer Stelle x = £ gilt. Man zeige, daf§
dieses Verfahren zuléssig ist, und beweise damit die Identitéiten

(a) sin’z+cos’z =1, (b) arcsinz + arccotx = T )
(¢) sin (arccosz) = /1 — a2, (d) arsinhz =1In(z+ 1+ 22),
1 1
(e) artanhz = iln (1 —HC) ) (f) arcoshz=In (z+v22-1) (z>1),
-z
1
(g) arg(z+iy) == arctan ————2— (z,ye R, arg (z+1iy) € (—7/2,7/2) .
2 22 +y?+a

Hinweis: Bei (g) mache man eine geeignete Fallunterscheidung.
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< 10.8 Man schreibe eine DERIVE-Funktion MWS_GRAPH(f ,x,a,b), die eine graphi-
sche Darstellung (s. Ubungsaufgabe 7.16) des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung fiir den Ausdruck f bzgl. der Variablen x im Intervall I = [a,b] ermdglicht.
Wende MWS_GRAPH an fiir

(a) flz)=e€" (I:=[-1,1]), (b) flz) =sinz (I:=][0,4]),

x
(©) f@)=tanz (:=[-3/21]), (@) f@)= " (:=[-11/2),

(e) flx)=e""sinx (I:=10,2]), (f) f(x)=2" (I:=11/100,1]).
Hinweis: Zur Nullstellenbestimmung verwende man die Funktion BISEKTION aus
DERIVE-Sitzung 6.4.

10.2 Globale Extremwerte und Monotonieeigenschaften

Wir kénnen nun globale Monotonieeigenschaften aus dem Ableitungsverhalten dif-
ferenzierbarer Funktionen ablesen.

Satz 10.4 (Globales Monotoniekriterium) Sei f : [a,b] — R differenzierbar in
(a,b) und stetig in [a,b]. Dann gilt f'(xz) > 0 (f'(x) < 0) fiir alle x € (a,b) genau
dann, falls f in [a,b] wachsend (fallend) ist. Gilt sogar f'(x) > 0 (f'(x) < 0), dann
ist f streng wachsend (streng fallend) in [a, b].

Beweis:  Sei zunichst f in [a, b] wachsend. Dann gilt fiir < £ die Beziehung f(z) < f(£)
und fiir £ < z gilt f(&) < f(z), also ist (z,€ € (a,b))

[ — f=z)
E—x
und fiir £ — z folgt f’(x) > 0. Entsprechend verfihrt man, wenn f fillt.

Ist andererseits f'(z) > 0 fiir alle € (a,b), und sei a < ¢ < d < b. Zu zeigen ist, daB
dann f(d) > f(c) gilt. Nach dem Mittelwertsatz gibt es aber ein € € (¢, d) derart, dafl

>0,

und da nach Voraussetzung f'(£) > 0 ist, folgt

fd) = fle)=f(€)(d~c)>0.
Die restlichen Fille ergeben sich entsprechend. o
Beispiel 10.1 Gegeben sei die Funktion f : [0,00) — IR mit f(z) = ze™*, deren
Graph in Abbildung 10.2 dargestellt ist. Wir suchen Monotoniebereiche von f. We-

gen f'(z) = (1 —x) e ist f positiv fiir z € [0,1) und negativ fiir z > 1, also ist f
gemif Satz 10.4 streng wachsend in [0, 1] sowie streng fallend in [1,00). A
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| 1 2 3 4 5
Abbildung 10.2 Monotonie und Extremwerte der Funktion ze™* in R*

An den Stellen, wo wachsende und fallende Bereiche sich ablésen, liegen offenbar
Extremwerte. Wir haben also

Satz 10.5 (Hinreichende Bedingung fiir Extremwerte) Sei f : [a,b] — R
differenzierbar in (a,b). Ist f/(§) = 0 fiir ein & € (a,b), so hat f an der Stelle &
ein lokales Minimum (Maximum), falls f'(x) < 0 (f'(x) > 0) in einem Intervall
links (rechts) sowie f'(xz) > 0 (f'(x) < 0) in einem Intervall rechts (links) von &
gilt. O

Beispiel 10.2 In Beispiel 10.1 von eben liegt also geméfl Satz 10.5 an der Stelle
& =1 ein lokales Maximum vor. Der Wert des Maximums ist f(1) =1/e. A

Bei zweimal stetig differenzierbaren Funktionen haben wir das einfachere Kriterium

Korollar 10.2 (Kriterium fiir ein lokales Extremum) Sei f : [a,b] — IR zwei-
mal stetig differenzierbar in (a,b). Ist f/(£) = 0 fiir ein £ € (a,b), so hat f an der

Stelle &
. Minimum, f7(€) >0 .
ein lokales { Maximum, } falls { F1(€) < 0 ist.

Beweis:  Gelte f/(¢§) = 0 und f”(¢) > 0. Da f” nach Voraussetzung stetig an der
Stelle ¢ ist, gibt es ein Intervall I, das ¢ enthilt, in dem f”(x) > 0 bleibt. Folglich ist f’
monoton wachsend in I und wegen f'(£) = 0 negativ im linken Teilintervall sowie positiv
im rechten Teilintervall von I. Nach Satz 10.5 liegt dann an der Stelle £ ein Minimum vor.
Entsprechendes gilt fiir f(£) < 0. ]

Bemerkung 10.1 Wihrend die Bedingungen von Satz 10.5 haufig nicht leicht ve-
rifiziert werden koénnen, da man das Vorzeichen von f’ in einem ganzen Intervall
bestimmen mu8, ist die Bedingung iiber das Vorzeichen von f” an der Stelle £ leicht
zu iiberpriifen. Dafiir braucht man allerdings die zweimalige stetige Differenzierbar-
keit.

Beispiel 10.3 Die Funktion f(x) = xe™® aus Beispiel 10.1 ist zweimal stetig dif-
ferenzierbar mit f”(z) = (z —2)e~* und somit f”(¢) = f’(1) = —1 < 0, woran
man wieder erkennt, da f an der Stelle £ = 1 ein lokales Maximum hat.

Beispiel 10.4 Bei den Funktionen f(z) = z™ (n > 3) gilt f/(0) = 0, und es ist
auch f”(0) = 0. Fiir gerade n hat f ein Minimum, wéihrend fiir ungerade n kein
Extremum vorliegt. Ist also f”(£) = 0, so ist das Kriterium von Korollar 10.2 nicht
anwendbar. A
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Jede stetige Funktion nimmt auf einem beschrinkten, abgeschlossenen Intervall be-
kanntlich ihr Minimum sowie Maximum an. Da globale Minima und Maxima einer
Funktion f : [a,b] — R entweder lokale Extrema im Innern (a,b) oder Randpunkte
sein miissen, haben wir also den

Satz 10.6 (Globale Extremwerte) Sei f : [a,b] — R stetig in [a, b] und bis auf
endlich viele Werte differenzierbar. Dann wird das globale Maximum (Minimum)
von f in [a,b] an einem kritischen Punkt oder an einem der Randpunkte a,b ange-
nommen. Dabei heifit £ kritischer Punkt von f in [a,b], falls f an der Stelle £ nicht
differenzierbar ist oder f'(£) = 0 gilt.

Beweis: Die Funktion f sei in [a, b] nicht differenzierbar an den Stellen z1 <zo < -+ <Zn_1.
Zusammen mit den Randpunkten z¢o = a und z, = b ergibt sich eine Zerlegung von |[a, b]
in endlich viele Teilintervalle I, (k =1,...,n), in denen f jeweils im Innern differenzierbar
ist. Dort findet man also die jeweils globalen Maxima und Minima entweder am Rand oder
aber an Ableitungsnullstellen im Innern. Daraus folgt das Resultat. d

Wihrend wir uns im allgemeinen Fall mit einem Existenzbeweis fiir das Maxi-
mum und das Minimum zufriedenstellen muften, geben uns die Ergebnisse dieses
Abschnitts eine Konstruktionsméglichkeit dieser Extremwerte.® Hierzu kénnen wir
auch DERIVE anwenden.

Sitzung 10.1 Die DERIVE Funktion
EXTREMWERTE(f,x,a,b) : =SOLVE(DIF(f,x)=0,x,a,b)

erledigt die Suche nach den Ableitungsnullstellen einer Funktion f im Intervall [a, b].
Befindet man sich im (normalen) | Options Precision Exact | Modus, kann man
beim Aufruf von EXTREMWERTE auf die Angabe von a und b verzichten, und DERIVE
sucht nach exakten Losungen der Gleichung f’(x) = 0. Bleibt dies erfolglos, wechselt
man in den | Options Precision Approximate | Modus, und DERIVE sucht nume-
rische Nullstellen von f” im Intervall [a, b]. Wir erhalten z. B.

DERIVE Eingabe | Precision Exact | [ Approximate |
EXTREMWERTE (x EXP(-x),x,0,inf) [z =1] [z=1],
EXTREMWERTE(x"x,x,0,inf) [z =e""] [x = 0.367879] ,
EXTREMWERTE (x-x"3,x%,0,2) |:x = —‘/73, T = \/Tﬂ [x =0.577354] ,
EXTREMWERTE(|x|,x,-1,1) [ ] [ ],
EXTREMWERTE(x"4,%,-1,1) [z = 0] [z=0],
EXTREMWERTE (EXP(a x),x,0,inf) [ ] {x = %} ,

i 1 1 1
EXTREMWERTE (x EXP(a x),x,0,inf) {x = f—} {x =——,x= 5} .

a a

5 Anders ausgedriickt: Wir haben das Problem in ein Nullstellenproblem konvertiert.
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Mit der DERIVE Funktion

EXTREMALTYP(f,x,x0) : =IF(NOT(LIM(DIF(f,x),x,x0)=0),
"kein Extremum",
IF(LIM(DIF(f,x,2),%x,x0)>0,
"Minimum",
IF(LIM(DIF (f,x,2),%x,x0)<0,
"Maximum",
"Typ nicht entscheidbar"
)’
"Bedingung nicht iiberpriifbar")

)

148t sich nun herausfinden, um welche Art von Extremum es sich bei den gefundenen
Ableitungsnullstellen handelt. Fiir die obigen Beispiele gilt

DERIVE Eingabe | Options Precision Exact |
EXTREMALTYP(x EXP(-x),x,1) "Maximum" ,
EXTREMALTYP(x"x,x,#e~(-1)) "Minimum" |,

EXTREMALTYP(x-x"3,x,SQRT(3)/3) "Maximum" ,
EXTREMALTYP(x"4,x,0) "Typ nicht entscheidbar" ,

EXTREMALTYP(x EXP(a x),x,-1/a) "Bedingung nicht \"uberpr\"ufbar" .

UBUNGSAUFGABEN

< 10.9 Zerlege den natiirlichen Definitionsbereich D C R der folgenden Funktionen
f in Intervalle, in denen f monoton ist. Bestimme den Typ aller lokaler Extrema.
Stelle die Funktionen mit DERIVE graphisch dar.

(a) f(z)= _6+5;I§x2 — b) fl@)=04z+2>)(1 -z +2?),

(c) flx)= % (d) f@)=z(@-1)(z-2)(z+1)(z+2),
1’4

© f@)= . O f@)=-2.

10.10 Berechne die Maxima und Minima bzw. Suprema und Infima der folgenden
Funktionen f : D — IR und stelle die Funktionen mit DERIVE graphisch dar.

N

(@) f@)=ev5ai—z (D=[0.VE), ) f)= T2 (D= [-11),
© J@=aer D=0, (@) f) =" (D=[0,00)),

() fl@)=z(l—-z)e™™ (D=]0,00)),
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()  flz)=x(-346x—22*)e " (D=][0,00)),

1
(&) flz)= (z—2)(z — Da(z+ 1)(z +2)

(D=(a,a+1)(a=-2,-1,...,1)).

10.11 Zeige, daB fiir x € (0, %) die Beziehung tanx > x gilt.

10.3 Konvexitit

In diesem Abschnitt wollen wir das globale Verhalten der zweiten Ableitung néiher
untersuchen. Hierbei stoflen wir auf die wichtige Menge der konvexen Funktionen,
fiir die die folgende, von der Differentiation vollig unabhingige, Definition gilt.

Definition 10.2 (Konvexitit, Konkavitit) Liegt der Graph einer Funktion
f I — R des Intervalls I fiir jedes Teilintervall [z;, 23] unterhalb (oberhalb)
der durch (z1, f(x1)) und (x2, f(z2)) gehenden Sekante des Graphen von f, gilt
also fiir alle z1, 22 € I und A € (0, 1) die Ungleichung

konvex
streng konvex

konkav
streng konkav

f()\xl—l—(l—)\) ;vg) M (z1)+(1=X) f(z2), so heifit fin I

VIV A IA

Eine Darstellung der Konkavitdt hatten wir in Abbildung 8.2 auf S. 222. Weiter ist
z. B. die Betragsfunktion in ganz R konvex, obwohl sie am Ursprung nicht differen-
zierbar ist. Ist eine Funktion aber zweimal differenzierbar, dann gilt

Satz 10.7 (Kriterium fiir Konvexitit) Sei f : (a,b) — R zweimal differenzier-
bar. Dann ist f genau dann (streng) konvex, wenn fiir alle x € (a,b) die Beziehung

() >0 (f"(z) > 0) gilt.

Beweis:  Sei zunidchst f konvex. Wire die Schluffolgerung falsch, so gébe es also eine
Stelle € € (a,b) mit f”(£) < 0. Die Funktion

p(z) = f(z) = ['(§) (x — &)

ist dann zweimal differenzierbar mit ¢'(£) = 0 und ¢”(¢) = f”(€) < 0. Also hat ¢ nach
Korollar 10.2 ein lokales Maximum an der Stelle &, d. h., es gibt ein h > 0 mit £+ h € (a,b)
und (€ £ h) < ¢(&), woraus die Ungleichung

1O =€) > 3 (vl =W +oe+m) = 3 (s =1+ 1€+ 1)

folgt im Widerspruch zur Konvexitdt. Entsprechend folgt die Aussage iiber die strenge
Konvexitét.

Ist nun f”(z) > 0 fiir alle z € (a,b), dann ist also nach Satz 10.4 f’ wachsend. Seien
a <z <z2 <bund X € (0,1) derart, daB
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z=dx1+(1—XN)x2. (10.2)
Nach dem Mittelwertsatz gibt es wegen x1 < = < x2 zwei Zahlen & € (z1,z) und & €
(z,z2) mit
z) — f(x z2) — f(x
@ =T e < e - L@ = @)
T — T T2 — X

Aus (10.2) folgt

x—x1 = (Azi+Q—-Nzx2)—xz1=(1—-X)(x2—2x1) sowie
xo—x = z2— (Az1+ (1 —=AN)z2) =A(x2 —21) ,
so daf
f(x) = fla) _ f(z2) = f(2)
1—X - A
oder
flx) S Af(@1) + (1= A) flaz2) ,
d. h., f ist konvex. d

Natiirlich gilt ein entsprechender Satz fiir konkave Funktionen.

Beispiel 10.5 Beispielsweise folgt aus (em)” = ¢e® > 0, da} die Exponentialfunk-
tion iiberall streng konvex ist. Auf der anderen Seite ist (Inz)” = -2 < 0 fir
alle x > 0, und die Logarithmusfunktion ist somit streng konkav. Dies ist kein
Zufall, s. Ubungsaufgabe 10.12, und liefert nun einen einfachen Beweis fiir (8.8),

s. Ubungsaufgabe 8.4.

UBUNGSAUFGABEN

10.12 Zeige, daB die Umkehrfunktion einer injektiven konvexen Funktion konkav
ist und umgekehrt.

10.13 (Jensensche® Ungleichung) Zeige: Ist f : [a,b] — R konvex und sind

fiir k = 1,...,n die Punkte xj, € [a,b] sowie Ay, > 0 reelle Zahlen mit Y. A\, = 1,
k=1
dann gilt

f (Z >\k$k> <N kS () -
h=1 k=1

10.14 (Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mit-
tel) Zeige als Anwendung von Ubungsaufgabe 10.13 die Giiltigkeit der Ungleichung

1 n
Vg xp < — E Tk
n
k=1

fiir allen € N und x, > 0 (k= 1,...,n). Hinweis: Man verwende die Exponential-
funktion.

6 JoHANN LUDWIG JENSEN [1859-1925]



268 10 Globale Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

10.4 Die Regel von de ’Hospital

Bei der Berechnung von Grenzwerten kénnen zwei Situationen auftreten. Entweder
hat man eine stetige Funktion f, dann stimmt der Grenzwert tlim f(&) mit dem
—T

Funktionswert f(z) iiberein, oder der Grenzwert hat eine der unbestimmten Formen
00— 00, %, 09 0. 4. Ein typisches Beispiel dafiir ist der Differentialquotient, der immer
die unbestimmte Form % hat. Viele unbestimmte Ausdriicke kénnen in diese Form
gebracht werden.

f(&)

Haben wir einen Ausdruck der Form 5lim GE wobei f und g an der Stelle £ = x

den Wert 0 annehmen, die Ableitungen von f und g an der Stelle £ existieren und
nicht verschwinden, so zeigt eine einfache Rechnung, dafl

(O—f@
im 18 gy SO =@ T f) (10.3)

e~z g(€)  eme g() —g(a)  ew f8sl®)  g/(a)

gilt. Diese Formel ermoglicht die Berechnung von Grenzwerten. Wir geben hierfiir
ein Beispiel.

Beispiel 10.6 Man betrachte den Grenzwert

i L&) oy VEHE-VE—E

£20 g(€)  eno ¢

Sowohl Zéhler als auch Nenner haben an der Stelle £ = 0 den Grenzwert 0, es liegt
also eine unbestimmte Form vom Typ % vor. Auf der anderen Seite kénnen wir

wegen Gleichung (10.3) versuchen, den Wert von % zu bestimmen. Mit Hilfe der
Kettenregel ergibt sich die Ableitung f’ zu

1 N 1
254+ E 25-¢

also gilt f/(0) = %, und mit ¢’(0) = 1 erhalten wir

SO _ o VETE-VETE_ SO _ 1

i
e—0 g(€) =0 R g'(0) V5

Die Formel (10.3) kann jedoch nur angewendet werden, wenn f/(x) und ¢’ (x) existie-

ren und ¢'(z) von Null verschieden ist. Es ist andererseits einleuchtend, die rechte

Seite von Gleichung (10.3) — also g :Efg — durch den Grenzwert %im g :Eg

Dies ist nach DE L'HOSPITAL” tatsichlich erlaubt.

1)

zu ersetzen.

Satz 10.8 (Regel von de I"'Hospital) Die Funktionen f:/ - Rund g: I — R
seien in einem Intervall I C R um den Punkt z € I differenzierbar mit ¢’(§) # 0
fiir £ € I, und es gelte entweder

7“GUILLAUME FRANGOIS ANTOINE MARQUIS DE L'HOSPITAL [1661-1704]
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(a) lim /(€)= 0 und Jim () =0,

§—z
oder

(b) lim g(§) = —oo oder flim g(§) = .

E—x
Dann gilt
1O _ o 110

lim —= = lim ,

t—z g(§) &=z g'(§)
sofern der rechte Grenzwert existiert. Dasselbe Ergebnis gilt fiir einseitige Grenz-
werte sowie fiir x = oo oder x = —o0.

Beweis: ~ Wir wollen zuerst den Fall (a) betrachten. Da f und ¢ im Punkt £ = z nicht
definiert sein miissen, setzen wir f(z) = g(z) := 0, so daB8 f und g in £ = = stetig sind.
Damit sind die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes von Cauchy (Satz 10.3) in einem
Intervall [z, b] rechts von z erfiillt, so dafl es eine Zahl ¢ € [z, b] mit

fb) _ f) = f(=) _ f(0)
g(®) — g(b) —glx)  g'(o) (10.4)

gibt. Strebt b gegen z, dann strebt ¢ ebenfalls gegen z, da ¢ € [z, b] liegt. Somit ergibt sich
der rechtsseitige Grenzwert von Gleichung (10.4) fiir b — x+ zu

ORI

bt g(B)  emat g'(0)

Der Beweis fiir den linksseitigen Grenzwert erfolgt genauso und liefert das Ergebnis.
Fiir x = oo zeigt eine zunichst formale Rechnung
1 d r(1 1) -2
I I € I C RN 7 1 ) I A €) L i3
m —= = lim o — lim Tt = lim —— e = lim =~ .
oo g(8) =0t g (3) =0+ g (§) 0k =g/ (§)t72 o g'(€)

Da der rechte Grenzwert nach Voraussetzung existiert, kann man die Gleichungskette auch
von rechts nach links lesen, woraus sich der Satz ergibt. Fiir x = —oo fithrt eine analoge
Uberlegung zum Ziel.
Zum Beweis von (b) betrachten wir den Fall, daf§ §lim_Fg(.f) = o0, und setzen voraus, es
—xT

existiere
f'(©)
e—at g'(§)
(Im Fall eines uneigentlichen Grenzwerts A = foo betrachtet man die Kehrwerte.) Zu
€ > 0 gibt es also ein rechtsseitiges Intervall J = (z,y] von z, so daf$ fiir alle £ € J die
Beziehung

=AeclR.

A—e< jgr,/((g)) <A+e¢

gilt. Da ¢’ keine Nullstelle in I besitzt, kann man J ferner so klein wihlen, dafl g’ wegen
lim ¢(§) = co in J negativ und g somit fallend ist. Mit dem Cauchyschen Mittelwertsatz
§—a+

folgt dann
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bzw. nach Division durch g(£) > 0

%HAfE)f(A—E)g(y) 5@<M+(A+5)7(A+5)9(y),

g(&) g(&) — g(&) g(&)

Da g(¢§) — oo fiir £ — x+, folgt dann aber in einem eventuell kleineren rechtsseitigen
Intervall von x

A—25§%§A+25

und somit die Behauptung. Der linksseitige Grenzwert wird ebenso behandelt. d
Wir zeigen nun, wie man die Regeln von de I’Hospital in DERIVE anwenden kann.

Sitzung 10.2 DERIVEs Fahigkeiten zur Berechnung von Grenzwerten sind so fort-
geschritten, dal man die Regel von de I’'Hospital meist nicht explizit anwenden mu#f.
DERIVE benutzt diese Regel intern, und selbst, wenn die Regel von de 1’'Hospital
versagt, ist DERIVE haufig in der Lage, die gewiinschten Grenzwerte zu bestimmen.
Wir werden jedoch zur Ubung DERIVE Funktionen erkléren, mit denen wir die Regel
von de "'Hospital explizit anwenden kénnen. Wir konzentrieren uns auf den Fall der
unbestimmten Form vom Typ % Dazu deklarieren wir die Funktion

HOSPITAL(f,g,x,x0) :=IF(LIM(f,x,x0)=0 AND LIM(g,x,x0)=0,
LIM(DIF(f,x),x,x0)/LIM(DIF(g,x) ,x,x0),
LIM(f,x,x0)/LIM(g,x,x0)

)

Diese Funktion berechnet den Grenzwert von % fir x — xo, wenn lim f(z) =
T—xQ

lim g(z) = 0 gilt, mit Hilfe der Regel von de I'Hospital. Die logische Funktion AND

T—xQ

kombiniert hierbei die beiden Anforderungen miteinander. Beide Bedingungen miis-

sen wahr sein, damit DERIVE mit der ersten Alternative des IF Befehls weitermacht.

Ist dies der Fall, d. h. kann DERIVE entscheiden, da§ lim f(x) = lim g(x) = 0 gilt,
T—x( T—x(

dann wird die Regel von de I’'Hospital angewendet. Ist eine der beiden Bedingungen
falsch, so wird der Quotient der entsprechenden Grenzwerte ausgegeben.

Der Ausdruck HOSPITAL(1-x"2,1-x,x,1) wird zu dem gewiinschten Grenzwert 2
vereinfacht, und fiir HOSPITAL(1-x"2,1-x,x,0) erhilt man die Ausgabe 1. Hier wird
die zweite Alternative verwendet. Der Grenzwert

Vit z+a2 -1+
lim

70 2

(10.5)

wird jedoch nicht berechnet, und HOSPITAL(SQRT (1+x+x"~2)-SQRT(1+x),x"2,x,0)
fithrt zum Ergebnis

7.
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Dies liegt daran, dafl wir die Regel von de ’'Hospital in diesem Beispiel zweimal an-
wenden miissen. Wie kénnen wir mit dieser Situation umgehen? Wir miissen DERIVE
mitteilen, die Regel von de I’Hospital rekursiv anzuwenden! Dies geschieht durch die
Funktion

HOSPITAL_REKURSIV(f,g,x,x0) :=IF(LIM(f,x,x0)=0 AND LIM(g,x,x0)=0,
HOSPITAL_REKURSIV(DIF(f,x),DIF (g,x) ,x,x0),
LIM(f,x,x0)/LIM(g,x,x0)
)

Man berechne nun die Grenzwerte (10.5) und lirr(lj 2% /2. Wie oft muB dabei die

Regel von de I’Hospital jeweils angewendet werden?

Beispiel 10.7 (Mehrfache Anwendung der Regel von de I'Hospital) Es
folgt ein weiteres Beispiel fiir eine Situation, in der wir die Regel von de 'Hospital
mehrmals anwenden. Wir wollen

lim (\3/ nb 4 3nt 4 n3 — n2)

n—oo

bestimmen. Dieser Ausdruck hat nicht die gewiinschte unbestimmte Form %. Wir
miissen den Ausdruck also erst passend umformen und erhalten

' 31
tim (VoS 301407 —n?) = hm7£<ﬂl+—3+—§—1>
n—oo n—00 n n

. V1432 +23 -1
= lim 5 .
z—0+ x

Der letzte Ausdruck hat nun die unbestimmte Form %. Durch doppelte Anwendung
der Regel von de I'Hospital erhalten wir

219 2(14+z—22)
lim vV14+3x2+a3-1 @ lim (1+3€cz+53)2/3 @ lim (327 429)575 )
20+ x2 T 250+ 2z T 250+ 2 o

Bei diesem Beipiel hitten wir jedoch feststellen konnen, dafl der zweite Ausdruck
in dieser Gleichung vereinfacht werden kann, wodurch die zweite Anwendung der
Regel von de I’'Hospital iiberfliissig wird:

2

lim @ — lim z+2 -1
a—0+ 2z a0+ 2(1 4+ 322 4 23)2/3 T
UBUNGSAUFGABEN
10.15 Man wende die Regel von de I’'Hospital auf den Grenzwert
) En — "
lim >—
E—x f — X

aus der Definition der Ableitung von Monomen an.
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< 10.16 Deklariere f als willkiirliche Funktion einer Variablen in DERIVE und versu-
che,

f(&) = f(=)

zu bestimmen. Verwende unsere Funktion HOSPITAL zur Berechnung desselben Grenz-
werts und vergleiche die Ergebnisse.

< 10.17 Verwende die DERIVE Funktion HOSPITAL und zeige damit, dafl man durch
einmalige Anwendung der Regel von de I’Hospital den Grenzwert
-1
lim =
n—0 n

berechnen kann. Fiihre die Rechnungen auch von Hand durch!

10.18 Man bestimme die Grenzwerte
(I+z)™ -1

(a) 1in% — (b)  lim v/n(vV1+n—+/n),
r— x n—oo
1- /I —ax)I—b v
(¢) lim (1= ax){1=bz) (@) fim 1
x—0 €T x—0+ x
Looat =1 .
(e) zlir(r)l+ T (f) mlir&_ Inz (z® — 1)

< 10.19 Man versuche,

(1—2)™—(1—mz)

lim

x—0 xX
mit Hilfe von HOSPITAL_REKURSIV zu bestimmen. Man stellt fest, dafl DERIVE eine
formale Antwort liefert, die eine IF Anweisung enthélt. Dies liegt daran, dafl DERIVE
nicht entscheiden kann, ob die Bedingung m(m — 1) = 0 richtig ist. Man verwende
die IF Anweisung mit 4 Argumenten zur Definition von HOSPITAL_REKURSIV derart,
daf3 dieser Fall abgedeckt ist. Die so gednderte Funktion ist in der Lage, obigen
Grenzwert zu bestimmen.

<& 10.20 Zweimalige Anwendung der Regel von de I’'Hospital erzeugt eine Formel fiir

den Grenzwert
o (200
e—z \ flz) = f(§) x-¢&) "

wobei f eine Funktion ist, die so oft differenzierbar sei, daf} die Voraussetzungen
der Regelanwendungen erfiillt sind. Fiihre die notwendigen Rechnungen in DERIVE
durch. Hinweis: Da DERIVE keine Werte fiir Variablen in formalen Ausdriicken mit
Ableitungen einsetzen kann, kann die Prozedur HOSPITAL_REKURSIV nicht funktio-
nieren. Daher mufi man das ] Manage Substitute | Menii verwenden.
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10.21 Man berechne die Grenzwerte
3 _ 21+ 4 Ataz— dT-
(a) 11%5”47186, (b) lim Y2 () lim Y27 T
x—0 x* —

n—oo \/4n2 — 1 ’ z—0 x

10.22 (Symmetrische Ableitung) Zeige: Ist f differenzierbar, dann gilt

i L@+ 0) = fa = 1)
h—0 2h

= f'(z) .
Ist f zweimal differenzierbar, gilt auerdem

L fe ) 27() + fa —h)
h—0 h?

=f"(z).
Die Umkehrung gilt i. a. nicht.

10.23 Man gebe an, wie man bei den folgenden Typen unbestimmter Formen von
Grenzwerten die Regel von de I’Hospital verwenden kann:

(a) 0%, (b) 0°, (¢) o, (d) 1°° .

Gib jeweils zwei Beispiele mit verschiedenen Ergebnissen. Kann man fiir den Typ
00 — oo eine allgemeine Strategie angeben?

10.24 Mit Hilfe von Ubungsaufgabe 10.23 lése man (oder zeige gegebenenfalls, dafl
der Grenzwert nicht existiert):

(a) lim <1+ %)n , (b) lim <1+ %)n . (o) lima®,
(d) 9115% <Jjblné)t , (e) ilg%) (el/lx\)m 7 () 9113% (61/x2)m2

10.25 Man gebe ein Beispiel eines Grenzwerts, bei dem die rekursive Anwendung
der I’Hospitalschen Regel nicht abbricht.

* 10.26 Hat man einen Grenzwert lin%) F(x)9®) vom Typ 0°, gilt also lir% flz) =
lin%) g(x) =0, und gilt ferner in einem Intervall um den Ursprung
fl@)>0  sowie |g(x)] <M (f(x))

fiir Zahlen M >0 und a > 0, so ist lim fz)9® =1.

< 10.27 In Beispiel 10.7 sahen wir, daf3 es u. U. von Vorteil ist, bei der mehrfachen
Anwendung der Regel von de I’'Hospital Zwischenergebnisse zu vereinfachen. Man
dndere HOSPITAL_REKURSIV entsprechend und teste die Funktion mit den proble-
matischen Beispielen aus Ubungsaufgabe 10.24.
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10.5 Das Newton-Verfahren

Man kann eine Gleichung bzgl. der Variablen x hiufig nicht (explizit) nach = auf-
16sen. Dieser Fall tritt z. B. bei Polynomen auf, die einen Grad grofler als 4 besitzen,
und erst recht bei transzendenten Gleichungen. In dieser Situation ist man an einer
moglichst genauen Approximation der Losung interessiert. Ein Verfahren fiir die
ndherungsweise Nullstellenbestimmung war das Bisektionsverfahren. In diesem Ab-
schnitt behandeln wir eine i. a. schnellere Methode. Angenommen, wir wollen eine
Niherungslosung fiir die Gleichung

fx)=0 (10.6)

bestimmen. NEWTONs® Idee besteht darin, eine Folge von Néherungswerten dadurch
zu berechnen, dafl man ausgehend von einer Niherung z,, eine (hoffentlich bessere)
N#herung x,,+1 durch Auflésen der linearisierten Hilfsgleichung

y=f(zn) + (@ —zn)f (2n) =0

nach z, also

(10.7)

Abbildung 10.3 Die geometrische Idee des Newton-Verfahrens

8IsaAc NEWTON, [1642-1727] war einer der Entdecker der Differential- und Integralrechnung.
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erhélt. Linearisierung bedeutet somit, daff man statt der Gleichung von f die Tan-
gentengleichung im Punkt (z,,, f(z,)) verwendet. Geometrisch heifit dies dann, daf
man den Graphen von f durch die Tangente durch den Punkt (x,, f(x,)) ersetzt,
s. Abbildung 10.3.

Diese iterative Prozedur heiit Newton-Verfahren und liefert i. a. immer genauer
werdende Néherungen einer Nullstelle von Gleichung (10.6).

Als Beispiel berechnen wir eine numerische Niherung von /2 unter Verwendung
der Definition von 7 /2 als erster positiver Nullstelle der Kosinusfunktion.

Beispiel 10.8 (Newton-Verfahren) In Abbildung 10.3 sieht man den Graphen
der Kosinusfunktion f(z) = cosz. Wir wollen eine numerische Niherung fiir die
erste positive Nullstelle der Kosinusfunktion, also fiir die Lésung der Gleichung

f(z)=cosz =0 (10.8)

bestimmen. Als erste Schétzung nehmen wir den (schlechten) Wert z¢ := 5/2. Diese
Anfangsbedingung liefert die néchsten Werte

T T — f/(wo) =5/2+ cot (5/2) = 1.16135187169...
f'(o)

To = x1 +cotxy = 1.59532274595...

T3 = T9 -+ cotxe = 1.57079140769...

Man sieht an Abbildung 10.3, dafl die Methode zu funktionieren scheint und im-
mer bessere Ndherungen fiir eine Losung von Gleichung (10.8) liefert. Beginnen wir
jedoch mit dem , Schitzwert” zg := 0, fiihrt die Methode zu keinem Ergebnis, da
f/(0) = 0 gilt und damit Gleichung (10.7) fiir n = 0 bedeutungslos ist. A

Bevor wir einen Satz vorstellen, der hinreichende Bedingungen dafiir angibt, wann
das Newton-Verfahren erfolgreich ist, werden wir das Verfahren mit DERIVE imple-
mentieren.

Sitzung 10.3 Zur Ausfithrung von Iterationen stellt DERIVE ja die Prozeduren
ITERATE(f,x,x0,n) und ITERATES(f,x,x0,n) zur Verfiigung. Aus didaktischen
Griinden empfiehlt es sich, zunéchst das ITERATES Kommando zu verwenden, das
die Zwischenergebnisse mit ausgibt. Beim Newton-Verfahren wird der Ausdruck

T — ff,((a;)) iterativ ausgewertet, und dies wird beim Anfangswert x¢ von der DERIVE
Funktion

NEWTONS (f,x,x0,n) :=ITERATES (x-f/DIF(f,x),x,x0,n)

erledigt, die man mit optionalem numerischen vierten Argument n aufrufen kann,
welches die Iteration nach n Schritten abbricht. Die entsprechende Funktion

NEWTON (f,x,x0,n) : =ITERATE(x-f/DIF(f,x),x,x0,n)
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hat nur den gesuchten Endwert als Ergebnis.

Wenden wir NEWTONS auf unsere Beispielfunktion cosx mit dem ersten Schitzwert
xo :=5/2 an, d.h. das Kommando auf NEWTONS (COS (x) ,x,5/2), so er-
halten wir den Vektor

4: [2.5,1.16135,1.59532,1.57079, 1.57079]

bei der iiblichen 6-stelligen Genauigkeit. Wie vermutet, konvergiert die Iteration sehr
schnell, und schon der vierte Wert s entspricht auf 6 Stellen dem Endergebnis.

Die DERIVE Funktion NEWTON_GRAPH, die durch

TANGENTE(f,x,x0) : =LIM(f,x,x0)+(x-x0)LIM(DIF (f,x) ,x,x0)

NEWTON_AUX(f,x,a,n) :=VECTOR (TANGENTE (f ,x ,ELEMENT (a,k_) ) *
ABS (CHI (ELEMENT (a,k_+1) ,x,ELEMENT (a,k_))),
k_,1,n
)

NEWTON_GRAPH(f,x,x0,n) :=[[f] ,NEWTON_AUX (f ,x,NEWTONS(f,x,x0,n) ,n)]

gegeben ist, kann zur graphischen Darstellung verwendet werden. Eine Anwendung
von auf NEWTON_GRAPH(COS(x) ,x,5/2,3) ergibt dann einen Vektor zur
graphischen Darstellung des Ergebnisses.

2
Wir betrachten als weiteres Beispiel die Funktion % — 2 mit dem ersten Schétz-

wert zo := 4, d.h. wir wenden | APPROX | auf NEWTONS((1+x)"~2/4-2,x,4) an mit
dem Ergebnis

9: [4,2.3,1.86212,1.82862,1.82842,1.82842,1.82842,1.82842] .

Hier entspricht der fiinfte Wert x4 auf 6 Stellen bereits dem Endergebnis. Warum
bricht DERIVE aber nicht ab, nachdem zweimal dieselbe Zahl berechnet wurde? Die
Antwort liegt in der internen Speicherung reeller Zahlen durch rationale Ndherungen.

Wenden wir | Simplify | auf den letzten Vektor an, so erhalten wir

[ 23 1229 15472 12671 8323 12671
7107 660 * 8461 * 6930 " 4552 6930

10 :

Also erst die letzte Ndherung stimmt rational mit einer der vorherigen iiberein.

Im vorliegenden Fall stimmt die letzte Ndherung nicht mit der vorletzten, sondern
mit einer fritheren iiberein® mit der Folge, dafl der Aufruf von ITERATE als Antwort
auf NEWTON ((1+x) "2/4-2,%,4) ein Fragezeichen produziert. Ist dieses Verhalten un-
erwiinscht, mochte man also immer das zuletzt berechnete Ergebnis ausgeben lassen,
so kann man NEWTON stattdessen wie folgt erkldren:

ITERATE_AUX(f,x,x0,aux,n) : =ELEMENT (aux ,DIMENSION (aux))

NEWTON (f ,x,x0,n) :=ITERATE_AUX(f,x,x0, ITERATES (x-f/DIF({f,x),x,x0,n) ,n)

9Dies ist allerdings versionsabhéngig.
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Wir werden nun einen Satz beweisen, der besagt, dafl das Newton-Verfahren fiir f
— unter sehr geringfiigigen Anforderungen an die Regularitéit von f — konvergiert,
sofern nur der Anfangswert nahe genug bei einer Nullstelle von f liegt.

Satz 10.9 (Lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens) Sei f : I — IR eine
reelle Funktion des Intervalls I = (a,b) mit den Eigenschaften

(a) f(€) =0 fiir einen inneren Punkt ¢ € I,
(b) f ist in I differenzierbar, und f’ ist in ¢ stetig,
(c) f'(§) =m#0.

Dann gibt es ein Teilintervall J C I mit £ € J, so dafl die Newton-Folge (x,,)nemn
mit

(10.7) Tyl i= Ty — f,((‘q;:))

fiir einen beliebigen Startwert zo € J gegen & konvergiert.
Gilt umgekehrt die Bedingung (b) zusammen mit

(d) f'(x)#0 fiir alle z € I,
und konvergiert das Newton-Verfahren gegen £ € I, dann ist £ eine Nullstelle von f.

Beweis:  Wir stellen als erstes fest, dafl es mit f'(£) = m # 0, und weil f’ in £ stetig ist,
ein Intervall J; C I mit £ € J; gibt, so daf
(e) |f'(=)] > % fiir alle x € Jy gilt.

Sei nun eine beliebige Zahl € > 0 gegeben. Dann folgt aus der Differenzierbarkeit von f an
der Stelle ¢ die Giiltigkeit der Beziehung

() |f/(f) - %} < ¢ fir alle z € J,
fiir ein Intervall Jo C I mit £ € J,. Aus der Stetigkeit von f’ in & folgt schlie8lich noch

() |f'(z) — f(&)| < e fiir alle z € Js

in einem Intervall J3 C I mit £ € Js. In J := J1 N J2 N J3 gelten alle obigen Eigenschaften.
Man beachte, dal J von der Wahl von € abhédngt. Wir kénnen nun folgern, da8 fiir z,, € J

e - g |-t
< 2o, gl - PO egen (@) wnd (9
= Zo-dl|re0 - ro+ 9 - 2210
< %|xn—§|(f/(xn)—f/(§)‘+ f’(£)—7f(:;"n)_£(§)’)
< Zlpn—el(ete)=Clon—€  wegen (1) und (g).
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Wir kénnen nun € und damit J beliebig klein wihlen und so die Konvergenz erzwingen.
Hinreichend ist z.B. g := .

Gelten jedoch (b) und (d), dann folgt mit dem Cauchykriterium aus der Konvergenz
von () auf Grund von Gleichung (10.7) die Giiltigkeit von

_ | f(@n)
|x"+1 xn| f/(xn) n
fiir alle € > 0, und deshalb strebt f(z,) — 0 fiir n — co. O

Bemerkung 10.2 Man kann die Bedingungen (b) und (c) meist nicht nachweisen,
da die Nullstelle £ ja unbekannt ist. Man muf} also zeigen, dafl f’ in ganz I stetig
ist, bzw. Bedingung (d) statt (c).

Der zweite Teil des Satzes besagt, dafl jedes konvergente Newton-Verfahren eine
Nullstelle von f erzeugt. Der Satz sagt jedoch nicht, dafl f keine Nullstelle besitzt,
wenn das Newton-Verfahren fiir bestimmte Werte von f, I und zg € I divergiert.
Denn es ist moglich, dafl wir uns nur noch nicht nahe genug an der Nullstelle befin-
den.

Abbildung 10.4 Divergenz des Newton-Verfahrens fiir f(z) := &z

Beispiel 10.9 (Gegenbeispiele zum Newton-Verfahren) Wir wollen an zwei
Beispielen zeigen, daf§ Satz 10.9 in bezug auf die Voraussetzungen (b) und (c) im
allgemeinen nicht verbessert werden kann. Wir betrachten dazu zuerst die Funktion
f(z) := ¥z, die genau eine Nullstelle besitzt, und zwar £ = 0, s. Abbildung 10.4.
Diese Funktion ist in ganz IR\{0} differenzierbar und hat die Ableitung f'(z) =
%x_2/3. Fiir x — 0 strebt die Ableitung jedoch gegen +oo. Fiir eine Newton-Folge
von f gilt

f(zn) _ vV Tn
=Ty — ——=73
1 —2/3
30n

=z, — 32, = 22, (10.9)
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und somit die Formel z,, = (—2)"x¢ (man beweise dies durch Induktion!), d. h. (z,)
divergiert fiir alle (!) Startwerte z¢ # 0.

Unser zweites Beispiel zeigt, daf fiir die Folgerung auch die Bedingung (c) we-
sentlich ist. Fiir

(x —1)2 falls z > 1
flz) = 0 falls z € [-1,1] (10.10)
(z+1)2 falls z < —1

s. Abbildung 10.5, besteht das ganze Intervall [—1,1] aus Nullstellen von f. Die
Funktion f ist offensichtlich an der Stelle £ = 0 mit f/(0) = 0 differenzierbar
(f ist sogar in ganz R differenzierbar). Das Newton-Verfahren konvergiert jedoch

nicht gegen 0, sondern je nach Vorzeichen von zq gegen —1 oder 1, s. Ubungsaufga-
be 10.35. A

—1 1
Abbildung 10.5 Gegenbeispiel fiir das Newton-Verfahren

Um globale Aussagen machen zu kénnen, mufl die Funktion f in der Néhe ihrer
Nullstelle besonders gutartige Eigenschaften besitzen. Insbesondere hétten wir gerne
ein Verfahren, das &hnlich wie das Bisektionsverfahren nach einer Nullstelle in einem
gegebenen Intervall (a,b) sucht.

Ein Kriterium dieser Art ist

Satz 10.10 (Globale Konvergenz des Newton-Verfahrens) Die Funktion
f i [a,b] — R sei zweimal differenzierbar und konvex in [a,b] und habe die Ei-
genschaften

(a) f(a) <0und f(b) > 0.
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Dann besitzt f genau eine Nullstelle € in [a, ], und die Newton-Folge (10.7) fillt
fiir jedes g € [a,b] mit f(zg) > 0 gegen &. Gilt weiterhin
(b) [f'E)=m>0

und
(¢) |f"(x)] < K fiir alle z € (£,b),

dann ist die Ungleichung
K K
|Zn41 — €| < %(wn - xnfl)Q < %lxn - f|2 (10.11)
erfiillt.

Beweis: Da f in [a,b] zweimal differenzierbar und konvex ist, gilt gemif Satz 10.7
f"(z) > 0 fiir alle z € [a,b]. Also ist f’ in [a,b] monoton wachsend. Da die Funktion f
stetig ist, nimmt sie in [a, ] ihr Minimum an, sagen wir an der Stelle c:

fe) = min{f(z) |z € [a,b]} < f(a) <O.

Abbildung 10.6 Zur globalen Konvergenz des Newton-Verfahrens

Ist nun ¢ # a, so ist ¢ € (a,b) und folglich f'(c) = 0. Da f’ wichst, ist also f’ nichtpositiv
in (a,c) und f f&llt hier. Daher kann in jedem Fall eine Nullstelle von f nur in (¢, b) liegen,
wo f’ nichtnegativ und wachsend ist.

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es in (¢, b) mindestens eine Nullstelle von f. Ist nun &
eine Nullstelle von f, dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein d € (¢, §) mit

_ Q-1 _ 1@

E—c E—c
und da f’ wachsend ist, ist insbesondere f'(z) > 0 fiir alle z € [¢,b]. Die Funktion f ist
also in [, b] streng wachsend und kann keine zweite Nullstelle besitzen.

Sei nun zo € [a,b] mit f(xo) > 0 gegeben. Dann ist offenbar zo > £. Durch Induktion
zeigen wir, daf fiir die Newton-Folge (10.7)

f'(d)




10.5 Das Newton-Verfahren 281

f(zn) >0 sowie E<Tnt1 <z (10.12)

fiir alle n € Ng gilt. Fiir n = 0 ist (10.12) nach Voraussetzung erfiillt. Gilt (10.12) aber
fiir n — 1, so folgt zunichst mit f'(x,—1) > f'(¢) > 0, daB

f(l’n—l)
J(xn-1)

Als néichstes zeigen wir, daf f(z,) > 0 gilt. Dazu betrachten wir die Hilfsfunktion

o(z) := f(z) = f(zn-1) — f/(xn—l) (x — Tn-1) .
Da f’ wachsend ist, gilt

Tn = Tn—1 — < ZTp-1 -

¢'(x) = f'(z) = f@n-1) <0

fiir < p—1, d. h. @ fillt fir x < z,_1. Somit ist wegen p(zn—1) =0

0 < @lzn) = fzn) = flan-1) = f(2n-1)(zn — Tn_1)

Tn—1
f(m") - f(xnfl) - f/(xnfl) (xnl - ‘;-‘ET_I)) - x’nl) - f(xn) .
Mit f(zn) > 0 muf aber z, > £ gelten, da f links von & kleiner als 0 ist.
Daf z,, gegen £ konvergiert, folgt nun aus Satz 10.9.
Wir kommen nun zu der Abschétzung (10.11). Gemi8 (b) ist f/(§) = m > 0, und da f’
monoton wéchst, ist auch f'(z) > m fiir alle z > £. Mit dem Mittelwertsatz folgt weiter,
daB f(z) > m (z — &) fiir z > £ und somit insbesondere

lzn — €] < flan) ) (10.13)
m
Zur Abschitzung von f(z,) betrachten wir diesmal die Hilfsfunktion'®

P(x) = f(@) — f(@n-1) — F(@n-1) (x — Tn-1) — %(m — xn,l)Q ,

fiir die
(@) = F(@) — (ene) — K (& — 20_)

und nach Voraussetzung (c)
Y'(z)=f"(z) - K <0 fiir alle z € (&,b)
gilt. Die Funktion 1)’ ist also in (&, b) fallend. Mit ¢’ (z,—1) = 0 folgt daraus, daf ¢'(z) > 0

fiir x € [§,zn—1], also ist ¢ wachsend in [§,2,—1] und wegen ¥ (zn—1) = 0 folgt weiter
P(z) <0 fiir x € [§, xn—1], also insbesondere

P(an) = f(n) — S (n — 20_1)* <0

2
oder K
Flen) < 5 (on = an1)?
und damit zusammen mit (10.13)
K
|zn — & < %(In_xnfl) O

10Das Symbol 9 ist der griechische Buchstabe , psi”.
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Bemerkung 10.3 Natiirlich gilt ein ganz entsprechender Satz auch fiir konkave
Funktionen.

Bemerkung 10.4 Eine Folge (a,), die einer Relation vom Typ (10.11) geniigt,
heiit quadratisch konvergent. Liegt die Konstante & in Ungleichung (10.11) un-
gefihr bei 1, so bedeutet dies: Hat z,, den absoluten Fehler |z, — &| von 10F fiir
ein k € IN, d.h. die ersten k Dezimalstellen sind exakt, so hat der ndchste Wert
Zp41 einen absoluten Fehler von hochstens 1072* und ist deshalb auf mindestens
2k Dezimalstellen genau. Jede Iteration verdoppelt also ungefihr!'! die Anzahl der
signifikanten Dezimalstellen des Grenzwerts. A

Wir kénnen nun mit dem Newton-Verfahren ein schnelles Rechenverfahren zur nu-
merischen Berechnung von Quadratwurzeln angeben.'? Die Prozedur, die wir in
DERIVE-Sitzung 1.5 verwendet haben, war dazu sehr unbequem.

Beispiel 10.10 (Berechnung von Quadratwurzeln) Die Zahl £ := /a ist eine
Nullstelle der Funktion f(x) := 2% — a. Hier ist die Newton-Folge durch

1

gegeben. Man sieht leicht, daf8 die Bedingungen von Satz 10.10 in R* erfiillt sind,'3
so daf} die Folge (10.14) fiir alle zg > 0 gegen /a konvergiert.

UBUNGSAUFGABEN
< 10.28 Man definiere in DERIVE die Newton-Folge rekursiv.
<& 10.29 Man betrachte die Partialsummen (f;,)neN

n(_])k )
fn() = Z ((2k;! z?*

k=0

der Kosinusreihe. Jedes Polynom f, hat eine Nullstelle zwischen x = 0 und = = 2.
Bestimme mit dem Newton-Verfahren die Nullstellen fiir n := 1,...,10. Stelle die
Funktionen graphisch dar und interpretiere die Ergebnisse.

< 10.30 Man stelle mit DERIVE die folgenden Funktionen f(x) graphisch dar und
bestimme ihre reellen Nullstellen mit dem Newton-Verfahren.

2 3

(a) flz)=a®—220+1, @)ﬂm—&%+%—%,
n k 3 5 7 9
(c) f(x)zgo%famzl,&m,g, @) f@=2-F+5 2+ o

(e) f(x)=4+3x— 1522 + 5", (f)  flx)=1-10z+ 72> .

1 Die Ungleichung (10.11) zeigt diese Aussage asymptotisch, d. h. fiir n — oco.

I2Djeses Verfahren heifit nach dem griechischen Mathematiker HERON VON ALEXANDRIA [um
130] Heronsches Verfahren.

13Wenn nicht fiir xo, so spétestens fiir z1.
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< 10.31 Behandle die Beispiele aus Ubungsaufgabe 6.26 mit dem Newton-Verfahren
und vergleiche die Rechengeschwindigkeit zwischen Bisektions- und Newton- Verfah-
ren.

< 10.32 Stelle die Funktionen aus Beispiel 10.9 mit DERIVE graphisch dar und be-
obachte einige Newton-Folgen. Hinweis: Zur graphischen Darstellung der Funk-
tion ¢/r benutze man | Manage Branch Real |, da bei der Standardeinstellung
| Manage Branch Principal | fiir # < 0 komplexe Funktionswerte berechnet wer-
den.

10.33 Man zeige, daB die Funktion f aus Gleichung (10.10) in ganz R differenzier-
bar ist, und stelle f' graphisch dar.

10.34 Man zeige durch Induktion: Aus der Rekursion (10.9) folgt a, = (—2)"ayg.

10.35 Man beweise, daf} jede Newton-Folge der Funktion (10.10) mit |zo| > 1 gegen
sign x¢ konvergiert.

< 10.36 Man verwende das Heronsche Verfahren aus Beispiel 10.10 zur Berechnung
numerischer Werte von \/k fiir k := 2,3,...,10. Man fiihre die Berechnungen auf
6,15 und 25 Stellen genau durch. Man gebe mit Hilfe von Satz 10.10 eine Genauig-
keitsabschétzung fiir das Verfahren.

<& 10.37 (m. Wurzeln) Betrachte das Newton-Verfahren fiir f(z) := 2™ — a fiir
m > 2 und a € R", zeige seine Konvergenzeigenschaft und berechne damit nume-
rische Werte fiir

(a) V4, (b) V120, (c) V2,
(d) '3/456 , (e) V27, (f)y V2.

Untersuche die Genauigkeit der Approximationen mittels Satz 10.10.

< 10.38 Man berechne die natiirlichen Logarithmen In¢ fiir £ := 2,3,...,10 mit
einem auf der Definition der Logarithmusfunktion basierenden Newton-Verfahren.
Beschreibe das Verfahren und zeige seine Konvergenz.

< 10.39 Man kann mit DERIVE und der NEWTON Prozedur die rationalen Lésungen
von Gleichungen, z. B. die rationalen Nullstellen von Polynomen, exakt bestimmen,
wenn man eine ausreichend grofie Genauigkeit verwendet, da DERIVE alle reellen
Zahlen als rationale Zahlen speichert.

Man berechne dazu den Ausdruck NEWTON (£, x,x0) mit und vereinfache
das Ergebnis, um den rationalen Wert zu erhalten. Man setze das Ergebnis in f ein.
Erhélt man Null, so ist man fertig. Andernfalls mufl man die Genauigkeit erhéhen
und die Berechnungen erneut durchfiihren.

Bestimme die rationalen Nullstellen der Polynome

(a) f(z) =122 + 11z — 15, (b)  f(x) = 32% — 38z + 119 ,
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(c) f(z) = 860864156302% — 34753086513z — 5555555505 ,
(d) f(x) = 12452% — 822362 — 1657172 — 254178 ,
(e) f(x) = 67202° — 276562" + 454942 — 373912% + 153542 — 2520 .

10.40 Suche ein weiteres Beispiel einer Funktion f, fiir die die Newton-Folge wie
im ersten Teil von Beispiel 10.9 immer divergiert.

10.41 Man betrachte das Newton-Verfahren fiir f(z) := x? und berechne die
Newton-Folge. Zeigt diese quadratische Konvergenz? Man erklére das Ergebnis!

10.42 Entwickle mit f(x) := m% — a ein Verfahren zur Berechnung von 1/\/a und
behandle die Kehrwerte der Beispiele aus Ubungsaufgabe 10.36. Welchen Vorteil
hat diese Methode bei der Berechnung der Kehrwerte von Quadratwurzeln ganzer
Zahlen gegeniiber der direkten Anwendung des Heronschen Verfahrens?

<& 10.43 Verwendet man komplexe Startwerte (oder hat die betrachtete Funktion
komplexe Koeffizienten), so kann das Newton-Verfahren auch gegen eine komplexe
Nullstelle konvergieren. Man bestimme damit die komplexen Faktorisierungen der
folgenden reellen Funktionen.

(a) flz)=a>+22+2, (b)  f(x)=2*+6x+10,
(¢) flz)=2a'-1, (d) f(z)=4da*+1.

Bei den Beispielen (c) und (d) teile man nach Bestimmung einer Nullstelle xj, den

Rest durch  — zj, und eliminiere die Nullstellen sukzessive mit | Simplify |.

* 10.44 Man untersuche das Newton-Verfahren fiir f(z) = 2?sin L. Fiir welche An-
fangswerte x( konvergiert das Verfahren und gegebenenfalls gegen welche Nullstelle

von f7

10.45 Man gebe eine Genauigkeitsabschétzung der Bestimmung von /2 geméifl
Beispiel 10.8.

< 10.46 Die folgende DERIVE Funktion stellt eine verbesserte Version zur graphischen
Darstellung des Newton-Verfahrens dar. Sie funktioniert im konvergenten Fall auch
ohne Angabe des vierten Arguments n. Man erkldre ihre Wirkungsweise.

NEWTON_AUX(f,x,a) :=VECTOR(LIM(f,x,ELEMENT (a,k_))/
(ELEMENT (a,k_) -ELEMENT (a,k_+1)) * (x—~ELEMENT (a,k_+1) ) *
ABS (CHI (ELEMENT (a,k_+1) ,x,ELEMENT (a,k_))),
k_,1,DIMENSION(a)-2)

NEWTON_GRAPH_AUX (f,x,x0,aux,n) :=
VECTOR(IF(j_=0, [£f], [ELEMENT (aux,j_)1),j_,0,DIMENSION (aux))

NEWTON_GRAPH(f,x,x0,n) :=
NEWTON_GRAPH_AUX (£ ,x,x0, NEWTON_AUX (£ ,x, NEWTONS (£ ,x,%x0,n+1)) ,n+1)
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10.6 Chaos in der Analysis

In den letzten Jahren ist es sehr populdr geworden, von allen moglichen Arten
chaotischen Verhaltens mathematischer Strukturen zu sprechen. Wir wollen hier
Beispiele vorstellen, die im Zusammenhang mit dem Newton-Verfahren auftreten.
Wie wir gesehen haben, konvergiert das zu einer Gleichung f(z) = 0 gehorige
Newton-Verfahren — unter bestimmten, sehr leicht zu erfiillenden Bedingungen —
immer lokal gegen eine Nullstelle von f. Es stellt sich natiirlich die Frage nach dem
grofiten Intervall, fiir das die Newton-Folge konvergiert, und ferner, was auflerhalb
dieses Intervalls im Falle von Divergenz geschieht. Wir untersuchen ein Beispiel mit
DERIVE.
Sitzung 10.4 Definiere f:=3x/(x"2+3) und stelle f graphisch dar. Wir spielen nun
ein wenig mit der Funktion NEWTONS (f,x,x0,n). Verwende den Befehl und
rufe NEWTONS(f,x,x0) mit einigen Werten zo auf, die grofler als Null, aber kleiner
als 1 sind. In allen Féllen konvergiert das Newton-Verfahren ziemlich schnell gegen
die einzige Nullstelle £ = 0 von f. Je ndher xo bei 1 liegt, desto mehr Iterationen

sind dazu allerdings notwendig. Man versuche es nun mit xo := 1. Das Ergebnis ist
der Vektor

[1,-1,1].

ITERATES beendet die Iteration, obwohl die beiden letzten Werte nicht iibereinstim-
men. Der letzte Wert entspricht jedoch dem Startwert, und da die Folge der Werte
nun wieder von vorne beginnt, stoppt die Iteration. Der Befehl NEWTONS (f,x,1,10)
erzeugt daher die Ausgabe

1,-1,1,-1,1,—-1,1,-1,1,-1,1] .

Man iiberpriife dieses Verhalten durch die graphische Darstellung der Situation mit-
tels NEWTON_GRAPH.

Man vergréflere nun xg etwas und beobachte, was geschieht. Warum kann man nicht
vorhersehen, ob die Folgen gegen +o0o oder —oo divergieren? Man verwende die
Startwerte xo := 1.1384737, xo := 1.13847372, ¢ := 1.0325 sowie xo := 1.0326 bei
12-stelliger Genauigkeit und erkldre die Ergebnisse.

Auch im konvergenten Fall kann total chaotisches Verhalten auftreten. Wendet man
z. B. das Newton-Verfahren auf die Kosinusfunktion an, so wird generell eine der
unendlich vielen Nullstellen erzeugt. Es 148t sich aber i. a. nicht vorhersagen, welche.
So erhilt man z. B. die folgenden Ergebnisse

DERIVE Eingabe DERIVE Ausgabe nach
NEWTON(COS(x),x,31.41)  —136.659280431 ,
NEWTON(COS(x),x,31.42)  278.030949842 ,

NEWTON(COS(x) ,x,3.1415) —10789.7999687 ,

NEWTON (COS (x) ,x,3.1416)  1.36123638887 10° .

Warum verwenden wir Startwerte in der Niahe von 31.4 bzw. 3.147
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UBUNGSAUFGABEN

10.47 Betrachte das Newton-Verfahren nochmals fiir f(z) := w;”—ig Berechne den
positiven Wert xo mit f'(xg) = 0. Fiir den Startwert xo funktioniert das Newton-
Verfahren offensichtlich nicht. Berechne die Zahl £ € R mit £ — ff,(—é)) = x9. Deute
o und £ geometrisch und interpretiere das Verhalten des Newton-Verfahrens, wenn
man & oder einen Wert in der Néhe als Startwert wahlt. Was geschieht, wenn der

Startwert etwas iiber 1 liegt?

< 10.48 Man betrachte mit DERIVE das Newton-Verfahren fiir

(@) f@) =2 =3), 0) f@)=rm-7, @ f@)= s,

_ N falls x > 0 | = falls x > 0
(d) fla) = { -z fallsz <0’ () flz)= = falls z <0
Man berechne die Extremstellen von f, die Konvergenzintervalle und erldutere das
Verhalten im divergenten Bereich.
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11 Integrationstechniken

11.1 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir haben das unbestimmte Integral einer Funktion f mit Hilfe des Grenzprozesses
des Riemann-Integrals definiert und ihre Stammfunktion mit Hilfe der Umkehrope-
ration der Differentiation, der Antidifferentiation. Wir zeigen nun, dafl sich diese
beiden Konzepte im wesentlichen entsprechen. Das ist in doppelter Hinsicht be-
deutsam: Erstens zeigt es uns, dafl wir die wesentlich schwierigere Operation der
Flachenberechnung mit Hilfe geloster Differentiationsprobleme angehen kénnen, und
zweitens, dafl wir eine Funktion aus ihrem Anderungsverhalten, némlich ihrer Ab-
leitung, durch Integration rekonstruieren kénnen.

Satz 11.1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

(a) Sei f in I := [a, b] stetig, dann ist die Integralfunktion
(7.32) F(z) = [ f(t)dt

in I differenzierbar, und es gilt F'(x) = f(z), d.h. F ist eine Stammfunktion von f.
(b) Die Funktion f sei integrierbar iiber I := [a, b] und F sei eine beliebige Stamm-
funktion von f. Dann gilt

(7.34) f F(&)dt = F(b) — F(a) .

Beweis:  (a) Eine stetige Funktion ist nach Satz 7.2 integrierbar. Also ist F(z) fiir x € I
definiert. Fiir hinreichend kleine Ax liegt © + Ax ebenfalls in I, also gilt

z+Ax
F(x+ Az) — F(z) = / f(t)dt mnach Satz 7.3 (d)

= [(§Az

nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 7.4) fiir ein ¢ € [z,z + Az]." Damit

erhalten wir F(z + Az) — F(x)
T z) -z
o = f()-

Da f stetig ist und & fiir Az — 0 gegen x strebt, ist f(z) der Grenzwert der rechten Seite
fir Az — 0.

Ibzw. & € [z + Az, ] fiir negative Ax.
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(b) Sei P = {a = zo,1,...,2n = b} eine beliebige Zerlegung (7.2) von [a, b]. Auf Grund
des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung (Satz 10.2) gibt es fiir jedes k = 1,...,n eine
Stelle fk in [k = [.’Ekfl,{l?k] mit

F(ay) — F(zi1) = F' (&) Azy = f(é) Az,

da F eine Stammfunktion von f ist. Bilden wir die Teleskopsumme, so erhalten wir

F(b)—F(a)zzn: (F(xk) (wx— 1) Zf(ﬁk Ay,

k=1
und (7.34) folgt durch Grenziibergang fiir ||P|| — 0. O

Im allgemeinen Fall muf3 das unbestimmte Integral jedoch keine Stammfunktion
sein. Dies wollen wir an folgendem Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 11.1 Die Vorzeichenfunktion signzx ist iiber jedem endlichen Intervall
[a, b] integrierbar und es gilt
xr

/ signtdt = |z| — |a| ,

a

fir alle a,z € R, s. Ubungsaufgabe 7.21. Also ist F(x) = |z| ein unbestimmtes
Integral von signa. Die Betragsfunktion |z| ist jedoch an der Stelle 2 = 0 nicht
differenzierbar und deshalb in keinem Intervall, das den Ursprung enthilt, eine
Stammfunktion der Vorzeichenfunktion. A

Als eine Folge des Hauptsatzes konnen wir nun sofort unsere Integralliste (Satz 7.8)
durch ,Riickwértslesen” der Ableitungsliste (Satz 9.14) erweitern.

Satz 11.2 (Erweiterte Integralliste)

(1) /Odz:O,

(2) /adx:ax (@eR),

der =lnz (z>0),

dr = tanx ,
T

dx = arcsinzx ,

Inzdr=xzlnzx —x,

cosrdxr =sinx ,

Ak
© /
/
/
0 [

r = —cotzx,

dsc = arctanz ,
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dx = arsinh z , dx = arcoshz ,

o [ 0 [

1
(17) / a2 dx = artanhz (z € (—-1,1)),

1
(18) /mdx =arcothz (x> 1oder x < —1). O

Der Hauptsatz erschliefit zudem weitere Integrationstechniken, denen wir uns in
den néchsten Abschnitten zuwenden, und die es ermoglichen werden, eine Vielzahl
weiterer Integralfunktionen anzugeben.

Wir betrachten jetzt nochmals das bestimmte Integral, nun aber mit Integrati-
onsgrenzen, die Funktionen der Variablen = sind. Das Integral

h(x)
o(z) = / ft)dt (11.1)
g9(z)

ist dann auch eine Funktion von z. Beispielsweise existiert

/ f—; (11.2)

fiir alle « im offenen Intervall (0, c0), jedoch nicht fiir x = 0.
Wie sieht die Ableitung ¢’(z) der Funktion (11.1) aus? Sind die Funktionen g
und h differenzierbar, so ist die Anwort ziemlich einfach.

Korollar 11.1 Die Funktionen g(z) und h(z) seien im Intervall I = (a,b) differen-
zierbar und f sei stetig in [g(x), h(z)] fir alle 2 € I. Dann ist (11.1) fir alle z € T
differenzierbar, und es gilt

h(x)
) =2 [ f0d=F @@ - fe@)@. (L)
9(x)

Beweis:  Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (b) erhilt man fiir

allex € 1
h(z)

g(z)
wobei F' irgendeine Stammfunktion von f ist. Die rechte Seite ist differenzierbar, und mit
der Kettenregel erhilt man die Ableitung
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Bemerkung 11.1 Man beachte, dal man aus (11.3) die Ableitung ¢’(z) ohne Be-
rechnung des Integrals ¢(x) erhélt. Ferner beachte man, dafl fiir die Giiltigkeit des
Korollars der Integrand f natiirlich nur von ¢, jedoch nicht von x abhédngen darf.

Beispiel 11.2 Wir berechnen die Ableitung von (11.2) auf zwei Arten.

(a) Zuerst integrieren, dann differenzieren:

ler2
d/dt_d I N I T N 1
dx 2 dx t Cdr \z  1+22)  (1+22)2 g2

x
x

(b) Mit (11.3):

1-1—12
d dt 1 d 9 1 d 2z 1
L e )
dx 2 (14 22)2 dx x? dx (1+22)2 22

x

Sitzung 11.1 DERIVE kennt den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
in allen Varianten. Sind die willkiirlichen Funktionen F(z), G(z) und H(z) dekla-
riert, so erhélt man z. B.

DERIVE Eingabe DERIVE Ausgabe nach
DIF(INT(F(x),x),x) % F(z)dx F(z),
d
DIF(INT(F(¥),t,2,00,0) - [ F(t)dt F(z),
ab
DIF(INT(F(t) ,t,x,b),x) % F(t)dt _F(z),
b x
INT(DIF(F(x) %) ,x,a,b) /diF(m) de  F(b) - Fla),
X

a

und das Resultat von Korollar 11.2 bekommt man durch

DERIVE Eingabe DERIVE Ausgabe nach

d

DIF(INT(F(t),t,G(x),H(x)),x) F(H(x))%H(x) - F(G(w))%G(m) .

Man beachte, dafl DERIVE den Hauptsatz generell anwendet und damit die Giiltigkeit
seiner Voraussetzungen wie Stetigkeit oder Differenzierbarkeit annimmt.

UBUNGSAUFGABEN

11.1 Man verifiziere die Aussagen aus DERIVE-Sitzung 11.1 und gebe hinreichende
Bedingungen fiir ihre Giiltigkeit.
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11.2 Die Ableitungsfunktion f von F(z) = a? sinl erfiillt den Hauptsatz (a),
obwohl f am Ursprung unstetig ist.

11.3 Man berechne die Ableitungen von

@ [rwa. o) 5 [ ey, © [t
T —x 0

h(z) h(z) f(z)
@ [(s@-t)at, @ [@-odi, O [ (s0-1)a.
g(zx) g(zx) —f(z)
x h(x) 22
@ [ra-vowir, @) [re-vg0d, 6 [roa.
0 0 0

11.2 Integration rationaler Funktionen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl rationale Funktionen elementar integrierbar
sind.

Definition 11.1 Eine integrierbare Funktion f heifft elementar integrierbar, wenn
die Integralfunktion eine Darstellung mit einer endlichen Anzahl algebraischer Ope-
rationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division sowie Komposition) aus
den behandelten elementaren Funktionen erzeugt werden kann. /A

Der Nachweis, da8 manche Funktionen wie z. B. sin (2?), e~ oder nicht ele-
mentar integrierbar sind, ist absolut nichttrivial und kann hier nicht gegeben werden.

cos T
x
Sitzung 11.2 Die nicht elementare Integralfunktion

erf (z) := % / et dt,
T
0

ist in der Statistik von grofier Bedeutung und heifit Gaufische Fehlerfunktion®. DE-
RIVE kennt die Fehlerfunktion. Daher wird der Ausdruck INT(EXP(-t~2),t,0,x)

zZu

9. V7 ERF (z)
’ 2

vereinfacht.

2Das Kiirzel erf ist eine Abkiirzung des englischen Namens ,error function”.
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Nun zu dem angekiindigten Satz iiber die elementare Integrierbarkeit rationaler
Funktionen.

Satz 11.3 (Elementare Integrierbarkeit der rationalen Funktionen) Jede
rationale Funktion l#8t sich elementar integrieren durch eine (reelle) Partialbruch-
zerlegung des Integranden.

Beweis:  Nach einer (reellen) Partialbruchzerlegung (s. Satz 3.2) ist der Integrand als
Summe eines Polynoms sowie Ausdriicken der Form (j € IN)

ki bzw. @ H by .

(x — x)? (22 4+ Axx + Bi)?
dargestellt, wobei die quadratischen Polynome x® + Az + By keine reellen Nullstellen
haben, und die Diskriminante D := 4Bj — A7 > 0 ist also positiv. Die folgenden Integra-
tionsregeln, die allesamt durch Differentiation der rechten Seiten verifizierbar sind, zeigen
die Existenz elementarer Stammfunktionen fiir all diese Summanden, und das Ergebnis
folgt mit der Linearitdt der Integration.

(1) / - _1-Tk de =In(z —zx) (x> axp),

(2) / - _1-Tk de =In(zr —z) (z<ag),

1 1
- dx = - j > 2
(3) / (x_xk)] X (1 —j) x—xk)ﬂ’l (.] = ) )
1 2 2z + Ayg
4 [ — - =
(4) /xz oy P, dzr 7D arctan =
z 1 2 Ay 2x + Ay,
———————dx =21 A B,) — =&
(5) /mz—i-Akm—i—Bk dz = (2" + Agw + Br) \/Barctan 75

1 . 1 2z + Ay,
(x> + Az + Br) T G—1)D (22 + Apz + Br)i-1

(6)
2(2j — 3) 1 ,
+(j—1)D/(x2+Akl‘+Bk)j_l =2,
[ =
(7) @2+ Az + By T T2 - (@@ + Agx+ Br)i !

Ag 1 .
—— D S T — > .
2 / (582 —+ Akm —+ Bk)j dx (J - 2)

Dabei liefern Regeln (6) und (7) rekursive Verfahren zur Berechnung dieser Integrale. O

Bemerkung 11.2 Man beachte, dafl der Beweis des Satzes kein reiner Existenz-
beweis ist, sondern einen Algorithmus zur Berechnung der Integralfunktion einer
rationalen Funktion liefert, da wir in den Abschnitten 3.5 und 3.6 angegeben hatten,
wie man die Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion algorithmisch finden
kann. Daher kann z. B. DERIVE rationale Funktionen generell integrieren, sofern der
Speicherplatz ausreicht.
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Beispiel 11.3 Man betrachte das Integral

/ 222 4+ 22 —4

dr .
x4 — 223 + 222 — 22+ 1 v

Partialbruchzerlegung des Integranden ergibt

222 4+ 2 —4 _—1—3x 3
2t — 203 4+ 222 —22+1 x2+1 z—1

und daher auf Grund der Linearitdt des Integrals mit Hilfe der Integralliste aus
Satz 11.3

2% + 22 — 4 3 )
/x472z3+2z272x+1dx:—arctanx—5ln(x +1)+3n(z—1).

Sitzung 11.3 Wenden wir auf die Funktion

zt — 42° + 72% — 162 + 12
7 4+ 226 — 225 — 4zt — T3 — 1422 — 42 — 8

an, erhalten wir die Partialbruchzerlegung

6r @ 18 6 49 1
5(x24+1)2  22+1 25(x2+4+1) 5(zx+2)2 50x+2) 50(x—2)"

und wir kénnen mit dem [ Calculus Integrate | Befehl integrieren, was

18 ATAN (z) N LN (z*+1) 49LN (z+2) LN (z-2) N 3z(2z — 1)
25 2 50 50 5(x42)(z2+1)

ergibt.?

UBUNGSAUFGABEN

<& 11.4 Man verwende DERIVE, um die Integrationsregeln, die in Satz 11.3 angegeben
sind, durch Differentiation der rechten Seiten nachzuweisen.

11.5 LEIBNIZ, einer der Entdecker der Differential- und Integralrechnung, glaubte,
nicht jede rationale Funktion sei elementar integrierbar, da es ihm nicht gelang, die
Funktion (a > 0)
1
T)i=——-—

in Partialbriiche zu zerlegen. Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von f sowie
die Integralfunktion [ f(x)dx. Hinweis: Verwende die Faktorisierung aus Ubungs-
aufgabe 3.33.

3Die direkte Integration von Zeile 1 (ohne Partialbruchzerlegung) dauert linger als die Summe
der Berechnungszeiten fiir die Partialbruchzerlegung und die folgende Integration von Zeile #2.

Augenscheinlich probiert DERIVE andere Methoden, bevor es sich fiir die Partialbruchzerlegung
entscheidet.
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11.6 Man stelle die folgenden Funktionen graphisch dar und bestimme ihre Ablei-
tungen.

(a) f(z)=erfa, (b) f(z) = e erfx () f(x)= e erfx,
T z? erf ¢
(d) f(z) = /(ft2 dt, (e) f(x)= /erftdt , () f(x)= / (x—t)dt .
e 0 0

11.7 Man beweise

1 1 a+x
——dr=—1
/aQ—:E2 Y70 n(az)’

gebe den Giiltigkeitsbereich dieser Integration an und vergleiche das Resultat mit
den entsprechenden Regeln aus Satz 11.2 (17) und (18).

11.8 Man berechne:

2?2 — 22 -8 x> —Tr+6
d b dz .
(2) /J;5—|—3x4—|—4x3—|—8x2—16 o (b) /x5—5x4+8x3—8x2+7x—3 *
11.9 Durch numerische Partialbruchzerlegung berechne man

/ B+t d
T .
2% — 18.8512 24 4+ 96.1361 23 — 187.362 22 + 130.362 z — 13.5639

Vergleiche das Ergebnis der bestimmten Integration von 4 bis 10 mit dem Ergebnis,
das man durch numerische Integration erhalt.

11.3 Integration durch Substitution

In den néchsten beiden Abschnitten behandeln wir Integrationstechniken, d. h. Me-
thoden, um Integralfunktionen bzw. Stammfunktionen zu finden. Die beiden Haupt-
methoden, die man im wesentlichen aus der Ketten- und Produktregel gewinnt, sind

e die Methode der Integration durch Substitution
sowie
e die Methode der partiellen Integration.
Zunéchst wenden wir uns der Integration durch Substitution zu. Sowohl bestimmte

b
Integrale [ f(z)dz als auch unbestimmte Integrale [ f(z) dz werden oft vereinfacht,

a
indem die urspriingliche Variable x durch eine besser passende ersetzt wird, die von
der Variablen x abhéngig ist. Die Idee ist eine Anwendung der Kettenregel.
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Satz 11.4 (Integration durch direkte Substitution) Sei f : I — R eine ste-
tige Funktion und ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar mit ¢([a,b]) C I. Dann
gilt

b »(b)
[He®yewi= [ s,
@ o(a)

Fiir die entsprechenden unbestimmten Integrale gilt daher

[ o= [rwa

Beweis:  Sei F': I — R eine Stammfunktion von f. Fiir F'o ¢ : [a,b] — R gilt nach der
Kettenregel

(11.4)

(Fogp) (t)=F'(et)¢'(t) = flet) ¢ ()
und daher durch zweimalige Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung (b), da ¢’ nach Voraussetzung stetig ist
b . ©(b)
[reorswa= ron o] =rew) - Fe@ = [ 1@

w(a)

Bei variabler oberer Grenze erhilt man die Aussage iiber die unbestimmten Integrale. O

Bemerkung 11.3 (Differentialschreibweise) Bei der Integration durch Substi-
tution erweist sich die von LEIBNIZ eingefiihrte Differentialschreibweise erneut als
sehr hilfreich: Ersetzt man z = ¢(t), so ist %X = ¢/(t) oder

dz

dr = ¢'(t)dt = — dt , 11.
v =) dt = (10.5)

und man erhélt (11.4) durch formales Einsetzen von (11.5

)
[temewa= [ 1w —dtt . [ f@do

So 148t sich die Substitutionsregel besonders bequem merken.

z=p(t)

Beispiel 11.4 Um die Integralfunktion von tant = 2L fiir ¢ € (—7/2,7/2) zu
bestimmen, setzen wir

d
T = cost mit dx = d—fdt —sintdt (11.6)
und erhalten
1 . 1
/tantdt:f/—(fsmt)dt:f /—dm — Inx = —Incost .
cost X r—cos t xr=cost

Man beachte, daf§ die Substitution x = sint statt (11.6) nicht weiterhilft. In vielen
Fillen ist von vornherein nicht offensichtlich, welche Substitution gewihlt werden
sollte. Solche Weisheit kommt mit der Erfahrung.
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Beispiel 11.5 Um

/ sin”™ t costdt

zu bestimmen, substituiere man = = sint, dx = costdt. So ergibt sich

oon+1

sin t
/sin"tcostdt:/xndx: ] falls n #£ —1 ,

Insint falls n = —1

d. h. insbesondere

/cotxdaz = Insinx .

Beispiel 11.6 Das Integral

/\/3t2 +5tdt

wird durch die Substitution z = 3t + 5 mit dx = 6t dt vereinfacht zu

1 1
/\/3t2+5tdt:6/\/3t2+56tdt: 6/\/de

(3t2 +5)% .

a::3t2+5

Beispiel 11.7 (Lineare Substitution) Ein Integral der Form (o, § € R, a # 0)

b
/f(ozt+ﬁ)dt bzw. /f(ozt—kﬁ)dt

wird mit der Substitution x = ot + 5 wegen dr = adt in

b ab+p
/fat—i—ﬂ /f dx bzw. /f(at-i—ﬁ / f(z
r=at+3 2 anﬁg
umgeformt. Daher ist z. B.
1 3
313
19
/(t+2)2dt:/x2dx: =@y =2
3|, 3
0 2
bzw.
1 t
/cos(at)dt:— /cos:cdx = —sinzx :sm(a)
a r=at a r=at a
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Sitzung 11.4 Zwar kann DERIVE viele Integrale direkt 16sen. Trotzdem wollen wir
die Substitutionsregel des Satzes 11.4 mit DERIVE verwenden.

Direkt 148t sich (11.4) nicht anwenden, da DERIVE selbstversténdlich (genau wie wir
auch) nicht automatisch erkennen kann, wie die Funktion ¢ gewiihlt werden soll. Die-
se Substitutionsfunktion miissen wir schon angeben. Um (11.4) benutzen zu kdnnen,
nehmen wir zusétzlich an, ¢ sei injektiv. Setzen wir dann fiir den Integranden

y(t) = fe(®) ¢'(t) , (11.7)

dann bekommen wir mit z = ¢(¢)

_y® _ oy @) iy (o1 (e
flx) = 20~ @) =yle (@) (¢7") (2)

unter Verwendung der Regel iiber die Ableitung der Umkehrfunktion. In dieser Form
kann man die Substitution (11.4) unter Angabe des Integranden (11.7) direkt be-
nutzen, sofern man die inverse Funktion ¢~ findet.

Die DERIVE Funktion

INVERSE(f,x,t) :=ITERATE(f,x,t,-1)

gibt in vielen Fillen die Umkehrfunktion von f(z) als Funktion der Variablen ¢ an.
Zum Beispiel liefert INVERSE(COS(a x),x,t) das Ergebnis

.. T _ASIN(@)
’ 2a a ’

wéhrend INVERSE(TAN(x/2),x,t) bzw. INVERSE(EXP(a x)+b,x,t) in

LN (t — b)

5: 2 ATAN (¢) bzw. 7 ’

umgeformt werden. INVERSE findet die Inverse fiir trigonometrische, aber nicht fiir
deren inverse Funktionen.

Man kann nun folgende DERIVE Funktionen erkléren:

INT_SUBST(y,t,g,x_):=
LIM(INT(LIM(y,t,INVERSE(g,t,x_))*DIF (INVERSE(g,t,x_),x_),x_),X_,g)

BEST_INT_SUBST(y,t,a,b,g,x_) :=INT(LIM(y,t,INVERSE(g,t,x_))*
DIF (INVERSE(g,t,x_),x_),

x_,LIM(g,t,a,1),LIM(g,t,b,-1)
)

b
die [y(t)dt bzw. [y(t)dt mit Hilfe der Substitution z_ = g(¢) umformen.
Das Integral f tant dt wird direkt von DERIVE gefunden mit dem Ergebnis

11:  —LN(COS (1)),
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die Substitution x_ = cost liefert durch Anwendung von | Simplify | auf den
Ausdruck INT_SUBST(TAN(t),t,C0S(t)) wieder —Incost, wihrend der Ausdruck

INT_SUBST(TAN(t) ,t,TAN(t)) in

15 : —LN |COS ()

umgewandelt wird und INT_SUBST(TAN(t),t,TAN(t/2))
17 —LN (—COS (t))

liefert. Diese Ergebnisse unterscheiden sich um (komplexe) Konstanten. Man beach-
te, dafl wir als Hilfsvariable immer x_ verwendet haben, da wir bei unseren Aufrufen
von INT_SUBST kein viertes Argument angegeben haben.

Wir erhalten weiter z. B. folgende Ergebnisse:

DERIVE Eingabe Ausgabe nach

n+1
INT(SIN(t)"n COS(t),t) ST ’
n+1
n+1l _
INT_SUBST(SIN(t) n COS(t),t,SIN(t)) % ’
n
IN (¢)| |SIN ()|™ 1
INT_SUBST(SIN(t)"n COS(t),t,COS(t)) SROIETOE ’
n+1 n+1
2 3/2
INT(SQRT(3t"2+5)t,t) % ’
t2 3/2
INT_SUBST(SQRT(3t"2+5)t,t,3t"2+5) % ’
162
BEST_INT_SUBST(SQRT(3t°2+5)t,t,0,1,3t"2+5) 69\/_ B 5?3/5 '

Die direkte Substitutionsregel (11.4) erlaubt es, ein unbestimmtes Integral bzgl.
der Variablen ¢ durch ein (hoffentlich einfacheres) Integral bzgl. der Variablen x zu
ersetzen, sofern der Integrand die spezielle Gestalt f(p(t)) ¢'(¢) hat. In der Praxis
wird dies nicht immer der Fall sein, und man mufl den umgekehrten Weg gehen:
Um [ f(z)dz zu bestimmen, versucht man, eine bijektive Funktion ¢(t) derart zu
finden, dal man (11.4) an der Stelle ¢~!(z) auswerten kann, und man hat daher
den

Satz 11.5 (Integration durch indirekte Substitution) Sei f : I — R stetig
und ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar und bijektiv mit ¢([a,b]) C I. Dann gilt die
Substitutionsregel

[t@de= [ sew) i 0
t=p~1(x)

Bemerkung 11.4 Es empfiehlt sich, sich nicht lange mit der Uberpriifung der Vor-

aussetzungen fiir die Anwendbarkeit der Substitutionsregel aufzuhalten. Wendet

man sie einfach formal an, kann man das erzielte Ergebnis leicht durch Differentia-

tion auf Korrektheit tiberpriifen. A
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Wir geben nun einige Beispielsklassen von Funktionen, die sich mit Hilfe geeigneter
Substitutionen elementar integrieren lassen, da sie sich auf die Integration rationaler
Funktionen zuriickfithren lassen.

Wir nennen eine Funktion R der beiden Variablen x und y eine rationale Funktion
bzgl. x und y, wenn sie bei konstantem x rational bzgl. y und bei konstantem y
rational bzgl. x ist.

Satz 11.6 (Klassen elementar integrierbarer Funktionen) Sei R (z,y) bzw.
R(z,y, z) rational bzgl. x und y bzw. z,y und z. Dann sind die folgenden Funktionen
elementar integrierbar: (a,b,c,d € R)

() R (rVarsb) (keN), ®) R <a: ¢ Zij-fz) (k €N),

(¢) R (sin (ax),cos (ax)) , (d) R(e™,e7 "),
(e) R (:I:, Vax? + bx + c) ) (f) R (x, Vax +b, \/m) .

Beweis:  Der Beweis besteht in der Angabe einer jeweils erfolgreichen Substitution bzw.
einer Kette von Substitutionen. Bei konkreten Beispielen sind die angebenen Substitutio-
nen naturgemif nicht in jedem Fall bestmdglich, sie stellen allerdings eine algorithmische
Methode dar, die immer erfolgreich ist.

Wir fithren die Substitutionen mit DERIVE vor. Fiir ihren Erfolg ist jeweils notwendig,
daB nach der Substitution ¢t = ¢(z) alle Argumente von R sowie 4% rational bzgl. ¢ sind.
Wir erhalten zuniichst folgende Ergebnisse fiir (a)—(d) (die letzte Spalte erhélt man, nach-

dem man z mit Hilfe von | Manage Substitute | eingesetzt hat):

Substitution 4 DERIVE Eingabe Simplify

t* b } [¢* bkt’“_l}

z(ax—i—b)% — - =

a a a

r=— — —
a a

T,

(ax+b)% b— dt
= xr =

d } [b—dt* kt*='(ad—bc)
cx+d ctF —a ’

dt [cth—a’ (cth —a)?

[ 2t 1-# 2
_t2+1’t2+1’t2+1

&
|

t =tan(z/2) x=2ATAN(t [SIN ), COS (=), ;tx}
i

~QT LN (t) AQT A—CL.’;C 1 1
t=e¢ T = é } {t» - —} )
a t at
ez LN (2) d 241 -1 1
P—e r= [COSH(a:p) SINH(e2), & } { |-

Die angegebenen Substitutionen sind direkt erfolgreich. Bei (¢) haben wir 0.B.d. A. a =1
behandelt, im allgemeinen Fall mufl vorher eine lineare Substitution ax = ¢ durchgefiihrt

4Damit DERIVE die Gleichungen ¢ = ¢(z) nach z auflost, erklire man a,b,c,d,z und t als
positiv. Man iiberzeuge sich davon, dafl diese Einschrdnkungen eigentlich nicht notwendig sind.



300 11 Integrationstechniken

werden. Gemé$ (d) kann offenbar auch eine Funktion R (sinh (ax), cosh (az)) behandelt
werden.

Bei (e) fiihrt eine der folgenden Substitutionen (die man abhéingig vom Vorzeichen von
b® — 4ac auswihlt) zu einem rationalen Integranden mit méglichem Argument /1 — 2,

V2 —1 bzw. /1 4+ 2
Substitution DERIVE Eingabe Simplify

2az + b tv4dac—b2—b 2 d (t*+1)(4ac—b?) Vdac—b?
t= T = ax” +bxr+c, —x , ,

VAac—b2 2a dt 4a 2a

2ax + b tvb2—4ac—b 2 d (1—t*)(4ac—b*) Vb2—4dac
t= T = ax” +br+c,—x , .

Vb2 —4ac 2a dt 4a 2a

Derartige Integrale lassen sich mit Hilfe der Substitutionen
t=sins - 1—1t2 =coss und %tzcoss
t=coshs — t? — 1 =sinhs und %t:sinhs
t =sinhs — 142 = coshs und %tzcoshs

auf die Fille (c¢) bzw. (d) zuriickfithren. Der Fall (f) wird folgendermafen auf (e) zuriick-
gefiihrt:

Substitution DERIVE Eingabe Simplify

> 2_ d—c(b—t2
t=+Vaxr+b x:t ab {x,x/ax—i—b,x/cx—i—d%x} [tab,t7 ad—c( )ﬁ .0

Vva "a

Beispiel 11.8 (Flicheninhalt einer Kreisscheibe) Wir sind nun in der Lage,
die bereits angesprochene Gleichung

(8.4) 7r:4f1 V1—z2dx

zu beweisen, und wir koénnen sogar die Integralfunktion von /1 — 22 bestimmen.
Mit der Substitution x = sint, dz = costdt ergibt sich

1
/\/1712da§ = /cosztdt :—/(COS(2t)+1)dt
t=arcsinx 2 t=arcsinx

in (2t t 1 1
sin ( )—|— :§arcsinx+§x\/1—x2,

4 2

t=arcsinx
also insbesondere

1

1 1
/\/1fx2das: 5 arcsinerix\/lfo
0

1
1 1 T

= — arcsinl = — .
2 4

0
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Sitzung 11.5° Auch die indirekte Substitution 18t sich mit DERIVE anwenden.
Wir definieren wieder INVERSE(f,x,t) wie in DERIVE-Sitzung 11.4. Die DERIVE
Funktionen

INT_SUBST_INV(y,x,g,t) :=LIM(INT(LIM(y,x,g)*DIF(g,t),t),t,INVERSE(g,t,x))

BEST_INT_SUBST_INV(y,x,a,b,g,t) :=INT(LIM(y,x,g)*DIF(g,t) ,t,
LIM(INVERSE(g,t,x) ,x,a,1),
LIM(INVERSE(g,t,x),x,b,-1)
)

b
formen die Integrale [y(z)dz bzw. [y(z)dz mit Hilfe der Substitution z = g(t)
um. “

Als eine Anwendung betrachten wir wieder das Integral

/ V1—2x%2dx.
DERIVE liefert das Resultat

ASIN (z) | zv1—x?
2 * 2 '

Wir wollen dieses Ergebnis nun noch einmal durch Substitution bestéitigen. Wir
verwenden die Substitution x = cost¢. INT_SUBST_INV(SQRT(1-x"2),x,C0S(t),t)

wird mit | Simplify | in

7FLOOR [§ — 2508 4 ASIN (2) + 2 V1 — 22
2

7: —SIGN (22 — 1)

umgeformt. Dies sieht recht kompliziert aus, was daran liegt, dal DERIVE nicht
wei}, dafl nur z-Werte im Intervall (—1,1) in Frage kommen. Deklarieren wir z mit
[ Declare Variable Domain | als Variable im Intervall (—1,1), so vereinfacht sich
der Ausdruck wieder zu

ASIN (z) = x+/1 — a2
2 + 2 '

Man beachte, dafl bei den Funktionen INT_SUBST_INV und BEST_INT_SUBST_INV die
Angabe der bei der Substitutionsfunktion g verwendeten Variablen ¢ als viertes Ar-
gument unerléflich ist.

Auf dhnliche Weise erhalten wir z. B. folgendes Ergebnis

DERIVE Eingabe DERIVE Ausgabe
- . V2 1
BEST_INT_SUBST_INV(SQRT(1-x"2)/(1+x"2),x,0,1,SIN(t),t) > "3

5Wir weisen darauf hin, daf8 die Ergebnisse dieser DERIVE-Sitzung sehr stark von der benutzten
DERIVE-Version abhédngen.
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Man beachte, daf3 das Integral f —Vlifdw von DERIVE direkt nicht gefunden wird.
Es gibt etliche Integralfunktionen, insbesondere solche, deren Integranden Wurzeln
enthalten, die DERIVE nicht findet. Hier kann eine geeignete Substitution helfen.

Beispiel 11.9 (Rekursion durch Substitution) Wir werden durch Substituti-
on zeigen, dafl die Beziehungen

x

n—1 (_1)k’+1
(—1)"/tan2"tdt =x+ Z m tan2k+1 X (n € ]N) (118)
0 k=0

und

x

(—1)+t /tan2"+1 tdt =1Incosz + Z

s k=1

(~1)H+!

T tan’*z  (n € IN) (11.9)

gelten. Wegen (tan :I:)/ =1+ tan? x ist mit der Substitution ¢t = tanx fiir n # 1

/tan”sr:d:z:—l—/tan”_Q:de = /tan"_Qx(l+tan2 x)dr = /t"_2 dt

t=tanx
_ tn1 _ tan" ! 2
n—1 t=tanz n—1 ’
und folglich gilt die Rekursionsformel
t n—1
/tan"mdm = Lla; - /tan"_Qxdx (n#1).
n —
Mit den Anfangsbedingungen
x x xr xr
/tanotdt:/ldt:x sowie /tanltdt:/tantdt:—lncosx
0 0 0 0

folgen durch Induktion (11.8) und (11.9).
Wir setzen nun speziell x = 7/4 und betrachten n — co. Wir zeigen zunéchst,
daf
/4
lim /tan”tdt:O, (11.10)

n—oo

0

was aus geometrischen Griinden einleuchtend ist, da im Innern des Intervalls (0, 7/4)
die Relation tanz < 1 gilt. Seie > 0 gegeben, dann ist wegen o := tan7/4 —e/2 < 1

/4 w/4—e/2 w/4
s

/tan”tdt < / tan™ ¢ dt| + / tan® ¢ dt ga"ZJr%,
0 0 w/4—e/2
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und es gibt somit ein N € N derart, daf} fiir alle n > N der Term "7 < 5 ist, was
die Behauptung (11.10) zeigt. Setzen wir nun z = 7/4 in (11.8) ein, so erhalten wir

/4 ne1 _
T (—1)F+1 T 1)k+L
~1 tan®" tdt = — t 2’““ =~ N
( )/an i TR 1 Z: k—|—1 (neNN),
2 =
und fiir n — oo folgt
2k+1 47
Aus (11.9) bekommt man entsprechend
/4 " kb1
—1
(—1)" ! / tan®" Tl tdt = In cos% + Z % tan?® %
s k=1
1 D (—1)kH
k=1
und mit n — oo
— (—1)k+! 1
SV,
= V2

Wir erinnern daran, dafl die Werte dieser beiden Reihen im Zusammenhang mit dem
Leibnizkriterium in Beispiel 4.17 behandelt worden waren. Damals konnten wir die
Grenzwerte nicht angeben.

UBUNGSAUFGABEN

11.10 Man berechne den Flacheninhalt der Ellipse mit Halbachsen a und b, deren
Randkurve die Gleichung

erfiillt.

11.11 Man beweise fiir n # —1 erneut die Integralformel

(z + )"

(7.38) e +ayde ="

durch Substitution. Diese Losung ist erheblich einfacher als die in Ubungsaufgabe
7.26 benutzte Methode.

11.12 Welche der rationalen Integrale aus dem Beweis von Satz 11.3 kann man
durch Substitution finden?
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11.13 Man zeige

(2 -
/Sin%ﬁdw:f—M und /coqu:dx:g—i—Sln( sr:)

2 4 4

< 11.14 Man finde die folgenden elementaren Stammfunktionen:

1

(@) / (14 2?) (1+ arctan®z) 4,

dzx

/\/17502 (1+arcs1n x)
/\/xz-i-yzdx.

1
dx
/ \/(1 —22) (1 — arcsin®z)

11.15 Die Funktion L : Rt — R, erklirt durch

x

L(x) ::/%dt

1

hat die Eigenschaften

(a) L (1) ~ L), (b Ly)=L@)+LE), (© lim 23+

x z—0 x

=1

)

(d) L ist stetig, streng wachsend und konkav.

Man zeige diese Eigenschaften nur mit Hilfe der Eigenschaften des Integrals, d. h.
ohne explizite Verwendung der Logarithmusfunktion.

11.16 Man gebe eine Formel fiir die Integrale fcot" tdt.
0

11.17 (Arkustangens- und Logarithmusreihe) Beweise: Fiir alle t € (—1,1]
gelten die Reihenformeln

arctant = f: ﬂﬁ%'Irl
P 2k +1

sowie

8

n(l+t)=

k=1

Dies Reihen heifien die Arkustangens- bzw. Logarithmusreihe. Hinweis: Verwende
(11.8) und (11.9).
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11.18 Berechne den Flidcheninhalt des Kreissektors zwischen den beiden Punkten
r und re' (t € [0,7/2]) der Kreisperipherie als Summe einer Dreiecksfléiche sowie
eines Integrals, s. Abbildung 11.1, und deute das Ergebnis.

Y

roint - - - - - -2

Dreieck

Abbildung 11.1 Flicheninhalt eines Kreissektors

11.4 Partielle Integration

In diesem Abschnitt verwenden wir die Produktregel und erhalten eine weitere sehr
niitzliche Integrationstechnik.

Satz 11.7 (Partielle Integration) Seien « und v auf [a, b] stetig differenzierbar.
Dann gelten in [a, b] die Integrationsregeln

/u/(x)v(x) dx = u(x) - v(z) — /U'(x)u(x) dx (11.11)

sowie

/u’(m)v(w) dr = u(x) - v(z)

b
i — /v’(m)u(m) dx . (11.12)

Beweis:  Wir verwenden die Produktregel
(9.4) (u-v) (2) = (@)o(@) + v/ (2)u(z)
aus der wir durch Integration mit dem Hauptsatz

u-v= /u/(x)v(x) dx + /v'(x)u(w) dx

und damit (11.11) sowie (11.12) erhalten. a
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Bemerkung 11.5 Man beachte, dafl der Erfolg der partiellen Integration d&hnlich
wie die Substitutionsmethode von der geschickten Wahl der Produktfunktionen '’
und v des Integranden v’ - v abhéngt. Trifft man eine ungeschickte Wahl, kann das
Integral auf der rechten Seite von (11.11) bzw. (11.12) durchaus komplizierter sein
als das urspriingliche Integral auf der linken Seite.

Beispiel 11.10 Um [ Inz dz zu bestimmen, verwenden wir «/(z) = 1, v(z) = Inz,
also z.B. u(z) = z und v/(z) = 2, und wir erhalten wie in DERIVE-Sitzung 7.2

/lnxda::,rlnx—/fdm:xlnx—x.
T

Beispiel 11.11 Auf die gleiche Weise kionnen wir [ arctanz dz bestimmen: Mit
u'(z) =1, v(z) = arctan z, also u(x) = = sowie v'(z) = ﬁ erhalten wir

1
/arctanxdx:x arctanx—/de:m arctanz — — In (1 + 2?) .
14 a2 2

Beispiel 11.12 Ebenso bestimmen wir [ arcsina dz. Die Wahl v/(z) = 1, v(z) =

arcsin z, also u(x) = x sowie v'(x) = ——=— liefert zunichst

V1—x?

. . x
arcsinz dr = r arcsinx — | ——=dxz
V1—a?

und die Substitution t = 1 — 22, dt = —2x dx ergibt weiter

1 1
arcsinx dr = ¢ arcsinx + — / —dt
/ 2/ Vt

Beispiel 11.13 (Rekursion durch partielle Integration) Hat man ein Inte-
gral der Form [ z" f(z)dz, wobei f eine stetige Funktion und n € IN ist, so kann
man mit der partiellen Integration u'(z) = f(z), v(z) = 2™ bzw. u(z) = [ f(z)dz
und v'(x) = na"~ ! die giiltige Formel

/x”f(x) dx:z"/f(x) dz —n /x"* (/f(:c) dz> dz (11.13)

erzeugen. Unter der Voraussetzung, dafl die iterierten Integrale f f(z) dz,
J ( [ f(z) d:r) dz, ... gefunden werden konnen, stellt dies eine Rekursionsformel zur
Bestimmung von [ 2" f(z) dz dar. Zum Beispiel bekommen wir

=g arcsinz + V1 — 22 .
t=1—2x2

/x cosxdr = sinx—/sinxdx:xsinx—i—cosx

oder durch eine zweimalige Anwendung
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/x2e_mdx = x2 _T+2/xe_tdx
= x> I+2< e~ ewdx)

= I—&-Q( e~ ):—e*I (w2—|—2x—|—2).

Auch fiir Integrale vom Typ f f(x))" dr mit einer stetigen Funktion f und einer
Zahl n € IN kann eine Rekursion gefunden werden. Mit der partiellen Integration

W(2) = (f(@)" ", v(@) = f(@) baw. u(z) = [ (f(@)" " de und o' (z) = f'(z) folgt

Ju@rae= s [uwya) - [ o [y a) . a

Sitzung 11.6 Die partielle Integration kann durch die DERIVE Funktionen

INT_PARTIELL(ustrich,v,x):=
v*INT (ustrich,x)-INT(INT (ustrich,x)*DIF (v,x),x)

BEST_INT_PARTIELL(ustrich,v,x,a,b):=
LIM(v*INT (ustrich,x),x,b,-1)-LIM(v*INT (ustrich,x) ,x,a,1)-
INT(INT (ustrich,x)*DIF(v,x),x,a,b)

definiert werden in direkter Ubertragung der Formeln (11.11) und (11.12), withrend
die DERIVE Funktionen INTX_N(f,x,n) bzw. INT_N(f,x,n)

INTX_N(f,x,n) :=IF(n=0,INT(f,x) ,x " n*xINT(f,x)-n*INTX_N(INT(f,x) ,x,n-1))
INT_N(f,x,n) :=IF(n=0,x,f*INT_N(f,x,n-1)-INT(DIF(f,x)*INT_N(f,x,n-1),x))

die Integrale [a" f(z)dx bzw. [ (f(z))" dz gem&B (11.13) bzw. (11.14) rekursiv

bestimmen.
Mit INT_PARTIELL bekommen wir wieder die Ergebnisse
Integral DEeRIVE Eingabe Ausgabe nach
/ Inz dx INT_PARTIELL(1,LN(x),x) LN (z) —
N (2% + 1
/arctanxdm INT_PARTIELL(1,ATAN(x),x) x ATAN (z)— % ,

/arcsina: dxr  INT_PARTIELL(1,ASIN(x),x) zASIN (z)++1—22,

/arccosw dxr INT_PARTIELL(1,AC0S(x),x) —xzASIN (z)+ 71-2—30 —V1—-22,

LN (z2+1
LN(@+1) 7o

/ arccotx dr  INT_PARTIELL(1,ACOT(x),x) —xATAN (z)+ 3 2

DERIVE wendet allerdings partielle Integration von selbst an und 16st alle obigen In-
tegrale auch ohne unsere Hilfestellung.
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Mit den Funktionen INTX_N bzw. INT_N erhalten wir z. B. die Integralfunktionen
Integral DERIVE Eingabe DERIVE Ausgabe nach 6
/1: coszdr INTX_N(COS(x),x,1) COS (z)+ z SIN (z),

/x2 e “dr INTX_N(EXP(-x),x,2) —& °(z°®+2z+2),

SIN (z)°  2SIN (x)°
5 3

/cossxdx INT_N(COS(x) ,%,5) + SIN (z) .

Zuletzt wollen wir eine Rekursionsformel fiir das Integral f sin” x dz unter Verwen-
dung einer besonders geschickten partiellen Integration herleiten. Dazu geben wir
die Identitét

/ SIN ()" dz = INT_ PARTIELL (SIN (z), SIN (z)" "}, z)

ein. liefert
/SIN ()" dz = (1 —n) U SIN ()" d:v—/SIN (z)" 2 dx] — SIN ()"~ COS (z) .

Um alle auftretenden Terme f sin” z dx auf die linke Seite zu bringen, bilden wir
den Ausdruck (<F4>-(1-n) INT (SIN (x)"n, x))/n und erhalten nach erneutem

/SIN ()" dar = (n—1) fSIN (z)" 2 da B SIN ($)n71 COS () |

n n
die gewiinschte Rekursionsformel.

Die eben gewonnene Rekursionsformel kann zum Beweis der Formel von WALLIS?
herangezogen werden.

Satz 11.8 (Wallisprodukt) Es gilt folgende Produktformel

o0

4k? D4k 2 2 4 4 6 6
— — - =
4k — 1 nLI%oH4k2—1 1

k=1 k=1
Beweis:  Es sei

/2

W, = /sin"wdw (n € No) .
0

Nach der soeben erzielten Rekursionsformel fiir f sin” x dx gilt insbesondere fiir n > 2

SWir benutzen die Einstellung [ Manage Trigonometry Expand | Toward [ Sines |.
7JoHN WALLIS [1616-1703]
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n—1

Wn = Wn—2 )
n
und mit den Anfangsbedingungen
/2 /2
T /2
Wo = ldx = 5 sowie Wy = sinzxdx = —cosx =1
0
0 0
erhélt man fiir gerade bzw. ungerade n mittels Induktion die Werte
2n-1)2n-3)---3-1 7
Won = — N), 11.1
2 nen—2) 42 2 €N (11.16)
2n(2n —2)---4-2
Wan N). 11.17
it G- 31 "N (11.17)

Nun folgt andererseits aus der Beziehung 0 < sinx < 1, die fiir z € [0, g} gilt, fur alle
n €N
0 <sin®™™ gz <sin®z <sin® 'z

und daher
/2 /2 /2
Og/sin%“wdaﬁg / sin®" zdx < / sin? laodr .
0 0 0

Folglich ist W, fallend und nach unten beschréinkt und somit konvergent. Daher gilt auch

und wegen (11.16) und (11.17) folglich (11.15). O

Mit partieller Integration 148t sich der Fehler bei der Trapezregel abschéitzen. Es
gilt ndmlich

Satz 11.9 (Trapezregel) Sei f : [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar. Dann
gilt die folgende exakte Form der Trapezregel bzgl. einer arithmetischen Zerlegung
des Intervalls [a,b] in n gleich grofie Teilintervalle

/bf(“’)dx = (%f(a>+§f(a+kb;a>+%f(b)>b;a
e k=1

3 n
_% (b;“) S (11.18)
k=1

wobei & € [zr—1,z] (E=1,...,n) geeignete Zwischenpunkte sind.
Gilt insbesondere |f”(z)| < K fiir alle € [a,b], dann erhélt man die Fehler-
abschétzung

b n—1 —a _a _a3
/f(:v)dfv— <§f<a>+zf<a+kbn >+%f(b)> boal OO K

k=1

a
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Beweis: ~ Wir betrachten eines der Teilintervalle [zx—1, k] und nehmen o.B.d. A. an,
es sei das Intervall [0, 1]. Die Funktion g(z) := z(1 — z) ist positiv in (0,1) (man iiber-
priife dies!) und hat an den Intervallendpunkten 0 und 1 den Wert 0. Zweimalige partielle

Integration liefert
1
1
-2 / flx)dx .
0
0

1
Auflosen dieser Gleichung nach f f(z) dz liefert unter Verwendung des erweiterten Mittel-
0

1 1

/g(m) f'(@) da = g(z) f'(2)| - /(1 —22) fl(x)dz = — (1—22) f(2)

0 0

wertsatzes der Integralrechnung (Satz 7.5)

- %f”(f)/g(w) do = O L pre

1—-2x
/ flydr = — 22 p(a)

fiir einen Zwischenwert £ € [0,1]. Summation der sich fiir die Intervalle [z;_1, 2] durch
eine lineare Substitution ergebenden Gleichungen liefert die Behauptung. g

UBUNGSAUFGABEN

11.19 Welche der rationalen Integrale aus dem Beweis von Satz 11.3 kann man
durch partielle Integration finden?

11.20 Man berechne die Integrale
(a) /arsinhzdw , (b) /arcosh:cdx , (c) /artanhzdw
mit Hilfe partieller Integration.

¢ 11.21 (Rekursionsformeln) Man beweise folgende Rekursionsformeln (n € IN):

2 2\n
2 2\n z (z° + a”) 1
d =
(a) /(a +a)tde o+ 1 m 1

1
(b) /x" e dy =~ ghee - D /x"il e*¥dx

/(a2 + 2" ldz (a€R),
«@ @

c 2" sinzdr = 2" (nsineg —x cosz) —n(n—1 2" 2 sinzdr ,

(c)

(d) /x" coszdr = z"" ! (n cosz + x sinzx) —n(n—l)/x”*2 coszdx ,

1 1
(e) /xn o7y — _gxnﬂ e n+ /%ni2 .

2

< 11.22 Man finde eine Rekursionsformel fiir fcos” xdx.
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11.23 Zeige fiir die Partialprodukte des Wallisprodukts die Abschéitzung

s . 4k2 T 1
< <—(14+=—).
2_H4k2—1_2<+2n)

11.24 Man bestimme lim }4/7?(2:) Hinweis: Verwende das Wallisprodukt und

n
driicke [] 4:2% durch Fakultiiten aus.
k=1

* 11.25 (Stirlingsche Formel) Man beweise die Stirlingsche Formel:
2mn (E) <nl < V2mn (E) T (neN),
e e

insbesondere

. n! _ Vo
. g =V

Hinweis: Durch Anwendung der Trapezregel (11.18) auf die Logarithmusfunktion
zeige man zunéchst die Existenz der Grenzwerte (vgl. Beispiel 8.1)

g 1 !
nler;o<k_1lnk— <n—|— 5) lnn—n> bzw. T}er;ocn:nllrgom:c. (11.19)

2
Man berechne dann ¢ mit Hilfe des Wallisprodukts aus der Beziehung ¢ = lim CCQ—"
n—oo “2n
Der Nachweis der Existenz der Grenzwerte (11.19) ist notwendig, da es Folgen
2
(cn)n gibt, die nicht konvergieren, bei denen aber lim ;—" existiert. Gib ein Beispiel
n—oo “2n

einer solchen Folge.
¢ 11.26 (Euler-Mascheronische® Konstante) Zeige, daf8 der Grenzwert?

1
~v:= lim (Zglnn>

k=1

existiert und berechne eine 6-stellige Ndherung.

11.27 Man leite aus einer Rekursionsformel eine explizite Formel fiir die Integral-
funktionen [In" zdx (n € Ny) ab.

8LORENZO MASCHERONI [1750-1800]
9Das Symbol v ist der griechische Buchstabe ,,gamma”.
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<& 11.28 Bestitige die Rekursionsformeln (n > 2)
/arcsin” zdr =n+/1—x2arcsin” 'z + z arcsin™ z +n (1 — n) /arcsin’“2 xdx

sowie

1 1
n

/arcsin" xdr = (g) +n(l—n) /arcsin"_2 xdx .

0 0

1
SchlieBlich beweise man eine explizite Formel fiir [ arcsin™ x dz. Hinweis: Man wende
0

partielle Integration sowohl mit u'(x) = 1 als auch mit v'(x) = arcsin x an und fasse
die beiden Resultate in geeigneter Weise zusammen.

11.29 Man beweise mit Hilfe von Substitution und partieller Integration den in
Ubungsaufgabe 7.24 geometrisch interpretierten Sachverhalt: Ist f : [0,a] — R
stetig und streng wachsend mit f(0) = 0, so gilt

a f(a)

[t@des [ 1w =as@.
0 0

11.30 Man erstelle eine Integralliste als Zusammenfassung aller bisher erzielten
Ergebnisse.

11.5 Uneigentliche Integrale

Bislang hatten wir Integrale fiir in abgeschlossenen beschrinkten Intervallen be-
schrinkte Funktionen f betrachtet. Ist eine dieser Voraussetzungen verletzt, d.h.
ist entweder f oder das Intervall I unbeschrinkt oder gar beides, so heifit das Inte-
gral uneigentlich.

Definition 11.2 (Uneigentliche Integrale) Ist etwa I = [a,00) und f fiir alle
b > a integrierbar in [a, b], so definieren wir

b—oo

7f(x)d:c = lim /bf(x)d:c :

falls dieser Grenzwert existiert. Entsprechend gilt

b b

/f(x)dx = lim f(x)dzx

a——00
— 00 a
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und
0

oo b
/ f(x)dz:= lim (z) dx + blirgo / flx)dx . (11.20)
o 0

a——00
a

Im letzten Fall betrachten wir auch den speziellen Grenzwert
b
lim [ f(z)dz,
b—oo
—b
o0
welcher, falls er existiert, der Cauchysche Hauptwert des Integrals [ f(z)dx ge-
— 00
nannt wird.

Ist nun andererseits der Integrand f im offenen Intervall (a,b) unbeschrénkt, aber
fiir alle € € (0,b — a) im Intervall [a + €, b] integrierbar, definieren wir

b b
[sae= g [ seyas,

ate
und entsprechend, falls f fiir alle € € (0,b — a) in [a, b — €] integrierbar ist

b b—e
/f(x)dw = lim /f(x)dm.

e—0+

Existiert ein endlicher Grenzwert, heifit das entsprechende Integral konvergent, an-
dernfalls divergent. Ist der Grenzwert 00, so nennen wir das Integral bestimmt
divergent.

Ist sowohl f als auch das Integrationsintervall I unbeschriankt, wird das uneigent-
liche Integral entsprechend definiert. A

Wir geben einige Beispiele.

o0
Beispiel 11.14 Fiir das Integral [ - dz erhalten wir
1

oo
1

/—dx = lim
x b—o0

1

fiir « > 1 Konvergenz. Ist andererseits o < 1, so divergiert das Integral bestimmt
gegen —+00.

1 1—a |b bl—a -1 1
—dx = lim = lim =
xr& b—oo 1 —a|; booe 11—« a—1

b
1
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Beispiel 11.15 Bei dem Integral f dx erhalten wir dagegen

1
1 xl—e o 1—glme 1
—dx = lim — dx = lim = lim =
e e—0+ e—0+ 1 —« . =0+ 11—« 11—«
1>

fiir « < 1 Konvergenz. Dieses Integral divergiert fiir a > 1 bestimmt gegen +oo.

oo
Beispiel 11.16 (Grenzwert existiert nicht) Das Integral [ sinzdz existiert
0

b
nicht. Tatséichlich oszilliert [ sinzdr = 1 — cosb fiir grofie b zwischen 0 und 2,

0
00

und der Grenzwert fiir b — oo existiert nicht. Erst recht existiert dann [ sinz dz
— 00
0o 0
nicht, da dazu sowohl [ sinz dx alsauch [ sinx dz existieren miiiten. Andererseits
— 00

0
existiert der Cauchysche Hauptwert

b
b
lim [ sinzdz = lim (—cosx)’ =0,
b—oo b—oo

—b

—b

also ist die Existenz des Cauchyschen Hauptwerts nicht hinreichend fiir die Konver-
genz des Integrals (11.20).

Konvergiert aber (11.20), ist dieser Wert gleich dem Cauchyschen Hauptwert.
Beispiel 11.17

1

1 1
/lﬁd"’” - Ji%ilﬁ Vi /m
= —EE%1+ arcsin (e — 1) + hmJr arcsin (1 —¢) =7.
Beispiel 11.18
oo 0 b
[rimte = [ [ e
—oo a 0

= — lim arctana -+ lim arctanb=7. A

a— —00 b—oo
Wir werden in der Folge der Einfachkeit halber dem Substitutionssymbol die fol-

gende neue Bedeutung geben:

F(z)| = lim F(z)— lim F(x).

a r—b— r—a+
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Damit spart man sich die explizite Erwdhnung vieler Grenzwerte. Bei unseren DE-
RIVE Funktionen hatten wir ohnehin bereits diese Definition verwendet.

Wir bemerken an dieser Stelle, daf sich alle Integrationsregeln wie Linearitét, In-
tegration durch Substitution oder partielle Integration sinngeméfl auf uneigentliche
Integrale anwenden lassen.

Als néchstes geben wir ein Konvergenzkriterium fiir uneigentliche Integrale, des-
sen Beweis wir als Ubungsaufgabe lassen.

b
Satz 11.10 (Vergleichskriterium fiir uneigentliche Integrale) Sei [ f(z)dx

ein uneigentliches Integral.”

b
(a) Ist [ g(x)dx konvergent und gilt |f(z)| < g(z) fiir alle z € (a,b), dann konver-

b
giert auch [ f(z)dx.

b
(b) Ist [ g(z)dz divergent und gilt f(z) > g(x) > 0 fiir alle = € (a,b), dann diver-

b
giert auch [ f(z)dx. O

Beispiel 11.19 (Laplace-Transformation) Sei f stiickweise stetig fiir x > 0 und
sei

|f(x)] < Ke* fiir alle x > b

fiir geeignete Konstanten a;, b und K > 0. Dann konvergiert

oo

flo) = [ fia)da

0

fiir alle s > a. Das ist eine unmittelbare Anwendung von Satz 11.10 (a), denn

oo

* (a—s)w
/efsm T dp — /e(afs)x dr = e

o — S
0

0

o0

1
0 s—ao

Die Funktion fheiﬁt die Laplace-Transformierte!* von f. In Ubungsaufgabe 11.36
sind die Laplace-Transformierten einiger elementarer Funktionen zu bestimmen. A

Man kann nun folgenden Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Reihen und
der unbestimmter Integrale feststellen.

OWir erlauben hier, dal oo als Integrationsgrenzen auftreten.
MPIERRE SIMON LAPLACE [1749-1827]
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Satz 11.11 (Integralkriterium fiir Reihen) Sei f : [0,00) — R eine positive

fallende Funktion. Dann konvergiert die Reihe Y f(k) genau dann, wenn das un-
k=0

eigentliche Integral [ f(z)dz konvergiert. Genauer gilt die Abschéitzung
0

S fk) < / Flayde <3 (k). (11.21)
0 k=0

k=1
Beweis:  Wegen der Monotonie gilt die Ungleichungskette

fR) < fe) < f(k=1)  (zelk—1,k])

und durch Integration von k£ — 1 bis k erhalten wir
k
r0 < [ f@ds< o=,
k—1

Summieren wir von k = 1 bis n, ergibt sich

SUCEN NETE ST
k=1 k=0

Konvergiert nun [ f(z)dz, ist die Reihe Y f(k) der Partialsummen beschréinkt und da-
0 k=1

n
her konvergent. Wird umgekehrt > f(k) als konvergent vorausgesetzt, folgt monotones
k=0

Wachstum und Beschréinktheit von [ f(z)dz und daher Konvergenz von [ f(z) dz. Durch
0 0
Grenziibergang n — oo erhalten wir (11.21). a

Eine Anwendung auf Beispiel 11.14 liefert
Korollar 11.2 Die Reihe

(4.12) > e (a>0)
k=1
konvergiert fiir & > 1 und divergiert fiir o < 1. O

Das néchste Beispiel zeigt eine vieler Moglichkeiten, wie Fakultdten durch uneigent-
liche Integrale ausgedriickt werden kénnen.
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Beispiel 11.20 (Eulersche Gammafunktion) Das unbestimmte Integrall?

T (z):= /tzfl e tdt (11.22)
0

heifit Gammafunktion. Zunichst zeigen wir, daf$ " (x) fiir alle > 0 wohldefiniert
ist. Das Integral ist sowohl bzgl. des linken als auch bzgl. des rechten Intervallendes
uneigentlich. Die Konvergenz folgt aus Satz 11.10 wegen der Beziehungen

et < (t>0) sowie t*"'<Ke? (t>b)

— tlfa:

aus den Beispielen 11.14 bzw. 11.19.
Wir berechnen die Gammafunktion zunéchst fiir natiirliche Argumente. Fiirn =1
wird das Integral zu

oo

r(1) = / et = — et

0

oo

—1, (11.23)

0

und fiir  # 1 integrieren wir partiell und erhalten die Rekursion

(=) = /tm_le_t dt= — e T @ -1 /t”"2 e~tdt
0 0
= @-DPl-1). (11.24)

Zusammen mit dem Anfangswert (11.23) erhalten wir durch Induktion die Werte
I'n)=(n-1)! (neNN).
Man beachte, dafi die Rekursionsformel (11.24) fiir alle x > 1 giiltig ist.

Sitzung 11.7 DERIVE kann uneigentliche Integrale aller betrachteten Typen be-
rechnen. Z. B. erzeugt der Ausdruck VECTOR(INT(t"k EXP(-t),t,0,inf),k,0,6) die

Integrale
o o o o o o o
/é‘tdt,/té“dt,/t2 é_tdt,/t3é_tdt,/t4 é‘tdt,/t%“dt,/t“ e tdt|
0 0 0 0 0 0 0

und | Simplify | liefert

2 [1, 1, 2, 6, 24, 120, 720] .

12Das Symbol I ist der groBe griechische Buchstabe ,,Gamma”.



318

11 Integrationstechniken

DERIVE kennt die Gammafunktion I' (z), und sie kann mit GAMMA (x) oder mit Hilfe
der Tastenkombination <ALT> G eingegeben werden. Der Ausdruck GAMMA (x) wird
durch in (z — 1)! konvertiert. Eine graphische Darstellung der Gam-
mafunktion liefert Abbildung 11.2. Nach Definition (11.22) ist die Gammafunktion
nur fir £ > 0 definiert. Man setzt aber die Gammafunktion gemifl der Rekursion
(11.24) sukzessive auf die negative reelle Achse fort. Die resultierende Funktion hat
Pole an den Stellen —n (n € Np).

Das uneigentliche Integral f L_dz ist ein Beispiel eines Integrals, das DERIVE
o Ve2r 41

nicht finden kann,'® das aber durch direkte Substitution gelést werden kann. Mit
[ Manage Logarithm Collect | wird der Ausdruck

BEST_INT_SUBST(1/SQRT(EXP(2 x)+1),x,0,inf,EXP(2 x)+1)
zu —In (v/2 — 1) vereinfacht.

Y

A

1 10
Abbildung 11.2 Eine graphische Darstellung der Gammafunktion

UBUNGSAUFGABEN

< 11.31 Man berechne die folgenden Integrale

1 oo
0 [0 [ i © [
) 1—2? 1+x2 . 1422 (1- :L'2 / 22—1(1+22)

11.32 Man beweise Satz 11.10.

I3DERIVE findet zwar eine Stammfunktion, aber nicht deren Grenzwerte an den Intervallenden.
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< 11.33 Fiir jedes der untenstehenden Integrale bestimme man, ob es konvergiert
(und berechne es in diesem Fall, gegebenenfalls numerisch), divergiert oder nicht
existiert.

(a) /e‘ﬁdx , (b) /e"’” sinz dx | (c) /e"’” Inxdx,
0 0 1
0 o0 0
(d) / e’ dx , (e) /a:efz2 dz | () / 2" e®dr (n € Ny),
—oo 0

00 1
sin I sin I
1 0

11.34 Zeige die folgende Darstellung der Partialsummen der Exponentialreihe
(n € IN())

o0
n k T
z _ 6_ n —t
> q= / treTtdt .
k=0 7
Hinweis: Benutze den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

*x 11.35 Berechne:
1

(a) /xm In"xdx (m,neN), (b) /:c" (I—=2)™dx (m,n e Ny),

O/ 1522 dx (n € Np), (d) O/de (n € Ny) .

Hinweis: Man fiihre geeignete Substitutionen durch, um eines der bekannten Inte-
grale 7Tf/zsin"tdt (s. (11.16) und (11.17)) bzw. ?t”e_t dt = n! nutzen zu kénnen,
oder Ie(;'te durch partielle Integration geeignete Igiekursionsformeln her.
< 11.36 Man berechne die Laplace-Transformierten f(s) der Funktionen
(a) flx)=e* (a€eR), (b) f(x)=sin(az) (a€R),
(¢) f(x)=cos(ax) (a€R), (d) =sinh (az) (a € R),
(e) f(z)=cosh(az) (a€R), ()
(g) flz)=glax) (acR), (h)
(i) flz)=2a" (a>0), ()

und gebe an, fiir welche s € IR sie definiert sind.
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<& 11.37 Zeige die Identitét

1
1
dr | dy .
Ty

[t [ ([

Berechne die Integrale numerisch. Ihr exakter Wert ist 72 /6, man vgl. Ubungsauf-
gabe 12.33.

11.38 Berechne die folgenden uneigentlichen Integrale

dx , (c)

O/M’ O A

dz,
/mh:c cosh? x z (o)

1
. 1 :
) /arcs1n5 xdx, (h) / T4 dz | (i)

0

L 1 1

O [rrmi W [gae. 0 [
0 1

11.6 Volumen- und Oberflichenberechnungen

Als eine Anwendung der Integration behandeln wir in diesem Abschnitt Techni-
ken zur Approximation von Volumina und Oberflicheninhalten durch Riemann-
Summen, welche schlieflich erméglichen, diese Volumina und Oberflicheninhalte
durch Integrale zu berechnen. Wir nehmen hierzu einen elementargeometrischen
Standpunkt beziiglich der auftretenden Begriffe Volumen, Schnitt- bzw. Oberflache
ein.

Zuniichst betrachten wir einen Kérper K in R?® sowie ferner eine senkrecht zur -
Achse stehende Ebene B = {z = £} := {(z,y,2) € R® | = £}. Die Schnittflsiche
der Ebene E¢ mit dem Korper K habe einen Flicheninhalt A(£). Schneiden sich E;
und K nicht, setzen wir A(§) = 0.

Wir sprechen vom Volumen von K zwischen x = a und x = b als dem Volumen
desjenigen Teils von K, der zwischen den Ebenen {z = a} und {z = b} liegt, und
schreiben hierfiir VOLUMEN (K, x, a, b).

Zerlegen wir [a,b] in n Teilintervalle Iy, = [zg—1,zx] (K =1,...,n), kénnen wir
dieses Volumen als die Summe

VOLUMEN (K, ,a,b) = Y VOLUMEN (K, 2, 241, z) (11.25)
k=1
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der Volumina kleinerer Scheiben schreiben. Ist die Linge Axy = zp — 1 von I
hinreichend klein, so kénnen wir das Volumen der k. Scheibe fiir & in I, durch

VOLUMEN (K, T, Tp—1, xk) ~ A(fk) Axk (11.26)

anndhern. Kombinieren wir (11.25) und (11.26), so wird also das Volumen durch
die Riemann-Summe

VOLUMEN (K, z,a,b) ~ Y A(&) Ay,
k=1

approximiert. Im Grenzfall erhalten wir gegebenenfalls
b
VOLUMEN (K, z,a,b) := /A(m) dr . (11.27)

Wir nennen dies die Scheibenmethode zur Volumenberechnung, deren Erfolg von der
Berechenbarkeit des Schnittfliicheninhalts A(x) abhiingt. Wir bemerken, daf§ wir das
Volumen einfach durch das Integral definieren. Eine zufriedenstellende Definition des
Volumens wiirde allerdings erfordern, dafl wir zeigen, dafl sie vom gewahlten Ko-
ordinatensystem unabhéngig ist. Derartige Fragestellungen miissen an dieser Stelle
allerdings unbeantwortet bleiben.

Beispiel 11.21 (Das Volumen einer Pyramide) Wir betrachten eine Ebene E
in IR3, ein Gebiet G in E und einen Punkt P, der auBerhalb von E liegt. Indem wir P
mit allen Punkten von G verbinden, erhalten wir eine Pyramide, deren Grundfldche
G ist, und deren Héhe die Entfernung von P zu E ist. Schon DEMOKRIT wuf3te, dafl
sich das Volumen dieser Pyramide zu

Ah
V=—
3

ergibt, wobei A der Fldcheninhalt der Grundfliche und h die Hohe der Pyramide
ist. Um dies zu beweisen, wihlen wir P als Ursprung des Koordinatensystems und
E als die Ebene {x = h}, so daf§ h die Hohe der Pyramide ist. Wir zerschneiden die
Pyramide senkrecht zur z-Achse, wobei A(§) der Flicheninhalt der Schnittfliche
der Pyramide mit der Ebene { = £} ist, und erhalten
A(h)y=A und A(0)=0.
Aus dem Strahlensatz folgt die Beziehung (0 < ¢ < h)
52
Alg) =254

Das Volumen der Pyramide ergibt sich also zu

(h). (11.28)

h
2 Axgh Ah
= A<de=— —| =—.
v / TR 3, T 3
0
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Beispiel 11.22 (Volumen einer Kugel) Zur Berechnung des Volumens V einer
Kugel mit dem Radius r wéhlen wir den Ursprung als Mittelpunkt. Der Fldchenin-
halt der Schnittfliche der Kugel mit der Ebene {z = ¢} ist (0 <& <)

A(E) =7 (r? = €7). (11.29)
Wir erhalten also

V:/TA(x)de/TW(7“2_x2)dx:7r (rzx_%s)

-7 -

= . A (11.30)

—-Tr

In der Folge betrachen wir Rotationskorper. Hierzu sei G ein Gebiet der zy-Ebene,
das oberhalb der z-Achse liege und das nun um die z-Achse gedreht wird. Dabei
geht jeder Punkt (£,7) € G in die Kreislinie

y+2=n,  z=¢

in R? iiber. Der erhaltene Koérper heifit Rotationskérper. Dreht man G um die
y-Achse, so erhilt man einen vollig anderen Rotationskdrper, s. auch Ubungsaufga-
be 11.41.

Wir wollen nun Volumen und Oberflicheninhalt eines Rotationskorpers bestim-
men. Das Volumen eines Rotationskorpers K kann man leicht mit der Schnittme-
thode berechnen: Jede Schnittfliche von K ist ndmlich eine Kreisscheibe. Sei die
Funktion auf [a, b] nichtnegativ, und das Gebiet G sei durch

e den Graphen von f (oben),
(7.1) o die z-Achse (unten) und
o die zwei vertikalen Geraden x = a und = = b (links und rechts)

bestimmt, sei ferner K der Rotationskérper, den man erhélt, wenn man G um die
x-Achse dreht. Schneiden wir K bei z = £, so ist die Schnittfliche eine Kreisscheibe
mit Radius f(£), also gilt

Somit erhidlt man mit (11.27)
b
VOLUMEN (K, z,a,b) = / f(z)*dx . (11.31)

Dies ist die sog. Kreisscheibenmethode zur Berechnung des Volumens eines Rotati-
onskorpers.

Beispiel 11.23 (Nochmals die Kugel) Die Kugel

22 f P 422 =2
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ist ebenfalls ein Rotationskérper, den man erhélt, wenn man das Gebiet (7.1) um
die z-Achse dreht. Hier sind f(x) = v/r2 — 22, a = —r und b = r. Man kann deshalb
das Volumen V' der Kugel auch durch

T

_ 2 .2 _ 2 _x_3
V=a[({r*—2)de=m (rz 3

-r

1 3
= —T7T

3

-r

berechnen, entsprechend (11.30).

Sitzung 11.8 Die DERIVE-Funktion
ROTATIONSVOLUMEN(f,x,a,b) :=pi INT(f£°2,x,a,b)
RV(f,x,a,b) :=ROTATIONSVOLUMEN(f,x,a,b)

berechnet das Volumen des Rotationskorpers, den man erhilt, wenn man den Gra-
phen von f zwischen x = a und = = b um die z-Achse dreht, entsprechend Gleichung
(11.31). Wir vereinfachen z. B. fiir das Volumen einer Kugel mit dem Radius r den
Ausdruck RV(SQRT (r~2-x"2),x,-r,r) zu

4gr3

3

Weitere Beispiele fiir Volumenberechnungen von Rotationskérpern sind

Bezeichnung DERIVE Eingabe DERIVE Ausgabel4
2
Sinusfunktion RV(SIN(x),x,0,pi) 5
, , , - mb%h? 2

einschaliges Hyperboloid RV(b SQRT(x"2/a"2+1),x,0,h) 302 +7b°h,
a
2(943— 342 3

zweischaliges Hyperboloid RV(b SQRT(x"2/a"2-1),x,a,h) b (2a 332 hth ),

2
Ellipsoid RV(b SQRT(1-x"2/a"2),x,-a,a) 4”;”’ ,
. 7 h?
Paraboloid RV(SQRT(x),x,0,h) 5
) mh? TAN [2]?
Kegel der Offnung o RV(TAN(alpha/2)x,x,0,h) —

Beispiel 11.24 (Unbeschrinkte Korper) Wir kénnen bei der Volumenberech-
nung (11.27) oder (11.31) auch den Fall unbeschrénkter Integrationsgrenzen a und
b und damit uneigentliche Integrale betrachten. Der fragliche Korper ist dann un-
beschrankt, kann jedoch trotzdem ein endliches Volumen besitzen.

14Die Ergebnisse wurden mit [ Simplify |, [ Expand | baw. [ Factor | erzielt. Man finde heraus,
welches Kommando an welcher Stelle sinnvoll ist.
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Man betrachte beispielsweise das Gebiet G, daf durch (7.1) mit f(z) =1, a=1
und b = oo erklart wird. Dreht man G um die x-Achse, so erhélt man einen Korper
mit dem Volumen

()01 oo
V=7r/—2dx:—z =7r. A
x
1

Man kann auch den Oberflicheninhalt eines Rotationskorpers bestimmen. Die Ro-
tationsfliche ROTATIONSFLACHE (f, x, a,b) eines Rotationskorpers erhalten wir
wie folgt: Zerlegen wir das Intervall [a, b] in n Teilintervalle I, = [zg_1, zk], so wird
die Rotationsfliiche in n Streifen zerlegt

ROTATIONSFLACHE (f, z,a,b) = Z ROTATIONSFLACHE (f, x, z)_1, Zk) -
k=1

Wir nehmen in der Folge an, daf} f differenzierbar ist. Ist Axj hinreichend klein,
dann kénnen wir den k. Streifen fiir jedes & in I, durch einen Kegelabschnitt oder
gleichwertig durch einen Kreiszylinder der Hohe

Aa? + Af(an)? = Vl " (M) Aap ~ TF F(6)? Ay

T — Tp-1

und dem Radius f(&x) approximieren, s. Abbildung 11.3.

Abbildung 11.3 Zur Berechnung des Flidcheninhalts einer Rotationsfliche

Wir erhalten also
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ROTATIONSFLACHE (f, 2,z 1, ax) ~ 27 f (&) /1 + ' (60)2 Ay

und konnen so die Rotationsfliche durch die Riemann-Summe

ROTATIONSFLACHE (f, z,a,b) ~ 271'2 FEDVT+ f(6)2 Axy,
k=1

anndhern. Im Grenzfall ergibt sich

b
ROTATIONSFLACHE (f,z,a,b) = 2 / @)1+ f(z)?de (11.32)

Beispiel 11.25 (Oberfliche einer Kugel) Wir wollen den Oberflicheninhalt A
einer Kugel mit Radius r berechnen und wihlen hierzu wieder den Ursprung als
Mittelpunkt. Man erhilt die Kugel als Rotationsfliche von v/r2 — 22 zwischen x =
—r und z = r. Damit ergibt sich

. . —
4W0/f(x)\/mdx:4wo/\/W\/l+<T) da

V2 — 22
T 2 T
477/\/7“2—952\/ 27“ 2d:1:=4ﬂ'r/dm:477r2.
r2 —gx
0 0

Sitzung 11.9 Die DERIVE-Funktion

A

ROTATIONSFLACHE(f,x,a,b):=2 pi INT(f SQRT(1+DIF(f,x)"2),x,a,b)
RF(f,x,a,b) :=ROTATIONSFLACHE(f,x,a,b)

berechnet den Oberflicheninhalt des Rotationskérpers, den man erhilt, wenn man
den Graphen von f zwischen x = a und = b um die z-Achse dreht, entsprechend
Gleichung (11.32).

Beispiele fiir Oberflichenberechnungen von Rotationskérpern sind

DERIVE Eingabe Ausgabe nach

RF(SQRT(r~2-x"2) ,x,-r,r) 477r|r|,
RF(1/x,x,1,inf) 00 ,

RF (SIN(x) ,x,0,pi) 27LN (V2+1) +2V2m,

V271 h? (1 - COS (a))*/?
|

RF(TAN(alpha/2)x,x,0,h) SIN () [SIN (o)

Es folgen approximierte Werte der Oberfliicheninhalte ROTATIONSFLACHE (x"n,x,0,1)
fir n = 10 (k =0,1,2,3).
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n | 1 10 100 1000

ROTATIONSFLACHE (z",z,0,1) ’ 4.4288 3.22326 3.14331 3.14159

Dies nihert sich fiir n — oo offenbar 7. Warum?

UBUNGSAUFGABEN

11.39 Man beweise (11.28) und (11.29) elementargeometrisch.

11.40 Wir haben den Fall der Drehung eines ebenen Gebiets um die x-Achse be-
handelt. Man stelle das Volumen des Korpers, den man erhélt, wenn man das Gebiet
(7.1) fiir eine streng monotone Funktion f um die y-Achse dreht, durch ein Integral
dar.

< 11.41 Man betrachte das Gebiet G, das durch die Geraden
’y:1+l', y:2x7 yZG*I

begrenzt wird. Man berechne das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn
man G um folgende Achsen dreht:

(a) die x-Achse, (b) die horizontale Gerade y = —1,
(¢) die y-Achse, (d) die vertikale Gerade x = —1.

<& 11.42 (Torus) Man berechne das Volumen und die Oberfliche des Kérpers, den
man erhélt, wenn man die Kreisscheibe (0 < a <r)
22+ (y—7r)* <ad®

um die z-Achse dreht. Der entstehende Rotationskorper ist ein sog. Torus. Hin-
weis: Zur Vermeidung komplexer Grofien Iésche man die Eintragung x y z bei
| Manage Ordering |.

< 11.43 Man berechne das Volumen der Kugel mit dem Radius r. Es sei dabei ein
rundes Loch mit dem Radius s < r zentral durch die Kugel gebohrt.

<& 11.44 Man berechne die Rotationsflichen
(a) des einschaligen Hyperboloids im Intervall [0, h] ,
(b) des zweischaligen Hyperboloids im Intervall [a, h] ,
(c¢) des Ellipsoids im Intervall [—a, a] sowie

(d) des Paraboloids im Intervall [0, h] .

Hinweis: Man erklire a,b und h mit | Declare Variable | als positive Variable und
verwende | Manage Branch Any \, um die sich ergebenden Integranden zu verein-
fachen, und iiberzeuge sich von der Korrektheit der Resulate. Danach schalte man
unbedingt wieder in den | Manage Branch Principal | Modus um!
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< 11.45 Man vereinfache das in DERIVE-Sitzung 11.9 fiir die Mantelfliche eines Ke-
gels des Offnungswinkels o durch RF (TAN(alpha/2)x,x,0,h) erzeugte Resultat.

11.46 Man begriinde geometrisch, warum bei dem in DERIVE-Sitzung 11.9 be-
trachteten Beispiel in der Tat ROTATIONSFLACHE (x"n,x,0,1) — 7 konvergiert.
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12 Gleichmiflige Konvergenz und
Potenzreihen

12.1 Gleichmiflige Konvergenz

Betrachten wir eine Folge von Funktionen f, : [a,b] — IR eines abgeschlossenen
Intervalls [a, b], so konnen wir punktweise fiir jedes x € [a,b] die Konvergenz der
Zahlenfolge (f,(x)), untersuchen. Liegt punktweise Konvergenz vor, erhilt man
eine Grenzfunktion f : [a,b] — IR durch die Vorschrift

f(z):= nh—>Holo fn(z) .

Wir geben zunéchst einige Beispiele, die belegen, dafi dieser Konvergenzbegriff seine
Tiicken hat.

Beispiel 12.1 Die Funktionenfolge f, : [0,1] — R, definiert durch
falz) = 2"
ist eine Folge stetiger Funktionen auf [0, 1]. Sie konvergiert punktweise gegen

v on_J O fallsze0,1)
flz) = nlggox B { 1 falls x =1 ’

d. h., die Grenzfunktion ist unstetig.

Beispiel 12.2 Auch, was die Integration betrifft, verliert die Grenzfunktion bei
punktweiser Konvergenz unter Umsténden Eigenschaften der Funktionenfolge. Sei
fn110,1] = R (n > 2) gegeben durch

1 n?z falls z € [0,1/n]
fulx) = max{n—n2 x——‘,O} =< 2n—n’z falls x € (1/n,2/n)
0 falls « € [2/n, 1]

s. Abbildung 12.1. Man sieht leicht, dafl f,, stetige Funktionen sind mit Grenzfunk-
tion
f(z)= lim f,(z)=0,

da fiir jedes x € (0,1] ein N € IN existiert derart, dal f,(xz) = 0 fiir alle n > N,
1

und wegen f,,(0) = 0. Fiir die bestimmten Integrale [ f,(z)dxz gilt
0
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1 1/n 2/n
/fn(a:)dx = /nzxdx+/(2n—n2x)dm
0 0 1/n

n? z?

2/n
1 1
=t (4-2-24-)=1
2 2+< +2> ’

1/n

1/n ( n2 x2>
+ | 2nx —
o 2

1
wihrend [ f(x)dz = 0 ist. In Ubungsaufgabe 12.1 ist ein #hnliches Beispiel mit
0

differenzierbaren Funktionen zu konstruieren.
Y
5 A

t } + + - > T
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 12.1 Die Funktionenfolge f,(x) := max {n —n?lx—1/n| ,0}

Beispiel 12.3 Unser drittes Beispiel betrifft Ableitungen. Sei f, : [0,27] — R
definiert durch
sin (nz)

Diese Funktionenfolge konvergiert wegen | f,, (z)| < % punktweise gegen 0, hier ist

die Grenzfunktion also stetig. Die Funktionen f,, sind aber auch differenzierbar mit
Ableitung

fl(z) = +/n cos (nx) .
Seltsamerweise divergiert die Ableitungsfolge in ganz [0,27]! Wiirde némlich fiir
ein z € [0,27] Konvergenz vorliegen, sagen wir /n cos (nz) — a, dann miifite
cos (nz) — 0 konvergieren, und daher auch fiir die Teilfolge cos (2nz) — 0 gelten.

Wegen cos (2nz) = 2 cos? (nz) — 1 ergiibe sich dann aber fiir n — oo die Beziehung
0 = —1, ein Widerspruch. A
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Die gegebenen Beispiele haben alle gemeinsam, daf zwar f,, (bzw. f/) an jeder Stel-
le x € [a, b] konvergiert, diese Konvergenz andererseits in ihrer Giite von Punkt zu
Punkt verschieden ist. Es zeigt sich, dafl der folgende Konvergenzbegriff angemes-
sener ist.

Definition 12.1 (Gleichmilige Konvergenz) Eine Folge von Funktionen f, :
[a,b] — IR eines Intervalls! [a,b] heifit gleichméBig konvergent auf [a,b] gegen die
Funktion f : [a,b] — IR, falls fiir alle € > 0 ein Index N € IN derart existiert, daf
fiir alle « € [a,b] und alle n > N

|fn(z) = f(z)| < e
gilt.
Bemerkung 12.1 Der Unterschied zwischen punktweiser und gleichméfiger Kon-
vergenz besteht also darin, daf§ bei der punktweisen Konvergenz das zu gewéhl-
tem € > 0 gefundene N € IN i.a. von der Stelle x abhéngt, wihrend dies bei
der gleichméfligen Konvergenz nicht erlaubt ist. Bei der gleichméfiigen Konvergenz

miissen alle Werte f,(z) fiir n > N in einem e-Streifen um den Graphen der Funk-
tion f liegen. A\

Mit der folgenden Begriffsbildung 148t sich die gleichméflige Konvergenz noch be-
quemer formulieren.

Definition 12.2 (Supremumsnorm) Fiir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] —
R eines Intervalls [a, b] definieren wir

A=y = sup [f(2)]

z€[a,b]
und nennen || f|| die Supremumsnorm der Funktion f.

Bemerkung 12.2 Mit Hilfe der Supremumsnorm 148t sich die gleichmé&fBige Kon-
vergenz folgendermafien ausdriicken: Eine Folge von Funktionen f,, : [a,b] — R eines
Intervalls [a, b] ist genau dann gleichméflig konvergent auf [a, b] gegen die Funktion
f:]a,b] — R, falls

Tim [[f — £ =0
gilt. A
Die Supremumsnorm erfiillt folgende Eigenschaften einer Norm.
Satz 12.1 (Normeigenschaften) Fiir beliebige beschriinkte f, g : [a,b] — R gilt:

(a) ||fll =0, wobei ||f|| = 0 genau dann gilt, wenn f = 0 ist>.

1Man kann die gleichméBige Konvergenz natiirlich auch fiir andere reelle Teilmengen erkliren.
Wir werden sie jedoch nur fiir abgeschlossene Mengen verwenden.
2Das letztere bedeutet, da8 f(z) = 0 fiir alle = € [a, b] ist.
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(b) la fll = laf- [If]] fir alle a € R.

(© M +gll < A1+ llgll

Beweis:  Die Aussagen (a) und (b) folgen direkt aus der Definition und den Eigenschaften
der Betragsfunktion. Als besonders wichtig wird sich herausstellen, dafl die Supremums-
norm wie die Betragsfunktion eine Dreiecksungleichung (c) erfiillt. Es gilt ndmlich fiir alle
z € [a, b] die Ungleichungskette

|f(x) + g(@)| < [f()[ + lg(@)| < [If]] + llgll
und durch Ubergang zum Supremum auch
IF+gll <A+ 1lgll - O

Wir wollen nun die Eigenschaften der Grenzfunktion unter gleichméfBiger Konver-
genz untersuchen. Der niichste Satz zeigt, dal bei gleichméBiger Konvergenz Bei-
spiel 12.1 nicht auftreten kann.

Satz 12.2 (Stetigkeit der Grenzfunktion) Die Grenzfunktion f einer auf [a, b]
gleichmiflig konvergenten Folge (f,), stetiger Funktionen ist wieder stetig.

Beweis:  Sei z € [a,b] und £ > 0. Wegen der gleichméBigen Konvergenz von (fy)n gibt
es ein N € N derart, dafl
lfn(€) — f(Ol <e

fiir alle € € [a,b]. Da fn an der Stelle x stetig ist, existiert ein § > 0 derart, dafl

|fn(z) — ()l <e,
falls |z — &| < 4. Fiir solche & € [a, b] gilt dann aber mit der Dreiecksungleichung

[f (@) = FOI < [f(2) = Fn ()| + [fn(2) = I (€] + [fn () — f(E)] < 3¢,

was zu zeigen war. d

Auch Beispiel 12.2 ist bei gleichméafiger Konvergenz nicht méglich.

Satz 12.3 (Integral der Grenzfunktion) Die Grenzfunktion f einer auf [a,d]
gleichmiBlig konvergenten Folge (f,,), stetiger Funktionen hat die Eigenschaft

b

b
/f(l“) de = lim [ f,(x)dzx.

a

Beweis:  Wegen Satz 12.2 ist f zunéchst stetig und damit integrierbar. Weiter folgt aus
der gleichméfligen Konvergenz

b b b
[0~ [ @l =| [ (10 @) | <l = 0= ~0. O

a

Schliellich kann auch Beispiel 12.3 unter geeigneten Bedingungen nicht auftreten.
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Satz 12.4 Seien f, : [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen des Intervalls
[a,b] mit den Eigenschaften:

(a) fn konvergiere punktweise gegen f,
(b) f] konvergiere gleichméiBig.
Dann ist die Grenzfunktion f stetig differenzierbar, und es gilt fiir alle = € [a, ]

f(@) = lim fi() .

n—oo

Beweis:  GeméiB Satz 12.2 ist die Grenzfunktion f* der Ableitungen f, stetig auf [a,b].
Ferner gilt fiir alle n € IN und beliebiges = € [a, b] mit dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

h@:h@+/ﬁ@ﬁ,

und aus Satz 12.3 folgt fiir n — oo
@)= @+ [ ra.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist daher f differenzierbar mit
f@)= [ @) = lim fi(). 0

Bemerkung 12.3 Alle drei vorstehenden Séitze gehoren in die Kategorie von Sétzen,
die Aussagen iiber die Vertauschung von Grenzprozessen machen. Satz 12.2 z. B. be-
sagt, dafl bei gleichméBiger Konvergenz

f@) = lim lim £,(€) = lim lim f, (&)

£—x n—oo n—oo {—x

ist, wihrend Satz 12.3 die Aussage
b b
/ ( lim fn(x)) dr = lim /fn(sc) dzx
enthilt. Unter den Voraussetzungen von Satz 12.4 gilt
lim fn(g) — lim fn(x) _
f(z) = lim == nooe = lim lim Ful8) = fulz) VAN

Die vorstehenden Sitze zeigen die Wichtigkeit des Begriffs der gleichméffigen Kon-
vergenz deutlich auf. Wir brauchen daher Kriterien, mit denen wir gleichméflige
Konvergenz nachpriifen kénnen. Zunéchst gilt das folgende Cauchykriterium.
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Satz 12.5 (Cauchykriterium) Eine Folge von Funktionen f, : [a,b] — R kon-
vergiert genau dann gleichméBig auf [a, b], falls es zu jedem £ > 0 ein N € IN gibt
mit

Ifn = finll < (12.1)
fir alle n,m > N.

Beweis:  Konvergiere zunéchst f,, gleichméBig gegen f. Dann gibt eszue > 0ein N € N
mit

Ifn—fll<e
fir alle n > N. Sind nun n,m > N, dann folgt

[fn = fmll <\ fn = FIIH IS = frmll < 2

Gilt nun andererseits fiir alle n,m > N (12.1), folgt zunichst, da (f.(z)) punktweise
eine Cauchyfolge ist. Daher liegt punktweise Konvergenz vor, sagen wir f,(z) — f(x). Mit
m — oo folgt dann aber

|fn(z) = f(z)] < e
fiir alle n > N sowie z € [a, b]. O

In der Praxis treten héufiger Reihen auf. Eine Reihe heifit naturgeméf gleichméBig
konvergent, falls die Folge der Partialsummen gleichméfig konvergiert. Wir geben
nun Kriterien fiir die gleichméfige Konvergenz von Reihen an.

Korollar 12.1 (Weierstra3isches Majorantenkriterium) FEine Funktionenrei-
[ee]
he > fr von Funktionen f; : [a,b] — R konvergiert absolut und gleichméBig in

=0
[a,b], wenn die Reihe der Normen

> Il
k=0

konvergiert. Wir sprechen in diesem Fall von einer normal konvergenten Reihe.

Beweis:  Sei z € [a,b]. Wegen |fn(z)| < || fnl| konvergiert F(z) := Y fn(x) absolut,
k=0

insbesondere ist die Grenzfunktion F' : [a,b] — R wohldefiniert. Konvergiert nun die Reihe
der Normen, dann gibt es zu jedem € > 0 ein N € IN derart, daf3

m m
ooR< D> Il <e
k=n+1 k=n+1

fir alle m > n > N, und die gleichméaflige Konvergenz folgt aus dem Cauchykriterium. O

Bemerkung 12.4 Das Weierstrafische Kriterium ist deshalb so wichtig, weil es die
Frage der gleichméfBigen Konvergenz einer Funktionenreihe auf die Untersuchung
der Konvergenz einer Zahlenreihe zuriickfiihrt.
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Im n#chsten Abschnitt wenden wir die erzielten Ergebnisse auf Potenzreihen an, die
zu den wichtigsten Beispielen von Funktionenreihen gehoren.

UBUNGSAUFGABEN

* 12.1 Bilde mit Hilfe der Funktion ﬁ eine in ganz R punktweise gegen 0 konver-
gierende Funktionenfolge f, : R — IR differenzierbarer Funktionen mit der Figen-
oo

schaft [ f,(z)dz =n.

12.2 Zeige, dafl man Differentiation und Grenzwertbildung bei der Folge

ful) :

X

nicht vertauschen kann.

12.3 Zeige, daf3 die Reihe
> o
Pt (x — k)2

in jedem abgeschlossenen Intervall [a,b] C R\ IN normal konvergiert.

o0
<& 12.4 Die Reihe ) COST(ZI”) konvergiert normal in R. Die Grenzfunktion ist also
k=1
stetig. Betrachte die Konvergenz der Graphen der Partialsummen mit DERIVE.

12.5 (Kotangenspartialbruchdarstellung) Man zeige, daf3 die Reihe
1 — 22
T + Z 72 — k2
k=1
in jedem abgeschlossenen Intervall [a,b] C R\ Z gleichméfig konvergiert. (Dies ist

die sogenannte Partialbruchdarstellung von 7 cot (7 x)).

12.6 Zeige: Die Funktionenfolge

folz) =2 ﬁ (1 + %) e /k
k=1

konvergiert in jedem abgeschlossenen reellen Intervall gleichméiBig. (Die Grenzfunk-
tion f(x) hat Nullstellen genau dort, wo die Gammafunktion Pole hat. Man kann
zeigen, da I'(x) = e~ 7*/f(x), wobei v die Euler-Mascheronische Konstante ist
(s. Ubungsaufgabe 11.26).)

12.7 Sind f,g : [a,b] — R, dann ist ||f - g| < ||| - |g|l und H;H > L. Gib
Beispiele, wo Ungleichheit eintritt.
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12.8 Man bestimme die Normen ||f, — f|| und ||f, — fm|| fiir die Folgen aus den
Beispielen 12.1-12.2 sowie || f, — fm|| und || f}, — f,.|| bei Beispiel 12.3 und erklére
Jjeweils, warum keine gleichméfBige Konvergenz vorliegt.

* 12.9 (Integral der Grenzfunktion) Die Grenzfunktion f einer auf [a,b] gleich-
méiBig konvergenten Folge ( f,,),, integrierbarer Funktionen ist integrierbar. Die Aus-
sage von Satz 12.3 bleibt giiltig.

* 12.10 (Eine stetige Funktion ohne Tangente) Sei g : R — IR die durch

g(x) = % (arccos (cos (mx)))

gegebene Sdgezahnfunktion, und sei f : [0,1] — IR durch

g
f({E) T kzz;) 4k

gegeben, s. Abbildung 12.2. Zeige:
(a) Die f(x) definierende Reihe konvergiert fiir alle x € [0, 1],
(b) f ist stetig,
(c) f ist an keiner Stelle x € [0, 1] differenzierbar.

Der Graph der sog. Takagi-Funktion® f hat somit an keiner Stelle eine Tangente.
Hinweis: Man betrachte den Differenzenquotienten von f fir Az = 5 (n € N).

> <

INT

Abbildung 12.2 Die Takagi-Funktion: Eine stetige Funktion ohne Tangente

3TELIT TAKAGI [1875-1960)
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12.2 Potenzreihen

Wir hatten die Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion durch in ganz C konver-
gente Potenzreihen definiert. Im Rahmen unserer jetzigen Betrachtungen stellen wir
fest, dafl die Stetigkeit dieser Funktionen kein Zufall ist: Potenzreihen sind wichtige
Beispiele gleichmiiflig konvergenter Reihen.

Wir untersuchen zunéchst das Konvergenzverhalten einer allgemeinen Potenzrei-
he

fz) = a2 (12.2)
k=0

mit Koeffizienten ap. Wir lassen komplexe Werte der Variablen z und komplexe
Koeffizienten zu. Zunichst konvergiert jede Potenzreihe fiir z = 0. Auf ABEL* geht
das folgende Lemma zuriick.

Lemma 12.1 Konvergiert die Potenzreihe (12.2) an einer Stelle ¢ € C (¢ # 0)°,
dann konvergiert sie absolut fiir alle z € € mit |z| < |C].

Beweis:  Da > ax(* konvergiert, folgt |ax||¢|* — 0 (k — o0), und insbesondere ist die
k=0
Folge (|ax||¢|*)x beschrinkt, sagen wir durch M. Also ist fiir |z| < |¢]|

k

z z
|akzk|:‘akg’k‘-— <Md* g=1=|<1]),
¢ ¢
o0
und daher ist die geometrische Reihe > M q"® eine konvergente Majorante. g
k=0

Auf Grund des Lemmas macht folgende Definition Sinn.
Definition 12.3 (Konvergenzradius) Die Zahl®

oo
Z apr* konvergiert}

R :=sup {r e Ry
k=0

heiBt Konvergenzradius der Reihe Y ay 2F. A

Wir koénnen nun folgende Charakterisierung der Konvergenz von Potenzreihen auf-
stellen.

Satz 12.6 (Konvergenzkreisscheibe) Fiir eine Potenzreihe (12.2) gilt genau ei-
ne der folgenden Aussagen.

(a) R = 0: Die Reihe konvergiert lediglich an der Stelle z = 0.

4NieLs HENRIK ABEL [1802-1829)
5Das Symbol ¢ ist der griechische Buchstabe ,,zeta”.
6Wir lassen R = oo zu.
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(b) R = oo: Die Reihe konvergiert in ganz C absolut und in jeder abgeschlossenen
Kreisscheibe” {z € C | |2| <r} (r € RT) gleichmiBig®.

(¢) R € R™: Die Reihe konvergiert in der Kreisscheibe {z € C | |z| < R} abso-
lut und divergiert in {z € C | |z| > R}. In jeder abgeschlossenen Kreisscheibe
{z € C||z| <r} mit r < R ist sie gleichméfig konvergent.

Beweis:  Die Aussage (a) ist evident und (b) folgt aus dem Lemma, falls R = oo ist. Die
Aussage iiber die gleichmiflige Konvergenz folgt aus dem Weierstra3ischen Majorantenkri-
terium (Korollar 12.1), da fiir |2| < r die Reihe der Normen

Z llax 2°| < Z lag| ¥ < oo (12.3)
k=0 k=0

wegen R = oo konvergiert.

Sei nun R € R™ und |2| < R. Dann gibt es ein ¢ mit |2| < |[¢| < R derart, daf die
Potenzreihe an der Stelle ¢ konvergiert. Nach dem Lemma konvergiert sie dann an der
Stelle z absolut. Wire die Potenzreihe andererseits fiir |z| > R konvergent, wire sie nach
dem Lemma fiir alle 7 mit R < r < |z| konvergent im Widerspruch zur Definition.

Die Aussage iiber die gleichméfBige Konvergenz folgt ebenfalls aus dem Weierstraflschen
Majorantenkriterium, da wieder (12.3) fiir |z| < r < R gilt. O

Bemerkung 12.5 Die Aussagg des Satzes erklirt, warum wir vom Konvergenzradi-
us einer Potenzreihe sprechen. Uber die Konvergenz auf dem Rand der Konvergenz-
kreisscheibe lassen sich keine allgemeinen Angaben machen, s. Ubungsaufgabe 12.11.

A

Wir geben nun zwei Formeln zur Bestimmung des Konvergenzradius einer Potenz-
reihe an. Wahrend die erste Formel in der Praxis wichtiger ist, aber nicht in allen
Féllen angewendet werden kann, ist die zweite Formel allgemeingiiltig.

Satz 12.7 (Erste Formel fiir den Konvergenzradius) Sei 3" axz* eine Potenz-
reihe, fiir die®

ag

= i
e

Q41

existiert. Dann ist der Konvergenzradius R = p.

Beweis:  Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe fiir alle z mit

_ kBl
p

k41
. Ap+4+1%2
lim | ———
k—oo

arz¥

und divergiert, falls

"Englisch: disk

8Wir haben hier die gleichmifBige Konvergenz in einer Teilmenge von €. Man mache sich durch
eine Uberpriifung der Beweise klar, welche Sitze des letzten Abschnitts auch fiir Teilmengen von
C gelten.

9Das Symbol p ist der griechische Buchstabe ,rho”.
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k+1
Ap+4+1%2 +

apz®
ist. Deshalb ist R = p. O

lim = M >1
k—oo P

Bemerkung 12.6 In diesem Zusammenhang setzen wir 1/0 = co und 1/00 = 0.

Beispiel 12.4 (Exponential-, Sinus- und Kosinusreihe) Die Exponentialreihe

k

(5.1) expz = ), o7
k=0

hat also — wie wir bereits wissen — den Konvergenzradius

|
= lim M: lim (k4+1)=o00.

k—oo k! k—oo

R= lim |-

k—oo

Q41

Der Konvergenzradius der Sinus- und Kosinusreihe kann hingegen mit der Formel
aus Satz 12.7 nicht (direkt) bestimmt werden, da der entsprechende Grenzwert
nicht existiert (ay/agy1 ist abwechselnd 0 und co). Zu dieser Fragestellung s. auch
Ubungsaufgabe 12.12.

Beispiel 12.5 Wir wollen bestimmen, wo die Potenzreihe
0o 2

D <3 5 k|2k 1 ) z
pors 5. ( + )

konvergiert. Der Konvergenzradius ergibt sich zu

9 2
—nm (2FE3) 2y

Die Potenzreihe konvergiert also fiir alle z € € mit |z| < 4. Uber die Konvergenz
der Potenzreihe fiir |z| = 4 sagt Satz 12.7 nichts aus. Zur Untersuchung dieser

Fragestellung sind hiufig komplizierte Einzelberechnungen nétig, s. auch Ubungs-
aufgabe 12.11.

ag

R = lim

k—oo

Q41

Sitzung 12.1 Mit der Formel aus Satz 12.7 ist es leicht, DERIVE Konvergenzradien
berechnen zu lassen. Die DERIVE Funktion

KONVERGENZRADIUS(a,k) :=LIM(ABS (a/LIM(a,k,k+1)) ,k,inf)

KR(a,k) :=KONVERGENZRADIUS (a, k)

bestimmt den Konvergenzradius einer Potenzreihe f(z) =Y ax 2% gemiB Satz 12.7.
Wir bekommen z. B. folgende Resultate:
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f(z) DERIVE Eingabe Ausgabe
L IV \ . .

Z<3,5m(2k+1))z KR((k!/PRODUCT(2j+1,5,1,k))"2,k) 4,

o0 1 k X

> KR(1/k"2,K) .

Zyz KR(1/k!,k) % |

PR KR(k"k/k! k) o

Z (Qkk) k KR (COMB (2k, k) ,k)

Zel/sm (2/k) Lk KR (EXP (1/SIN(2/k)) ,k) g2

Zk!zk KR (k!,k) 0.

Die letzte Konvergenzreihe konvergiert also nur am Ursprung.

Aus dem Wurzelkriterium kann man eine allgemeingiiltige Formel fiir den Konver-
genzradius herleiten. Zu diesem Zweck brauchen wir die folgende

Definition 12.4 (Limes superior, Limes inferior) Sei (a;), eine reelle Folge.
Sei weiter

A= { lim ap,

k—oo

(an, ) ist Teilfolge von (an)} .

Ist (an), nach oben bzw. nach unten beschrinkt, dann ist nach dem Satz von
Bolzano-Weierstra$ (Satz 4.5) A # (). Wir nennen

limsupa, :=sup A (12.4)
n—oo
den Limes superior und
liminf a,, :=inf A (12.5)
n—oo
den Limes inferior der Folge (ay),. Ist (a,), nach oben unbeschrénkt, setzen wir
lim sup a,, := oo, und ist (a,), nach unten unbeschrinkt, gilt liminf a,, := —oco.
n—oo n—oo

Bemerkung 12.7 Unter allen Grenzwerten, die konvergente Teilfolgen von (an)n
haben, ist lim sup a,, also der gréfite und liminf a,, der kleinste, s. auch Ubungsauf-

n— o0 n—0o0

gabe 12.14.
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Bemerkung 12.8 Eine Folge konvergiert offenbar genau dann, wenn liminf a,, =

n—oo
limsup a,, gilt. A

n—oo

Den Limes superior kann man folgendermaflen beschreiben.
Lemma 12.2 Sei (a,), nach oben beschrénkt. Dann gilt:

(a) z <limsupa, = es gibt unendlich viele a, > z,

n—oo
(b) & > limsupa,, = es gibt nur endlich viele a,, > x.

n—oo
Beweis:  (a) Ist © < sup A, so gibt es eine Teilfolge an, — £ > z, und folglich sind
unendlich viele a,, grofer als x.
(b) Sind unendlich viele a, > x, so kann man aus diesen eine Teilfolge mit On, — &>
auswéhlen. Dann ist aber £ € A und folglich gilt supA > ¢ > z, im Widerspruch zur
Voraussetzung. d

Eine analoge Beschreibung des Limes inferior gibt es natiirlich ebenfalls. Hieraus

bekommen wir nun die Formel von HADAMARD!? fiir den Konvergenzradius:

Satz 12.8 (Zweite Formel fiir den Konvergenzradius) Der Konvergenzradi-
us R einer Potenzreihe Y ayz* ist gegeben durch

1
R= ———. 12.6
limsup ¥/ |a| (12.6)
k—oo
Beweis:  Sei R durch (12.6) definiert. Ist nun |z| < R, dann ist

limsup {/|ax 2%| = |2| - limsup {/|ax| = % <1,
k—oo

k—oo
also auch lilznsup ¥/ |ak 2%| = 'iR‘ < g < 1 fiir ein geeignetes ¢ < 1. Nach Lemma 12.2 (b)
gibt es dann ein K € IN derart, daB fiir alle k > K gilt

lak 2| < ¢*
(oo}
und die Potenzreihe konvergiert an der Stelle z, da die geometrische Reihe Y q" eine
k=K

konvergente Majorante ist. Ist aber |z| > R, dann gilt
limsup {/|ax 2*| = % >1,
k—oo

und nach Lemma 12.2 (a) gibt es unendlich viele k; € IN mit |ax, z*/| > 1. Daher divergiert

die Reihe fiir dieses z wegen der divergenten Minorante » 1. O
j=0

Aus der gleichméfigen Konvergenz, die Potenzreihen in abgeschlossenen Teilmengen

des Konvergenzbereichs aufweisen, ergeben sich vielféltige Eigenschaften. Zunéchst

haben wir

10JAcQUES SALOMON HADAMARD [1865-1963]
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Satz 12.9 (Stetigkeit einer Potenzreihe) Die Potenzreihe f(2) = 3 a; 2" habe
den Konvergenzradius R > 0. Dann stellt sie fiir |z] < R eine stetige Funktion f
dar.!t

Beweis:  Daf die Grenzfunktion stetig ist, folgt aus der gleichméfiigen Konvergenz mit
Satz 12.2. 0O

Wir wenden uns der Differentiation von Potenzreihen zu. Hierfiir betrachten wir
ihre Einschréinkung auf ihr reelles Konvergenzintervall und nehmen an, dafi die
Koeffizienten reell sind.

Da Potenzreihen so dhnlich wie Polynome sind, hat man die Hoffnung, dafl man
sie auch so wie Polynome differenzieren kann: gliedweise. Wir werden nun sehen,
daf} diese Hoffnung nicht triigt und man in der Tat eine Potenzreihe in ihrem Kon-
vergenzintervall beliebig oft gliedweise differenzieren darf.

o0
Satz 12.10 (Ableitung einer Potenzreihe) Die Potenzreihe f(z) = > ayz*
k=0

habe den Konvergenzradius R > 0. Dann gilt fiir || < R
f(z)= Z kay "1,
k=1

und die Reihe der Ableitung hat ebenfalls den Konvergenzradius R.

Beweis:  Der Konvergenzradius der Reihe

oo
> kapatt (12.7)
k=1
ist wegen klim ¥k = 1 ebenfalls
— 00
1 B 1 3 1 _
limsup {/|k ax| klim Vk -limsup ¥/|ax|  limsup §/|ax|
k— o0 —00 k—oo k— o0

Sei z € R mit |z| < R gegeben. Dann konvergiert nach Satz 12.6 fiir r € (|z|, R) die Reihe
(12.7) in {z € R | |z| < r} gleichm#Big. Nach Satz 12.3 bekommen wir mit der Linearitét
des Integrals

/(Zmﬁ“) dt = lim /(Zkaktkl) dt
0 k=0 n~>oo0 k=0

xT
n n
. k—1 . k k
= lim E kagt dt = lim E ai T :5 ak x
n—oo n—oo
k=0 k=0

k=0

HDie Stetigkeit einer komplexwertigen Funktion wird analog definiert wie die einer reellwertigen
Funktion.
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und aus dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung folgt dann die Beziehung

fl(@)=> kag 2k, 0
k=0

Beispiel 12.6 Fiir |z| < 1 gilt

d d 1 T
Z k Z k-1 Z k
kot = k xdm( x>zdx<1—x>(1—x)2'
k=0 k=0 k=0

Durch Ableiten bekannter Potenzreihenidentitdten lassen sich also neue Beziehun-
gen herleiten.

Beispiel 12.7 Durch gliedweises Ableiten ihrer Potenzreihe erhalten wir wieder die
Ableitung der Exponentialfunktion

d T d G 1 k _ G k k—1 __ G 1 kE_ =z
k=0 k=1 k=0

Genauso lassen sich die Ableitungen der Sinus- und Kosinusfunktion gewinnen. A

Da die Ableitung einer konvergenten Potenzreihe wieder eine konvergente Potenz-
reihe ist, liefert eine induktive Anwendung von Satz 12.10:

Satz 12.11 Die Potenzreihe f(z) = Y. agpz" habe den Konvergenzradius R > 0.
k=0
Dann ist f fiir |z| < R beliebig oft differenzierbar, und es gilt fiir alle m € IN

f(m) (z) = Z (k;f'm)' ap £ ’

k=m
und die Reihe der m. Ableitung hat ebenfalls den Konvergenzradius R. Insbesondere

gelten fiir jede Potenzreihe f(x) = 3. apz® die Formeln
k=0

F™(0) = m! ap, (m € INy) . H

Eine besonders wichtige Reihe ist die Binomialreihe, die den Binomischen Lehrsatz
verallgemeinert. Sei dazu 