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Prof. Dr. Peter Lesky

Peter Lesky als Lehrer

@ Ich war Anfang der 1970er Jahre Student bei Peter Lesky
und horte seine Vorlesung Mathematische Strukturen.
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Prof. Dr. Peter Lesky

Peter Lesky als Lehrer

@ Ich war Anfang der 1970er Jahre Student bei Peter Lesky
und horte seine Vorlesung Mathematische Strukturen.

@ Peter Lesky hat 20 Promotionen betreut.
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Prof. Dr. Peter Lesky

Peter Lesky als Lehrer

@ Ich war Anfang der 1970er Jahre Student bei Peter Lesky
und horte seine Vorlesung Mathematische Strukturen.

@ Peter Lesky hat 20 Promotionen betreut. Einer seiner
Schiiler, Klaus Ulshéfer, war mein Schullehrer am
Stuttgarter Karls-Gymnasium.
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Prof. Dr. Peter Lesky

Peter Lesky als Kollege

@ Nachdem ich in den 1980er Jahren in der geometrischen
Funktionentheorie geforscht habe, wandte ich mich in den
1990er Jahren dem Studium der orthogonalen Polynome
zu und entdeckte die Arbeiten von Peter Lesky.
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Prof. Dr. Peter Lesky

Peter Lesky als Kollege

@ Nachdem ich in den 1980er Jahren in der geometrischen
Funktionentheorie geforscht habe, wandte ich mich in den
1990er Jahren dem Studium der orthogonalen Polynome
zu und entdeckte die Arbeiten von Peter Lesky.

@ Eine weitere Gemeinsamkeit ist unser Interesse fir die
mathematische Lehre und Didaktik.
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Online-Demonstrationen mit Computeralgebra

Computeralgebrasysteme

@ Ich werde das Computeralgebrasystem Maple benutzen,
um die betrachteten Algorithmen zu programmieren und zu
prasentieren.
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Online-Demonstrationen mit Computeralgebra

Computeralgebrasysteme

@ Ich werde das Computeralgebrasystem Maple benutzen,
um die betrachteten Algorithmen zu programmieren und zu
prasentieren.

@ Natlrlich kénnte man auch jedes andere
General-Purpose-System wie z. B. Mathematica, MuPAD
oder Reduce benutzen.
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@ Ich werde das Computeralgebrasystem Maple benutzen,
um die betrachteten Algorithmen zu programmieren und zu
prasentieren.

@ Natlrlich kénnte man auch jedes andere
General-Purpose-System wie z. B. Mathematica, MuPAD
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benutzt:
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Online-Demonstrationen mit Computeralgebra

Computeralgebrasysteme

@ Ich werde das Computeralgebrasystem Maple benutzen,
um die betrachteten Algorithmen zu programmieren und zu
prasentieren.

@ Natlrlich kénnte man auch jedes andere
General-Purpose-System wie z. B. Mathematica, MuPAD
oder Reduce benutzen.

Algorithmen
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benutzt: Algorithmen der linearen Algebra,
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Online-Demonstrationen mit Computeralgebra

Computeralgebrasysteme

@ Ich werde das Computeralgebrasystem Maple benutzen,
um die betrachteten Algorithmen zu programmieren und zu
prasentieren.

@ Natlrlich kénnte man auch jedes andere
General-Purpose-System wie z. B. Mathematica, MuPAD
oder Reduce benutzen.

Algorithmen

Letztlich werden intern meist die folgenden Algorithmen
benutzt: Algorithmen der linearen Algebra, multivariate
Polynomfaktorisierung
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Online-Demonstrationen mit Computeralgebra

Computeralgebrasysteme

@ Ich werde das Computeralgebrasystem Maple benutzen,
um die betrachteten Algorithmen zu programmieren und zu
prasentieren.

@ Natlrlich kénnte man auch jedes andere
General-Purpose-System wie z. B. Mathematica, MuPAD
oder Reduce benutzen.

Algorithmen

Letztlich werden intern meist die folgenden Algorithmen
benutzt: Algorithmen der linearen Algebra, multivariate
Polynomfaktorisierung und die Lésung nicht-linearer
Gleichungen, z. B. mithilfe von Grébnerbasen.
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Uberblick

@ Klassische orthogonale Polynome
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Orthogonale Polynome

Skalarprodukte

Gegeben: ein Skalarprodukt

b
(f.g) = / F(x)g(x) dpa(x)

mit nicht-negativem Borelmaf p(x) und Trager im Intervall [a, b]
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Orthogonale Polynome

Skalarprodukte

Gegeben: ein Skalarprodukt

b
(f.g) = / F(x)g(x) dpa(x)

mit nicht-negativem Borelmaf p(x) und Trager im Intervall [a, b]

Spezialfélle

@ absolut stetiges MaB du(x) = p(x) dx mit
Gewichtsfunktion p(x),
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Orthogonale Polynome

Skalarprodukte

Gegeben: ein Skalarprodukt

b
(f.g) = / F(x)g(x) dpa(x)

mit nicht-negativem Borelmaf p(x) und Trager im Intervall [a, b]

Spezialfélle

@ absolut stetiges MaB du(x) = p(x) dx mit
Gewichtsfunktion p(x),

@ diskretes MaB p(x) = p(x) with Tréger in Z,
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Orthogonale Polynome

Skalarprodukte

Gegeben: ein Skalarprodukt

b
(f.g) = / F(x)g(x) dpa(x)

mit nicht-negativem Borelmaf p(x) und Trager im Intervall [a, b]

Spezialfélle

@ absolut stetiges MaB du(x) = p(x) dx mit
Gewichtsfunktion p(x),

@ diskretes MaB p(x) = p(x) with Tréger in Z,

@ diskretes MaB p(x) = p(x) mit Trager in gZ.
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Orthogonale Polynome

Orthogonalitat

@ Ein System von Polynomen Pp,(x)

Pp(x) = kox" + kx4 KIIx"2 4. Ky £0
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Orthogonale Polynome

Orthogonalitat

@ Ein System von Polynomen Pp,(x)
Po(x) = knx" + Kx"V f KIX"2 4 Kk £0

heif3t orthogonal (OPS) bzgl. des positiv definiten MaBes
dp(x), wenn

0 falls m # n
h, >0 fallsm=n

(Pm, Pn) = {
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Klassische Familien

Klassische ,stetige“ Familien

Die klassischen OPS kénnen erklart werden als die
Polynomlésungen der Differentialgleichung:

o(X)Pp(x) + T(X)P,(x) — ApPn(x) =0.




Methoden der Computeralgebra fiir orthogonale Polynome
000@000000000

Klassische Familien

Klassische ,stetige“ Familien

Die klassischen OPS kénnen erklart werden als die
Polynomlésungen der Differentialgleichung:

o(X)Pp(x) + T(X)P,(x) — ApPn(x) =0.

V.

Folgerungen

en=1 liefert 7(x) =ex+~v,e #0

A\
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Klassische Familien

Klassische ,stetige“ Familien

Die klassischen OPS kénnen erklart werden als die
Polynomlésungen der Differentialgleichung:

o(X)Pp(x) + T(X)P,(x) — ApPn(x) =0.

V.

Folgerungen

en=1 liefert 7(x) =ex+~v,e #0
en=2 liefert o(x) = ex® + fx + g

A\
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Klassische Familien

Klassische ,stetige“ Familien

Die klassischen OPS kénnen erklart werden als die
Polynomlésungen der Differentialgleichung:

o(X)Pp(x) + T(X)P,(x) — ApPn(x) =0.

V.

Folgerungen

en=1 liefert 7(x) =ex+~v,e #0
en=2 liefert o(x) = ex® + fx + g
@ Koeffizient von x" liefert A\ = n(e(n—1) +¢)

N
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Die: Charakterisiering
der klassischen orthogonalen Polynome.
durch Stzlrm-Lzoawllesc/)e Dzﬁrmtza{glezcbﬂngm

PETER LESKY

Nach dieser Festlegung des R(v) existiert nur dann eine Polynomlosung ersten
Grades in x, wenn Q(x) selbst ein Polynom ersten Grades in x ist:” :
Q(x)—“'rr Ll
und eine Polynomlésung zweiten Grades in x nur mlt e
P(x) =e x2- i-fx-{-g

Setzt man ein beheblges Polynom' #- “teh Grades in x.in dxe leferentxal-
gleichung (1') ein und beriicksichtigt die‘soeben bestimmten Koeffmenten ‘dann
findet man durch Vergleich der Koeffizienten von 2" die Parameterwerte

Ip=enn—1)+¢en, 4u-—01,.., S )|
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Klassische Familien

Klassifikation

Die klassischen Systeme kdnnen (modulo linearer
Transformationen) geman folgendem Schema klassifiziert
werden (Bochner (1929), Lesky (1962-1)):
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Klassische Familien

Klassifikation
Die klassischen Systeme kdnnen (modulo linearer
Transformationen) geman folgendem Schema klassifiziert
werden (Bochner (1929), Lesky (1962-1)):

@ o(x)=0 Potenzen x"
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Klassische Familien

Klassifikation
Die klassischen Systeme kdnnen (modulo linearer
Transformationen) geman folgendem Schema klassifiziert
werden (Bochner (1929), Lesky (1962-1)):

@ o(x)=0 Potenzen x"

@ o(x)=1 Hermitepolynome
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Klassische Familien

Klassifikation

Die klassischen Systeme kdnnen (modulo linearer
Transformationen) geman folgendem Schema klassifiziert
werden (Bochner (1929), Lesky (1962-1)):

@ o(x)=0 Potenzen x"
@ o(x)=1 Hermitepolynome
@ o(x)=x Laguerrepolynome
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Klassische Familien

Klassifikation

Die klassischen Systeme kdnnen (modulo linearer
Transformationen) geman folgendem Schema klassifiziert
werden (Bochner (1929), Lesky (1962-1)):

@ o(x)=0 Potenzen x"

@ o(x)=1 Hermitepolynome
@ o(x)=x Laguerrepolynome
@ o(x)=x2 Besselpolynome
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Klassische Familien

Klassifikation

Die klassischen Systeme kdnnen (modulo linearer
Transformationen) geman folgendem Schema klassifiziert
werden (Bochner (1929), Lesky (1962-1)):
@ o(x)=0 Potenzen x"
@ o(x)=1 Hermitepolynome
@ o(x)=x Laguerrepolynome
@ o(x)=x2 Besselpolynome
@ o(x)=1-x° Jacobipolynome
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Hermite, Laguerre, Jacobi und Bessel
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Klassische Familien

Die Pearsonsche Differentialgleichung
Die zugehdrige Gewichtsfunktion p(x) erfullt die Pearsonsche
Differentialgleichung

I (o(00(0) = 7(0p(x) .
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Klassische Familien

Die Pearsonsche Differentialgleichung

Die zugehdrige Gewichtsfunktion p(x) erfullt die Pearsonsche
Differentialgleichung

I (o(00(0) = 7(0p(x) .

V.

Gewichtsfunktion

Also ist sie gegeben durch

v
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Klassische diskrete Familien

Klassische ,diskrete” Familien

Die klassischen ,diskreten” OPS kénnen analog erklart werden
als Lésungen der Differenzengleichung (Lesky (1962-2)):

o (X) A2Pp(x) + T(X)APp(X) — ApPa(x +1) =0

wobei Af(x) = f(x +1) — f(x) .
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Klassische diskrete Familien

Klassische ,diskrete“ Familien
Die klassischen ,diskreten” OPS kénnen analog erklart werden
als Lésungen der Differenzengleichung (Lesky (1962-2)):

o (X) A2Pp(x) + T(X)APp(X) — ApPa(x +1) =0

wobei Af(x) = f(x +1) — f(x) .

Folgerungen

en=1 liefert 7(x) =ex+~v,e #0
en=2 liefert o(x) = ex® + fx + g
@ Koeffizient von x" liefert A\p = n(e(n—1) +¢)

v
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Uber Polynomsysteme,
die Sturm-Liouvilleschen Differenzengleichungen
geniigen
Von

PETER LESKY

Wir brauchen daher nur mehr die Differenzengleichung

3) (en*+fn+g A*F, ,+ (en+y) AP, ,+ 4,B, .1, =0

zu untersuchen, ob sie ein im erweiterten Sinn Sturm-Liouvillesches Polynom-
system erzeugt.

gleich null ist. Dadurch findet man fiir die Parameterwerte

(6) Ay=—vlev—1)+¢], v=0,1,2,...
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Klassische diskrete Familien

Klassifikation

Die klassischen diskreten Familien kénnen (modulo linearer
Transformationen) gemaf folgendem Schema klassifiziert
werden (Lesky (1962-3), Nikiforov, Suslov, Uvarov (1991)):
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Klassische diskrete Familien

Klassifikation

Die klassischen diskreten Familien kénnen (modulo linearer
Transformationen) gemaf folgendem Schema klassifiziert
werden (Lesky (1962-3), Nikiforov, Suslov, Uvarov (1991)):

@ o(x)=0 fallende Faktorielle
xX2=x(x—=1)---(x—n+1)
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Klassische diskrete Familien

Klassifikation

Die klassischen diskreten Familien kénnen (modulo linearer
Transformationen) gemaf folgendem Schema klassifiziert
werden (Lesky (1962-3), Nikiforov, Suslov, Uvarov (1991)):

@ o(x)=0 fallende Faktorielle
xX2=x(x—=1)---(x—n+1)
@ o(x)=1 verschobene Charlierpolynome
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Klassische diskrete Familien

Klassifikation

Die klassischen diskreten Familien kénnen (modulo linearer
Transformationen) gemaf folgendem Schema klassifiziert
werden (Lesky (1962-3), Nikiforov, Suslov, Uvarov (1991)):

@ o(x)=0 fallende Faktorielle
xX2=x(x—=1)---(x—n+1)

@ o(x)=1 verschobene Charlierpolynome

@ o(x)=x Charlier-, Meixner-, Krawtchouk-
polynome
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Klassische diskrete Familien

Klassifikation

Die klassischen diskreten Familien kénnen (modulo linearer
Transformationen) gemaf folgendem Schema klassifiziert
werden (Lesky (1962-3), Nikiforov, Suslov, Uvarov (1991)):

@ o(x)=0 fallende Faktorielle
xX2=x(x—=1)---(x—n+1)

@ o(x)=1 verschobene Charlierpolynome

@ o(x)=x Charlier-, Meixner-, Krawtchouk-
polynome

@ deg(o(x),x) =2 Hahnpolynome
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Orthogonale Polynomsysteme als Losungen
Sturm-Liouvillescher Differenzengleichungen

Von
Peter Lesky, Innsbruck

Verallgemeinerten Tschebysehewschen Interpolationspolynome,
(|4|<,|B| < x)wenn Q,,, quadratisch in n, die
Polynome von Krawtchouk (|4 |< o, | B | < ) und die
Verallgemeinerten Elemente der Laguerreschen Matrizen,
(|4|<w, B=c) wennQ,,, linear in n, die
Polynome von Charlier,
(|4] < o0, B=®) wennQ,,, eine Konstante ist®.
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Klassische diskrete Familien

Die Pearsonsche Differenzengleichung

Die korrespondierende diskrete Gewichtsfunktion p(x) erfullt
die Pearsonsche Differenzengleichung

A(e(x)p(x) = T(x)p(x) -
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Klassische diskrete Familien

Die Pearsonsche Differenzengleichung

Die korrespondierende diskrete Gewichtsfunktion p(x) erfullt
die Pearsonsche Differenzengleichung

A(e(x)p(x) = T(x)p(x) -

Gewichtsfunktion

Also ist sie durch das Termverhaltnis gegeben:

plx+1) _o(x)+7(x)

p(x) — o(x+1)
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Uberblick

@ Hypergeometrische Funktionen
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Hypergeometrische Funktionen

Die allgemeine hypergeometrische Funktion

Die Potenzreihe
at,...,ap
F
P q<b1,...,bq

deren Summanden a, = A,z* ein rationales Termverhaltnis

z) = iAkzk ,
k=0

okt Ak 2T (krar) (k) 2

ak  Aczk  (k+by)---(k+bg) (k+1)

haben, hei3t die verallgemeinerte hypergeometrische Funktion.

v
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Hypergeometrische Funktionen

Hypergeometrische Terme

Der Summand ay = Axz¥ einer hypergeometrischen Reihe
wird hypergeometrischer Term bzgl. k genannt.
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Hypergeometrische Funktionen

Hypergeometrische Terme

Der Summand ay = Axz¥ einer hypergeometrischen Reihe
wird hypergeometrischer Term bzgl. k genannt.

v

Gewichtsfunktion der klassischen diskreten OPS

Die Beziehung

p(x+1) _ o(x) + 7(x)
p(X) o(x+1)
besagt daher, dass die Gewichtsfunktion p(x) der klassischen
diskreten orthogonalen Polynome ein hypergeometrischer Term

bzgl. der Variablen x ist.

<
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Hypergeometrische Funktionen

Formel fir hypergeometrische Terme

Far die Koeffizienten der verallgemeinerten
hypergeometrischen Funktion erhalt man unter Benutzung des

Pochhammersymbols (a)x = ala+1)---(a+ k—1) = %
die Formel
> a )k zk
F =) P
2 q<b1,...,b ) ZO bq)kkI
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Hypergeometrische Funktionen

Formel fir hypergeometrische Terme

Far die Koeffizienten der verallgemeinerten
hypergeometrischen Funktion erhalt man unter Benutzung des

Pochhammersymbols (a)x = ala+1)---(a+ k—1) = %
die Formel
> a )k zk
F. R
2 q<b1,...,b ) ZO bq)kkI

Potenzreihendarstellungen der klassischen OPS

Aus der Differentialgleichung kann man eine Rekursions-
gleichung der Potenzreihenkoeffizienten bestimmen.

v
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Hypergeometrische Funktionen

Formel fir hypergeometrische Terme

Far die Koeffizienten der verallgemeinerten
hypergeometrischen Funktion erhalt man unter Benutzung des

Pochhammersymbols (a)x = ala+1)---(a+ k—1) = %
die Formel
> a )k zk
F. R
2 q<b1,...,b ) ZO bq)kkI

Potenzreihendarstellungen der klassischen OPS

Aus der Differentialgleichung kann man eine Rekursions-
gleichung der Potenzreihenkoeffizienten bestimmen. Maple
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Hypergeometrische Funktionen

OPS des Hahntableaus als hypergeometrische Funktionen

Mittels dieser Dreitermrekursion, die bereits von Lesky (1962-1)
bzw. Lesky (1962-2) angegeben wurde, erhalt man
beispielsweise fur die Laguerrepolynome

o n+ o —n
Ln(X):< n >1F1<a+1
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Hypergeometrische Funktionen

OPS des Hahntableaus als hypergeometrische Funktionen

Mittels dieser Dreitermrekursion, die bereits von Lesky (1962-1)
bzw. Lesky (1962-2) angegeben wurde, erhalt man

beispielsweise fur die Laguerrepolynome

= () ) - S S )¢
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Hypergeometrische Funktionen

OPS des Hahntableaus als hypergeometrische Funktionen

Mittels dieser Dreitermrekursion, die bereits von Lesky (1962-1)
bzw. Lesky (1962-2) angegeben wurde, erhalt man

beispielsweise fur die Laguerrepolynome

0= () ) - S ()

und die Hahnpolynome sind gegeben durch
1>
V]
Vv

-n,—x,n+1+a+p
a+1,—N

Q?(x, N) = 3F2<
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2. Wir versuchen nun fiir die Koeffizienten-der Differentialgleichung (1")
cine Bedingung abzuleiten, die fiir die Existenz von orthogonalen Polynom-
lésungen’ aller Grade n (n=0,1, 2, .:.) not\veudig ist. Zu diesem Zweck setzen
wir dle Polynomldsungen ‘ :

yn(t)"‘auo+aulﬁ'+ +a,, ux' nu‘*:o ("—0'1 2-"')»

in die leferentmlglelchung (1”) ein und verglclchen die Koeffizienten von *
(k=0,1,2,...,n— 1) Dann folgt bei I*estlegung von a,, »i1=0 fitr die Polynom—

koeffizienten a,, , die Rekursionsformel

(”_k)[‘(”+k"1)+8]“»,k—(k+1)[(k+2)g“»,k+|+(kf+7)“nn+1] 3)
k= 0,1,2,... "—1—1 ‘

) };0(){avk[k6+ek-e)+l]+a,k+1[k[e e(2k—1)+f]+y+ 4] +
+a, s [eR [+ gl =0,
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Uberblick

@ Eigenschaften der klassischen orthogonalen Polynome
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Eigenschaften der klassischen OPS

Beziehungen flr klassische orthogonale Polynome

Mit linearer Algebra kann man die Koeffizienten der folgenden
Identitdten — ausgedriickt durch die Parameter e, f, g, und v —
bestimmen (Lesky (1985)):

UNIKASSEL
VERSITAT



Methoden der Computeralgebra fiir orthogonale Polynome
0@00

Eigenschaften der klassischen OPS

Beziehungen flr klassische orthogonale Polynome

Mit linearer Algebra kann man die Koeffizienten der folgenden
Identitdten — ausgedriickt durch die Parameter e, f, g, und v —
bestimmen (Lesky (1985)):

(RE) X Pn(x) = an Pni1(x) + by Pn(x) + ¢n Pr—1(X)
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Eigenschaften der klassischen OPS

Beziehungen flr klassische orthogonale Polynome

Mit linearer Algebra kann man die Koeffizienten der folgenden
Identitdten — ausgedriickt durch die Parameter e, f, g, und v —
bestimmen (Lesky (1985)):

(RE) X Pn(x) = an Pni1(x) + by Pn(x) + ¢n Pr—1(X)

(DR) (X) Pn(x) = an Prt (X) + By Pa(X) + v Pr1(x)
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Eigenschaften der klassischen OPS

Beziehungen flr klassische orthogonale Polynome

Mit linearer Algebra kann man die Koeffizienten der folgenden
Identitdten — ausgedriickt durch die Parameter e, f, g, und v —
bestimmen (Lesky (1985)):

(RE) X Pn(x) = an Pni1(x) + by Pn(x) + ¢n Pr—1(X)
(DR) a(X) P(X) = 0tn Poy1(X) + B Pa(X) +~p Pa_1(X)
(SR) Pr(X) = @n Pl 1 (X) + b Pi(x) + €0 Pj_y(x)
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Eigenschaften der klassischen OPS

Beziehungen flr klassische orthogonale Polynome

Mit linearer Algebra kann man die Koeffizienten der folgenden
Identitdten — ausgedriickt durch die Parameter e, f, g, und v —
bestimmen (Lesky (1985)):
(RE) X Pn(x) = an Pni1(x) + by Pn(x) + ¢n Pr—1(X)
(DR) o(X) Pp(x) = otn Pri1(X) + By Po(X) + 5 Pa-1(X)
(SR) Pn(X) = @n Ppy1(X) + bn P(X) + Cn Pp_y(x)
Maple
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UBER POLYNOMLOSUNGEN VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
"UND DIFFERENZENGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG

Von PerEr LEskY, Stuttgart

Unter Verwendung der aus (3) berechenbaren Koeffizienten a,,_, und
a, ,_, erhilt man allein durch Koeffizientenvergleich

sty = {2l Nera =@ecnl, o
\ ‘ (5)
ynln—2etel{n—1[n—Ne+tcldeg—f)+ g +ey’ —eyf)
f [(n—De+e][2(n—1)e+ e*[(2n—3)e + ¢
Va1 (x) .
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Mathematik
Die Klassifikation der gesam-
ten klassischen OPS des
Askey-Wilson-Schemas  durch e
Sturm-Liouville-Gleichungen
und den Satz von Favard kulmi-

Eine Charakterisierung der

niert schlieBlich in Peter Leskys Klassischen kontinuierlichen-,
; diskreten- und g-Orthogonal-
Monographie polynome

Eine Charakterisierung der klas-
sischen kontinuierlichen, diskre-
ten und g-Orthogonalpolynome,
Shaker, 2005, Aachen

SHAKER
[VERLAG]
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Uberblick

@ Zeilberger-Algorithmus
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Zeilberger-Algorithmus

Rekursionsgleichungen fur hypergeometrische Reihen

Doron Zeilberger (1990) entwickelte einen Algorithmus, um fir
hypergeometrische Reihen

Sp = i F(n, k)

k=—oc0

holonome Rekursionsgleichungen zu bestimmen.
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Zeilberger-Algorithmus

Rekursionsgleichungen fur hypergeometrische Reihen

Doron Zeilberger (1990) entwickelte einen Algorithmus, um fir
hypergeometrische Reihen

Sp = i F(n, k)

k=—oc0

holonome Rekursionsgleichungen zu bestimmen.

| A

Holonome Rekursionsgleichungen

Eine Rekursionsgleichung heil3t holonom, wenn sie homogen
und linear ist und Polynomkoeffizienten hat.

v
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Zeilberger-Algorithmus

Differentialgleichungen flir hypergeometrische Reihen

Ein ahnlicher Algorithmus liefert eine holonome
Differentialgleichung fir Reihen der Form

s(x) = i F(x, k) .

k=—o0
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Zeilberger-Algorithmus

Differentialgleichungen flir hypergeometrische Reihen

Ein ahnlicher Algorithmus liefert eine holonome
Differentialgleichung fir Reihen der Form

s(x) = i F(x, k) .

k=—o0

Algebra holonomer Differential- bzw. Rekursionsgleichungen

@ Holonome Funktionen formen eine Algebra, d. h., Summe
und Produkt holonomer Funktionen sind wieder holonom,
und es gibt Algorithmen der linearen Algebra, um die
zugehdrigen Differential- bzw. Rekursionsgleichungen zu
bestimmen.
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Zeilberger-Algorithmus

Anwendung auf orthogonale Polynome

@ Als Beispiel wenden wir den Zeilberger-Algorithmus auf die
Laguerrepolynome an:

00=3 G (7o) ur.

k=0
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Zeilberger-Algorithmus

Anwendung auf orthogonale Polynome

@ Als Beispiel wenden wir den Zeilberger-Algorithmus auf die
Laguerrepolynome an:

00=3 G (7o) ur.

k=0

@ Mit den Algorithmen der holonomen Algebra kann man
dann auch leicht Rekursions- und Differentialgleichungen
far das Quadrat L%(x)?, fir das Produkt L(x) L2 (x) oder

far die Differenz Ly, ;(x) — L3(x) finden.

UNIKASSEL
VERSITAT



Methoden der Computeralgebra fiir orthogonale Polynome
(e]e]e] Jo]

Zeilberger-Algorithmus

Anwendung auf orthogonale Polynome

@ Als Beispiel wenden wir den Zeilberger-Algorithmus auf die
Laguerrepolynome an:

00=3 G (7o) ur.

k=0

@ Mit den Algorithmen der holonomen Algebra kann man
dann auch leicht Rekursions- und Differentialgleichungen
far das Quadrat L%(x)?, fir das Produkt L(x) L2 (x) oder

far die Differenz Ly, ;(x) — L3(x) finden. Maple
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Wolfram Koepf =~ ¥
Die benutzte Software wurde Hypergeometric
entwickelt fir mein Buch Summation

An Algorithmic Approach to
Summation and

Hypergeometric Summation,
Vieweg, 1998, Braunschweig/ Special Function Identities
Wiesbaden

und kann von meiner Homepage
heruntergeladen werden:

Advanced lectures
in Mathematics

http://www.mathematik.uni-kassel.de/~koepf/

Publikationen UNIKASSEL
VERSITAT


http://www.mathematik.uni-kassel.de/~koepf/Publikationen
http://www.mathematik.uni-kassel.de/~koepf/Publikationen
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Uberblick

@ Petkovsek-van Hoeij-Algorithmus
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Petkovsek-van Hoeij-Algorithmus

Lésung holonomer Rekursionsgleichungen durch
hypergeometrische Terme

@ Marko Petkovsek (1992) entwickelte einen Algorithmus zur
Bestimmung aller L6sungen einer holonomen
Rekursionsgleichung durch hypergeometrische Terme.
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Petkovsek-van Hoeij-Algorithmus

Lésung holonomer Rekursionsgleichungen durch
hypergeometrische Terme
@ Marko Petkovsek (1992) entwickelte einen Algorithmus zur

Bestimmung aller L6sungen einer holonomen
Rekursionsgleichung durch hypergeometrische Terme.

@ Dieser Algorithmus ist nicht sehr effizient, aber er
algorithmisiert die Darstellung hypergeometrischer Reihen
Sp = Z F(n, k) wie z. B. Z () durch

k=—c0

hypergeometrische Terme.
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Petkovsek-van Hoeij-Algorithmus

Lésung holonomer Rekursionsgleichungen durch
hypergeometrische Terme

@ Marko Petkovsek (1992) entwickelte einen Algorithmus zur
Bestimmung aller L6sungen einer holonomen
Rekursionsgleichung durch hypergeometrische Terme.

@ Dieser Algorithmus ist nicht sehr effizient, aber er
algorithmisiert die Darstellung hypergeometrischer Reihen
Sp = Z F(n, k) wie z. B. Z (% ) durch

k=—c0

hypergeometrische Terme.

@ Mark van Hoelij (1999) entwarf eine sehr effiziente Version
eines derartigen Algorithmus.
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Petkovsek-van Hoeij-Algorithmus

Lésung holonomer Rekursionsgleichungen durch
hypergeometrische Terme

@ Marko Petkovsek (1992) entwickelte einen Algorithmus zur
Bestimmung aller L6sungen einer holonomen
Rekursionsgleichung durch hypergeometrische Terme.

@ Dieser Algorithmus ist nicht sehr effizient, aber er
algorithmisiert die Darstellung hypergeometrischer Reihen
Sp = Z F(n, k) wie z. B. Z (% ) durch

k=—c0

hypergeometrische Terme.

@ Mark van Hoelij (1999) entwarf eine sehr effiziente Version
eines derartigen Algorithmus. Maple
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Uberblick

@ Ldsung von Rekusionsgleichungen durch klassische OPS
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Klassische OPS-Lésungen holonomer

Rekursionsgleichungen

Der inverse Algorithmus

@ Vorher hatten wir gezeigt, wie die Koeffizienten der
Rekursionsgleichung direkt durch die Koeffizienten der
Differential- / Differenzengleichung ausgedriickt werden
kénnen.

v
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Klassische OPS-Lésungen holonomer

Rekursionsgleichungen

Der inverse Algorithmus

@ Vorher hatten wir gezeigt, wie die Koeffizienten der
Rekursionsgleichung direkt durch die Koeffizienten der
Differential- / Differenzengleichung ausgedriickt werden
kénnen.

@ Nutzt man diese Formeln nun in der anderen Richtung, so
kann aus der Rekursionsgleichung die zugehdrige
Differential- / Differenzengleichung ermittelt werden.

v
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Klassische OPS-Lésungen holonomer

Rekursionsgleichungen

Der inverse Algorithmus

@ Vorher hatten wir gezeigt, wie die Koeffizienten der
Rekursionsgleichung direkt durch die Koeffizienten der
Differential- / Differenzengleichung ausgedriickt werden
kénnen.

@ Nutzt man diese Formeln nun in der anderen Richtung, so
kann aus der Rekursionsgleichung die zugehdrige
Differential- / Differenzengleichung ermittelt werden.

@ Hierzu muss ein nichtlineares Gleichungssystem geldst
werden.

v
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Klassische OPS-Lésungen von

Rekursionsgleichungen

@ Sei die Rekursion
Prio(X) — (X = n—=1)Prp1(x) + a(n+1)2Pn(x) =0

gegeben.
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Klassische OPS-Lésungen von

Rekursionsgleichungen

@ Sei die Rekursion
Prio(X) — (X = n—=1)Prp1(x) + a(n+1)2Pn(x) =0

gegeben.

@ Wir finden heraus, dass die Lésungen dieser Rekursion fr
a = 1/4 verschobene Laguerrepolynome liefern. Fir
a < 1/4 erhalten wir Meixner- und Krawtchoukpolynome
als Lésungen. Maple/
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Herzlichen Dank fir Ihr Interesse!
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